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Devoir surveillé 7, sujet 1.

Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées, vos pages (et pas vos copies)
doivent étre numérotées, votre nom et classe doivent étre mentionnés et tout ceci doit étre fait durant le temps
de composition. Les étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat

ou une question en le précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation

de la copie seront prises en compte dans U'évaluation.

Calculatrice interdite.

Exercice 1. Une puce effectue des sauts aléatoires sur les trois sommets d’un triangle ABC. A chaque
saut, elle peut soit sauter sur place, soit sauter vers un des deux autres sommets. Pour tout n € N, on
note :

— A, I'événement « apres le n-iéme saut, la puce est au point A» et a, = P(A,);

— B, I'événement « apres le n-iéme saut, la puce est au point B » et b, = P(B,);

— CpI'événement « apres le n-ieme saut, la puce est au point C» et ¢, = P(Cp,).
On notera que ay (respectivement by, c¢y) sont les probabilités pour que la puce se trouve en A (respec-
tivement en B, en C) au début de I'expérience.

Si M et N sont deux points parmi A, B, C, on note pj;ny la probabilité pour que le saut s’effectue de M
vers N.

1. (a) Justifier soigneusement que a, + b, + ¢, = 1 pour tout n € N.
(b) Soit n € N. Montrer, en justifiant soigneusement, que a,+1 = paaan+ppabn+pcacy. Exprimer

de méme b,,,; et ¢,+1 en fonction de a,, b, et c;,.

2. Soita €

0, % [ Dans cette question (et seulement dans cette question), on suppose que pyn = &
pour tous points M, N € {A, B,C} tels que M # N.

(a) Montrer que pyp =1-2a pour tout M € {A, B, C}.

(b) Montrer que a,+1 = (1 -3a)a, + a pour tout n € N.

(c) En déduire une expression de a, en fonction de n et de ay.

(d) Etudier la limite de la suite (a,) sen-

1 1
3. Dans cette question, on suppose que paa =1, ppa = pBp = E et pca=pce=pcc= 5

(a) Comment interpréter la condition pgg =17
(b) Déterminer les valeurs pj;y manquantes.

(c) Montrer que la suite (c;) ,en est géométrique et en déduire une expression de c;, en fonction
de n et de ¢y. Quelle est la limite de (¢;) nen ?
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(d) Montrer que b2 = Ebn+1 - gbn pour tout n € N. Quelle est la limite de (by,) nen ?

(e) Quelle estlalimite de (a;,) en ?



Exercice 2. 1. Soit n € N. Al'aide des formules de Moivre, montrer qu’il existe un polynoéme P, tel
que
VO e R, P, (cosf)sinf = sin(nf)
2. Montrer que pour tout n € N, P, est unique.

3. Montrer que pour tout n €N, on a
Ppi2=2XPyi1— Pp.

. Déterminer le terme dominant de P, pour n € N*.

. Montrer que pour tout meN, P;,,,,1(0) = (—1)".

. En déduire que pour tout meN, P, (0) = (-1)"*12m
. Déterminer n — 1 racines de P, appartenanta]—1,1[.

. En déduire I'ensemble des racines de P, puis sa factorisation.

© 0 N O O

. Montrer que pour tout n = 2,

i
L

10. On suppose n=2m+ 1.

2m
a) Montrer que 22" [ ] cos
(@) d ,!:[1 (Zm +1

(b) Montrer, al’aide d'un changement d’indice qui inverse I'’ordre de sommation, que

): (=™

2m krm m kn
I1 cos( ):(—l)mn cos( )
kema1 2m+1 =1 2m+1
1 n km
(c) En déduire que — = H cos( )
2m 2m+1
11. On suppose n=2m.
(@) Montrer que 0 est racine de Ps,.
(b) En déduire I'existence de B, € R[X] tel que P»;, = XBy,.
(c) Montrer que B, (0) = P;, (0).
m=-1 km m
(d) En déduire, en utilisant un raisonnement similaire au cas impair, que H cos (—) = Z\r/n: .
k=1

Exercice 3. Soit a un entier naturel, et soit P, la fonction polynéme définie sur R par:
VIER, Po() =1 — (a* +2a)t +2

Le but de cet exercice est de trouver a tel que P, possede trois racines dans Z.
On suppose que a existe. Soient t1, », t3 les trois racines entieres de P, avec t) < t < 3.

1. Quevalent 1+ + 3 et t1 13?2

. Calculer P,4(0), et en déduire que t; est strictement négatif.

2
3. Déduire des questions 1. et 2. que: t; <0< f, < t3 < — 11, puis les valeurs de 1, f», t3.
4. Montrer que P},(t,) = 0. En déduire la valeur de a.

5

. Réciproquement, montrer que la valeur de a ainsi trouvée convient bien.



Exercice 4. Soit F = {(x,y,2) e R, y = z}.
. Montrer que F est un ssev de R3 et en déterminer une base..
. Soit H =Vect((1,-1,2),(2,1,1)). H et F sont-ils en somme directe?

. Montrer que G = Vect(-1,0,1) est un supplémentaire de F dans R.

. Donner les coordonnées de (1,2,3) dans B.
. Montrer que ((1,0,0),(0,1,1),(2,1,0)) est une base de R3.

1

2

3

4. Déterminer une base B adaptée a F& G = R3.

5

6

7. En déduire un supplémentaire de F dans R? différent de G.



Correctiondu DS n7

Correction 1 1. (a) Soit n € N. Les événements A,, B,, C, forment un systeme complet donc, en

(b)

2. (a)

(b)

(©

(d)

3. (a)
(b)
(9]

particulier, P(A,) + P(By) + P(Cp) = 1, C'est-a-dire | a, + by + ¢y = 1. |

Soit n € N. On calculer a,+; = P(A,+1) a l'aide de la formule des probabilités totales avec le
systeme complet d’événements (A, B,, Cy). Cela donne

P(Ap1) = Pa, (An1) P(Ap) + P, (An+1) P(By) + Pc, (An+1) P(Cy)

c’'est-a-dire précisément | a,+1 = paaan + Ppabn + Pcacn. ‘ On obtient de méme

’ bps1 = papan+ pebn+ pcacn ‘ et’ Cn+1 = PAcGn+ PBchbn + pcccn.

Soit M € {A, B, C}. Depuis la lettre M, les seules possibilités de déplacement pour la puce sont
M,M',M" ou M’ et M" sont les deux autres lettres. Donc pya + pyv + pume = 1 et donc
2a+ pyy = 1. Ainsi, | pyy =1 -2a. ‘

Soit n € N. D’apres 1°)b), on a

an+1=1-2a)a,+ab,+ac,=1-2a)a,+ a(b,+cp).

Or a, + b, + ¢, = 1,donc b, + ¢, =1 — a,. Il en résulte que

’ ap+1=1-3a)a,+a. ‘

La suite (ay,) nen est arithmético-géométrique. On cherche A € R tel que la suite (1) ,en définie
par u, = a, + A soit géométrique. Pour tout n € N, on a

Un+1 = dp+1+ A
=(1-3a)a,+a+A
=(1-3a)(up-N+a+A
=(1-3a)u, +a(l+3A).

1
On prend donc A = -3 On aalors u, = up x (1-3a)" = (ap - %) x (1-3a)" et finalement :

1 L1
VneN, an=uUp—A= ao—g x (1-3a) +§.

1
Comme 1 -3a€]-1,1[(cara€]0,3]),ona lim (1-3a)"=0,donc| lim a,=—.
n—+oo n—+oo 3

La condition p44 = 1 signifie que le point A est « collant » : sila puce y passe, elle y reste!

Onappa+pep+ppc=1 doncDe plus,| pag = pac =0 |puisque pas =1.
PourtoutneN,ona

1
Cn+1 = Pacan+ ppchbn+ pccen = 36n

donc | la suite (¢,) sen €st géométrique de raison % On en déduit que | ¢, = ¢ (%)n pour tout

neN.Comme 3 €]-1,1[,ona| lim ¢,=0.
n—+oo




(d) PourtoutneN,ona

1 1
bns1 = papan+ pppbn + pcpcn = Ebn 3
et
1 1 1 1 1 1 5
byio=papan+1+ pBebu+1+ PcBCns1 = Ebnﬂ + §Cn+1 = an + Ecn"‘ §Cn = an"‘ 1_8(:”'
done 5 1 1 5 5(1 1 1
byiz—=bp1+=bp=|=bp+—cp|—=|=bn+=cn|+=b,=0
n+26n+16n(4n18n)6(2n3n)6n
5 1 . , N )2 .
donc| b 40 = gbn+1 - ébn. La suite (b;,) nen €st donc récurrente linéaire d’ordre 2. Léquation

5. 1 5\ 1 1 (1)
caractéristique est 1> — =1+ ~ = 0. Son discriminant est A = (——) —4x-—=—= (—) . Les
6 6 6 6 36 \6

deux solutions sont

=

5
+ 1 6 1

=—etAy= =—.
2 2 2 3
On en déduit qu'’il existe A, B € R tels que pour tout n € N,

[=2[&)
D=

A=

b, = AA" + BAL.

Remarquons qu'il n'est pas nécessaire de calculer les valeurs de A et B puisqu’on nous demancde
seulement la valeur de la limite de by,.

Comme Ay,A; €]-1,1[, on peut en déduire que nlirp b, =0.
—+00

(e) On sait que a, + b, +c, = 1 pour tout n € N et on vient de montrer que les suites (b;) zen

et (cn) nen convergent toutes les deux vers 0. On en déduit que lirP a,=1.
n—+o00

Correction 2 1. Soit n € N. A l'aide des formules de Moivre, montrer qu'il existe un polynome P,, tel

que
VO € R, P, (cosf)sinf = sin(nb)

SoitneNetf eR, onasin(nf) =.£m(cosf +isin0)" donc
" (n
sin(nf) =.m Z (k)cosﬁn_k(isine)k
k=0

=%m 3y

O<ks<n

Kimpair (Z) cos0" ¥ (isin@)¥

car les termes d’indices pairs sont réels
Lz n 2j-1 ' 2j+1
- n=2j=1:;_11/ sin@%/
Im Z (2]+1)COSH i(—1)/sin@
j=0
en posant k =2k +1

22

]
n . . .
=sin0 , cosf" 271 (=1)/ (1 - cos? )/
2 o)



Z n
On pose P, (X) = Z 2j+1

0

|22 ]

) X2l (—l)j (1- Xz)j. D’apres le calcul précédent, on a bien

~

VO € R, P, (cosf)sinf = sin(nH)

. Montrer que pour tout n € N, Py, est unique.

Soit Q;, un polynéme tel que V6O € R, Q,(cosf)sinf = sin(n@). Alors pour tout 8 €]0, 7|, on a
P,(cos0) = Qy(cosh) donc P, — Q, admet tous les réels de ] — 1, 1[ pour racines, on en déduit
qu’il est nul d’ou 'unicité.

. Montrer que pour toutneN, ona
Pyi2=2XPyi1 — Py

On utilise les formules trigonométriques : Soit 6 € R, on sait que
sin(n+2)0 =sin((n+1)0 +0) =sin(n +1)0 cosf + sinf cos(n + 1)0,

et
sin(n0) =sin((n+1)0 —0) =sin(n+1)0 cosf —sinB cos(n+1)0,

donc, en sommant les deux égalités, on obtient
sin((n +2)0) +sin(nf) =2cosfsin(n+1)0,

d’ ol
sin((n+2)8) =2cosfsin(n+1)0 — sin(n0).

On en déduit que pour tout 6 € R,
sin@P,,.»(cosf) =2cosfsinO P, 1(cosf) —sinfP,,(cosO),
puis, pour tout 6 €]0, 7|,
P, ,»(cosf) =2cosOP;,1(cosB) — P, (cosh).

On en déduit que le polynéme P, —2X P11 + P, s'annule sur | — 1, 1], il est donc nul. On a bien
I’égalité souhaitée.

. Déterminer le terme dominant de P,,.

On raisonne par récurrence forte sur n. Onnote HR(n) : " le terme dominant de P,, est on-lxn-lw
On a P; = 1 donc le résultat est vrai au rang 1. Soit n tel que HR(n) est vraie et HR(n+1) aussi. On
sait, par hypothéses de récurrence, que deg(P,) = n—1 et deg(2XP;+1) = n+ 1 donc deg(P;+2) =
n+2. Par ailleurs, le coefficient dominant de P, est celui de 2X P, donc 2---2" par hypothese
de récurrence. Ainsi, le terme dominant de Py, est 2"*1 X"*1 1a propriété est bien héréditaire.
Par le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n € N*.

. Montrer que pour tout m e N, Psp,.1(0) = (-1)".

Par définition du polynome,

T\ . 7T . Cm+ D . (T m
P21+1(0) = Poyyiq (cos 5) s1n§ = s1nT = s1n(§ + mn) =(-1)

On peut aussi raisonner par récurrence sur m. On a P; = 1 donc la propriété est initialisée.

Soit m tel que Pay;11(0) = (—=1)™. Alors Paj43 = 2XPapyy2 — Paypy1 donc Py, 3(0) = — P11 (0) =
—(—1)" par hypothese de récurrence.

On a donc Ps,,43(0) = (=1)"*! donc la propriété est héréditaire ce qui acheve la récurrence.



6. En déduire que pour tourmeN, P, (0) = (-1)""12m
La encore, on utilise la relation P42 = 2X P, — P, que 'on dérive, on a donc

On sait que Py = 0 donc Pj(0) = 0 et la propriété est initialisée.
Soit m tel que P, (0) = (—1)"™*12m, alors

P} :2(0) = 2P2p1(0) — P}, (0) = 2(=1)™ —2m(-1)™*!

en utilisant I'hypothese de récurrence et la question précédente.

On adonc
Py 50 =2m+2)(-1)" = 2m+2)(-1)"*?,

ce qui acheve de montrer 'hérédité.

7. Déterminer n— 1 racines de P,, appartenanta]—1,1|.

Ona
sin(n@) =0 < nl =0[n]
0= E,kEZ
n
et

P,,(cosf) =0 < sin(nf) =0 et sinf # 0.
kn
On remarque que {cos —} est racine de P, pour tout k € Z\ nZ. Si on fait varier k dans [1,n—1],
n

alors — €]0, x|, intervalle sur lequel cos est injectif, on a donc n — 1 racines distinctes de P,
n
appartenanta]—1,1[.
km .
Remarque : Si on cherche a expliciter {cos —} pour k n’étant pas un multiple de n, on peut tout

d’abord supposer que k varie de 1 a 2n — 1 (sans valoir n) par 2z-périodicité, ce qui nous donne
2n -2 valeurs de k. Il faut alors remarquer que si k € [n+1,2n— 1], alors

kn (n—(k—n)n)
COS — = COS s[———
n n

Cn-k)n
0os———
n

)

n+(k—n)7r)

et comme 2k — n € [1,n—1], on en déduit que
k k
{cos%,ke [[n+1,2n—1]]}:{c057”,k€ [1,n-1]}

ainsi, on peut montrer que les racines trouvées sont exactement toutes les racines de | -1, 1[ sans
utiliser un argument sur le degré.

8. Endéduire l'ensemble des racines de P,, puis sa factorisation.
On sait que P, est de degré n — 1, il a donc au plus n — 1 racines comptées avec multiplicité. On a
trouvé n — 1 racines distinctes de P, a la question précédente, ce sont donc toutes les racines de
P,,. En utilisant son coefficient dominant déterminé plus tot, on obtient :

n-1
Pu(X)=2""1 H (X— COSM).
k=1 n

9. Montrer que pour toutn =2,

7 kn) 1
—CcOos— .
n+1 n 2n-1

n—1
I1 (cos
k=1



11 suffit d’évaluer P,, en cos

T R . nm
P, (cos ) sin =sin ,
n+1 n+1 n+1
. nm ] /4 . .
et sin =sin (n - ) =sin . Comme sin #0, on adonc
n+1 n+1 n+1 n+1
T n-l T kn
P, (Cos ) =1donc2" '] (cos —cos— | =1.
n+1 =1 n+1 n
En divisant par 21 on obtient bien I’égalité souhaitée.
10. On supposen=2m+1.
) 2m
a) Montrer gque2<™ || cos =(=D".
(@) q I}:[l Syl e’
On sait que
22M(= 2’”Hcos = Pam+1(0),

m+1

et Pyy,+1(0) = (—1)" d’apres la question 5. On a donc bien I'égalité souhaitée.

(b) Montrer, a l'aide d’'un changement d’indice qui inverse l'ordre de sommation, que

2m km L kn
[ Cos(zn1+1j"(_1) [ Cos(zn1+1)'

k=m+1 k=1
2m krm m km 2m krm
On écrit [ ] cos =[] cos [] cos eton pose j =2m+1—k dans le se-
k=1 2m+1 5 2m+1,20 2m+1
Zm m 2m+1-j)m 2
cond produit. j variealorsdelamdonc [] cos =[] co # =[] cos|n-
k=ma1 2m+1 j=1 2m+1 j=1 2m+1
m
(—l)mH cos Lindice j étant muet, on obtient :
j=1 2m+1

2
2m —(_1\m
2 (H cos +1) =(-1D",

donc
1

m 2
E 2m+1)  22m’

km
2m+1°

o 1 w
(c) En déduire que om = Igl cos

€ donc cos € ]0, g [ Chaque facteur du pro-

+1
duit est positif donc le produit I'est également. On a

2m+1

k
On remarque que Yk € [[1, m], oy

11. On supposen =2m.
(@) Montrer que0 est racine de Pay,.
/4 b4 b4 b4
On aremarque que Py, (cos E) sinE =sin (Zmz) =0et sing # 0 donc P,;,(0) =0



(b) En déduire l'existence de B, € R[X] tel que P2;, = X Byy,.
0 étant racine de P,,,, X divise ce dernier d’ot1]’existence de B,,.
(c) Montrer que By, (0) = P, (0).
On dérive I'égalité P,,, = XBy, on obtient P, = B, + XB;, puis en évaluant en 0 :P;,(0) =

B (0).
m-1 k
(d) Endéduire que || cos — = \/ﬁl
k=1 2m 2m=

On sait que By, et Py;, ont méme coefficient dominant et les racines de B,, sont exactement
les racines non nulles de P,,,. On a donc

k
2" 112 [ cos s = Bu(0).

1<k<2m-1
k#m
On a vu a la question 6 que P} (0) = (-1)"™*12m, on a donc
kn
22m=1 [] cos—= 2m(-1)""1,
l<k<zm-1  2M

k#m

On va maintenant scinder le produit en deux :

kn  m=l km 2m-1 kn

[] cos—= cos— [[ cos—.

1<k<2m-1 2m 5 2M 2 2m
k#m

On fait un changement d’indice dans le deuxiéme produit : On pose j =2m—k, j variede 1 a

m-—1dou ) X
m kn m- 2m— )1
cos— =[] cosJ
j=m+1 2m j=1 2m
COS 'n-
A2
j=m-1 2m
m—1 ;
_ JT
=(-1m1 cos —.
(-1 ]1:[1 o

On obtient donc, comme j est un indice muet :

2
m—1 k
22m=1_)m 1 [T cos——| =2m(-1)™*,
k=1 2m

A nouveau, tous les facteurs du produit sont positifs, on a donc

m-1 kn _ vm

i 2m 2ml
On retrouve bien le résultat souhaité.

Correction 3 Soit a un entier naturel. Soit P, la fonction polynéme définie sur R par :
VteR, Py(t) = 13— t(a® + 2a) + 2. On cherche a tel que P, posséde trois racines dans Z.
On suppose que a existe, et on note 1, fy, t3 les trois racines entieres de P, avec t; < f < f3.

9



1. Si , b, t3 sont les trois racines de P,, comme le coefficient dominant de P, est 1, P, se factorise
en:VteR, Py(t) = (t—1)(t— 1) (t— t3) = 3~ t(a® +2a) + 2. En redéveloppant la forme factorisée,
on obtient :

B—(ti+h+B)P+(hth+ i+ hi3)t—hiatz = 15— t(a®+2a) +2. On en déduit, par identification
des coefficients de méme degré :
h+bh+itz3=0etfhrts=—-2.

2. P4(0) =2 > 0. P, est une fonction polynomiale, donc continue sur R. On a tlim P,(t) = —o0,
——00

et P,(0) =2 > 0: d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe t; €] —oo;0[ tel que
P,(t1) =0:0on en déduit que t; <0.

3. Démontrons que f; et f3 sont positives et inférieures a — ;.
Ona fp+ 3 =—1t;,donc fr + 13 > 0. Comme f;fr13 = —2 < 0, ; étant strictement négatif, on en
déduit que £ 13 > 0. 1, et f3 sont donc de méme signe, comme leur somme est positive, ils sont
donc tous les deux strictement positifs!
Onadonct =0, 3=0etthr+i3=—f:doncthr<hettza<s—t,dou: 1 <0<hH <3< -—1.
Déterminons alors les valeurs de t1,%, 13 : on a t1txt3 = —2 et ces trois nombres sont entiers,
deux positifs, un négatif. Comme 2 n’a que deux diviseurs positifs (1 et 2), on a nécessairement :
h=-2th=13=1.

4. Le polyndome P, admet donc #, = 1 comme racine double, donc P},(t;) =0. Or P} () = 32— (a®+
2a). On en déduit que 3 — (a® +2a) =0,ie a’ +2a-3=0 < (a—1)(a+3) =0.
Comme a est un entier naturel, on en déduit que a = 1.

5. Réciproquement, montrons que cette valeur de a convient :
Py (t) = t3—3t+2: 1 est racine évidente, donc P; se factorise par (t—1): Py(t) = (t— D(2+1-2) =
(t—1)%(¢ +2) : P, a bien trois racines entiéres dont deux sont confondues.
Remarque: P_3=P;---.

Correction 4 1. Soit XeR3. Ona X = (x, ¥, 2) € R3.On a

XeF oy=z
< X=xyY
< X =x(1,0,0)+y(0,1,1)
< X € Vect((1,0,0),(0,1,1))

On amontré, par équivalence, que F = Vect((1,0,0), (0,1, 1)) donc F est un ssevde R3 et ((1,0,0),(0,1,1))
est une famille génératrice de F. Elle est composée de deux vecteurs non colinéaires donc c’est
une base de F.

2. Onremarque que (2,1,1) est un élément de F donc F et H ne sont pas en somme directe.

3. Pour montrer que G = Vect(0,0,1) est un supplémentaire de F dans R, on va montrer que la
famille ((1,0,0), (0,1,1),(0,0,1)). est une base de R3. On remarque tout d’abord que la famille est
échelonnée donc libre. Par ailleurs, on a

Vect((1,0,0),(0,1,1),(0,0,1)) = ((1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1))

en enlevant le troisieme vecteur au deuxieéme. On reconnait la base canonique de R3 donc Vect ((1,0,0), (0,
R3 et la famille ((1,0,0), (0,1, 1), (0,0,1)) est bien génératrice de R3. On en déduit que G est un sup-
plémentaire de F dans R.

On peut aussi chercher a écrire un élément de R® comme CL unique d’un élément de F et d'un
élément de G :

Analyse :Soit X = (x,¥,z) € R3. On suppose qu'il existe (Y,Z) e FxGtelque X =Y +Z.0Ona
Y=(abb)et Z=(-c0,c).Onadonca=x—y+z, b=yetc=z-y.

Synthese :Soit X = (x,y,z2) € R3, alors X = Sx -y+2z, y))+S—y +2z,0,z— y)) On a montré que tout

eF eG
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élément de R3 s’écrit comme la somme d’un élément de F et d’'un élément de G. De plus, d’apres
la phase d’analyse, cette écriture est unique. On en déduit que R® c F @ G. Lautre inclusion étant
claire, on a I'égalité ce qui montre que F et G sont supplémentaires dans R3.

4. Ilsuffit de faire la concaténation d'une base de F et d'une base de G. Une base B adaptéea F&G =
R3 est ( par exemple) la famille ((1,0,0), (0,1,1),(—1,0,1)).

5. On cherche (a, 8,7) € R® tel que (1,2,3) = a(1,0,0) + 5(0,1,1) + y(-1,0,1). On trouve (a,B,y) =
(2,2,1) donc les coordonnées de (1,2,3) dans B sont (2,2, 1).

6. On veut montrer que ((1,0,0),(0,1,1),(2,1,0)) est une base de R®. On va montrer que pour tout
(x,y,z) € R3, il existe un unique triplet (@, 8,7) tel que a(1,0,0) + $(0,1,1) +y(2,1,0) = (x, ¥, 2).
On identifie les coefficients :

a+2y=x

\B+r=vy

=2z

ou encore

a+2y=x

\Y+B=vy

=2z

On voit que le systéme est échelonné, il admet donc une unique solution. On en déduit que tout

élément de R3 s'écrit, de maniére unique comme CL de la famille, c’est donc une base de R3.

On peut aussi dire que, a permutation pres, la famille est échelonnée donc libre. Par ailleurs,

Vect((1,0,0),(0,1,1),(2,1,0)) =Vect((1,0,0),(0,1,1),(0,1,0)) v3 — v3—-2v;
= VeCt((]-yO) O)y (0)0) 1)’ (0) ]-7 0)) UVp—U2— U3
= R3 car on reconnait, & permutation prés, la base canonique de R3

La famille ((1,0,0), (0,1,1),(2,1,0)) est libre et génératrice de R3, c’est donc une base de R3.

7. On en déduit que Vect(2, 1,0) est un supplémentaire de F dans R3. 1l est différent de G car (2,1,0) ¢
G.
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