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TD 17 : Intégration.

1 Manipulation

Exercice 1.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue telle que Vx € [a, b], f(a+ b—x) = f(x).

b b
1. Montrer quef xf(x)dx = %bf f(x)dx.
a

a
T xsin(x)

2. En déduire le calcul de f _—
o 14cos2x

Exercice 2.
Soit f € C'(R,R**) telle que f(0) =1et f < f' <2f. Encadrer f(-1) et f(1).

Exercice 3. T
X+
Soit f : R — R continue et 7 > 0. On suppose que x — f f(#)dt est constante. Montrer
P

que f est périodique.

Exercice 4. &
Soit f:[0,1] — R continue.

1
1. Montrer que lim / t"f(de=0.
n—+oo J

2. On suppose désormais f € €1 ([0,1],R) et f(@) # 0. Déterminer un équivalent
1
quand 7 tend vers +oo de I, :f x" f(x)dx.
0

2 Stricte positivité

Exercice 5. &
Soit f:[0,1] — R continue. Montrer que :

1 1
U f(t)dt‘ :f |f(B)]dt & f estde signe constant.
0 0

Exercice 6. & X
Soit f:[0,1] — R telle quef fde= % Montrer que f admet un point fixe.
0

Exercice 7.
On cherche les fonctions f € C([0, 1)) telle que

1 1 1
ffz(t)dtzff3(t)dt=ff4(t)dt.(*)
0 0 0

1
1. Supposons f une telle fonction, Calculer f (f2(t) - f(0)?dt.
0

2. En déduire I'’ensemble des fonctions continues vérifiant (x)

3 Sommes de Riemann

Exercice 9.
C1E 1
Calculer lim — Z _
n—+oon ;=1 1+ e—kin

1 n
Z k2+n2'

Exercice 8.
k=1

Calculer lim
n—+oo

Exercice 10.

L (em)r
Déterminer lim .
n—+oo\ pp!

4 Fonction définie par une intégrale

Exercice 11.
R — R
Soit g: . fzx dt .
x VEE+12+1

1. Montrer que g est impaire.
2. Calculer sa dérivée.

3. Déterminer sa limite en +oo.

Exercice 12. )
X
Soit ¢ : R — R1a fonction définie ¢(t) = @ sit#0ete(0) =1.0npose f(x) =

X

@(ndt.
1. Montrer que f est bien définie et étudier la parité de f.

2. Déterminer le signe de f

3. Justifier que f est dérivable et calculer sa dérivée.

4. Dresser le tableau de variations de f et retrouver son signe.

Exercice 13.
Soit g : R — R une fonction continue. On pose, pour tout x € R,

f(x):f sin(x— 1) g(r)dt.
0



X
1. Montrer que [ est dérivable et que f'(x) = f cos(x—1)g(t)dt.
0

2. Montrer que f est solution de '’équation différentielle y" + y = g(x).

3. Résoudre cette équation différentielle.

5 Inégalité de Taylor Lagrange
Exercice 14.

A laide de l'inégalité de Taylor-Lagrange, déterminer une valeur approchée de
In(1,003) 2 1078 pres.
Exercice 15.
2 2 4
/4 X x° X
Montrer que pour tout x € [0,— ,1—-—<cosx<l—-—+—
2 2 2 24
Exercice 16. ¥

Soit f : [-a,a] — R de classe C2. Montrer que pour tout x € [-a, a], on a

sup |f"()].

a® + x?
a  xel-a,al

1
/ — — —
If(x)lsmlf(a) fa)|+ 5

6 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 17.
R — R

. X
Onpose fa:iq o f t"e~'dt.
0
1. Calculer fp(x) et xl—l>Too fo(x).

Etablir une relation de récurrence entre f, et f,11.
Montrer que f;,, admet une limite en +oo. On la note [,,.

Lol

Montrer que [, = nl.

Exercice 18.
1 42

. . t
Déterminer un encadrement de I = 1 dr.
0

Exercice 19.

On pose I, :f —— dx. Montrer, en majorant I, que lim I, =0.
o 1+x n—-+oo

n

Exercice 20.
Soit f : [a, b] — R une fonction continue, montrer qu'’il existe c €]a, b[ tel que

1 b
m/a f(nde=f(o

Exercice 21.

1
Soit f:[0,1] — R continue telle que f f(x)dx =0. On note M et m son maximum et son
0
1
minimum. Montrer quef fA(dt<-mM.
0

Exercice 22. .
Pour n €N, on pose I, = f (Inx)"dx.
1

1. Etablir une relation liant I,, et ;1.

e
2. En déduire que pour tout neN,0< I, < 1
3. Déterminer nlirP I, puis un équivalent de I, quand n tend vers +oo.
—+00
4

. Soit (1) une suite réelle définie par uy = a, uy+1 = e— (n+1)u,. On suppose a # Iy.
Montrer, en étudiant D, := |u, — I,| que liIP |uy,| = +oo.
n—+oo

Exercice 23.

1. Soient f, g:[a, bl — R continues telles que g = 0 et non identiquement nulle. Mon-
trer qu'il existe c €]a, b tel que

b b
ff(t)g(t)dtzf(c)f g(ndt
a a

X
2. Calculer lim f t* f(¢)dt ou f est une fonction continue a droite en 0 et a
xX— 0

xa+1
est un réel différent de -1.

Exercice 24.
n k2
Calculer lim _
n—+ /;1 nd+k%n
Exercice 25.
z": 1
Calculer lim _—
n—+00 ;7 \/n? +2kn
Exercice 26. ;
1 1
Déterminer lim — [ (k*+n?)".
n—-+oo n =1

Exercice 27.
R}

R R

x el .

X — f—dt
1t

1. Déterminer le signe de x — f(x) —In(x).

Soit f:

2. Dresser le tableau de variations de f avec ses limites.



Exercice 28.
Soit :
RY — R

F: X Int
X — f dr.
1 1+12

1. Déterminer le signe de F sur R}.

1
2. Montrer que F(x) =F (—) .
x

arctan(x)

On pose g la fonction définie sur R* par g(x) = six#0etg(0)=1.

3. Exprimer F al’aide de g.
4. En déduire que F peut étre prolongée par continuité en 0.

Exercice 29.

six#0 .On pose:

x
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =<4 e*—1
1 six=0

R — R
G: 2x

X — fodr -~
X
1. Montrer que G est de classe C! et donner la dérivée de G pour tout x € R.

2. Déterminer la limite en +oo et —oo.

7 Une fois qu'on est a l'aise

Exercice 30.
Soit f définie sur [1, +oo[ par: f(?) = t.In(¢).

1. Etudier rapidement la fonction f.
n

Pour n €N, on pose S, = Z fk).
k=1

n
2. Montrer quef fder<S, <[] f(ndt+ninn).
1

n
3. Calculer f fdze.
1

1 n 4/n?
4. En déduire lim —Z(H kk) .
n—+o00 % \21
Exercice 31. £ &£
Soit f une fonction continue positive sur [a,b]. Pour tout n € N*, on pose I, =

(fabf(x)”dx)l/n

. Montrer que la suite (I;) ,en* CONverge vers sup | f (x)|.
x€la,b)

Exercice 32. %
Soit f continue sur [a, b]. On suppose qu’il existe n € N tel que

b
Vke o, n]],f t*f(nde=o.
a

Montrer que f s’annule au moins » + 1 fois sur ] a, bl.

Exercice 33.

n 1
Soit & € R*. Montrer que Y k% ~ 22
k=1

a+l1

quand rn tend vers +oo, en utilisant les sommes de
Riemann.
Exercice 34. &%

Soit f continue et positive sur R*. On suppose qu'’il existe k € R* tel que

X
VxeR}, f(x) < kf fnde
0

Montrer que f est nulle.

Exercice 35. ¥
Soit f continue sur R* telle que xlirP f(x) =¢ €R. On définit F sur ]0, +ool par F(x) =
—+00
1 X
—f f(t)dt. Montrer que lim F(x)=¢.
xJo X—+00

Exercice 36. &
On consideére la fonction f : R — R définie par :

1
VxeR, f(x)= f sin(xfe "t.
0

1. Montrer que : VueR, VaeR, |sin(u+a)-sin(u)—acos(u)| < -a?.

N | =

2. En déduire que f est dérivable sur R avec:
1 2
VxeR, f'(x) =[ tcos(xt)e "t
0

Exercice 37. £ £
Inégalité de Kolmogorov Soit f : R — R de classe 6. On suppose que f et f” sont bornées
et on pose:
My =sup| f(x)] ; M, =sup| f" (x)]
x€R xeR
1. (a) Soient x, h € R avec h > 0. Ecrire I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 1 entre
xetx+h.



(b) Montrer alors que : Memo

VxeR, Vh>0, |f'(0]< 2My + % — Com’ment calculer la' limite d'u'ne intégrale?

h 2 — Lencadrer/la majorer/la minorer
— Utiliser une relation de récurrence
(©) En déduire que f” est bornée. — Faire une TPP ou un changement de variable avant de la majo-
On peut donc poser : rer/minorer/encadrer

My = sup |f l(x)| . — Comment reconnaitre une somme de Riemann et calculer sa limite?

e Faire apparaitre une fonction en k/n
. . o — Comment étudier une fonction définie par une intégrale?
2. En utilisant la question 1.(b), établir I'inégalité : — Utiliser le cours pour sa continuité/dérivabilité
— Appliquer le théoréme des accroissements finis
— Encadrer l'intégrale

CorrectionduTDn 17

Correction 1

1. Onpose u=a+b—-x,onadu=—-dx, x=a+b—u.On sait que x varie de a et b
donc u varie de b a a. On a donc

b a b b
f xf(x)dx:f (a+b—u)f(u)(—)du)=(a+b)f f(u)du—f uf(u)du
a b a a

b +b b
d’oﬂf xf(x)dx = a f fx)dx.
a 2 a
: L s . . R sin(x)
2. On applique la formule montrée a la question précédentea f: x — ————.
1+ cos2(x)
obtient
n ; b4 ; 2
/ Ln(X)dxz Ef L(x)dxz z [—arctan(cos x)]j = (E) .
o 1+cos2x 2Jo 1+cos?x 2 2

Correction 2 On divise I'inégalité par f car celle-ci est strictement positive :

/
1<f7<z.

On integre I'inégalité entre 0 et 1, on obtient 1 < In(f(1)) <2, car f(0) = 1. On a donc
e< f(l)<e’.




Pour encadrer f(—1), on intégre entre -1 et 0. On obtient :
1<-In(f(-D) <2,

ce qui implique :
e?<f(-)<el.

Correction3 On note F une primitive de f. On sait alors, par définition de I'intégrale,
quela fonction x — F(x+ T) — F(x) est constante. Sa dérivée est donc nulle: Vx € R, f(x +
T) - f(x) = 0. Lafonction f est bien périodique.

Correction 4

1. Lafonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est donc bornée. Notons K un
réel telque YVt € [0,1],|f(£)| < K.On a alors :

1 1
U t"f(r)de st t"dt.
0 0

1

= PR on en déduit, par le théoréeme d’encadrement,
0 n+

tn+1

1
Commef t"dt =
0

n+1l
1
. n 3
que nlirilmf() t"f(Hde=0.

2. On fait une intégration par parties. On pose u(x) = f(x) et v'(x) = x". Ona ' (x) =
f'(x) et v(x) = nx""! d’'olr:

1
xn+l

1
In =[f(x)n+1 O—Iano x"f'(x)dx
— fIl) _ 1 n+1 ¢/
T n+l n+1f0x fodx

D’apres I'exercice 4 appliqué a f’ qui est continue, on a:

1
lim | 2™ f'(x)dx=0.
n—+oo Jy

1
On en déduit que I, ~ ’J;i )1 , Soit encore :

)

n

In

1
Correction5 <On suppose f positive, alors f f(#®dt=0donc
0

j:f(t)dt=’f01f(t)dt‘:fol|f(t)|dt,

et on a bien I'égalité souhaitée.

1
Sif<o, alorsf f(t)dt <0donc
0

1 1 1 1
U f(t)dt‘z—f f(t)dtzf —f(t)dtf |f(0]dr,
0 0 0 0

et on a bien, a nouveau, 1'égalité souhaitée.
=0On raisonne par disjonction de cas :

1
lercas: Si/ f()dt =0, alors
0

folf(t)dtzU(;lf(t)dt':j(;l|f(t)|dt.

On en déduit que
1
[ )= rw)ae=o.

Or, la fonction | f| - f est continue, positive, et d'intégrale nulle. Par stricte positivité de
I'intégrale, elle est nulle. On a donc | f | = f donc f est positive.

1
2éme cas : Si[ f()dt<0.Alors
0

1 1 1
U f(t)dt‘z—/ f(t)dtzf |f|dz.
0 0 0

fol(|f(t)|+f(t))dt:0.

Par stricte positivité de l'intégrale, on obtient | f| + f = 0 donc | f| = — f et f est négative.

On adonc

1

Correction 6 On pose ¢(t) = f(f)—t.On af @(t)dt = 0. La fonction ¢ est continue. Si

0
elle est de signe constant, elle est identiquement nulle (vu que son intégrale est nulle) et
f(x) =x, Vx €0,1]; sinon, elle change de signe donc elle s’annule puisqu’elle est conti-
nue, ce qui montre que f admet un point fixe.

Correction 7



1
1. On développe, par linéarité de I'intégrale, on obtient f ( fz(t) -f ()2dt=0.0rla
0
fonction (f? — f)? est positive et continue. Son intégrale est nulle, la fonction est
donc nulle. On en déduit que f = f2. Comme f est continue, f vaut 0 ou 1.

2. Réciproquement, ces deux fonctions satisfont (x), les fonctions satisfaisant (x)
sontdonc f=0et f=1.

n
Correction8 Onpose f:x— ,onaalors lim —) ——— f x)dx.
pose f 1+e™* ~oonkzl+e kin f)
On écrit :
fl L dx—f1 e dx = [In(1+e")]; =In(1 +e) ~In(2)
o 1+e™* a 0o e*+1 B 0 )
Onadonc:
(1+e)
—Z =In .
o nizi1+ e‘k/” 2
Correction9 On écrit : ; ;
n 1 1
L s
n +

On pose f:x— — 1 On reconnait alors une somme de Riemann qui converge vers
x

fl de =arctan(l) =
0 x2+1 - B

1
2n)\n
Correction 10 On pose v, = ((n—)') . On écrit les factorielles comme des produits
nn!
2n n
pour pouvoir exprimer facilement leur logarithme. Ona (2n)! = [ ket n! = [ ] k donc:
k=1 k=1

2
l_[ 2n
EMt_ k=t T k- 1‘[ (k+ ).

| n
n. l_[ k=n+1
k=1

n
[[ndou:
k=1

On écrit n" =

(2n)!

On peut alors écrire :

In(v,) =

1 k
=Y In|—+
nig \n

On reconnait une somme de Riemann, on a donc:

).

1 2
nliIP In(v,) :f In(x+1)dx :f In()dt =[tIn(t) —t] =2In(2) —2+1=2In(2) - 1.
—+oo 0 1

Onadonc:
lim v,, 2In@-1 _ 4 -1
Correction 11
—-2X dt
1. SoitxeR,ona g(—x) = ——— . 0Onpose u=-t,onadu=-dt. Comme
-x Vit+ 2 +1

t varie de —x a —2x, u varie de x a 2x. On en déduit que :

2x du

ViEwt+ (—uw? +

car u est une variable muette. Ceci étant valable pour tout x réel, on en déduit que
g est impaire.

g(-x)= -8(x),

2. Elle est dérivable car les fonctions qui définissent ses bornes le sont et Vx € R, on

a:
, 2 1
g x)= - .
Vx4 +2x2+1 Vxt+xZ+l
1
3. On note F une primitive de f— ——.On a donc:
Vit+12+1

2x 1
x V41241

D’apres le théoréeme des accroissements finis, on sait qu’il existe ¢y €]x,2x[ tel que :

1
x—
Ver+cei+1

or,Vx>0,0ona\/ct+c2+1>Vxt+x2+1carc,>xdou:

dt=F(2x) - F(x).

F(2x)—F(x) =xF'(cy) =

1 1

0<x <X - 5 .




1
Le terme de droite tend vers 0 puisqu’il est équivalent en +coa —, on adonc:
X

2x 1
lim —————dt=0.
ooy Vit+ 2 +1
On peut aussi simplement utiliser la décroissance de ¢ +— ————— pour écrire:
Vit+ite+1

1 1

Vx>0,Vte[x,2],0< < )
VEE+2+1 Vxt+x2+1

donc, par croissance de 'intégrale,

X
0<gn)s ———,
Vxt+x2+1

et on retrouve le méme encadrement.

Correction 12
1. Lafonction ¢ est continue sur R car ltin(l)q)(t) =1=¢(0), son intégrale est donc bien

définie. Pour étudier la parité de f, on écrit VxeR:

—2Xx
f(=x) =f p(n)dt,

X

puis on fait un changement de variable dans I'intégrale : u = —¢, du = —d¢ d’out:

2x 2x
f(—x)=f —w(—u)du:—[ ) du=—-f(u),

car ¢ est paire. On a donc f impaire.

2. Si x>0, 2x > x donc les bornes de I'intégrale sont croissantes, ¢ étant positive, f
est positive. Si x <0, les bornes sont dans I'ordre décroissant donc f est négative.

3. La fonction f est dérivable car les fonctions qui définissent ses bornes sont déri-
vables. Ona:

sh(2x) —sh(x
VxeR, f(x) =2¢2x)—@(x) = M.
X
4. Ladérivée de f est positive sur R* donc f est croissante sur R*. Comme f est conti-
nue, elle est croissante sur tout R.

sh(r)

sh(r)
Vx>0,Vte [x,2x],T >

2x

donc
1 2x
fx Bﬂfx sh(#)dt

1 2x
= 2—[ sh(x) dt par croissance de sh
X
sh(x)i
2

=

ce qui montre que liIP f(x) = +oo0.
X—+00
Par imparité de f,ona lim f(x) = —co. On en déduit le tableau de variations de
X——00

f:

X |00 +0o0

-

—OO

fx)

On retrouve que f est négative sur R* et positive sur R}.

Correction 13

X

1. 1l faut décomposer sin(x — ¢) pour avoir deux intégrales de la forme / h(t)dt avec

0
h continue et pouvoir appliquer le théoréme de dérivation d’'une fonction définie
par une intégrale. On écrit sin(x — f) = sinxcos t —sinfcos x, on a alors, VxR :

f(x)=sin(x)f costg(t)dt—cosxf sin(t)g(r)dt.
0 0

La fonction f est alors dérivable en tant que produit et somme de fonctions déri-
vables.

On dérive f avec I'expression que I'on vient de trouver :

VxeR, f'(x)= cos(x)f cos(#)g(t)dt +sin(x) cos(x)g(x)
0

X
+ sin(x)f sin(#) g(#) dt — cos(x) sin(x) g (x)
0

X X
f’(x) :[ cos(x)cos(t)+sin(t)sin(x)dt:f cos(x—t)g(r)dt.
0 0



2. On dérive a nouveau (en utilisant I'expression développée) et on trouve :

X
VxeR, f"(x) =—sin(x)/ cos(t)g(t)dt +cos' x)g(x)
0 X
+cos(x)f sin(t)g(t)dt+sin2(x)g(x)
0
X
=g(x)+f cos(x) sin(#) —sin(x) cos(#) d¢
0

X
:g(x)+f sin(t—x)dr
0
=gx)-fx)

La fonction f est bien solution de y" + y = g(x).

3. Léquation caractéristique est r> + 1, les solutions de I'équation homogene sont
donc les fonctions :
x— Acos(x) + usin(x), (A, p) € R2.

On a trouvé une solution particuliére a la question précédente, on en déduit que
les solutions de I'’équation sont :

x— Acos(x) + usin(x) +f sin(x—1g(ndt, (A, p) € R2.
0

Correction14 Onpose x =0.003 =3.10"3 et f: x — In(1 +x), on va appliquer I'inégalité
de Taylor-Lagrange a un ordre suffisant pour que la somme donne une valeur approchée
21078, Ce sera le cas si le majorant donné par I'inégalité de Taylor-Lagrange est inférieur
a1078.

On remarque que pour p = 3, on a maxe[o,x f° () = 1 donc

2 3
X X
ln(1+x)—(x——) < —
2 3!
3 -9
X 27.10
Onax=3.10"3 doncgz 5 <1078

9
Ainsi, une approximation de In(1,003) 2 1078 pres est 3.1073 — > 1075 =0.0029955.

7
Correction 15  Soit x € [0, ) ], on écrit I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 :

1
lcos(x)—1| < = sup |cos(2)|x2,
210z
(0,5]

donc
cosm-11< %
cos(x)—1|< —,
2
puis
x? x?
——=<cos(x)—1< —.
2 2

On en déduit la premiére inégalité.
On applique maintenant I'inégalité a 'ordre 3 :

2

X 1
cos(x) -1+ =—|< = sup |cos(4)|x4,
2| 4l
2
donc
x| x
cos(x)-1-—[<—,
2 4!
2 4
. X X . , RPSTIP
puis cos(x) —1+ > < 21 On a bien I'autre inégalité.

Correction 16 Soit x € [—a, a]. On écrit

1
|f(@ - fx0) - f'x)a-x)| < =sup|f"|1x—al®,
2 xal

et
1
|fca)- f) - f(x)a+x)|<= sup |f"|Ix+al*.
2 [—ax
Onadonc: .
|f(@ - fx0) - fa—x]|< 5 sup |f"]1x—al?,
[-a,al
et

1
|[f(ca)- f(0) - f' ) (a+x)|< = sup |f"]|lx+al?.
2 [-a,al
On écrit ensuite

2af'0)| =|f®W&x+a) - f(0)x-a)
|/ +a)+fx) - f(—a) - f(x)(x—a)+ f(a) - f(xX)+ f(—a) - f(a)]
|/ +a)+fx)-f—a)|+]|f@-fx)-f @) a-x|+|f(-a) - f@)]

par I'inégalité triangulaire

NN

1 1
<3 sup |f"||x+a|2+§ sup |f"|Ix—al*+|f(@) - f(-a)|
[—a,a] [—a,al]
2x% +2a?
2 aa



On en déduit que

X2+ a?
2

|f'(x0)| < sup]|f"’+$|f(a)—f(—a)|,

a [-aa

qui est I'inégalité donnée.

Correction 17

X
1. Ona fy(x) =f eldt=[-e|g=1-¢" et lim fo(x)=1.

0
2. On fait une intégration par parties en posant u(f) = e ‘et v'(£) = t*. Ona u'(¢) =
n+l1
—elTetv(t) = d’ou:
n+1
n+l 1% x ¢n+l n+l ,—x
t x"" e
-t
x)=|e + dr= + X).
fn(x) n+1jyp fo n+1 n+1 n+1f"+1( )

On adonc

3. Lafonction f;, est dérivable et sa dérivée est égale a f, : x — x" e~ *. Elle est positive
sur R* donc la fonction f;, est croissante et admet, par conséquent, une limite en
+o00 par le théoreme de la limite monotone.

4. On passe a la limite quand x tend vers +oo dans la relation :

n+l ,—x
X)=————+——frur1(x).
f n+1 n+ lf"
xn+le—x
Par le théoréeme de croissances comparées, on a lim ———— =0 d'ou [, =
x—to00 n+1
L I
+1-

n+1 "

On sait que [y = 1. Par une récurrence immédiate sur n, on en déduit que [, = n!.

1
Correction 18 Onat€0,1]doncl+¢€(1,2] dou 1+t € [%,1]. En multipliant par £2

qui est positif, on obtient :
2 2
r

L 2
Vte[0,1], — <
2

— < I
r+1

En intégrant entre 0 et 1, on trouve :

1t2 1
f—dtsls[ 2de
0o 2 0

W | =

. 1
soit encore 6 <I<

xn

1+ x2

Correction 19 Pour tout x € [0,1],ona0 < < x" dong, par croissance de I'inté-

grale,

1
0<1I,< f x"dux,
0
c’est-a-dire : )
n+1
Par le théoreme d’encadrement, on a bien I,, — 0.

0<I,<

Correction 20 On note F une primitive de f, on applique le théoréme des accroisse-

FOZF@ _ by - f(c) dourégalits

ments finis a F sur [a, b] : il existe c €]a, b[ tel que b

souhaitée.

Correction 21 Il suffit de remarquer que la fonction (f — M) (f — m) est négative, conti-
nue, donc son intégrale est négative et en développant, on obtient 'inégalité souhaitée.

Correction 22

1
1. On fait une intégration par parties. On pose u(x) = x et v'(x) = — (In(x))”". On a
X

u(x)=letv(x)= b (In(x)™! d’ou:
n+l1

e 1
n+1

X e 1
I, = _(ln(x))n+l ———Inn Iy
n+1 1 n

+1 Cn+l

2. Soit n € N. Alors la fonction x — (In(x))" est continue, positive sur [1, e] et non iden-

tiquement nulle donc I,, > 0. Ceci étant vrai pour tout entier, cela I'est également
pour n+ 1 donc I,4+1 > 0 ce qui implique :

e 1 I < e
n+l n+1 "' nan

En utilisant la relation trouvée a la question précédente, on obtient :

0<I,< .
n+1

3. On a montré a la question précédente que (I),en est encadrée entre deux suites
qui tendent vers 0. Elle admet donc une limite nulle. On sait, de plus, que :

e 1
n+l

T n+1

n In+l;



(n+1)1Iy _Inn
e e
Iy n+1)1
Comme hm I,=0,ona lim "1 —_odot lim g:l.Ainsi, ona:
n—+oo ¢ n—+oo e
I e
"+l
ce qui implique :
e
I, ~—.
n
4. Oncalcule Dj41 :
Dpy1 =lupri—Innl=le—(n+Duy—e+(n+1)1,|

=|(n+1D)Up—up)l=m+1D I, —uyl=(n+1)Dy.

On a Dy = |ug — Ipl. Par une récurrence immédiate sur n, on montre que D, =
n! |u0 - I()|.

Correction 23

b
1. Si f gt dt =0, alors, g étant de signe constant et continue, g est identiquement
a

b
/ g()dt > 0. On note m et M respective-

[m,M]. On a

nulle ce qui est impossible, on a donc

a
ment le minimum et le maximum de f sur [a, b], on a donc Im(f) =
alors :

Vtela,bl,m< f(t)< Mdonc mg(t) < f(1)g(t) < Mg(1),

puisque g est positive. Par croissance de I'intégrale, on obtient :

b b b
m[ g(t)dtsf f(t)g(t)dtst g(nde
a a a

ou encore :

b

f fgd
a
ms — <M.
f gpde
a

(on peut diviser par I'intégrale de g car on a montré qu’elle était strictement posi-
tive)

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, f étant continue, on sait qu’il existe
c€la,b[ tel que:

f f(gnde
flo==—7—
g(t)dt

d’ot le résultat.

2. On applique la question précédente a g : ¢ — ¢t*. On a bien g = 0 et non identique-
ment nulle sur R*. D’apres la question précédente, on sait que pour tout x > 0, il
existe ¢y €]0, x[ tel que :

xa+1f(cx)
a+1l

X X
f t“f(t)dt:f(cx)f t*dt =
0 0

On a donc, pour tout x>0

1 fex)
e fo U fde ==

La fonction f étant continue a droiteen 0, ona:
Ye>0,3n>0,Yx€[0,7]|f(x) - f0)| <€,

donc
vxe[0,nl|f(c) - f0) <,

puisque c, €]0, x[. On en déduit que pour tout x € [0, 7],

1 f(0) €
‘x““fo “fode-o a1 a1
Ainsi,
. ()
et x‘”lfo efnde=2 a+1’
K? 1 )

Correction 24 On écrit E —_ == E . On reconnait une somme de Rie-
nd + k2 n k
k=1 k=114 (ﬁ)
2

x
mann avec f : x— 5-Onadonc:
1+x

1 g2de
1+ 2

n k2
lim = f
n~+ook§1 n+k2n  Jo



Ona:
fl 2dt f t2+1—1dt_f11 1 [t arctan(s)]!
o 1+12 R R e 0
=1-=
4
n k? T
Onadonc lim —_ = —.
n—+ ookZ nd+k%n 4

1 1 Z

1 1
Correction 25 On écrit Z ———=-) ———.Onpose f:x— ——.0n
2 ni- k v1+2x
=1 vn +2kn =1 /1_,_22
reconnait une somme de Riemann. On a:
lim L ! fl dr = [VI+2i],=Vv3-1
im —) —— =
n—+oon ;= / k 0 V1+2¢ 0 )
k=1 1+2E
On en déduit que :
n
1
lim Y ——=V3-1.
”“J’OOJCZ' vn?+2kn
1 n 1
Correction 26  On pose u,; = —; [] (k*+n?)", ona:
n* k=1
1 12 5 2
In(u,) =In|=|+=) In(k*+n?
n =1
1
=—In(n?) + — Z In(k? + n?)
1 n k_ n
= Z (In(k? + n?) —In(n?)) car In(n?) = Z In(n?)
n — -
1k e
=n (5] 1)
On reconnait une somme de Riemann, on a donc:
1
lim ln(un)zf In(1 + %) dr.
n—+oo 0
On fait une intégration par parties. On pose u(#) = In(1+t*) et v'(t) = 1.Ona u/(f) = 1572

122ds

1
EPRETENN 2 _ 211
et v(t)—tdoufo In(1+¢%)de=[¢In(1+¢ )]0—‘[0 L

On écrit :
/1 t2dt _fl ?+1-1d¢
0 1+12 0 1+ 12

f1(1 1 )dt [t tan(D)])l=1— =
= -— = [t —arctan =1--.
0 1+12 0 4

/2 x_
On en déduit que lim u,=In@2) -2+ = d’'olt lim u, =222
n—+oo 2 n—+oo

Correction 27

Tel *dt Te'-1) L .
1. Ona f(x) -In(x) = f—dt f ; f ; dz. La fonction intégrée est posi-

tive, le signe de x — f(x) —In(x) dépend donc de I'ordre des bornes de I'intégrale.
Précisément :

— Pourtout x =1, f(x) =In(x) et

— pour tout x < 1, f(x) <In(x).

2. Lafonction f est dérivable sur R} car les fonctions qui définissent ses bornes sont
dérivables.
Ona:VxeR?Y, f'(x) =
Pour tout x = 1, on a f(x) = In(x) donc, par le théoréme de minoration, xlirp fx) =

—+00
+00.
De méme, pour tout x < 1, on a f(x) <In(x) donc, par le théoréme de minoration :

e* . . .
— donc f est strictement croissante sur R}.
X

Jm - f) =

et, par suite, xliglmf(x) = —o0.

Ainsi, on a le tableau de variations suivant :

X 0 +00
fl® +
+00
f /
—00
Correction 28
1. Six<1,alorslnt<0donc:
L Int
5 dr<0.
x 1+t

On en déduit que :

F(x) fl Int de>0
X)=— .
x 1+12

Six=1,alorslnt=0donc F(x) =0.



1
2. On fait un changement de variable en posant u = P Ona:

1/x |ni 1 Ux _lnu 1
o= [ (L) [ )
(x) fl 1+1/u? ( uz) “ 1 14+u? U X

. On fait une intégration par partie. On pose :

u®)=Intet v'(¢) = T

Ona: )
u' (1) = - et v(¢) = arctan .
On adonc: .
F(x) = [lntarctant]f—f g(ndr
1

P
=Inxarctanx —f g(ndze.
1

X
. La fonction g est continue en 0 car arctan(x) ~¢ 0x, la fonction x — f g(r)dt ad-
1

met donc une limite finie en 0. Par ailleurs, on a:
arctan(x) ~o Ox,

donc:
arctan(x)Ilnx ~g Oxln x.
Or lin(l) xInx = 0, par croissances comparées donc F admet une limite finie en 0,

X—
elle peut donc étre prolongée par continuité en posant :

0 1
F(0)=—f g(t)dt:f g(nde.
1 0

Correction 29

1. Lafonction f est continue sur R* et, comme e* — 1 ~q 0x, elle est également conti-

nue en 0. On en déduit que G est bien définie. De plus, les fonctions qui définissent
ses bornes sont dérivables donc G est dérivable. Pour tout x e R,on a:

G'(x) =2f(2x) - f(x),

donc G’ est continue en tant que composée de fonctions continues. On a donc bien
G de classe C!.

2. Pour tout x > 0, il existe ¢, €]x,2x[ tel que :

G(x)
= C ,
o =)
ce qui est équivalent a:
Gx)=x .
() = x—=—
On sait que ¢y €]x,2x[ donc :
ex—1 e¥-1
puis :
Cy < 2x ’
ex—1 e*-1
etenfin:
2x2
0<Gx) < .
eX—1

2x?

Comme lim
x—+o0 g¥ — 1

duit, par encadrement, que :

=0, d’apres le théoreme de croissance comparée, on en dé-

lim G(x)=0.
X—+00

Pour tout x < 0, il existe dy €]2x, x[ tel que :

X
G(x)—xedx_l.
Ona:
1 1
donc:
0e—t 1
1-e2*  1-eh
Par ailleurs, on a:
0<x2<xdx,
d’oti:
0c X X
1-e2% 11—t
Onadonc: )
G(x) <

o2x _

Le terme de droite tend vers —co. Par le théoréme de majoration, on en déduit que :

lim G(x)=—oo0.
X——00



Correction 30

1. La fonction est dérivable, de dérivée ¢t — 1 +In ¢, elle est donc positive sur [1, +oo],
ce qui montre que f est croissante.

2. Pourtout k€ [[1,n—1] etpourtout x€ [k, k+1],ona:

f)<f)<flk+1),

donc, en intégrant entre k et k + 1, on obtient :

k+1
f(k)sf fndes< fk+1).
k

On somme ces inégalités entre 1 et n— 1, on obtient :
n—-1 pk+l

n-1 n-1
Y fly<) fde< ) fk+1).
k=1 k=17k k=1

n-1 n
Ona ) f(k+1) =) f(k)=S,car f(1)=0.0n aégalement:
k=1 k=2

n-1
fk)=S,—nlnn.
k=1
Lencadrement précédent devient alors, en utilisant la relation de Chasles :

n
Sn—nlnnsf fHde< S,
1

duquel on déduit :

1 n
f f(t)dtsSnsnln(n)+f f(nde.
0 1

3. On fait une intégration par parties. On pose u(t) = In(f) et v'(¢) = ¢, on a alors
2

1 r
W) ==etv(t)=— dou:
t 2

n t2 n nyg
ff(t)dt :[—ln(t) —f —dr
1 2 1 1 2
n? n? 1
=—Inn)-—+-.
2 4

4

Onadonc:

2

" 1. 1_n
flf(t)dt—znln(n)+4 T

l n 4/}’12
4, Onposeunz—z(]'[ kk) .Ona:
n® \g=1

~ 1 4 ~ 4
In(uy,) =In s + mkg kIn(k) = -2In(n) + ﬁsn.

On reprend I'’encadrement de la premiere question et on remplace I'intégrale par
sa valeur trouvée a la question 2. On obtient :

1, 1 n? 1, 1 n?
-n“In(n)+--—=<§,<-n"lnn)+ - — — +nin(n),
2 4 4 2 4 4

puis

1 4 1 4In(n
21n(n)+—2—1<—ZSnszln(n)+—2—1+ ( ),
n n n n

- 4
en multipliant par —, et enfin:
n

1 4In(n)
—2—1<ln(un)s—2—1+ .
n n n

. . 4In(n)
On sait que lim
n—+oo

déduit, par le théoreme d’encadrement, que :

= 0 par le théoréme de croissances comparées. On en

lim In(u,) =-1.
n—+oo

1
En appliquant I'’exponentielle, on obtient nhIP Up = P
—+00

Correction 31  Soit n € N. La fonction f est continue sur le segment [a, b] donc il existe
Xo € [a,b] tel que sup f = f(xp). Si f(xp) = 0, le résultat est clair puisque I, = 0 pour
tout n. Sinon, soit € > 0. On le choisit suffisamment petit pour avoir f(xg) —e > 0. Par
continuité de f, il existe n > 0 tel que Vx € [a, bIn]xy—n, X + 11, |f(x) - f(x0)| < ¢ Onnote
Ilintervalle [a, blN]xp — 1, Xo + [, on notera L sa longueur. Comme f est positive, on a

b
/ f(x)"dx;ff(x)"dx,
a 1

donc Y
f f0"dx=L(f(x0) —€)",
a

carVxe I, f(x) > f(xg) —€ et f(x9) —e > 0. On obtient donc

I = LY (f(x0) —€).



Par ailleurs, pour tout x € [a, b], f(x) <
1/n

(f f(xo)”dt) c’est-a-dire

f(xp) donc f(x)"* < f(xp)". On donc I, <

In<(b—a)"" f(xp).

Ainsi, pour tout n €N,

LV (fxo)—€) < In< (b—@)"" f(xp).
Comme nlimeI/” =1= lun (b—a)"'", il existe un entier N tel que pour tout n = N,
(f(x0) —e)(1—€) < In < f(x0)(1 +€),
ou encore
(f (x0) —1+€)e < I — f(x0) < €f(x0),
On a montré nl—l»IPoo I, = f(xp) = f(x0) = sup f(x).

la,b]

Correction 32 On suppose, par 'absurde, que f s’annule au plus 7 fois sur ]a, b[. On
note a; < ap < ... < a, les points de ]a, b[ ot f s’annule ET change de signe. On a donc
r<n.
;
On considere g: x — 1_[ (x—a;). Alors g s'annule et change de signe exactement aux
i=1

mémes points que f donc fg est de signe constant. Or, r < n, donc g est une fonction

polynomiale de degré inférieur ou égal a n. On a donc f g(n) f(r)dt =0 par linéarité de

I'intégrale. On en déduit, la fonction fg étant continue et de signe constant, que fg est
nulle donc f est nulle en tout x # a; ce qui est une contradiction avec notre hypothése
de départ.

On a montré que f s’annule au moins n + 1 fois sur ] a, b[.

n
Correction 33 On va calculer la limite de # Y. k% qui se réécrit :
k=1

s

1

1
C’est une somme de Riemann, elle tend donc vers / xdx® = Pt On adonc:
«a

0

n—»+oo na+

d’ou1'équivalent souhaité.

X
Correction 34  On consideére I'application auxiliaire g : x — e~** f f(®)dt. Pour tout
0
x>0,ona
X
g'(x) = —ke_kxf fode+e ™ fx) <o.
0

< 0. Comme f est positive, on a également g = 0 donc

=0, Vx> 0 donc f est

Or g(0) = 0 donc Vx > 0, g(x)
X

Vx>0, g(x) =0 puis f f(®)dt = 0. En dérivant, on obtient f(x)
0

bien la fonction nulle.

Correction 35
| fx)-¢ | <e.

Par définition de la limite, pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que
1 A

Pour tout x > 0, —f |f() - ¢| dr — 0 donc il existe A tel que Vx> A,
xXJo

1 A

— n-/¢|dr<e.

- [ lrw-el

Soit maintenant x > max(A, A'), alors

|F(x)—2¢|

1 X

;[0 fode-¢
1 X

=;f0 fn—-ede
1 ré

s—f f(n—ede|+
XJo

L flar+ [ ¢ld

s;fo |f(-¢| t+;fA |f(-¢|dr

1 X
) f® —£dt‘

<€+ €

< 2e

Onabien lim F(x)=
X—+00

Correction 36

1. On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a sinus entre u et u+ «, a ’'ordre 1. Po-
sons g =sin,ona

M(u+ a— u)?

lgu+a)—(gw + g (w(u+a-w)| < >

’



avec M:maxlg(Z)I. OnaM=<1letg =cosdol

a,Z

|sin(u + a) — sin(u) — a cos(u)| < >

1
. - 2
. Soit x € R. On veut montrer que f est dérivable en x et f'(x) = f rcos(xt)e " dt.
0

On calcule le taux d’accroissement de f en x :

_ 1 1
fa+m-fx) :l(f sin((x+ h)t) e‘tzdt—f sin(xt)e‘fzdt)
h h \Jo 0

1
= %f (sin((x+ k) t) —sin(xt)) e~ dt.
0

On veut montrer que la limite du taux d’accroissement de f existe et vaut
1

2
tcos(xt)e ¥ dt.

0
On va donc chercher a majorer la différence :

_ 1
'M _f tCOS(xZ’)e_tde"
1! ° 2 1 2
= ‘Ef (sin((x+ h)t) —sin(x1)) e * dt—f tcos(xt)e™t dt‘
0 0
1 . _ .
_ sin((x + h);) sin(x) tcos(xt)) ot dt‘
0
! (sin((x+ h)t) —sin(xt) — htcos(xt) ot

0 h
1

s-/‘
0

(sin((x + h)t) —sin(xt) — htcos(xt)) B

e
h

d’apres l'inégalité triangulaire. Par ailleurs, d’apres la question précédente, avec

u=xteta=ht,ona

i

2
“lde

2
|sin((x + h)t) —sin(xt) — htcos(xt)| < (hzt) ,
donc
sin((x+ h)t) —sin(xt) — - hi?
h S o2

On en déduit que

[

Or, pour tout £ € [0,1], on a e’ <1 doncf
0

(sin((x + h)t) —sin(xt) — htcos(xt) )
h

1 htze‘tz
dtsf dz.
0 2

Lp2et h
dr<—.
2

On a montré :
h
2

2
tcos(xt)e T de| <

‘f(x+ h) - f(x) _fl
x 0

fx+h) - f(x)

3 admet une limite finie quand & tend vers 0,

ce qui montre que

1
égale élf tcos(xt)e " dt.
0

1
On a donc bien f dérivable de dérivée f'(x) = f tcos(x 1,‘)e_t2 dr.
0

Correction 37

1. (@) On applique I'inégalité de Taylor Lagrange a'ordre 1 entre xet x+ h :

|fx+h) = fx)—hf (x)] <

(b) Soit x € R, on écrit

fx+h)-fx)

1
flx) = 7 (hf' ()= fx+ M)+ f(0)+ p

donc, d’apres 'inégalité triangulaire :

(hf'(x) = fx+ )+ f(0)]+

h) —
Ifw] < M

S ==

(hf'(0) = flx+ ) + f(x)] + f(x;h)’+‘@

en appliquant encore 'inégalité triangulaire. En utilisant la question précé-

dente, on obtient :
Mzh MO My

|f )| < -t
soit encore bk M
2
|f'(x )|\—2 h".

(c) Ceci étant valable pour tout x (et pour tout /), on a bien f’ bornée. Si vous avez
un doute, vous pouvez, par exemple, prendre & = 1. On obtient :

If'o|< = +2Mo,

ce qui montre bien que f’ est bornée.



2. On veut montrer I'inégalité de Kolmogorov qui majore M; par 2v/MyM,. On sait

Myh 2M,
que pour tout x et tout & >0, f'(x) < Tz + TO, on a donc,

Lidée est de trouver une valeur de h pour laquelle on arrive a majorer f’(x) par
2V MyMs.

Myh  2M
Essayons de voir s'il existe une valeur de & pour laquelle on a Tz + TO =

2v/MyM>. Pour cela, on va raisonner par équivalence :

Myh 2M,
Tz + TO =2yMoM; < 4Mp+h>M, =4hy/ Mo,
[=2 thg —4h/MoM>+4My=0
2 2

& (hW/Mz)" =2 (hv/ M) (2v/Mp) + (2/Mp)” =0

& (hy/Mz -2 Mp)* =0

< h\/M = 2\/ M()

2v My
o h=——
M,
2v/M, Myh 2M,
Par équivalence, on a trouvé que pour h = M 0, ona ;‘ + 3 0=2 MoM,.
1
On sait que, pour tout x € R et tout & >0, on a
Myh 2M,
") s —— + —.
Fwl< ==+
2V M,
En particulier, pour i = v 9 ona, VxeR:
2

|f'(x)| <2v/MoMs.

Ainsi, ceci étant valable pour tout x, on a M < 2v/MyM>.
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