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TD 18 : Applications linéaires.

Exercice 1. �
Soient E un R-espace vectoriel et f ∈ L (E) telle que, ∀x ∈ E ,∃λx ∈ R tel que f (x) = λx x.
Montrer que f est une homothétie.

Exercice 2. �
Soit f ∈ L (E) telle que f n = 0L (E) et x0 tel que f n−1(x0) 6= 0E . Montrer que la famille(
x0, f (x0), . . . , f n−1(x0)

)
est libre.

1 Détermination linéarité/noyau/image
Exercice 3.
Les applications suivantes sont-elles linéaires?

ϕ1 :

{
K2 → K

(x, y) 7→ x y
ϕ2 :

{
R → R

x 7→ x +1

ϕ3

{
C (R,C) → R2

f 7→ (Re( f (0)), | f (1)|) ϕ4 :

{
K[X ] → K

P 7→ P (0)+P ′(1)

ϕ5 :

{
R → R

x 7→ x2 ϕ6 :

{
C (R,R) →R

f 7→ f (1/4)−∫ 2
1 f (t )d t

ϕ7 :

{
C (R,R) →R

f 7→ f (3/4)+ f (5)
ϕ8 :

 C (R,R) →C (R,R)

f 7→
(

t 7→ f (t )

t 2 +1

)
Exercice 4.
Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires et déterminer leur noyau
et leur image quand elles le sont.

1. R→R : x 7→ 2x2.

2. R→R : x 7→ 4x −3.

3. R→R : x 7→
p

x2.

4. R2 →R : (x, y) 7→ 3x +5y .

5. R2 →R : (x, y) 7→
√

3x2 +5y2.

6. R2 →R : (x, y) 7→ sin(3x +5y).

7. R2 →R2 : (x, y) 7→ (−x, y).

8. C 1(R) →C 0(R) : f 7→ f ′.
9. R→R3 : x 7→ (2x, x/π, x

p
2).

10. R→R : x 7→ ln(3x
p

2).

Exercice 5.

Soit f :

{
R[X ] →R[X ]
P 7→ P −X P ′ . Montrer que l’application est linéaire et déterminer son

noyau et son image.

Exercice 6.

Montrer que l’application f :

{
Rn[X ] → Rn[X ]
P 7→ P −X P ′−P (0)

est linéaire. Déterminer

son noyau et son image.

Exercice 7.

Montrer que l’application f :

{
R2[X ] → R

P 7→ ∫ 1
0 P (t )d t

est linéaire et déterminer son

noyau et son image.

Exercice 8.
On considère la trace Tr : Mn(K) →K. Déterminer son noyau et son image. On donnera
une base de ces ensembles et leur dimension.

2 Injectivité/surjectivité/bijectivité

Exercice 9.
Soient n ∈ N et E = Rn[X ]. On considère l’application P 7→ P −P ′. Montrer que c’est un
automorphisme et déterminer son inverse.

Exercice 10.

Soit ϕ :

{
R[X ] −→ R[X ]

P 7−→ P +P ′ . Montrer que ϕ est linéaire. Est-elle bijective ?

Exercice 11.

Soient E =C ∞(R) et ϕ :

{
E −→ E
f 7−→ f + f ′ . L’application est-elle injective? surjective?

Exercice 12. �
Soit E unK-espace vectoriel, n ∈N et f ∈L (E) tel que f n = 0L (E) et g = i dE − f . Montrer
que g est bijective et donner son inverse.

Exercice 13.
Soit E un R-ev de dimension n Ê 2. On considère f ∈L (E) tel que f ◦ f =−IdE . Soit a un
vecteur non nul de E .

1. Montrer que f est un automorphisme.

2. Montrer que la famille (a, f (a)) est libre.
On pose Ga = Vect(a, f (a)).

3. Montrer que Ga est stable par f (c-à-d que ∀x ∈Ga , f (x) ∈Ga).

4. Montrer que si un sev F stable par f contient a, alors Ga ⊂ F .
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5. Si E = R2, donner un exemple d’endomorphisme f qui vérifie l’hypothèse de
l’énoncé.

Exercice 14.

On considère l’application
ϕ : CN → CN

(un)n∈N 7→ (un+1 −un)n∈N
1. Démontrer que l’application ϕ est C-linéaire.

2. Déterminer Ker(ϕ).

3. Démontrer que ϕ est surjective. L’application ϕ est-elle un automorphisme ?

3 Relations entre noyau et image

Exercice 15.
Soit f ∈L (E). Montrer que

E = Im( f )+Ker( f ) ⇔ Im( f ) = Im( f ◦ f )

Im( f )∩Ker( f ) = {0E } ⇔ Ker( f ) = Ker( f ◦ f )

Exercice 16. �
Soit E un K-ev, f , g ∈L (E) tel que f ◦ g = g ◦ f . Montrer que Im( f ) et Ker( f ) sont stables
par g .

Exercice 17.
E et F sont des K-ev, (u, v) ∈L (E ,F )2. Comparer (au sens de l’inclusion) :

1. ker(u)∩ker(v) et ker(u + v).

2. Im(u)+ Im(v) et Im(u + v).

4 Projection

Exercice 18.
On pose F = {P ∈ R[X ],P (0) = P (1) = 0} et G = Vect

(
X 2 +X , X 3 +1

)
. Montrer que F et G

sont supplémentaires dans R[X ] et déterminer le projeté de X 5 − X 3 +1 sur F parallèle-
ment à G .

Exercice 19. �
Soit E un K-ev, p et q des projecteurs de E tels que p ◦q = 0L (E).

1. Montrer que r = p +q −q ◦p est un projecteur.

2. Montrer que

Ker(r ) = Ker(p)∩Ker(q) et Im(r ) = Im(p)⊕ Im(q)

5 Si besoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 20.
Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires et déterminer leur noyau
et leur image quand elles le sont.

1. R2 →R : (x, y) 7→ x2 y
x2+y2 si x2 + y2 6= 0 et0 sinon.

2. C (R) →C 1(R) : f 7→ {x 7→ e−x
∫ 1

0 f (t )d t }.

3. R2 →R2 : (x, y) 7→


1√

x2 + y2
(x, y) si x 6= 0

0 sinon

4. C (R) →R : f 7→ maxt∈[0,1] f (t ).

5. R2 →R2 : (x, y) 7→ la solution du système :

{
3u − v = x

6u +2v = y.
6. C (R) →R : f 7→ ∫ 1

0 ln(1+| f (t )|)d t .

7. D(R) →R : f 7→ f ′(1/2)+∫ 1
0 f (t )d t .

Exercice 21.
Soit E =C 0(R), on définit l’application ϕ par

∀ f ∈ E ,ϕ( f ) = g avec g : x 7→
∫ x

0
t f (t )dt .

Montrer que ϕ est un endomorphisme de E . Est-il injectif ? surjectif ?

Exercice 22.

Soient a ∈R? et ϕa :

{
R[X ] −→ R[X ]

P 7−→ (X 2 −1)P ′−aX P
.

1. Montrer queϕa est un endomorphisme et étudier le degré deϕa(P ) en fonction du
degré de P .

2. Lorsque a ∉N, montrer que ϕa est injective. Est-ce un isomorphisme?

Exercice 23.
Soient F = {P ∈R[X ],P (1) = 0} et G = Vect(X ).

1. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R[X ].

2. Déterminer l’image par la projection f sur F parallèlement à G de X 2 − 3X + 1 et
X i −1, i ∈N? .

6 Une fois qu’on est à l’aise

Exercice 24. 3 3
Soient p un projecteur de E et f = p + i dE .
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1. Montrer que f est bijective.

2. Soit n ∈N?. Exprimer f n en fonction de p et n

Exercice 25. 3

Soient E un R-espace vectoriel et p, q deux projecteurs de E .

1. Montrer que p +q est un projecteur si et seulement si p ◦q = q ◦p = 0L (E ).

2. Supposons dorénavant que p + q est un projecteur, montrer que Im(p) et Im(q)
sont en somme directe.

3. Montrer ensuite que p + q est la projection de E sur Imp ⊕ Imq parallèlement à
Ker(p)∩Ker(q).

Exercice 26.
Soit K = R ou C. Soit E un K -espace vectoriel, soient f et g deux endomorphismes de
(E ,+, .). Montrer l’équivalence des deux assertions suivantes :
(i ) f ◦ g est un automorphisme
(i i ) f est surjective, g est injective et E = Ker( f )⊕ Im(g )

Exercice 27. 3 3
Soient E un K-espace vectoriel et ( f , g ) ∈ Ł(E)2 tel que f ◦ g = i dE . Déterminer Ker(g ◦ f )
et Im(g ◦ f ).

Exercice 28. 3 3
Soit E un espace vectoriel et u ∈ L (E) tel que u3 −u2 +u − i dE = 0L (E). Montrer que
Ker(u − i dE )⊕Ker(u2 + i dE ) = E .

Memo

— Comment montrer qu’une application est linéaire?

— Utiliser la linéarité de l’intégrale, la dérivation, la somme, le produit matriciel....
— Revenir à la définition

— Comment déterminer l’image d’une application linéaire?

— Prendre un élément de l’espace d’arrivée et raisonner par équivalence.
— Trouver une inclusion puis montrer l’équivalence.

— Comment déterminer le noyau d’une application linéaire?
Prendre un élément de l’espace de départ et raisonner par équivalence.

— Comment déterminer si une application linéaire f est un isomorphisme ?
— Résoudre l’équation f (X ) = Y
— Déterminer le noyau et l’image

— Comment montrer que p est un projecteur ?
Montrer que p est linéaire et p ◦p = p

— Comment déterminer les espaces caractéristiques d’un projecteur ? Déterminer
son noyau et son image
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Correction du TD n 18

Correction 1 On sait que pour tout x ∈ E , il existe λx réel tel que f (x) =λx x. Montrons
que λx ne dépend pas de x. Soient x ∈ E non nul et α un réel, alors f (αx) = λαxαx et
comme f est linéaire, f (αx) = α f (x) = αλx x donc, comme x 6= 0E , λx = λαx ; autrement
dit, λx =λy ,∀y ∈ vect(x).

Soit maintenant y ∉ vect(x), alors la famille (x, y) est libre. On a :

f (x + y) =λx+y (x + y) = f (x)+ f (y) =λx x +λy y

d’où :
(λx+y −λx )x + (λx+y −λy )y = 0

et la famille étant libre, on a λx −λx+y = 0 = λy −λx+y ce qui montre que, pour tout
y ∉ vect(x), λx =λy . On a montré, par disjonction de cas, que :

∀y ∈ E ,λx =λy

donc λx ne dépend pas de x et f est donc bien une homothétie.

Correction 2 Soit (λ0,λ1, . . . ,λn−1) tel que
n−1∑
i=0

λi f i (x0) = 0E . On applique f n−1 à l’éga-

lité, on obtient λ0 f n−1(x0) = 0E car pour tout k Ê n, f k = 0L (E) donc f k (x0) = 0E . On a
supposé f n−1(x0) 6= 0, on a donc λ0 = 0.

L’égalité devient
n−1∑
i=1

λi f i (x0) = 0E . On applique maintenant f n−2 à l’égalité et on ob-

tient λ1 f n−1(x0) = 0E donc λ1 = 0. En itérant le procédé, on montre que tous les coeffi-
cients sont nuls donc la famille est libre.

Correction 3

1. non car ϕ1(2,2) = 4 = 4ϕ1(1,1) 6= 2ϕ1(1,1) = 2

2. non car ϕ2(0) = 1 6= 0.

3. non car ϕ3( f )+ϕ3(− f ) = (0,2| f (1)|) 6= (0,0).

4. Soit (P,Q) ∈K[X ]2 et λ ∈K. On a :

ϕ4(λP +Q) = (λP +Q) (0)+ (λP +Q)′ (1)
=λP (0)+Q(0)+ (

λP ′+Q ′) (1)
=λP (0)+Q(0)+λP ′(1)+Q ′(1)
=λ(

P (0)+P ′(1)
)︸ ︷︷ ︸

=ϕ4(P )

+(
Q(0)+Q ′1)

)︸ ︷︷ ︸
=ϕ4(Q)

=λϕ4(P )+ϕ4(Q)

donc ϕ4 est bien linéaire.

5. non car ϕ5(2) = 4 6= 2ϕ5(1) = 2.

6. Soit ( f , g ) ∈C (R)2 et λ ∈R. On a :

ϕ6
(
λ f + g

) = (
λ f + g

)(1

4

)
−

∫ 2

1

(
λ f + g

)
dt

=λ f

(
1

4

)
+ g

(
1

4

)
−

∫ 2

1

(
λ f (t )+ g (t )

)
dt

=λ f

(
1

4

)
+ g

(
1

4

)
−

(
λ

∫ 2

1
f (t )dt +

∫ 2

1
g (t )dt

)
par linéarité de l’intégrale

=λ f

(
1

4

)
+ g

(
1

4

)
−λ

∫ 2

1
f (t )dt −

∫ 2

1
g (t )dt

=λ
(

f

(
1

4

)
−

∫ 2

1
f (t )dt

)
︸ ︷︷ ︸

=ϕ6( f )

+
(

g

(
1

4

)
−

∫ 2

1
g (t )dt

)
︸ ︷︷ ︸

=ϕ6(g )

=λϕ6( f )+ϕ6(g )

ϕ6 est bien linéaire

7. Soit ( f , g ) ∈C (R)2 et λ ∈R. On a :

ϕ7
(
λ f + g

) = (
λ f + g

)(3

4

)
+ (
λ f + g

)
(5)

=λ f

(
3

4

)
+ g

(
3

4

)
+λ f (5)+ g (5)

=λ
(

f

(
3

4

)
+ f (5)

)
︸ ︷︷ ︸

=ϕ7( f )

+
(

g

(
3

4

)
+ g (5)

)
︸ ︷︷ ︸

ϕ7(g )

=λϕ7( f )+ϕ7(g )

L’application ϕ7 est donc linéaire.

8. Soit ( f , g ) ∈C (R)2 et λ ∈R. Alors ϕ8(λ f + g ) est l’application qui à t associe

(λ f + g )(t )

1+ t 2 .
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On a donc, pour tout t ∈R,

ϕ8(λ f + g )(t ) = (λ f + g )(t )

1+ t 2

= λ f (t )+ g (t )

1+ t 2

=λ f (t )

1+ t 2︸ ︷︷ ︸
=ϕ8( f )(t )

+ g (t )

1+ t 2︸ ︷︷ ︸
=ϕ8(g )(t )

=λϕ8( f )(t )+ϕ8(g )(t )

Ainsi, les fonctionsϕ8(λ f +g ) etλϕ8( f )+ϕ8(g ) prennent les mêmes valeurs en tout
t réel, elles sont donc égales, ce qui montre que ϕ8 est linéaire.

Correction 4 On note ϕi l’application linéaire de la question i.

1. non car ϕ1(2) = 8 6= 2ϕ1(1).

2. non car ϕ2(0) 6= 0.

3. non car ϕ3(−1)+ϕ3(1) 6= 0.

4. Soit X = (x, y) et Y = (x ′, y ′) deux éléments de R2 et λ ∈R, on a :

ϕ4(λX +Y ) =ϕ4
(
λx +x ′,λy + y ′)

= 3
(
λx +x ′)+5

(
λy + y ′)

=λ(
3x +5y

)︸ ︷︷ ︸
=ϕ4(x,y)

+(
3x ′+5y ′)︸ ︷︷ ︸
=ϕ4(x′,y ′)

=λϕ4(X )+ϕ4(Y )

L’application ϕ4 est linéaire. On a Imϕ4 ⊂R et ∀x ∈R, le vecteur
( x

3
,0

)
est un anté-

cédent de x donc on a l’autre inclusion R⊂ Imϕ4 d’où l’égalité.

On cherche maintenant à déterminer le noyau. Soit X = (x, y) ∈R2. On raisonne par
équivalence :

X ∈ Ker(ϕ4) ⇔ϕ4(x, y) = 0
⇔ 3x +5y = 0
⇔ 3x =−5y

⇔ y =−3

5
x

⇔ X = x

(
1,−3

5

)
⇔ X ∈ Vect

(
1,−3

5

)
⇔ X ∈ Vect(5,−3)

Par équivalence, on a montré Ker(ϕ4) = Vect(5,−3) .

5. non car ϕ5(−1,−1) =ϕ5(1,1) 6= −ϕ5(1,1).

6. non car ϕ6(3,3) 6= 3ϕ6(1,1) puisque l’image du sinus est [−1,1].

7. Soit X = (x, y) et Y = (x ′, y ′) deux éléments de R2 et λ ∈R, on a :

ϕ7(λX +Y ) =ϕ7
(
λx +x ′,λy + y ′)

= (−(
λx +x ′) ,λy + y ′)

= (−λx −x ′,λy + y ′)
=λ (−x, y

)︸ ︷︷ ︸
=ϕ7(x,y)

+(−x ′, y ′)︸ ︷︷ ︸
=ϕ7(x′,y ′)

=λϕ7(X )+ϕ7(Y )

l’application ϕ7 est donc linéaire. On a Imϕ7 ⊂ R2. De plus, si on prend (x, y) ∈ R2,
alors (x, y) =ϕ7(−x, y) donc tout élément de R2 admet un antécédent parϕ7 ce qui
montre l’autre inclusion et donc l’égalité.
Soit X = (x, y) ∈ R2, alors X ∈ Ker(ϕ7) ⇔ϕ7(x, y) = (0,0) ⇔ (−x, y) = (0,0) ⇔ x = y =
0. Par équivalence, on a montré ker(ϕ7) = {(0,0)}.

8. L’application est linéaire par linéarité de la dérivation. Toute fonction continue
admet une primitive donc l’application est surjective et son image est donc l’en-
semble des fonctions continues. Le noyau est l’ensemble des fonctions dont la dé-
rivée est nulle c’est-à-dire l’ensemble des fonctions constantes.

9. Soit x et y deux réels et λ un réel. On a

ϕ9(λx + y) =
(
2
(
λx + y

)
,
λx + y

π
,
p

2
(
λx + y

))
=λ (2x,

x

π
, x
p

2)︸ ︷︷ ︸
ϕ9(x)

+
(
2y,

y

π
,
p

2y
)

︸ ︷︷ ︸
=λϕ9(x)+ϕ9(y).

L’application est linéaire. On a Imϕ9 ⊂ vect

(
2,

1

π
,
p

2

)
et tout élément de

Vectvect

(
2,

1

π
,
p

2

)
s’écrit

(
2a,

a

π
,
p

2a
)

donc admet pour antécédent le réel a.

On cherche à déterminer les éléments qui s’envoient sur (0,0,0). Il est clair que seul
le réel 0 s’envoie sur (0,0,0) donc Ker(ϕ9) = {0}.
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10. Soit x et y deux réels et λ un réel. On a :

ϕ10(λx + y) = ln
(
3(λx+y)

p
2
)

= ln
(
3λx

p
2+y

p
2
)

= ln
(
3λx

p
2.3y

p
2
)

= ln
(
3λx

p
2
)
+ ln

(
3y

p
2
)

= ln

((
3x

p
2
)λ)

+ ln
(
3y

p
2
)

=λ ln
(
3x

p
2
)

︸ ︷︷ ︸
=ϕ10(x)

+ ln
(
3y

p
2
)

︸ ︷︷ ︸
=ϕ10(y)

=λϕ10(x)+ϕ10(y)

donc l’application ϕ10 est linéaire. On a ln(3x
p

2) = x
p

2ln(3). Étant donné un réel

y , on a x = yp
2ln(3)

un antécédent de y parϕ10, l’application est donc surjective et

l’image est donc égale à R.

On a ϕ10(x) = 0 ⇔ x
p

2ln(3) = 0 ⇔ x = 0 donc le noyau est {0}.

Correction 5 Montrons que l’application est linéaire. Soient P1,P2 deux polynômes et
λ ∈R, alors :

f (λP1 +P2) = (λP1 +P2)−X (λP1 +P2)′ =λ(P1 −X P ′
1)+ (P2 −X P ′

2) =λ f (P1)+ f (P2).

L’application f est bien linéaire.
Déterminons son noyau. Soit P ∈ R[X ], alors P (X ) = ∑n

k=0 ak X k avec n ∈ N. On rai-
sonne par équivalence :

P ∈ Ker( f ) ⇔ f (P ) = 0 ⇔ P = X P ′ ⇔
n∑

k=0
ak X k =

n∑
k=1

kak X k .

Par unicité des coefficients, on a :

f (P ) = 0 ⇔ a0 = 0 et ∀k = 1. . .n, ak = kak

d’où :
∀k ∈ J0,nK,k 6= 1, ak = 0.

Par équivalence, on a montré : Ker f = vect(X ).

Déterminons l’image de f . Soit Q ∈ R[X ], alors Q =
n∑

k=0
bk X k avec n ∈N. On raisonne

par équivalence :
Q ∈ Im( f ) ⇔∃P ∈R[X ], f (P ) =Q

⇔∃P =
m∑

k=0
ak X k , f (P ) =Q.

On a f (P ) =
m∑

k=0
ak X k −

m∑
k=0

kak X k =
m∑

k=0
(1−k)ak X k . On en déduit que :

Q ∈ Im( f ) ⇔∃ak ∈R,∀k ∈ J0,nK, (1−k)ak = bk

⇔ b1 = 0

Un polynôme de Im f est donc de la forme a0 +
n∑

k=2
ak X k , l’image est donc engendrée

par 1, X 2, X 3, . . ..

Correction 6 Soit P,Q ∈Rn[X ]2 et λ ∈R alors :

f (λP +Q) = (λP +Q)−X (λP +Q)′− (λP +Q)(0)
= (λP +Q)−X (λP ′+Q ′)− (λP (0)+Q(0))
=λ(P −X P ′−P (0))+ (Q −XQ ′−Q(0))
=λ f (P )+ f (Q)

et l’application est linéaire.
Déterminons son noyau. Soit P ∈Rn[X ]. On raisonne par équivalence :

P ∈ Ker( f ) ⇔ f (P ) = 0 = P −X P ′−P (0).

On écrit P =
n∑

k=0
ak X k , alors P ′ =

n∑
k=1

kak X k−1. On a donc :

f (P ) =
n∑

k=0
ak X k −X

n∑
k=1

kak X k−1 −a0 =
n∑

k=0
ak X k −

n∑
k=1

kak X k −a0

On le réécrit en enlevant le premier terme de la première somme :

f (P ) = a0 +
n∑

k=1
ak X k −

n∑
k=1

kak X k −a0 =
n∑

k=1
(1−k)ak X k

Ainsi, on a, par unicité des coefficients :

P ∈ Ker( f ) ⇔
n∑

k=1
(1−k)ak X k ⇔ ak = 0,∀k = 2 · · ·n ⇔ P = a1X +a0.

Par équivalence, on a montré que le noyau est Ker f =R1[X ].

Déterminons l’image. On cherche les polynômes Q possédant un antécédent. D’après
le travail déjà effectué, on sait que :

Q ∈ Im( f ) ⇔∃(a1, · · · , an) ∈Rn ,
n∑

k=1
(1−k)ak X k =Q.
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. De tels réels existent à la condition que Q n’ait pas de coefficient constant et le coeffi-
cient devant son terme de degré 1 soit nul. Ainsi :

Im f = {Q ∈Rn[X ],Q(0) = 0 =Q ′(0)}.

L’application n’est ni injective, ni surjective, elle n’est pas bijective.

Correction 7 L’application est clairement linéaire par linéarité de l’intégrale.
Déterminons son noyau, soit P = a2X 2+a1X +a0 ∈R2[X ]. On raisonne par équivalence :

P ∈ Ker( f ) ⇔ f (P ) = 0 ⇔
∫ 1

0
P (t )dt = 0 ⇔

∫ 1

0
(a2t 2 +a1t +a0)dt = 0

⇔ a2

3
+ a1

2
+a0 = 0

Le noyau est donc l’ensemble
{

a2X 2 +a1X +a0 ∈R2[X ],
a2

3
+ a1

2
+a0 = 0

}
. Déterminons

l’image, soit a ∈ R, alors il est clair que le polynôme constant P = a a pour image a, par
conséquent, tout réel possède un antécédent par f et l’image est donc R.

Correction 8 C’est une application linéaire et son noyau est l’ensemble des matrices
de trace nulle.

Cherchons à déterminer une famille génératrice de Ker(Tr). Pour cela, on se donne M ∈
Mn(K) et on raisonne par équivalence. On note M = (ai j )1Éi , j ,Én . On peut aussi écrire

M = ∑
1Éi , jÉn

ai j Ei j ,

où Ei j désigne la matrice de Mn(K) avec des zéros partout sauf le coefficient d’indice
(i , j ) qui vaut 1.

On a

M ∈ Ker(Tr) ⇔ Tr(M) = 0

⇔
n∑

i=1
ai i = 0

⇔ ann =−
n−1∑
i=1

ai i

⇔ M = ∑
1Éi , jÉn

(i , j )6=(n,n)

ai j Ei j +annEnn

⇔ M = ∑
1Éi , jÉn

(i , j )6=(n,n)

ai j Ei j −
n−1∑
i=1

ai i Enn

on a remplacé ann par son expression

⇔ M = ∑
1Éi , jÉn

i 6= j

ai j Ei j +
n−1∑
i=1

ai i Ei i −
n∑

i=1
ai i Enn

(on coupe la somme pour faire apparaître les termes diagonaux

= M = ∑
1Éi , jÉn

i 6= j

ai j Ei j +
n−1∑
i=1

ai i (Ei i −Enn)

⇔ M ∈ Vect
(
{Ei , j , i 6= j }∪ {Ei i −Enn}

)
Par équivalence, on a montré que Ker(Tr) est engendré par la famille(
Ei , j , i 6= j ,Ei i −Enn

)
. De plus, cette famille est une base car les coefficients qui ap-

paraissent dans la combinaison linéaire sont uniques (ce sont les coefficients de la
matrice). On peut donc affirmer que la dimension de Ker(Tr) est n2 −1.

En effet, il y a n2 −n termes dans la première somme et n −1 dans la deuxième.
L’image de Tr est un ssev de R. On sait que Im(Tr) 6= {0} (car, par exemple, Tr(In) = n)

donc il n’est pas réduit à 0. Comme R est de dimension 1, il y a nécessairement égalité,
cela implique Im(Tr) =R et Im(Tr) est donc de dimension 1.

Correction 9 Il est clair que l’application est linéaire. Soit maintenant Q =∑n
k=0 bk X k ,

existe-t-il P = ∑n
k=0 ak X k tel que P −P ′ =Q ? Nous allons chercher à exprimer les coeffi-

cients ak de P en fonction des coefficients bk de Q. On a :

P −P ′ =∑n
k=0 ak X k −∑n

k=1 kak X k−1

= an X n +∑n−1
k=0(ak − (k +1)ak+1)X k .

Ainsi,
an = bn et ak − (k +1)ak+1 = bk ,∀k = 0. . .n −1

On a an = bn et bn−1 = an−1 −nan donc an−1 = bn−1 +nbn . Par ailleurs, on a an−2 − (n −
1)an−1 = bn−2 et an−1 −nan = bn−1 donc

an−2 − (n −1)an−1 + (n −1)an−1 −n(n −1)an = bn−2 − (n −1)bn−1
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ou encore, an−2 = bn−2+(n−1)bn−1+n(n−1)bn . Par récurrence descendante, on montre
que :

an−k = bn−k + (n −k +1)bn−k+1 + . . .+n(n −1) . . . (n −k +1)bn =
k∑

i=0

(n −k + i )!

(n −k)!
bn−k+i

On a montré que pour tout polynôme Q =
n∑

k=0
bk X k , il existe un unique polynôme

P =
n∑

k=0
ak X k tel que P −P ′ =Q. L’application est donc bijective et sa réciproque est l’ap-

plication qui envoie le polynôme
n∑

k=0
bk X k sur

n∑
k=0

ak X k , avec ak =
n−k∑
i=0

(k + i )!

k !
bk+i .

Correction 10 Soient (P1,P2) ∈R[X ]2 et λ ∈R. Alors :

ϕ(λP1 +P2) = (λP1 +P2)+ (λP1 +P2)′
= (λP1 +P2)+ (λP ′

1 +P ′
2)par linéarité de la dérivation

=λ(P1 +P ′
1)+ (P2 +P ′

2)
=λϕ(P1)+ϕ(P2)

L’application est bien linéaire.

Soit maintenant P =
n∑

k=0
bk X k , existe-t-il Q =

n∑
k=0

ak X k tel que Q +Q ′ = P ? Si un tel Q

existe, on a :

Q ′(X ) =
n∑

k=0
kak X k−1

=
n∑

k=1
kak X k−1

=
n−1∑
j=0

( j +1)a j+1X j

Comme j est une variable muette, on peut écrire :

Q ′(X )+Q(X ) =
n−1∑
k=0

(k +1)ak+1X k +
n∑

k=0
ak X k

= an X n +
n−1∑
k=0

(ak + (k +1)ak+1)X k

L’égalité Q ′ + Q = P est équivalente, en identifiant les coefficients, à an = bn et
∀k ∈ J0,n −1Kak + (k +1)ak+1 = bk .

Le polynôme P admet donc un antécédent par ϕ si le système suivant, d’inconnues
(a0, . . . , an), admet une solution :

a0 +a1 = b0

a1 +2a2 = b1
. . .

...
an−1 +nan = bn−1

an = bn

Le système est échelonné et ses pivots sont non nuls, il admet donc une unique solution.
Cela montre que P admet un unique antécédent Q donc l’application ϕ est bijective.

Correction 11 Injectivité : Les éléments du noyau sont les fonctions f telles que f + f ′ =
0. On a, par exemple, x 7→ e−x donc le noyau n’est pas réduit à 0E et l’application n’est pas
injective.
Surjectivité : Soit g ∈ E , existe-t-il f ∈ E telle que f + f ′ = g ? Un antécédent de g est une
solution de l’équation différentielle y ′+ y = g . On la résout en utilisant la méthode de la
variation de la constante. On cherche donc une solution sous la forme x 7→ λ(x)e−x . En
injectant dans l’équation, on doit avoir λ′(x)e−x = g (x) c’est-à-dire λ′(x) = ex g (x).

La fonction x 7→ ex g (x) est continue, elle admet donc une primitive h. La fonction
x 7→ h(x)e−x est alors une solution de l’équation différentielle donc un antécédent de g
par ϕ. L’application est bien surjective.

Correction 12 On écrit :(
i dE + f + f 2 + . . .+ f n−1)(i dE − f

)= i dE − f n .

Comme f n = 0Ł(E), l’application h = i dE + f + f 2 + . . .+ f n−1 vérifie h ◦g = i dE . Il est clair
qu’on a également g ◦h = i dE donc g est bijective et son inverse est h.

Correction 13

1. On a f ◦ (− f ) = i dE , f est donc un automorphisme (et son inverse et − f ).

2. On suppose qu’il existe (λ,µ) ∈R2 tel que λa +µ f (a) = 0E . En appliquant f qui est
linéaire, on obtient λ f (a)−µa = 0E . On a donc

λ2a =−λµ f (a) =−µλ f (a) =−µ2a.

On a donc (λ2 +µ2)a = 0E . Comme a 6= 0E , on a λ2 +µ2 = 0 donc λ = µ = 0 et la
famille est bien libre.
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3. Il suffit de montrer qu’une base de Ga est stable par f , on aura alors la stabilité de
Ga par linéarité de f .

D’après la question précédente, (a, f (a)) est libre, c’est donc une base de Ga .
— f (a) ∈Ga

— f ( f (a)) =−a ∈Ga

donc ∀x ∈ {a, f (a)}, f (x) ∈Ga . On en déduit que Ga est stable par f .

4. Soit F un ssev contenant a et stable par f . On a donc f (a) ∈ F donc la famille
(a, f (a)) appartient à F . On en déduit, comme c’est un ssev, qu’il contient Ga .

5. On prend f : (x, y) 7→ (−y, x). On a alors f 2(x, y) = f (−y, x) = (−x,−y) =−(x, y) donc
f 2 =−i dR2 .

Correction 14

1. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites complexes et λ ∈C. Alors

ϕ (λ(un)n∈N+ (vn)n∈N) =ϕ ((λun + vn)n∈N)
= ((λun+1 + vn+1)− (λun + vn))n∈N
= (λ(un+1 −un)+ (vn+1 − vn))n∈N
=λ(un+1 −un)n∈N+ (vn+1 − vn)n∈N
=λϕ((un)n∈N)+ϕ((vn)n∈N)

On a donc bien ϕ linéaire.

2. Soit (un)n∈N ∈CN. On raisonne par équivalence

(un)n∈N ∈ kerϕ ⇔ϕ((un)n∈N) = (0)n∈N
⇔ (un+1 −un)n∈N = (0)n∈N
⇔∀n ∈N,un+1 −un = 0
⇔∀n ∈N,un+1 = un

On en déduit que ker(ϕ) = { suites constantes}.

3. Soit (vn)n∈N, on cherche (un)n∈N telle (un+1 −un)n∈N = (vn)n∈N.

On pose u0 = 0 et un =
n−1∑
k=0

vk . Alors ϕ((un)n∈N) = (un+1 −un)n∈N. Pour n = 0, on

obtient u1 −u0 = u1 = v0 et pour n Ê 1, un+1 −un = vn , on a donc bien trouvé un
antécédent de (vn)n∈N par ϕ, l’application est bien surjective. L’application n’est
pas un automorphisme puisqu’elle n’est pas injective (noyau non réduit au vecteur
nul).

Correction 15
⇒On suppose Im( f ) = Im( f 2). Montrons E = Ker( f )+ Im( f ). Il est clair que Ker( f )+

Im( f ) ⊂ E , montrons l’autre inclusion. Soit x ∈ E , alors f (x) ∈ Im( f ). Comme Im( f ) =

Im( f 2), il existe a ∈ E tel que f (x) = f 2(a) ce que l’on peut réécrire f
(
x − f (a)

) = 0E . On
a x − f (a) ∈ Ker( f ) donc :

x = x − f (a)︸ ︷︷ ︸
∈Ker( f )

+ f (a)︸︷︷︸
∈Im( f )

.

On a bien x ∈ Ker( f )+ Im( f ) ce qui montre l’inclusion souhaitée et, par suite, l’égalité :

E = Ker( f )+ Im( f ).

⇐On suppose E = Ker( f ) + Im( f ). Montrons que Im( f ) = Im( f 2). On sait déjà que
Im( f 2) ⊂ Im( f ) d’après l’exercice 25. Montrons l’inclusion réciproque. Soit donc y ∈
Im( f ), montrons que y ∈ Im( f 2). On sait qu’il existe x ∈ E tel que y = f (x). Or, E =
Ker( f )+ Im( f ) donc il existe (a,b) ∈ Ker( f )× Im( f ) tel que x = a +b. Comme b ∈ Im( f ),
il existe c ∈ E tel que b = f (c), donc x = a + f (c). On a alors : y = f (a)+ f 2(c) = f 2(c) car
a ∈ Ker( f ) donc y ∈ Im( f 2). On a montré l’inclusion souhaitée et donc l’égalité :

Im( f ) = Im( f 2).

On montre de même, l’autre équivalence par double implication.
⇒On suppose que Ker( f )∩Im( f ) = {0E }, montrons que Ker( f ) = Ker( f ◦ f ). On sait déjà

que Ker( f ) ⊂ Ker( f ◦ f ), montrons l’autre inclusion. Soit x ∈ Ker( f ◦ f ), alors f ◦ f (x) = 0E

donc f (x) ∈ Ker( f ). Or, f (x) ∈ Im( f ) donc f (x) ∈ Ker( f )∩ Im( f ). On a supposé Ker( f ) et
Im( f ) en somme directe, on a donc f (x) = 0E , c’est-à-dire x ∈ Ker( f ). Ainsi, on a l’inclu-
sion Ker( f ◦ f ) ⊂ Ker( f ).

⇐On suppose Ker( f ) = Ker( f ◦ f ), montrons que Ker( f )∩Im( f ) = {0E }. Soit x ∈ Ker( f )∩
Im( f ), on sait que f (x) = 0E et il existe c ∈ E tel que x = f (c). On a donc f ◦ f (c) = 0E c’est-
à-dire c ∈ Ker( f ◦ f ). Or Ker( f ◦ f ) = Ker( f ) donc c ∈ Ker( f ) soit f (c) = 0E . On a montré
x = 0E donc la somme est directe.

Correction 16 Soit y ∈ Im( f ), montrons que g (y) ∈ Im( f ). On sait qu’il existe x ∈ E tel
que y = f (x) donc g (y) = g ◦ f (x) = f ◦ g (x). On a g (x) ∈ E donc f

(
g (x)

) ∈ Im( f ) et on a
montré que g (y) était un élément de Im( f ).

Soit x ∈ Ker( f ), montrons que g (x) ∈ Ker( f ). On calcule :

f ◦ g (x) = g ◦ f (x) car f ◦ g = g ◦ f
= g (0E ) car x ∈ Ker( f )
=OE car g est linéaire

On a bien g (x) ∈ Ker( f ) donc Ker( f ) est stable par g .

Correction 17
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1. On a Ker(u)∩Ker(v) ⊂ Ker(u+v). En effet, si x ∈ Ker(u)∩Ker(v), alors u(x) = v(x) =
0E , on a donc

(u + v)(x) = u(x)+ v(x) = 0E +0E = 0E .

2. On a Im(u+v) ⊂ Im(u)+ Im(v). En effet, si y ∈ Im(u+v), alors il existe x ∈ E tel que
u(x)+ v(x) = y . On a u(x) ∈ Im(u) et v(x) ∈ Im(v) donc y ∈ Im(u)+ Im(v).

Correction 18 Montrons que F et G sont supplémentaires dans R[X ] par ana-
lyse/synthèse.
Analyse :Soit P ∈R[X ], on suppose qu’il existe (Q,R) ∈ F ×G tel que P =Q +R.

On sait qu’il existe (λ,µ) ∈R2, R =λ(X 2 +X )+µ(X 3 +1). On a, de plus,

P (0) =Q(0)+µ=µ car Q(0) = 0,

et
P (1) =Q(1)+2λ+2µ= 2λ+2µ car Q(1) = 1.

On en déduit que µ= P (0) et λ= P (1)

2
−P (0).

Synthèse :Soit P ∈ R[X ]. On pose λ = P (1)

2
−P (0), µ = P (0), R = λ(X 2 + X )+µ(X 3 +1) et

Q = P −R. Montrons que :
— Q ∈ F ,
— R ∈G et
— Q +R = P .

Les deux derniers points sont clairs. On écrit :

Q(0) = P (0)−µ= 0 et Q(1) = P (1)−2λ−2µ= 0,

ce qui montre que Q ∈ F . Par analyse/synthèse, on a montré que tout polynôme P s’écrit
comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G . De plus, d’après la phase
d’analyse, l’écriture est unique ce qui montre l’inclusion R[X ] ⊂ F ⊕G d’où l’égalité.

Pour déterminer le projeté de P = X 5 − X 3 +1, on calcule P (0) = 1 et P (1) = 1. D’après
la phase d’analyse, on peut donc écrire :

P = P −
(

P (1)−2P (0)

2
(X 2 +X )+P (0)(X 3 +1)

)
︸ ︷︷ ︸

∈F

+
(

P (1)−2P (0)

2
(X 2 +X )+P (0)(X 3 +1)

)
︸ ︷︷ ︸

∈G

.

Le projeté de P sur F parallèlement à G est donc :

X 5 −X 3 +1−
(
−1

2
(X 2 +X )+ (X 3 +1)

)
= X 5 −2X 3 + 1

2
X 2 + 1

2
X .

Correction 19

1. On calcule r ◦ r :

r ◦ r = (p +q −q ◦p)◦ (p +q −q ◦p)
= p ◦ (p +q −q ◦p)+q ◦ (p +q −q ◦p)−q ◦p ◦ (p +q −q ◦p)

Or on a
— p ◦ (p +q −q ◦p) = p +0L (E) −0L (E) car p ◦p = p et p ◦q = 0L (E).
— q ◦ (p +q −q ◦p) = q ◦p +q −q ◦p = q car q2 = q .
— q ◦p ◦ (p +q −q ◦p) = q ◦p +0L (E) −0L (E)

On a donc
r ◦ r = p +q −q ◦p = r,

donc r est bien un projecteur.

2. On a Ker(p)∩Ker(q) ⊂ Ker(r ). Si x ∈ Ker(r ), alors p(x) = q(x−p(x)), on a p2(x) = p ◦
q(x −p(x)) = 0E donc p2(x) = p(x) = 0E puis x ∈ Ker(p). On a donc r (x) = 0E = q(x)
donc x ∈ Ker(q).

Soit x ∈ Im(p)∩ Im(q) alors q(x) = x donc 0E = p ◦q(x) = p(x). Or p(x) = x puisque
x ∈ Im(p). On a donc x = 0E et la somme est directe. On a Im(r ) ⊂ Im(p)⊕Im(q) car
pour tout x ∈ E ,

r (x) = p(x)+q(x −p(x)) ∈ Im(p)⊕ Im(q)

Soit maintenant x ∈ Im(p)⊕ Im(q). Alors x = p(a)+q(b).

On calcule r (x) :

r (x) = p(p(a)+q(b))+q(p(a)+q(b))−q ◦p(p(a)+q(b))
= p2(a)+p ◦q(b)+q ◦p(a)+q2(b)−q ◦p2(a)−q ◦p ◦q(b)
= p(a)+0E +q ◦p(a)+q(b)−q ◦p(a)+0E

= p(a)+q(b)
= x

On a r (x) = x donc x ∈ Im(r ) ce qui montre l’inclusion réciproque.

Correction 20 On note ϕi l’application linéaire de la question i.

1. Elle n’est pas linéaire car ϕ1(−1,1)+−ϕ1(1,1) 6= 0 =ϕ1(0,2).

2. L’application est linéaire par linéarité de l’intégrale. L’image est {x 7→ λe−x ,λ ∈ R}.
En effet, on a clairement

Im(ϕ12) ⊂ {x 7→λe−x ,λ ∈R}

car
∫ 1

0
f (t )dt est un réel. Pour l’inclusion réciproque, on se donne une fonction

de la forme x 7→ e−xλ. Alors, l’application constante égale à λ est un antécédent
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de la fonction par ϕ12 donc cette fonction appartient bien à l’image ce qui montre
l’inclusion réciproque et donc l’égalité.

Pour déterminer le noyau, on se donne f ∈C (R) et on raisonne par équivalence.

f ∈ Ker(ϕ12) ⇔ϕ12( f ) = 0 ( la fonction nulle)

⇔∀x ∈R,e−x
∫ 1

0
f (t )dt = 0

⇔
∫ 1

0
f (t )dt = 0 car l’exponentielle ne s’annule pas

ainsi le noyau est l’ensemble { f ∈C (R),
∫ 1

0 f (t )d t = 0}.

3. Elle n’est pas linéaire car ϕ3(1,0)+ϕ3(0,1) = (1,0)+ (0,1) 6=ϕ3(1,1) =
(

1p
2

, 1p
2

)
.

4. non elle n’est pas linéaire car si on note f1 : t 7→ 1− t et f2 : t 7→ t , on a ϕ16( f1) = 1 =
ϕ16( f2) mais ϕ14( f1 + f2) = 1 6=ϕ16( f1)+ϕ16( f2).

5. Le plus simple est de résoudre le système. On trouve que l’unique solution est(
x + y

12
,

y −2x

4

)
. L’application associe donc à (x, y) le couple

(
x + y

12
,

y −2x

4

)
, elle est

linéaire.

Le système étant inversible, l’application est bijective (sa bijection réciproque vaut
(u, v) 7→ (3u − v,6u + 2v). On en déduit que l’unique antécédent de (0,0) est (0,0)
donc oui, kerϕ17 = {(0,0)} et, comme elle est surjective, Imϕ15 =R2.

6. non elle n’est pas linéaire car si on prend la fonction constante f = 1, on aϕ6(− f ) =
ln(2) =ϕ6( f ) donc ϕ6(− f ) 6= −ϕ19( f ).

7. La linéarité se montre facilement, le noyau est l’ensemble des fonctions telles que
f ′(1/2)+∫ 1

0 f (t )d t = 0, l’image est R car tout réel λ admet pour antécédent la fonc-
tion constante égale à λ.

Correction 21 On commence par regarder la linéarité. Soit f ,h deux fonctions conti-
nues et λ ∈R, alors ϕ(λ f +h) est définie par

∀x ∈R,ϕ(λ f +h)(x) =
∫ x

0
t
(
λ f (t )+h(t )

)
dt =λ

∫ x

0
t f (t )dt +

∫ x

0
t g (t )dt .

Ainsi, pour tout x ∈ R, ϕ(λ f +h)(x) = λϕ( f )(x)+ϕ(h)(x) donc ϕ(λ f +h) = λϕ( f )+ϕ(h).
On en déduit que ϕ est linéaire.

Par ailleurs, la fonctionϕ( f ) est dérivable, elle est donc continue sur R doncϕ est bien
un endomorphisme de E .

Pour savoir s’il est injectif, on regarde son noyau. Soit f ∈ E telle que ϕ( f ) ≡ 0. Alors

∀x ∈R,
∫ x

0
t f (t )dt = 0.

Notons F une primitive de t 7→ t f (t ). On a donc

∀x ∈R,F (x)−F (0) = 0,

donc F est constante. Comme elle est dérivable, on en déduit que pour tout x ∈R, F ′(x) =
0 donc x f (x) = 0. On obtient ∀x ∈R?, f (x) = 0 et comme f est continue, elle est nulle sur
tout R. On a montré que le noyau de ϕ est réduit à la fonction nulle donc ϕ est injective.

Elle ne peut pas être surjective car l’image de ϕ est inclus dans l’ensemble des fonc-
tions dérivables (et pas seulement continues). Si on suppose, par exemple, que la valeur
absolue admet un antécédent f par ϕ, on a

∀x ∈R,
∫ x

0
t f (t )dt = |x| .

Or, lim
x→0

1

x

∫ x

0
t f (t )dt =ϕ( f )′(x) = 0. f (0)0. Pourtant,

|x|
x

n’admet pas de limite en 0.

Correction 22

1. On doit montrer que ϕa est linéaire. On se donne donc deux polynômes P et Q de
R[X ] et un scalaire λ ∈R. On veut montrer que

ϕa(λP +Q) =λϕa(P )+ϕa(Q).

On a :
ϕa(λP +Q) = (X 2 −1)(λP +Q)′ (X )−aX (λP +Q)

= (X 2 −1)
(
λP ′+Q ′) (X )−aX (λP +Q)

=λ(X 2 −1)P ′+ (X 2 −1)Q ′−λaX P −aXQ
=λ(

(X 2 −1)P ′−aX P
)︸ ︷︷ ︸

=ϕa (P )

+(
(X 2 −1)Q ′−aXQ

)︸ ︷︷ ︸
=ϕa (Q)

=λϕa(P )+ϕa(Q)

L’application ϕa est bien linéaire, c’est un endomorphisme de R[X ].

Pour déterminer le degré de ϕa(P ) en fonction de P , on écrit P =
n∑

k=0
ak X k , avec

an 6= 0 (et donc deg(P ) = n).

On a P ′(X ) =
n∑

k=1
kak X k−1. On remarque que le terme de plus haut degré de ϕa(P )

sera égal à nan X n+1 − aan X n+1. Si a 6= n, on a alors (n − a)an 6= 0 et deg(ϕa(P )) =
deg(P )+1. Si a = n, on peut simplement dire que ϕa(P ) É deg(P ) mais on ne peut
donner précisément son degré. En effet, le terme en X n vaudra (n −1− a)an−1X n

et on ne sait pas si an−1 est nul ou non (contrairement à an que l’on sait être non
nul car c’est le terme dominant de P ).
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2. On suppose a ∉ N, on a donc, pour tout polynôme P 6= 0, ϕa(P ) = deg(P )+1 Ê 1.
Ainsi, seul le polynôme nul s’envoie sur 0, le noyau de ϕa est donc réduit à {0} ce
qui montre que ϕa est injectif.

Pour autant, ϕa n’est pas bijectif car un polynôme constant non nul n’admet pas
d’antécédent par ϕa . En effet, ∀P 6=, on a deg(ϕa(P )) Ê 1 donc deg(ϕa(P )) n’est
jamais nul.

Si on anticipe sur les applications en dimension finie, cette situation (endomor-
phisme injectif mais non bijectif) ne peut se produire qu’en dimension infinie.

Correction 23

1. Montrons que F et G sont supplémentaires dans R[X ]. Soit P ∈R[X ].
Analyse :Soit P ∈R[X ]. On suppose qu’il existe Q ∈ F et λX ∈G tels que P =Q+λX .
On a alors :

P (1) =λ+Q(1)
=λcar Q(1) = 0

On a donc λ= P (1).
Synthèse :Soit P ∈R[X ]. On a alors :

P = P (1)X︸ ︷︷ ︸
∈G

+ (P −X P (1))︸ ︷︷ ︸
∈F car P (1)−1P (1)

.

On a montré que tout élément P de R[X ] s’écrit comme la somme d’un élément de
F et d’un élément de G . De plus, l’unicité de l’écriture a été montrée dans la phase
d’analyse. On a donc l’inclusion R[X ] ⊂ F ⊕G d’où l’égalité.

Les deux espaces sont donc bien supplémentaires.

2. On cherche à écrire X 2−3X +1 comme la somme P (X )+λX avec P (1) = 0. D’après
la phase d’analyse, on a λ= P (1) =−1. On en déduit que :

P (X ) = (X 2 −3X +1)+X = X 2 −2X +1.

On peut alors conclure :

f (2X 2 −3X +3) = X 2 −2X +1.

On a, ∀i Ê 1, X i −1 ∈ F d’où f
(
X i −1

)= X i −1.

Correction 24

1. Injectivité : Soit x ∈ E tel que f (x) = 0E . Alors p(x) =−x. On applique p à l’égalité.
On obtient, par linéarité de p, p2(x) =−p(x). Or, p est un projecteur donc p2(x) =
p(x). On en déduit que p(x) = 0E et, comme, par hypothèse, p(x) =−x, alors x = 0E .
Ainsi, f est injective.
Surjectivité : On va raisonner par analyse/synthèse.
Analyse :Soit y ∈ E . On suppose qu’il existe x ∈ E tel que p(x)+ x = y . On a alors

p2(x)+p(x) = p(y) c’est-à-dire, comme on sait que p2 = p, 2p(x) = p(y) ou encore

p(x) = 1

2
p(y). Or, on sait que x = y −p(x) donc x = y − p(y)

2
.

Synthèse :Soit y ∈ E . On pose x = y − p(y)

2
. On a alors :

f (x) = p(x)+x

= p

(
y − p(y)

2

)
+ y − p(y)

2

= p(y)− p2(y)

2
+ y − p(y)

2

= p(y)− p(y)

2
+ y − p(y)

2
= y

et x est un antécédent de y par f . Pour tout y ∈ E , on a bien un antécédent de y par
f donc f est surjective.

2. Les applications p et i dE commutent donc on peut appliquer la formule du binôme
de Newton :

(p + i dE )n =
n∑

k=0

(k
n

)
pk (i dE )n−k

=
n∑

k=0

(k
n

)
pk

= i dE +
n∑

k=1

(k
n

)
pk

= i dE +
(

n∑
k=1

(k
n

))
pcar pk = p pour tout k Ê 1

On sait, de plus, que
n∑

k=1

(k
n

)= (
n∑

k=0

(k
n

))−1 = 2n −1. On a donc :

f n = i dE + (
2n −1

)
p.

Correction 25

1. Supposons tout d’abord que p ◦q = q ◦p = 0L (E ), alors :

(p +q)◦ (p +q) = p ◦p +p ◦q +q ◦p +q ◦q = p2 +q2 = p +q
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et l’application p +q est bien un projecteur.
Réciproquement, supposons que p+q soit un projecteur, on sait alors que (p+q)◦
(p +q) = p +q , ce qui implique, d’après le calcul précédent,

p ◦q +q ◦p = 0L (E ).

En composant à droite par p cette égalité, on obtient :

p ◦q ◦p +q ◦p2 = p ◦q ◦p +q ◦p = 0L (E ),

car p est un projecteur. De même, en composant à gauche par p, on obtient :

p2 ◦q +p ◦q ◦p = p ◦q +p ◦q ◦p = 0L (E ).

Cela implique p ◦q = q ◦p or p ◦q +q ◦p = 0L (E ), on obtient donc :

p ◦q = q ◦p = 0L (E ).

2. Soit x ∈ Imp ∩ Imq , alors il existe a,b ∈ E tels que q(a) = p(b) = x. Composons par
p, on obtient, d’après la question précédente :

p(x) = p ◦q(a) = 0E .

Or p(x) = p2(b) = p(b) donc x = 0E et l’intersection est réduite à zéro.

3. On veut montrer que Im(p +q) = Imp ⊕ Imq et Ker(p +q) = Kerp ∩Kerq .
On a Im(p + q) ⊂ Imp + Imq pour toutes applications, il suffit donc de montrer
l’inclusion inverse. On se donne un élément x de Imp⊕Imq , il s’écrit x = p(a)+q(b)
avec a,b ∈ E . On a :

p(x) = p2(a)+p ◦q(a) = p(a) car p ◦q = 0Ł(E)

et
q(x) = q2(b)+q ◦p(a) = q(b) car q ◦p = 0Ł(E)

donc x = p(x)+q(x) = (p +q)(x) et l’inclusion réciproque est montrée.

Pour le noyau, on a l’inclusion Kerp ∩Kerq ⊂ Ker(p +q). Montrons l’inclusion réci-
proque. Soit x ∈ Ker(p +q), alors :

p(x) = p2(x)
= p(−q(x))car p(x) =−q(x)
=−p ◦q(x)
= 0E car p ◦q = 0Ł(E)

donc x ∈ Kerp. De même, q ◦p(x) = 0E =−q2(x) =−q(x) donc x ∈ Kerq .
Au final, on a montré x ∈ Kerp ∩Kerq ce qui montre l’inclusion réciproque.

Correction 26 On raisonne par double implication. ⇒On suppose f ◦ g un automor-
phisme, on a f surjective et g injective d’après le cours sur les fonctions. Je vous le re-
fais dans l’hypothèse improbable où vous auriez oublié : Soit y ∈ E , comme f ◦ g est un
automorphisme, y admet un antécédent (unique) par f ◦ g donc il existe x ∈ E tel que
f ◦ g (x) = y . On a alors y = f

(
g (x)

)
avec g (x) ∈ E donc y admet un antécédent par f et f

est surjective.
Montrons que g est injective. Soit x ∈ Ker(g ), alors g (x) = 0E donc f ◦g (x) = f (0E ) = 0E .

Or f ◦ g est bijective donc injective. On en déduit que x = 0E ce qui achève de montrer
que g est injective.

Pour la somme, on raisonne par analyse synthèse :
Analyse :Soit x ∈ E , on suppose qu’il existe (a,b) ∈ Ker( f )× Im(g ), alors f (a) = 0E et il
existe c ∈ E tel que b = g (c). On a f (x) = f (b) = f ◦g (c), d’où x−g (c) ∈ Ker( f ) par linéarité
de f et on remarque que c est l’unique antécédent de f (x) par f ◦ g .
Synthèse :Soit x ∈ E , on pose c l’unique antécédent de f (x) par f ◦g , b = g (c) et a = x−b.
On doit montrer que

— a ∈ Ker( f )
— b ∈ Im(g )
— a +b = x.

les deux derniers points sont clairs, on calcule f (a) = f (x −b) = f (x)− f (b) = f (x)− f ◦
g (c) = 0E donc le premier point est vrai.

On a montré, que tout élément de E s’écrit comme la somme d’un élément de Ker( f )
et d’un élément de Im(g ). De plus, d’après la phase d’analyse, cette écriture est unique
donc ker( f ) et Im(g ) sont supplémentaires dans E .

⇐Réciproquement, si E = Ker( f )⊕Im(g ), f surjective et g injective, montrons que f ◦g
est un automorphisme.

Soit x ∈ Ker( f ◦g ), alors f ◦g (x) = 0E donc g (x) ∈ Ker( f )∩ Im(g ) = {0E }, puis g injective
donc x = 0E . On a donc f ◦ g injective.

Soit y ∈ E , alors comme f est surjective, y = f (a). Or a ∈ E donc a = b+c avec c ∈ Im(g ),
on a donc c = g (d) puis y = f ◦ g (d) donc y admet un antécédent dans E .

On a bien f ◦ g un automorphisme.

Correction 27 Montrons tout d’abord que f ◦ g = i dE implique f surjective et g
injective. Soit x ∈ E , alors x = f ◦ g (x) = f (g (x)) donc g (x) est un antécédent de x par f
ce qui montre que f est surjective.
Soit x ∈ Ker(g ), alors g (x) = 0E d’où f ◦g (x) = f (0E ) = 0E par linéarité de f . Or f ◦g (x) = x
donc x = 0E et g est injective.

Montrons maintenant que Im(g ◦ f ) = Im(g ) et Ker(g ◦ f ) = Ker( f ) par double inclusion.

On sait que Im(g ◦ f ) ⊂ Im(g ) et Ker( f ) ⊂ Ker(g ◦ f ) d’après le cours. Montrons les
inclusions réciproques.
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Soit y ∈ Im(g ), alors il existe a ∈ E tel que g (a) = y . Or f est surjective donc il existe
x ∈ E tel que f (x) = a. On a alors y = g ◦ f (x) donc y ∈ Im(g ◦ f ) et on a montré l’inclusion
Im(g ) ⊂ Im(g ◦ f ) d’où l’égalité :

Im(g ) = Im(g ◦ f ).

Soit x ∈ Ker(g ◦ f ). Alors g ◦ f (x) = 0E donc f (x) ∈ Ker(g ). Comme g est injective, on a
Ker(g ) = {0E } et f (x) = 0E . Ceci montre que x ∈ Ker( f ) donc on a l’inclusion Ker(g ◦ f ) ⊂
Ker( f ) et, par suite,

Ker(g ◦ f ) = Ker( f ).

Correction 28 On raisonne par analyse synthèse :
Analyse :Soit x ∈ E , on suppose qu’il existe (a,b) ∈ Ker(u − i dE )×Ker(u2 + I dE ) tel que
x = a +b. On a (u − i dE )(a) = u(a)−a donc u(a) = a puisque a ∈ Ker(u − I dE ).
On a aussi (u2 + i dE )(b) = u2(b)+b donc u2(b) =−b puisque b ∈ Ker(u2 + I dE ). On a

u2(x) = u2(a)+u2(b) par linéarité de u2

= u(a)−b car u(a) = a
= a −btoujours car u(a) = a

Ainsi, on a a = 1

2
(x +u2(x)) et b = 1

2

(
x −u2(x)

)
.

Synthèse :Soit x ∈ E , on pose a = 1

2
(x +u2(x)) et b = 1

2

(
x −u2(x)

)
. On doit montrer que

— a +b = x
— a ∈ Ker(u − I dE )
— b ∈ Ker(u2 + I dE ).
Le premier point est clair.
Calculons u(a) :

u(a) = 1

2

(
u(x)+u3(x)

)
= 1

2

(
u(x)+u2(x)−u(x)+x

)
car u3 = u2 −u + I dE

= 1

2

(
u2(x)+x

)
= a

On a bien a ∈ Ker(u − I dE ).
On veut montrer que u2(b) =−b, on calcule u(b) puis u2(b) :

u(b) = 1

2

(
u(x)−u3(x)

)
= 1

2

(
u(x)−u2(x)+u(x)−x

)
= 1

2

(
2u(x)−u2(x)−x

)

puis

u2(b) = 1

2

(
2u2(x)−u3(x)−u(x)

)
= 1

2

(
2u2(x)−u2(x)+u(x)−x −u(x)

)
= 1

2

(
u2(x)−x

)
=−b

On a bien b ∈ Ker(u2+ I dE ). On a montré que tout élément de E s’écrit comme la somme
d’un élément de Ker(u− I dE ) et d’un élément de Ker(u2 + I dE ). De plus, d’après la phase
d’analyse, cette écriture est unique, les deux espaces sont donc supplémentaires dans E .

On peut aussi aller plus rapidement en remarquant que (u − I dE )◦ (u2 + I dE ) = 0L (E)

et (u2 + I dE )◦ (u− I dE ) = 0L (E). On a donc Im(u− I dE ) ⊂ Ker(u2 + I dE ) et Im(u2 + I dE ) ⊂
Ker(u − I dE ).

On écrit ensuite, pour tout x ∈ E , u3(x)−u2(x)+u(x)−x = 0E donc

2x = (u3(x)+u(x)−2u2(x))+ (x +u2(x)).

On a x +u2(x) ∈ Im(u2 + I dE ) donc x +u2(x) ∈ Ker(u − I dE ).
On a aussi

u3(x)−2u2(x)+u(x) = u3(x)−u2(x)−(u2(x)−u(x)) = (u−I dE )(u2(x)−u(x)) ∈ Im(u−I dE ) ⊂ Ker(u2+I dE ).

On montre ensuite que la somme est directe en prenant un élément de l’intersection.
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