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TD 18: Applications linéaires.

Exercice 1. &
Soient E un R-espace vectoriel et f € Z(E) telle que, Vx € E,I1, e Rtel que f(x) = A,x
Montrer que f est une homothétie.

Exercice 2. &
Soit f € Z(E) telle que f" = 0. x et xo tel que f" 1 (xg) # 0. Montrer que la famille
(x0, f(x0), ..., "1 (x0)) estlibre.

1 Détermination linéarité/noyau/image
Exercice 3.
Les applications suivantes sont-elles linéaires?

. Kz hnd K —
P1: 6y — xy @2 — x4l
{ CRC — R? { K[X]
1 — (Re(fO)IfM) P . p(0)+ P
{ R — R { CR,R) —
Pl =2 P fe f(1/4) P2 fdr
{ CR,R) —R { CR,R) — CR,R)
e ps:d ., [® )
£ fB19)+ () f (t Jo

Exercice 4.
Dire siles applications suivantes sont des applications linéaires et déterminer leur noyau
et leur image quand elles le sont.

1. R>R:x— 2x2. 6. R2—>[R€:(x,y)-—>sin(3x+5y).
2. R—R:x—4x-3. 7. R - R?:(x,) — (=X, ).

3. R—R:x— V2. 8. €'R) —€°®): f— f.

4. R? - R:(x,y)— 3x+57. 9. R—R3: x— (2x, x/m,xV/2).
5.

R—R:x— In@3*2).

V/3x2+5)2. 10.

R —R:(x,y) —

Exercice 5.

. . ) RIX]—R[X]
Soit f : { P pP_XP'
noyau et son image.

. Montrer que l'application est linéaire et déterminer son

Exercice 6.

, L ) RulX] — Ru[X] s . .
Montrer que I'application f : { p — P—XP'—P(0) est linéaire. Déterminer
son noyau et son image.
Exercice 7.
Mont r licati RoIX] — R t linéai t dét i
ntrer ication f : inéair rminer son
ontrer que l'application f p _ folP(t)dt est linéaire et déte er so

noyau et son image.

Exercice 8.
On considere la trace Tr : 4, (K) — K. Déterminer son noyau et son image. On donnera
une base de ces ensembles et leur dimension.

2 Injectivité/surjectivité/bijectivité

Exercice 9.
Soient n € N et E = R,[X]. On considére I'application P — P — P'. Montrer que c’est un
automorphisme et déterminer son inverse.

Exercice 10.
R(X]

SOit(p:{ p — RiXI

pip - Montrer que ¢ est linéaire. Est-elle bijective?

Exercice 11.

SoientE:‘g"o(R)ettﬂl{? . fffl

—_

. Lapplication est-elle injective ? surjective?

Exercice 12. &
Soit E un [K-espace vectoriel, neNet f € L (E) telque f" =
que g est bijective et donner son inverse.

0« et g =idp— f. Montrer

Exercice 13.
Soit E un R-ev de dimension n = 2. On considere f € Z(E) telque fo f =
vecteur non nul de E.

—Idg. Soit a un

1. Montrer que f est un automorphisme.

2. Montrer que la famille (a, f(a)) est libre.
On pose G, = Vect(a, f(a)).

3. Montrer que G, est stable par f (c-a-d que Vx € G, f(x) € Gg).

4. Montrer que si un sev F stable par f contient a, alors G, c F.



5. Si E = R?, donner un exemple d’endomorphisme f qui vérifie I'hypothése de
I'énoncé.
Exercice 14.
CN
(Un+1 — Un)neN

e cN —
On considére 'application
(Un)pen —
1. Démontrer que I'application ¢ est C-linéaire.
2. Déterminer Ker(¢).

3. Démontrer que ¢ est surjective. Lapplication ¢ est-elle un automorphisme?

3 Relations entre noyau et image

Exercice 15.
Soit f € Z(E). Montrer que

E =Im(f) +Ker(f) © Im(f) =Im(f o f)

Im(f) nKer(f) = {0} © Ker(f) =Ker(f o f)

Exercice 16. &
Soit Eun K-ev, f,ge€ Z(E) tel que fo g = go f. Montrer que Im(f) et Ker(f) sont stables
par g.
Exercice 17.
E et F sont des K-ev, (1, v) € £(E, F)?>. Comparer (au sens de l'inclusion) :
1. ker(u) nker(v) et ker(u + v).

2. Im(u) + Im(v) et Im(u + v).

4 Projection

Exercice 18.

On pose F = {P € R[X],P(0) = P(1) = 0} et G = Vect(X?+ X, X3 +1). Montrer que F et G
sont supplémentaires dans R[X] et déterminer le projeté de X° — X3 + 1 sur F parallele-
menta G.

Exercice 19. &
Soit E un K-ev, p et g des projecteurs de E tels que po g = 0¢(g).
1. Montrer que r = p + g — g o p est un projecteur.

2. Montrer que
Ker(r) = Ker(p) nKer(g) et Im(r) = Im(p) & Im(g)

5 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 20.

Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires et déterminer leur noyau
et leur image quand elles le sont.

2

1. B2 = R:(x,y) — 525 si x> + y* # 0 et0 sinon.

x2+y?

2. 6R) —C'R): f— {x— e [ f()d1.

(x,y) six#0

1
VxZ+y?
0 sinon
4. €¢R) — R: f— maxseqo,1) f(1).

3. R = R%:(x,y) —

3u—-v = x

2 _ 2 . — . N .
5 R R<: (x, y) — la solution du systerne.{ 6u+t2v = .

6. €® —R: f— [} In(1+|f(Ddt.
7. 9®) —R: f— f'1/2)+ [} f(t)dt.

Exercice 21.
Soit E = 6°(R), on définit I'application ¢ par

X
VfeE, p(f) =gavecg:x—>f tf(n)de.
0

Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. Est-il injectif? surjectif?

Exercice 22.

RX] — R[X]
P — (X*-1)P'-aXP "’
1. Montrer que ¢, est un endomorphisme et étudier le degré de ¢, (P) en fonction du
degré de P.

2. Lorsque a ¢ N, montrer que ¢, est injective. Est-ce un isomorphisme?

Soient a € R* et ¢, : {

Exercice 23.
Soient F = {P e R[X], P(1) = 0} et G = Vect(X).

1. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R[X].

2. Déterminer I'image par la projection f sur F parallelement 2 G de X? -3X +1 et
X'—1,ieN*.
6 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 24. %8 &
Soient p un projecteur de E et f = p+idg.



1. Montrer que f est bijective.

2. Soit n € N*. Exprimer f” en fonction de p et n

Exercice 25. ¥

Soient E un R-espace vectoriel et p, g deux projecteurs de E.
1. Montrer que p + g est un projecteur si et seulementsi pog=gop =0gg).

2. Supposons dorénavant que p + g est un projecteur, montrer que Im(p) et Im(q)
sont en somme directe.

3. Montrer ensuite que p + g est la projection de E sur Imp @ Imq parallelement a
Ker(p) nKer(q).

Exercice 26.

Soit K = R ou C. Soit E un K-espace vectoriel, soient f et g deux endomorphismes de
(E,+,.). Montrer I'équivalence des deux assertions suivantes :

(i) f o g estun automorphisme

(ii) f est surjective, g est injective et E = Ker(f) & Im(g)

Exercice 27. £ &
Soient E un KK-espace vectoriel et (f, g) € L(E)? tel que f o g = idp. Déterminer Ker(g o f)
etIm(go f).

Exercice 28. % &
Soit E un espace vectoriel et u € £ (E) tel que u® — u? + u—idg = 0. Montrer que
Ker(u — idg) ® Ker(u? + idg) = E.

Memo

Comment montrer qu'une application est linéaire?

— Utiliser la linéarité de I'intégrale, la dérivation, la somme, le produit matriciel....
— Revenir a la définition
Comment déterminer 'image d'une application linéaire ?

— Prendre un élément de I'espace d’arrivée et raisonner par équivalence.
— Trouver une inclusion puis montrer 'équivalence.

Comment déterminer le noyau d’'une application linéaire ?

Prendre un élément de 'espace de départ et raisonner par équivalence.
Comment déterminer si une application linéaire f est un isomorphisme?
— Résoudre 'équation f(X) =Y

— Déterminer le noyau et 'image

Comment montrer que p est un projecteur?

Montrer que p estlinéaireet pop=p

Comment déterminer les espaces caractéristiques d'un projecteur? Déterminer
son noyau et son image



CorrectionduTD n 18

Correction 1 On sait que pour tout x € E, il existe A, réel tel que f(x) = Ax. Montrons
que A, ne dépend pas de x. Soient x € E non nul et a un réel, alors f(ax) = A4xax et
comme f est linéaire, f(ax) = af(x) = ad,x donc, comme x # 0, Ay = Ayy; autrement
dit, Ay = Ay, Vy € vect(x).

Soit maintenant y ¢ vect(x), alors la famille (x, y) estlibre. On a:

FE+)=Aeyx+) = fX)+f() =Axx+Ayy

d'ol:
Axry = A X+ Axsy—Ay)y =0

et la famille étant libre, on a Ay — Ax1y = 0 = 1, — A1, ce qui montre que, pour tout
y ¢ vect(x), Ax = A1y,. On a montré, par disjonction de cas, que :

VyeE Ax=2y

donc 1, ne dépend pas de x et f est donc bien une homothétie.

n-1
Correction 2  Soit (A9, A4,...,A,-1) tel que Z /ll-fi(xo) =0g. On applique f”‘1 aléga-
i=0
lité, on obtient )Lof”‘l(xo) = O car pour tout k = n, f’C = 0 () donc fk(xo) =0g.Ona
supposé f*~1(xg) #0, on a donc Ag = 0.
n-1
L'égalité devient Z Ai fi(xo) = 0g. On applique maintenant f”~2 a I'égalité et on ob-
i=1
tient A, f "=1(x9) = 0 donc A; = 0. En itérant le procédé, on montre que tous les coeffi-
cients sont nuls donc la famille est libre.

Correction 3
1. noncar¢;(2,2) =4=4¢1(1,1) #2¢1(1,1) =2
2. noncar ¢2(0) =1#0.
3. non car @3(f) +@3(=f) = (0,2| f(1)]) # (0,0).

4. Soit (PQ)eK[X]?et L eK.Ona:

=(AP+Q)(0)+(AP+Q)' (1)
=AP(0)+Q(0) + (AP +Q") (1)
=AP(0)+Q(0)+AP'(1)+Q'(1)
=A(PO)+P'(1D)+(QO)+Q'D)

= (P) =04(Q
= Ap4(P) +p4(Q)

@4(AP+Q)

donc ¢4 est bien linéaire.
5. non car ¢5(2) =4 #2¢ps5(1) = 2.
6. Soit (f,g) € €(R)>et LeR.Ona:

wisrg) =0r+g)(5)- [ Grrgar
z/lf(i

:/lf(i

par linéarité de I'intégrale

_—

+
oQ
—_——
S
|
_—
[\
~
=
=
+
oQ
=
=
o
~

1 1 2 2
:,lf(— +g(—)—/1f f(t)dt—f g(ndr
4 4 1 1
1\ 2 1) [?
:/l(f(— —f f(t)dt)+(g -)—f g(f)df)
4 1 4 1
=96(f) =p6(8)
= Aps(f) + ps(g)

@ est bien linéaire
7. Soit (f,g) € €(R)>et LeR.Ona:

wr+g) =0r+g)2)+0r+g)o)

ol
:}L(f ?—1)+f(5))+ 2)+g(5))

qﬂ?(f) 07(8)
=Lp7(f) +97(8)

+Af(5)+g(5)

8

Lapplication ¢7 est donc linéaire.
8. Soit (f,g) € €(R)? et A € R. Alors @g(Af + g) est'application qui a t associe

Af+8)(®)
1+12



On a donc, pour tout ¢ € R,

_Af+(0
ps(Af+8)(1) = EEPT

_Af() +g(n)

T 14122

f@ g
+

1+1¢2 1+1¢2

—— ——

=ps(N(1)  =ps(g)(D)
= Apg(f) (1) + pg(g)(1)

=1

Ainsi, les fonctions @g (A f+g) et Aps(f) +¢@s(g) prennent les mémes valeurs en tout
t réel, elles sont donc égales, ce qui montre que g est linéaire.

Correction4 On note ¢; 'application linéaire de la question i.

1.

non car ¢1(2) =8 #2¢;(1).

2. non car ¢2(0) #0.
3.
4. Soit X = (x,y) et Y = (x/,") deux éléments de R et L e R, on a:

non car ¢3(—1) + ¢3(1) #0.

PaAX+Y) =g (Ax+x,Ay+Y)
3(Ax+x")+5(Ay+y)
A(Bx+5y)+(3x" +5y)
— —,—
=p4(x,y) =4 (x',y")

= A94(X) + @a(Y)

b
Lapplication ¢4 est linéaire. On a Im¢p, c R et Vx € R, le vecteur (5,0) est un anté-
cédent de x donc on a l'autre inclusion R c Im¢, d’ot1 'égalité.

On cherche maintenant a déterminer le noyau. Soit X = (x, y) € R2. On raisonne par
équivalence :

XeKer(ps) < @a(x,y)=0

< 3x+5y=0
< 3x=-5y

Sy=—-=X
3
o X= x(l,——)
5
3
< X e Vect 1,—5
< X e Vect(5,-3)

Par équivalence, on a montré Ker(p,4) = Vect(5,-3).

5. noncar ¢s(—1,-1) = ¢5(1,1) # —¢p5(1,1).
6. non car ¢g(3,3) # 3¢s(1, 1) puisque I'image du sinus est [-1,1].

7. Soit X = (x,y) et Y = (x/, ") deux éléments de R* et LR, on a:

p7(AX+Y)

p7(Ax+x", Ay +y)
(-(Ax+x),Ay+y)
(~Ax=x",Ay+y")
Al=xy)+(=xy)
N—— N—\—
=p7(x,y)  =@7(x,y")
= Ap7(X) +¢7(Y)

I'application ¢7 est donc linéaire. On a Im¢; c R%. De plus, si on prend (x, y) € R?,
alors (x, y) = @7(—x, ) donc tout élément de R> admet un antécédent par ¢ ce qui
montre I'autre inclusion et donc I'égalité.

Soit X = (x,y) € R2, alors X € Ker(p7) © ¢7(x,y) =(0,0) © (-x,)=(0,0) o x=y=
0. Par équivalence, on a montré ker(¢7) = {(0,0)}.

. Lapplication est linéaire par linéarité de la dérivation. Toute fonction continue

admet une primitive donc I'application est surjective et son image est donc I'en-
semble des fonctions continues. Le noyau est I'ensemble des fonctions dont la dé-
rivée est nulle c’est-a-dire 'ensemble des fonctions constantes.

. Soit x et y deux réels et A un réel. On a

Ax

”+y,\/§(ﬂlx+y))

Po(Ax+y) :(Z(Ax+y),
=1Q2x z x\/§)+(2y R4 \/Ey)
‘ ’n’ A ’77:’

~ ~~

P9 (x)
= Ay (x) + @9 ().

1
Lapplication est linéaire. On a Imgg < vect(z,—,ﬁ) et tout élément de
b4

1 a
Vectvect (2, -, \/E) s’écrit (Za, -, \/Qa) donc admet pour antécédent le réel a.
b2 7

On cherche a déterminer les éléments qui s’envoient sur (0,0, 0). Il est clair que seul
le réel 0 s’envoie sur (0,0,0) donc Ker(¢pg) = {0}.



10. Soit x et y deuxréels et A unréel. Ona: Ona f(P) = Z aka Z kaka Z (1—k)aka On en déduit que :

@10Ax+y) =In(30x+0V2 k=0 k=0 k=0
—In 3Ax\/§+y\/§) Qelm(f) <o JareR,Vke[0,n],(1-k)ay=bi
~In(3t2312 © b=
Ax In(3¥v2 L
(3 ) +in (3 ) Un polynéme de Imf est donc de la forme ag + Z apX k I'image est donc engendrée
=In ((3"\[ + ln 33"[) par1, X2, X3,.... k=2
=Aln (3” ) +In (3yf ]
—_———r —— ) . )
=@10(x) =@10(y) Correction6 Soit BLQ € R,[X]° et A € Ralors:
= Ap10(x) +@10(y)

fAP+Q) =AP+Q) —X(AP+Q)—(AP+Q)(0)
donc I'application ¢ est linéaire. On a In(3*V2) = xv2In(3). Etant donné un réel =(AP+Q)— X(AP'+ Q") — (AP(0) + Q(0))
=AMP-XP' - P(0)+(Q-XQ - Q(0)

y,onax= un antécédent de y par ¢, 'application est donc surjective et
. v2In(3) =Af(P)+f(Q)
I'image est donc égale a R.
Ona@ig(x) =0 < xv2In(3) = 0 & x = 0 donc le noyau est {0}. et 'application est linéaire.
Déterminons son noyau. Soit P € R,[X]. On raisonne par équivalence :
Correction 5 Montrons que I'application est linéaire. Soient P;, P, deux polynomes et PeKer(f) & f(P)=0=P~XP' ~P(0).
A€ER, alors: . n
, , , OnécritP= Y apX¥ alors P’ = ¥ kapX*!. Onadonc:
FQAPy + P) = (APy + Pp) = X(AP1 + P2) = A(P1 — XP)) + (P2 — XPy) = Af(P1) + f(P2). k=0 k=1

Lapplication f est bien linéaire.
Déterminons son noyau. Soit P € R[X], alors P(X) = ZZ:O aka avec n € N. On rai-
sonne par équivalence :

f(p)= Z arx*-x Z kap X 1 - Z apX* - Z kapX* - aq
k=0 k=1 k=0 k=1

On le réécrit en enlevant le premier terme de la premiére somme :
PeKer(f) & f(P)=0o P=XP Z ap Xk = Z kap X,

n n n
k=0 k=1 P =ap+ Y arX* =Y karx*-ao=Y (1-karx*
Par unicité des coefficients, on a : k=1 k=1 k=1
f(P)=0 ay=0etVk=1...n a = kax Ainsi, on a, par unicité des coefficients :
n
d’ou: k
PeKer(fl)e ) I1-karX" e ar=0,Vk=2---noP=a X+ ay.
Vke[0,n],k#1, ar=0. ICZ::I
Par équivalence, on a montré : Kerf = vect(X). ; Par équivalence, on a montré que le noyau est Ker f = Ry [X].
Déterminons I'image de f. Soit Q € R[X], alors Q = ) _ by X* avec n € N. On raisonne
o k=0 Déterminons I'image. On cherche les polynémes Q possédant un antécédent. D’apres
par équivalence : le travail déja effectué, on sait que :
QeIm(f) < 3IPeRIX],f(P)=Q
m n
<3P=)Y a Xk f(P)=Q. QeIm(f) & 3(ay, -, an) eR", Y (1-KarX* = Q.
k=0 k=1



. De tels réels existent a la condition que Q n’ait pas de coefficient constant et le coeffi-
cient devant son terme de degré 1 soit nul. Ainsi :

Imf ={Q e R,[X],Q(0) =0=Q'(0)}.

Lapplication n’est ni injective, ni surjective, elle n’est pas bijective.

Correction7 Lapplication est clairement linéaire par linéarité de I'intégrale.
Déterminons son noyau, soit P = a X%+ a1 X + ag € Ry [X]. On raisonne par équivalence :

1 1
P e Ker(f) @f(P)zO@fP(t)dtzO@f (apt? +ait+ag)dt=0
0 0

ay a
©—+—+a=0
3 2

a a
Le noyau est donc I’ensemble {aZXZ +m X +ag Ry [X], ?2 + ?1 +ay= 0}. Déterminons

I'image, soit a € R, alors il est clair que le polynéme constant P = a a pour image a, par
conséquent, tout réel posséde un antécédent par f et'image est donc R.

Correction 8 C’est une application linéaire et son noyau est 'ensemble des matrices
de trace nulle.

Cherchons a déterminer une famille génératrice de Ker(Tr). Pour cela, on se donne M €
M,,(K) et on raisonne par équivalence. On note M = (a;)1<i,j,<n- On peut aussi écrire

M= ) aiEj,

1<i,j<n

ou E;; désigne la matrice de M, (K) avec des zéros partout sauf le coefficient d’indice
(i, j) quivaut 1.

Ona
MeKer(Tr) < Tr(M)=0
n
= Z a;; =0
i=1
n-1
< Qnpn = — Z aij
i=1
oM= ) aijEij+ annEnn
1<i,jsn
(i, )#(n,n)
n-1
©M= Y ajEij- ) aiiEnn
1<i,j<n i=1
(@, ))#(n,n)
on a remplacé a,n par son expression
n-1 n
M= Y aijEij+ ) aiiEii—)_ aiiEnn
Isi,jsn i=1 i=1
i#j
(on coupe la somme pour faire apparaitre les termes diagonaux
n-1
=M= ) ajjEij+ Z aii (Eii — Enp)
1<i,j<n i=1
i#]
o MeVect({E;,j,i # jlU{Eii — Enn})
Par équivalence, on a montré que Ker(Tr) est engendré par la famille

(E,-,j, i#j,Eii— Enn) . De plus, cette famille est une base car les coefficients qui ap-
paraissent dans la combinaison linéaire sont uniques (ce sont les coefficients de la
matrice). On peut donc affirmer que la dimension de Ker(Tr) est n-1.
En effet, il y a n? — n termes dans la premiére somme et 7 — 1 dans la deuxieéme.
Limage de Tr est un ssev de R. On sait que Im(Tr) # {0} (car, par exemple, Tr(I,) = n)
donc il n’est pas réduit a 0. Comme R est de dimension 1, il y a nécessairement égalité,
cela implique Im(Tr) = R et Im(Tr) est donc de dimension 1.

Correction 9 1l est clair que I'application est linéaire. Soit maintenant Q = ¥.;'_, by X k
existe-t-il P=Y 2 apX k tel que P — P’ = Q? Nous allons chercher a exprimer les coeffi-
cients ay de P en fonction des coefficients by de Q. On a:

P-P =30 apX*-¥I_ kapX*!

= ap X"+ X1 ak - (e + Dag) XE.

Ainsi,

a,=bpetar—(k+1)agy; =b,Vk=0...n—1
Onaay = b, et by_1 = a,-1 — na, donc a,,—; = b,_1 + nby,. Par ailleurs, on a a,_» — (n—

au_1=by_seta,_1—na, =b,_1 donc

ap—2—(n-1Nay1+n-Day1—nn-1)a,=by2—(n-1)by1



ou encore, a,_» = by_»+(n—1)b;,_; + n(n—1)b,,. Par récurrence descendante, on montre
que:

kK (s
mkk:bmw+(n—k+lﬂm_h4+.”+n0réwuin—k+nbn=2:(n k+1)!
iz (n=k)

bn—k+i

n
On a montré que pour tout polynéme Q = Z bi X, il existe un unique polynome

k=0
n
P= Z ar X* tel que P — P’ = Q. Lapplication est donc bijective et sa réciproque est I'ap-
k=0
n . n k n=k (k+i)!
plication qui envoie le polynéme Y bpX"sur ). apX*, avecay= } 0 Dksi-
k=0 k=0 i=0 !

Correction 10  Soient (P, P») € R[X]? et 1 € R. Alors :
(p(/lpl +P2) = (AP1+P2)+(/1P1+P2),
= (APy + P;) + (AP} + P})par linéarité de la dérivation
=AP; + Pi) + (P + Pé)
= Ap(P1) +@(P>)

Lapplication est bien linéaire.

n n
Soit maintenant P = Y_ by XF, existe-t-il Q = )_ a; X* tel que Q + Q' = P? Si un tel Q
k=0 k=0

n
QM) =) kapx*!
k=0

n
= Z kaka‘l
k=1
n-1

= (+DajaX/
Jj=0
Comme j est une variable muette, on peut écrire :

existe,ona:

n—1 n
QX +QX) =Y (k+Da X+ apx*

k=0 . k=0
.
=apX"+ Y (ap+ (k+Dage) X*
k=0

Légalité Q'+ Q = P est équivalente, en identifiant les coefficients, a a, = b, et
Vke[0,n-1]ag+ (k+1)a. = by.

Le polynéme P admet donc un antécédent par ¢ si le systeme suivant, d'inconnues
(ag,...,an), admet une solution :

apy +a = bo
a +2ap = bl

ap-1 +na, = by

a, = by

Le systéme est échelonné et ses pivots sont non nuls, il admet donc une unique solution.
Cela montre que P admet un unique antécédent Q donc l'application ¢ est bijective.

Correction 11  Injectivité : Les éléments du noyau sont les fonctions f telles que f+ f' =
0.On a, par exemple, x — e~* donc le noyau n’est pas réduit a Og et I'application n’est pas
injective.
Surjectivité : Soit g € E, existe-t-il f € E telle que f + f' = g? Un antécédent de g est une
solution de I'équation différentielle y’ + y = g. On la résout en utilisant la méthode de la
variation de la constante. On cherche donc une solution sous la forme x — A(x)e *. En
injectant dans I'équation, on doit avoir A’ (x)e™* = g(x) c’est-a-dire 1/ (x) = e*g(x).

La fonction x — e*g(x) est continue, elle admet donc une primitive h. La fonction
x — h(x)e™* est alors une solution de 1'équation différentielle donc un antécédent de g

par ¢. Lapplication est bien surjective.

Correction 12 On écrit :
(idg+f+f2+...+ " Y(idg - f) = idg - f".

Comme f" = Oy g), I'application h = idg + f + f?+...+ f""! vérifie ho g = idg. Il est clair
qu’on a également go h = idg donc g est bijective et son inverse est h.

Correction 13
1. Ona fo(-f)=idg, f estdonc un automorphisme (et son inverse et — f).

2. On suppose qu'il existe (A, u) € R? tel que Aa+ pf(a) = 0. En appliquant f qui est
linéaire, on obtient A f(a) — pa =0g. On a donc

NMa=-uf(@)=-pAf(a) = -pa.

On a donc (A% + y?)a = 0. Comme a # O, ona A>+pu?> =0donc A =pu=0etla
famille est bien libre.



3. 1l suffit de montrer qu'une base de G, est stable par f, on aura alors la stabilité de
G, par linéarité de f.
D’apres la question précédente, (a, f(a)) estlibre, c’est donc une base de G,.
— fla)e G,
— f(f@)=-a€eG,
donc Vx € {a, f(a)}, f(x) € G4. On en déduit que G, est stable par f.

4. Soit F un ssev contenant a et stable par f. On a donc f(a) € F donc la famille
(a, f (a)) appartient a F. On en déduit, comme c’est un ssev, qu'’il contient G,,.

5. Onprend f: (x,y) — (-=y,x). Onaalors f?(x,y) = f(-y,x) = (-x,—y) = —(x, y) donc
fz = —idRZ.

Correction 14

1. Soit (1) nen €t (V5) nen deux suites complexes et A € C. Alors

=@ ((Aup + vn)nen)

= ((Aups1 + vpe1) — Aup + vp)) pen
= (AUps1 = Up) + (Vns1 = Vn)) pen
= AMun+1 — Un)neN + (Vn+1 — Un) nen
= Ao ((Un) nen) + @((Vn) nen)

@ (A(Un) nen + (Vn) nen)

On a donc bien ¢ linéaire.

2. Soit () nen € CN. On raisonne par équivalence

< (p((un)nEN) = (O)nEN

< (Un+1 — Un) neN = (0) peN
oVneN, upy—u,=0
oVneN, uy+ =uy

(Un)nen € ker(p

On en déduit que ker(¢) = { suites constantes}.

3. Soit (v5) nen, on cherche (1) nen telle (441 — Un) pen = (Vn) nen-
On pose ug =0 et u, = ril Vg. Alors @ () nen) = (Un+1 — Un) nen- Pour n =0, on
obtient u; — ug = u; = v(fz(’; pour n =1, Uy — Uy = Uy, on a donc bien trouvé un

antécédent de (v,)en par @, application est bien surjective. Lapplication n’est
pas un automorphisme puisqu’elle n’est pas injective (noyau non réduit au vecteur
nul).

Correction 15
=0n suppose Im(f) = Im(f?). Montrons E = Ker(f) + Im(f). Il est clair que Ker(f) +
Im(f) < E, montrons l'autre inclusion. Soit x € E, alors f(x) € Im(f). Comme Im(f) =

Irn(fz), il existe a € E tel que f(x) = fz(a) ce que 'on peut réécrire f(x— f(a)) =0g.On
ax— f(a) eKer(f) donc:

x=x—-fla+ fla) .
——
eKer(pn elmey)

On a bien x € Ker(f) + Im(f) ce qui montre I'inclusion souhaitée et, par suite, I'égalité :
E =Ker(f) +Im(f).

«<On suppose E = Ker(f) + Im(f). Montrons que Im(f) = Im(f?). On sait déja que
Im(f?) < Im(f) d’apreés I'exercice 25. Montrons l'inclusion réciproque. Soit donc y €
Im(f), montrons que y € Im(f?). On sait qu'il existe x € E tel que y = f(x). Or, E =
Ker(f) + Im(f) donc il existe (a, b) € Ker(f) x Im(f) tel que x = a+ b. Comme b € Im(f),
il existe c € E tel que b = f(c), donc x = a+ f(c). Onaalors : y = f(a) + f2(c) = f2(c) car
a € Ker(f) donc y € Im(f?). On a montré l'inclusion souhaitée et donc I'égalité :

Im(f) = Im(f?).

On montre de méme, I'autre équivalence par double implication.

=O0n suppose que Ker(f) nIm(f) = {0g}, montrons que Ker(f) = Ker(fo f). On sait déja
que Ker(f) cKer(f o f), montrons I'autre inclusion. Soit x € Ker(f o f), alors fo f(x) =0g
donc f(x) € Ker(f). Or, f(x) € Im(f) donc f(x) € Ker(f) nIm(f). On a supposé Ker(f) et
Im(f) en somme directe, on a donc f(x) = O, c’est-a-dire x € Ker(f). Ainsi, on a I'inclu-
sion Ker(f o f) c Ker(f).

«<0On suppose Ker(f) = Ker(fo f), montrons que Ker(f) nNIm(f) = {0g}. Soit x € Ker(f)n
Im(f), on sait que f(x) =0 etil existe c € E tel que x = f(c). Onadonc fo f(c) =0 C’est-
a-dire c € Ker(f o f). Or Ker(f o f) = Ker(f) donc c € Ker(f) soit f(c) = 0g. On a montré
x = 0g donc la somme est directe.

Correction 16  Soit y € Im(f), montrons que g(y) € Im(f). On sait qu'il existe x € E tel
que y = f(x) donc g(y) = go f(x) = fog(x). Ona g(x) € E donc f(g(x)) € Im(f) etona
montré que g(y) était un élément de Im(f).

Soit x € Ker(f), montrons que g(x) € Ker(f). On calcule :

=gof(x)car fog=gof
=g (0g) car x € Ker(f)
= Og car g est linéaire

fogx)

On a bien g(x) € Ker(f) donc Ker(f) est stable par g.

Correction 17



1. On aKer(u) nKer(v) c Ker(u + v). En effet, si x € Ker(u«) nKer(v), alors u(x) = v(x) =
0g, on adonc
(u+v)(x)=ulx)+v(x)=0g+0g=0g.

2. OnalIm(u+ v) cIm(u) + Im(v). En effet, si y € Im(u + v), alors il existe x € E tel que
u(x)+v(x) =y.Ona u(x) € Im(u) et v(x) € Im(v) donc y € Im(u) + Im(v).

Correction 18
lyse/synthése.
Analyse :Soit P € R[X], on suppose qu’il existe (Q,R) € F x Gtelque P = Q+R.

Montrons que F et G sont supplémentaires dans R[X] par ana-

On sait qu’il existe (A, y) € R2, R=A(X%+X)+ ;1(X3 +1). On a, de plus,
P(0) =Q(0) + p=pcar Q(0) =0,

et
P(1)=Q(1)+2A+2u=2A+2ucar Q(1) =1.
P
On en déduit que = P(0) et A = % — P(0).
P

Synthése :Soit P € R[X]. On pose A = % —P(0), u=P(0), R=AX?>+X)+u(X3+1) et
Q =P - R.Montrons que :

— QEF,

— ReGet

— Q+R=P.

Les deux derniers points sont clairs. On écrit :
Q) =P0)-pu=0etQ(1)=P(1)-21-2u=0,

ce qui montre que Q € F. Par analyse/synthese, on a montré que tout polynéme P s’écrit
comme la somme d’'un élément de F et d'un élément de G. De plus, d’apres la phase
d’analyse, I'écriture est unique ce qui montre I'inclusion R[X] c F & G d’ou1 I'égalité.

Pour déterminer le projeté de P = X° — X3 + 1, on calcule P(0) = 1 et P(1) = 1. D’apres
la phase d’analyse, on peut donc écrire :

P(1)-2P(0)
2

P =pP- (X2+X)+P(0)(X3+1))

~~

€eF
(P(l) —2P(0)
+ S ——

> (X2+X)+PO)(X3+1)].

~

-

eG

Le projeté de P sur F parallelement a G est donc:

1 1 1
X5—X3+1—(—§(X2+X)+(X3+1) =X5—2X3+§X2+5X.

Correction 19

1. Oncalculeror:

ror

=(p+g—qgople(p+q—qop)

=po(p+qg—qop)+qo(p+qg—qop)—qopo(p+g—qop)
Orona
— po(p+q—qop)=p+0gm—0gr carpop=petpoq=0ysg).

— go(p+q—qop)=qop+q-qop=qcarq’=q.
— gqopo(p+qg—qop)=qop+0xrE — 02k
On a donc

ror=p+q-—qop=r,
donc r est bien un projecteur.

2. On aKer(p) nKer(g) cKer(r). Si x € Ker(r), alors p(x) = g(x— p(x)), on a pz(x) =po
g(x— p(x)) =0 donc pz(x) = p(x) =0 puis x € Ker(p). On adonc r(x) =0p = q(x)
donc x € Ker(g).
Soit x € Im(p) NnIm(g) alors g(x) = x donc Og = po g(x) = p(x). Or p(x) = x puisque
x € Im(p). On adonc x = 0 etla somme est directe. On a Im(r) < Im(p) ® Im(g) car
pour tout x € E,

r(x) = px)+q(x-px)) € Im(p) ® Im(q)

Soit maintenant x € Im(p) @ Im(q). Alors x = p(a) + q(b).
On calcule r(x) :

r(x) =pp@+qd)+qpla)+qb)—-qop(pla)+qb))

=p* (@) +poqb)+qopa+q*b)—qop*(@—qopoqb)
=p@+0p+qgop(a)+q(b)—qop(a)+0g
=pla)+qb)

=X

On a r(x) = x donc x € Im(r) ce qui montre I'inclusion réciproque.

Correction 20 On note ¢; 'application linéaire de la question i.
1. Elle n'est pas linéaire car ¢ (—1,1) + —¢1(1,1) #0=¢1(0,2).
2. Lapplication est linéaire par linéarité de I'intégrale. L'image est {x — le %, 1 € R}.
En effet, on a clairement
Im(@2) c{x— e *, 1R}

1
car f f()dt est un réel. Pour l'inclusion réciproque, on se donne une fonction

0
de la forme x — e *A. Alors, I'application constante égale a A est un antécédent



de la fonction par ¢, donc cette fonction appartient bien a I'image ce qui montre
I'inclusion réciproque et donc I'égalité.
Pour déterminer le noyau, on se donne f € € (R) et on raisonne par équivalence.

< 12(f) =0 (la fonction nulle)

1
@VxE[R,e‘xf f(Hde=0
0

f €Ker(p12)

1
o f f(©)dt =0 car 'exponentielle ne s’annule pas
0

ainsi le noyau est 'ensemble {f € %(R),fol f®dt=0}.

3. Elle n'est pas linéaire car ¢3(1,0) + ¢3(0,1) = (1,0) + (0,1) # ¢3(1,1) = (\L@, \/%)
4. non elle n'est pas linéaire carsionnote fi: t—1—-tet f,:t— t,ona@e(fi)=1=
¢16(f2) mais @14 (fi + 2) =1 # p16(f1) + P16(f2).

5. Le plus simple est de résoudre le systeme. On trouve que 'unique solution est

+y y-2 ty y-2
(%, 4 2 x)' Lapplication associe donc a (x, y) le couple (xlzy, y x), elle est
linéaire.

Le systéme étant inversible, I'application est bijective (sa bijection réciproque vaut
(u,v) — Bu—v,6u+2v). On en déduit que 'unique antécédent de (0,0) est (0,0)
donc oui, ker¢;7 = {(0,0)} et, comme elle est surjective, Im¢;s5 = R2.

6. non elle n'est pas linéaire car si on prend la fonction constante f =1, on a @g(—f) =
In(2) = @6 (f) donc @s(—f) # —p19(f).

7. Lalinéarité se montre facilement, le noyau est I’ensemble des fonctions telles que
flar2)+ fol f(H)dt=0,I'image est R car tout réel A admet pour antécédent la fonc-
tion constante égale a A.

Correction 21 On commence par regarder la linéarité. Soit f, h deux fonctions conti-
nues et A € R, alors @(Af + h) est définie par

X

X X
VXeR,@Af +h)(x) = f t(Af(0)+h(n)dt= )Lf tf(t)dt+f tg(t)dt.
0 0 0

Ainsi, pour tout x € R, (A f + h)(x) = Lo (f) (x) + @ (h)(x) donc (A f + h) = Ap(f) + @ (h).
On en déduit que ¢ est linéaire.

Par ailleurs, la fonction ¢(f) est dérivable, elle est donc continue sur R donc ¢ est bien
un endomorphisme de E.

Pour savoir s'il est injectif, on regarde son noyau. Soit f € E telle que ¢(f) = 0. Alors

X
Vxe[R,f tf(H)dr=0.
0

Notons F une primitive de ¢ — ¢ f(#). On a donc
VxeR,F(x)-F(0) =0,

donc F est constante. Comme elle est dérivable, on en déduit que pour tout x € R, F'(x) =
0 donc xf(x) = 0. On obtient Vx € R*, f(x) = 0 et comme f est continue, elle est nulle sur
tout R. On a montré que le noyau de ¢ est réduit a la fonction nulle donc ¢ est injective.

Elle ne peut pas étre surjective car 'image de ¢ est inclus dans '’ensemble des fonc-
tions dérivables (et pas seulement continues). Si on suppose, par exemple, que la valeur
absolue admet un antécédent f par ¢, on a

X
Vxe[R,f tf(nde=lx|.
0

X
1 n'admet pas de limite en 0.

X
Or, lim lf tf(0de=@(f) (x) =0.£(0)0. Pourtant, —
x—0 X Jo X

Correction 22

1. On doit montrer que ¢, est linéaire. On se donne donc deux polyndémes P et Q de
R[X] et un scalaire A € R. On veut montrer que

@a(AP+Q) = A4 (P) + ¢4(Q).

Ona:

=(X?-1)(AP+ Q) (X)-aX(AP+Q)
=(X*-1D(AP'+Q)(X)—aX(AP+Q)
=AX?-DP' +(X*-1)Q' —AaXP-aXQ
=A((X*-1DP' - aXP)+((X*-1Q - aXQ)

N J

$a(AP+Q)

=@a(P)
=Apa(P)+¢4(Q)

Lapplication ¢, est bien linéaire, c’est un endomorphisme de R[X].

=¢a(Q)

n
Pour déterminer le degré de ¢, (P) en fonction de P, on écrit P = Y a;X*, avec
k=0
an #0 (et donc deg(P) = n).
n
kapX*~'. On remarque que le terme de plus haut degré de ¢,(P)
k=1

sera égal a nanX"+1 - aanX”+1. Sia# n,onaalors (n—a)a, #0 et deg(p,(P)) =
deg(P) + 1. Si a = n, on peut simplement dire que ¢,(P) < deg(P) mais on ne peut
donner précisément son degré. En effet, le terme en X" vaudra (n—1 - a)a,—; X"
et on ne sait pas si a,-; est nul ou non (contrairement a a, que 1'on sait étre non
nul car c’est le terme dominant de P).

OnaP'(X)=



2. On suppose a ¢ N, on a donc, pour tout polynéme P # 0, ¢,(P) = deg(P)+1 = 1.

Ainsi, seul le polyndme nul s’envoie sur 0, le noyau de ¢, est donc réduit a {0} ce
qui montre que ¢ est injectif.

Pour autant, ¢, n’est pas bijectif car un polynéme constant non nul n'admet pas
d’antécédent par ¢,. En effet, VP #, on a deg(¢,(P)) = 1 donc deg(¢,(P)) n'est
jamais nul.

Si on anticipe sur les applications en dimension finie, cette situation (endomor-
phisme injectif mais non bijectif) ne peut se produire qu’en dimension infinie.

Correction 23

1. Montrons que F et G sont supplémentaires dans R[X]. Soit P € R[X].

Analyse :Soit P € R[X]. On suppose qu’il existe Qe Fet AX e Gtelsque P = Q+1X.

On a alors :
P(1) =1+QM)
=Acar Q(1)=0

Onadonc A= P(1).
Synthese :Soit P € R[X]. On a alors :

P=P1)X+ (P-XP(1)
—— —_——

€G €F car P(1)-1P(1)

On a montré que tout élément P de R[X] s’écrit comme la somme d'un élément de
F et d'un élément de G. De plus, 'unicité de I'écriture a été montrée dans la phase
d’analyse. On a donc l'inclusion R[X] c F @ G d’ou I'égalité.

Les deux espaces sont donc bien supplémentaires.

. On cherche 2 écrire X2 —3X + 1 comme la somme P(X)+ A X avec P(1) = 0. D’apres
la phase d’analyse, ona A = P(1) = —1. On en déduit que :

PX)=(X?-3X+1)+X=X>-2X+1.
On peut alors conclure :
fX*-3X+3)=X*-2X+1.

Ona Viz1, X -leFdouf(X -1)=X"-1.

Correction 24

1. Injectivité : Soit x € E tel que f(x) = 0g. Alors p(x) = —x. On applique p a'égalité.

On obtient, par linéarité de p, p?(x) = —p(x). Or, p est un projecteur donc p?(x) =
p(x). On en déduit que p(x) = O et, comme, par hypothese, p(x) = —x, alors x = 0.
Ainsi, f estinjective.

Surjectivité : On va raisonner par analyse/synthése.

Analyse :Soit y € E. On suppose qu'il existe x € E tel que p(x) + x = y. On a alors

pz(x) + p(x) = p(y) c’est-a-dire, comme on sait que p2 = p, 2p(x) = p(y) ou encore

1
px) = Ep(y). Or, on sait que x = y — p(x) donc x =y — M

2
Syntheése :Soit y € E. On pose x = y — % Onaalors:
f@ =px)+x
_ _M) _P»
—P(J’ % Ty >
P(J/)+y_P(J/)

=py) -

2
_ . o)
=p) 5 TV,
=Yy

et x est un antécédent de y par f. Pour tout y € E, on a bien un antécédent de y par
f donc f est surjective.

. Les applications p et idg commutent donc on peut appliquer la formule du binéme

de Newton :

n
(p+idp™ =Y (Y)p*idp"*

Correction 25

1. Supposons tout d’abord que pog=qop =0y, alors:

(p+@)o(p+q)=pop+poq+gop+qoq=p°+q°=p+q



et'application p + g est bien un projecteur.
Réciproquement, supposons que p + g soit un projecteur, on sait alors que (p+ gq) o
(p+q) =p+q, cequiimplique, d’apres le calcul précédent,

peq+qop=0gze):-
En composant a droite par p cette égalité, on obtient :
poqop+qop?=pogop+qop=0ze),
car p est un projecteur. De méme, en composant a gauche par p, on obtient :
p’oq+pogop=poqg+poqop=0ze).
Celaimplique pog=gqgoporpoq+qop=0g¢)), onobtient donc:
peq=qop=0gz@s).

. Soit x e Imp nImg, alors il existe a, b € E tels que g(a) = p(b) = x. Composons par
p, on obtient, d’apres la question précédente :

p) =poq(a)=0g.

Or p(x) = p?(b) = p(b) donc x = 0 et I'intersection est réduite a zéro.

. On veut montrer que Im(p + g) = Imp & Imgq et Ker(p + gq) = Kerp nKerg.

On a Im(p + q) < Imp + Imq pour toutes applications, il suffit donc de montrer
I'inclusion inverse. On se donne un élément x de Imp®Img, il s’écrit x = p(a)+q(b)
aveca,be E.Ona:

p(x) = p*(a)+ poq(a) = p(a) car po g =Oyp)

et
q(x) = g*(b) + go p(a) = q(b) car qo p = Opg)

donc x = p(x) + g(x) = (p + g)(x) et 'inclusion réciproque est montrée.

Pour le noyau, on al'inclusion Kerp nKerg < Ker(p + g). Montrons l'inclusion réci-
proque. Soit x € Ker(p + g), alors :

= p%(x)
= p(—g(x))car p(x) = —q(x)

poqx)
= OEcar poq= OL(E)

p(x)

donc x € Kerp. De méme, g o p(x) = 0g = —g*(x) = —q(x) donc x € Kergq.
Au final, on a montré x € Kerp NnKerg ce qui montre I'inclusion réciproque.

10

Correction 26  On raisonne par double implication. =On suppose f o g un automor-
phisme, on a f surjective et g injective d’apres le cours sur les fonctions. Je vous le re-
fais dans I'’hypotheése improbable ol1 vous auriez oublié : Soit y € E, comme f o g est un
automorphisme, y admet un antécédent (unique) par f o g donc il existe x € E tel que
fog(x)=y.Onaalors y = f(g(x)) avec g(x) € E donc y admet un antécédent par f et f
est surjective.

Montrons que g est injective. Soit x € Ker(g), alors g(x) = 0g donc fog(x) = f(0g) =0g.
Or f o g est bijective donc injective. On en déduit que x = O ce qui achéve de montrer
que g est injective.

Pour la somme, on raisonne par analyse synthese :

Analyse :Soit x € E, on suppose qu'il existe (a, b) € Ker(f) x Im(g), alors f(a) = O et il
existe ce Etel que b= g(c). Ona f(x) = f(b) = fog(c), dot1 x—g(c) € Ker(f) par linéarité
de f et on remarque que c est'unique antécédent de f(x) par fog.

Synthese :Soit x € E, on pose ¢ 'unique antécédent de f(x) par fog, b=g(c)eta=x—Db.
On doit montrer que

— aceKer(f)

— belm(g)

— a+b=x.
les deux derniers points sont clairs, on calcule f(a) = f(x—b) = f(x) - f(b) = f(x) - fo
g(c) = 0 donc le premier point est vrai.

On a montré, que tout élément de E s’écrit comme la somme d'un élément de Ker(f)
et d'un élément de Im(g). De plus, d’aprés la phase d’analyse, cette écriture est unique
donc ker(f) et Im(g) sont supplémentaires dans E.

<Réciproquement, si E = Ker(f) ®Im(g), f surjective et g injective, montrons que fog
est un automorphisme.

Soit x € Ker(f o g), alors fo g(x) =0g donc g(x) € Ker(f) nIm(g) = {0g}, puis g injective
donc x =0g. On a donc f o g injective.

Soit y € E, alors comme f est surjective, y = f(a). Or a € E donc a = b+c avec c € Im(g),
on adonc ¢ = g(d) puis y = f o g(d) donc y admet un antécédent dans E.

On a bien f o g un automorphisme.

Correction 27 Montrons tout d’abord que fo g = idp implique f surjective et g
injective. Soit x € E, alors x = f o g(x) = f(g(x)) donc g(x) est un antécédent de x par f
ce qui montre que f est surjective.

Soit x € Ker(g), alors g(x) =0g d’ott fog(x) = f(0g) =0 parlinéarité de f.Or fog(x) =x
donc x =0 et g est injective.

Montrons maintenant que Im(go f) = Im(g) et Ker(go f) = Ker(f) par double inclusion.

On sait que Im(go f) < Im(g) et Ker(f) < Ker(go f) d’apres le cours. Montrons les
inclusions réciproques.



Soit y € Im(g), alors il existe a € E tel que g(a) = y. Or f est surjective donc il existe
x € Etel que f(x) = a.Onaalors y = go f(x) donc y € Im(go f) et on a montré I'inclusion
Im(g) cIm(go f) doul'égalité :

Im(g) =Im(geo f).

Soit x € Ker(go f). Alors go f(x) = 0 donc f(x) € Ker(g). Comme g est injective, on a
Ker(g) = {0g} et f(x) = 0. Ceci montre que x € Ker(f) donc on a l'inclusion Ker(go f)
Ker(f) et, par suite,

Ker(go f) =Ker(f).

Correction 28 On raisonne par analyse synthese :

Analyse :Soit x € E, on suppose qu'il existe (a, b) € Ker(u — idg) x Ker(u? + Idg) tel que
x=a+b.Ona(u-idg)(a) =u(a)—adonc u(a) = a puisque a € Ker(u — Idg).

On a aussi (u2 + idg)(b) = u®(b) + b donc u?(b) = —b puisque b € Ker(u® + Idg). On a

= u?(a) + u®(b) par linéarité de u?
=u(a)—bcaru(a)=a
= a— btoujours car u(a) = a

u(x)

1 1
Ainsi,ona a = §(x+ u%(x)) eth= > (x—u?(x).

(x - u?(x)). On doit montrer que

Do =

Synthése :Soit x € E, on pose a = %(x +ut(x) eth=
— a+b=x
— ac€Ker(u—Idg)
— beKer(u?® +Idp).
Le premier point est clair.
Calculons u(a) :

u(a)

QN | N | =

(u() + u(x)

= 3:1,[2

(u(x) + u?(x) - u(x) + x) car u —u+Idg

(1% (x) +x)

On abien a € Ker(u — Idg).
On veut montrer que u?(b) = —b, on calcule u(b) puis u?(b) :

u(b)

(u@x) - ud(x))

(u(x) — u?(x) + u(x) - x)

(2u(x) — u?(x) - x)

NN N |~

11

puis

u?(b) (2u? (x) — u3 (%) - u(x))

(202 (x) — t? (%) + u(x) — x - u(x))

== (u?(%) - x)
-

NN N |~

On abien b € Ker(u? + Idg). On a montré que tout élément de E s’écrit comme la somme
d’un élément de Ker(u — Idg) et d’'un élément de Ker(u? + Idg). De plus, d’apres la phase
d’analyse, cette écriture est unique, les deux espaces sont donc supplémentaires dans E.
On peut aussi aller plus rapidement en remarquant que (u — Idg) o (u? + Idg) = 0. (g
et (u? + Idg) o (u— Idg) = 0 (5). On a donc Im(u — Idg) < Ker(u? + Idg) et Im(u? + Idg) ©
Ker(u— Idg).
On écrit ensuite, pour tout x € E, u3(x) — u?(x) + u(x) — x = 0 donc

2x = (13 (%) + u(x) = 2u? (x)) + (x + 1 (x)).

On a x + u?(x) € Im(u? + Idg) donc x + u?(x) € Ker(u — Idg).
On a aussi

302t (0)+ux) = v (0)—u? () - (W2 () —u(x) = (u-Idp) (U (x)-u(x) € Im(u—Idg) < Ker(u?+1dg).

On montre ensuite que la somme est directe en prenant un élément de 'intersection.
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