Exercice 5.

. " 1
Montrer que la série de terme général In (1 - —2), pour n = 2, est convergente et calculer sa
n
somme.

Exercice 6.

est convergente et calculer sa somme.

k
Montrer que la série de terme général
(k+1)!

Exercice 7. )

1 b3
On admet que la série ). 2z converge et que sa somme vaut e Déterminer la somme de la
- 1
série ), ———.
> k2 (k+1)?

Exercice 8.
[Vn+1]-|vn]

Montrer que la série de terme général u,, =
n

converge et calculer sa somme.

Exercice 9.
Soit x € R. Lobjectif de I'exercice est de mettre en évidence une technique pour calculer les

+00 xn
sommes du type Z P(n) — ol P est un polyndéme.
n:() n-

+0o n
4 : N : 4 : X
1. Déterminer (apreés avoir montré son existence) la somme ) _ n—.
n=0
+0o n
A : X
2. Méme questionavec ) n(n—1)—.
n=0 n.

3. En déduire la réponse a la question initiale dans le cas ot P est de degré < 2.

4. Que faire lorsque P est de degré quelconque?
3 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 10.
Etudier la nature des séries de terme général u,, dans les cas suivants; on précisera si besoin
le type de convergence.

unz; 6. up=nlnne V7"
n+In(n) Y
1 =
2. unzln(l——n+2) 7. Un (11’13”)
3. u,; =In(cos(1/2n)) 8 In((n+1)(n+2))
4. u,= ! ' n(n+3)
ni/n e?+n
5. up=Wn+1-yn)e. 9. Un=m
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TD 19 : Séries numériques.

1 Nature de séries

Exercice 1.

Etudier la nature des séries de terme général donné dans les cas suivants; on précisera si
besoin le type de convergence.

1. L 3 COS(7‘[+—) 5. Yn
n+n n+1
e’ 4 ! sin ﬂ
wren Vaan 6. Vn+1-¥n
Exercice 2.

Soit Y u, une série convergente a termes positifs. Etudier la convergence des séries de
termes généraux :

1. u

u u
2 2. — 2 3. —=2
1+u,

vu
4 n

1-u, " n

Exercice 3. &%
1
On définit la suite (1) ;=1 par u; e Ret Vi =1,u,,; = —e “. On souhaite étudier les séries
n
Yu, ety (-1)"u,.
1. Montrer que lim u,=0.
n—+oo 1

2. En déduire que u, ~ —.

3. Quelle est la nature dé'la série > up?
n=1
. Montrer que v, ~

4. Onpose v, =—-u,+

n-1r1
5. Montrer: sy, — Uzp—1 =@(—2)
n

n2’

6. En déduire la nature de la série Z -D"u,?
nz1

2 Détermination de la somme

Exercice 4.
Déterminer la somme de la série de terme général 2"*1327", n > 0.

cos(n?) + nsin(n)
10. u, =
n’vn

Exercice 11.

. L. i . . Up
Soit }_ u; une série a termes positifs. Déterminer la nature de }_

1+n2u,’

Exercice 12.
Soit )" u, une série a termes positifs telle que (u;,),en est décroissante. On suppose que
Y.\ Ununs1 converge, qu'en est-ilde )" u,?

Exercice 13. .
e

ori énéral ——, n= Y .
Montrer que la série de terme général il n = 0 est convergente et calculer sa somme

Exercice 14.

L - n+1
Vérifier que la série est convergente ). et calculer sa somme.

n=0

Exercice 15.
1 1

+
k-1 +Vvk+1

2
— — et calculer sa somme.

vk

Vérifier que la série est convergente ).
k=2

4 Une fois qu’'on est a l’aise

Exercice 16.
Soit }_ u, une série convergente a termes positifs. Que dire des séries de termes généraux

Vg et (=1D)"/u,?
Exercice 17. £ &

n
_— kuj. Montrer que Y u, et Y. v, ont
”(”"'1)1; k que Y uy ety v,

méme nature et, lorsqu’elles convergent, méme somme.

Soit (#,),>1 une suite positive. On pose v, =

Exercice 18. £ (CCINP 1999)
(-n" )
vnn+1) '

Déterminer la nature de la série de terme général In (1 +

Exercice 19. #8542 (Mines-Pont MP 2005)

Soit (1) nen Une suite réelle positive et v, = . Montrer que }_ u, converge implique
n

1+n2u
Y v, diverge.
Que dire si ) u, diverge?

Exercice 20. $#:¥ (Mines MP 2000)

"
Soit a > 0, étudier la série de terme général ) )

Ve + (=D)"



Exercice 21. £ &
Soit Y u,, une série convergente a termes positifs. Etudier la nature de la série de terme gé-

1 n
néral v, = — Y kuy
" k=1

Memo

Comment déterminer la nature d’'une série?

Identifier une divergence grossiere

Majorer le terme général positif (ou sa valeur absolue) par le t.g d’'une série conver-
gente.

Montrer que la somme partielle ( avec t.g positif) est bornée.

Multiplier le terme général par n%, a > 1 et montrer que le tout tend vers zéro.
Multiplier le terme général par n%, @ < 1 et montrer que le tout tend vers +oo.
Déterminer un équivalent du terme général et conclure s'il est de signe constant.
Faire apparaitre une somme télescopique

Déterminer un développement limité du terme général en espérant tomber sur un
cas ou1 'on peut conclure (CV+CV ou DIV+CV)

Comment déterminer la somme d’une série convergente ?

Reconnaitre ou exprimer a I’'aide d'une somme télescopique
Reconnaitre ou exprimer a 'aide d’'une somme géométrique
Reconnaitre ou exprimer a l'aide d'une série exponentielle



CorrectionduTDn 19

Correction 1

Lotn =5

1
Ona uy, ~ — donc }_ u, converge.
n

e}l

2 Un =55
On remarque que liI}_l U, = +oo par le théoreme de croissances comparées donc la
n—+00

série diverge grossierement.

cos(n
Onanynu, = ()

et liIP nvnuy = 0 car cos est bornée. On en déduit, par com-
n—+00

paraison a une série de Riemann, que }_ u, converge.

3. up=(-1"cos
La suite (1) ,en diverge donc la série Y u,, diverge grossiérement.

4 1 . =
. Up=——=sin—
T yn 2n
7 non b2 ,
Ona lim — =0doncsin — ~ —. On en déduit que u,, ~ ——. Par comparaison
n—+oo 21 2n  2n’ nvn

a une série de Riemann, la série converge.
(D"

. 1 . .
On écrit u, = — + . Ainsi, on a écrit #;, comme la somme de deux termes géné-
n

n
raux de séries convergentes. On en déduit que ) u,, converge.
" 1 . Inn L .
5. Ona {n=exp|—In(n)| —1car lim — =0 par le théoréme de croissances com-
n n—+oo npn
parées. La série diverge donc grossiérement.

6. On va chercher un équivalent du terme général. On écrit :

Un+1-¥n :exp(lln(n+l))—exp(%ln(n))

i exp( {2 o)
. (n_)(exp(;m

|

|

1
1+—||-1
n

)

SR
exp|——||exp| 7z +o

) o)

3

S

exp

Inn
Par le théoreme de croissances comparées, on a lim exp (— =1donc Vn+1-
n—+oo n

1
Yn~—.
n

Le terme général de la série est positif, par croissance de x — {/x et équivalent a —
n

qui est le terme général d’'une série convergente. On peut donc affirmer que la série

¥ (Vn+1- {/n) converge.

Correction 2

1. Apartir d’'un certain rang, u, < 1 car u, — 0, on a donc u? < uy,. Par le thm de majora-

tion des séries a termes positifs, on en déduit que Y. u? converge.

0 donc

2. On peut dire que u, = < uy et par le thm de majoration des séries a

Un

u
termes positifs, ). ] +n converge. On peut aussi dire que u, — 0 donc

n +Upn

. PN . Un
par le thm de comparaison des séries a termes positifs, ) Tt converge.
Un

~ Uy et

1 1
E,onaalorsl—unz—

3. On sait que u, — 0 donc il existe un rang a partir duquel u, < 5

donc ” < 2u,,. Par le thm de majoration des séries a termes positifs, on en déduit
—Un
que ). 1 _1 . converge. On peut aussi dire que u, — 0 donc — ~ uy et par le thm
de comparaison des séries a termes positifs, Y I it . converge.
4. On sait que pour tout a, b, ab < S ,on a donc @ < % + Iz Les deux séries
) % ety # convergent donc par le thm de majoration des séries a termes positifs,
h @ converge.

Correction 3

. 1
1. Pour tout n = 2, u, = 0 donc e %" < 1. Ainsi, pour tout n = 2,0 < u,;; < — donc
n
lim wu,4+; =0puis lim u,=0.
n—+oo n—+oo

1 1 1
2. Onauu;; = —e " ~ — donc pour tout n =2, u, ~ Py puis u, ~
n n n-—

3. Par le thm de comparaison des séries a termes positifs, on a }_ u,, divergente.



1 . .
4. Onpose v, = —uy + - On écrit Correction4 On écrit : o .
n-— 2n+132—n _ 2 =18 g
1 1 T gn-2 " 3]
v, =- ety ——
-1 n-1 9
== (1—e H¥n-1) On reconnait, a un facteur pres, une suite géométrique de raison — avec |-| < 1. La série
n-1 converge et sa somme est :
n-1 1
oL 18 x =54
(- 1)2 1-2/3
1
T2
On a bien I'équivalent souhaité. 1
1 1 1 . 2 P . P . . 2 . N _
5. D'apres la question précédente, on a — Uy = +0 (_2) donc Correction 5 Son terme général est de signe constant négatif et il est équivalent a pok
- elle est donc convergente par comparaison a une série de Riemann.
n-1 n n 11 d g p parai a érie de Ri
1 1 ( 1 On écrit :
Un=—""7""57T0(3 1 n?-1 n-1 n
n-1 n n ln(l——z):ln( 5 ):ln( )—ln( 1).
On adonc n n n n+
1 1 1 1 1 On reconnait une somme télescopique. Comme on a:
Upp—Up-1= 5~ — + +o(—),
2n—1 4n?> 2n-2 (2n-1)? n? o1
lim In =0,
donc ) ) ) ) L ( n )
Upp—Up-1= —————————+—— +0o|—|.
el T on-1@n-2) 4n? " (2n-1)2 (nz) .
1 la somme de la série est égale a son premier terme, c’est-a-dire In (—) =-1In2.
On en déduit que nlirp nz(ugn — Upp—1) existe et est finie. Ainsi, uy;, — Uz;—1 =0 (—2) 2
—too n
n
6. Pour tout n =1, on pose S;, = Z (—l)kun. Soit N € N, alors
k=1 1
N Correction 6 On multiplie le terme général par k? afin de savoir si c’est un o (ﬁ) Ona:
Son =) (=DFuy
k=1 ‘ i k3 1 ko k
= X Dwe+ ¥ D%ux =
1<k<2n 1<k<2n (k+1)! (k=-2)k-1k+1
k pair k impair
o il ce qui tend vers 0. On a donc:
=2 Uzj= ) Upj1 B ’ '
k(1)
N (k+1)! k?)’
=2 (uzj—uzj1)
j=1 donc la série converge. Pour faire apparaitre une somme télescopique, on écrit :
D’apres la question précédente, et par le thm de comparaison des séries a termes posi- k kel-1 1 1
tifs, la série de terme général uy; — 1y est convergente donc (Szx) y>1 CONverge vers . .= p - = PRRTIS
une limite S. On sait que Son+1 = Son + Uan+1 donc la suite (San+1) =0 est également (k+D! - (k+1)! bo(k+1)!
convergente, de méme limite que (Son)n=1. On en déduit que la suite des sommes 1 1
partielles de ¥ (—1)"u, converge donc la série est convergente. Comme Tlim =0 la somme de la série est alors égale a o= L



Correction7 Soit neN, pour tout k€ [1,n], 1= (k+1-k)? = (k+1)2—2k(k +1) + k? donc
L 1 no1 L 1 L 1
- = __2
kg’lkz(k+1)2 §k § kD) 2 (k+1)2
no n 1 n+1 1
Ll m)tLe

NR‘

_i 1 L 2(1 1 )
= k? (n+1)2 n+1
) 2 2
Onadonc lim S§,=2—-3=—-3.
n—-+oo 6 3

Correction8 On commence par remarquer que Vrn €N,

Vn+1 \/_1<{\/ IJ [Vn|<Vn+1-vn+1

etsqgrin+1—-+yn= €]0,1] donc

1
vVn+1+yn
|Va+1|-|vn]el-12(dot |Va+1|-|va] eo,1.
Onaura |[vVn+1] - |v/n] =1 ¢'il existe un entier m tel que v < m < vn+1. En élevant au
carré, on obtient 0 < m?2 —n<1ldonc m?=n+1.

Autrement dit, le terme général de la série est nul sauf lorsque n + 1 est un carré.
On en déduit que pour tout n € N,

anTJ [VE| 1 e
z:: _lsjglsnjz_l_ j=2 jF-1

Pour NeN,ona:

N N
;212 ; —1)(]+1)

puis, apres un changement d’indice dans les deux sommes, liIP
n—+o0o

Correction 9

n n

nx o
1. Pour n #0, — = . Ainsi, pour N € N*,
n! (n-1)!
% nx" % x"
n=0 n! n=1 (n—-1)!
_NZ—I L+
n=0 n!
-1 xn
=X —'
n=0 "*

La série est donc convergente pour tout x € R, par convergence de la série exponen-
tielle et sa somme vaut xe”*.

. ~ nn-1)x" x"
2. On procede de méme, pour n=2,0na ' = =2 donc pour tout N =2, on
n! n-2)!
a
Z n(n- )x” _ ]XV: x"
=0 n=2 (n—2)!
N-2 xn+2
an/ n!
-2 4N
x
= x2 —'
n=0 1

La série est donc convergente pour tout x € R, par convergence de la série exponen-
tielle et sa somme vaut x%e”.

3. Soit P = aX?+bX +c, alors P = aX(X —1) + (b+ a) X + c donc la série de terme général
xn
P(n) — estconvergente et sa somme vaut (ax?+(b+a)x +c)e*.

4. Dans le cas général d'un polynéme P € R,[X], il faut déterminer ses coordonnées dans
la base (1, X,X(X-1),...,.X(X-1)...(X—n+1)) de R,[X]. Si on les note (Ag,..., 4
n

o z z x
on a alors que la série de terme général P(n)— est convergente et a pour somme
n!

n
( Z }kak) er
k=0

I’l))

Correction 10

__ 1
Loup = n+In(n)
In(n) 1
Ona lim —— =0parlethéoréeme de croissances comparées donc u, ~ —. Par com-
n—+oco n n

paraison a la série harmonique, la série diverge.

1
2. =In|l1-—
un=tn1-—)

1

Ona lim

n—+oo n+ 2
série diverge.

=0donc u, ~ P . Par comparaison a la série harmonique, la
+ n



. Uy =1In(cos(1/2n))

) 1 1 . N .
Ona lim cos_— =1 donc u, ~ cos— -1~ ——. Par comparaison a une série de
. n—too 2 2n 2n
Riemann, la série converge.
1
LU=
n¥n

In(n) . . In(n)
Ona {/n=exp (— . Par le théoreme de croissances comparées, on a 11111 =
n n—+oo n

0 donc lir+n {/n = 1. On en déduit que u, ~ —. Par comparaison a la série harmo-
n—+oo n

nique, la série diverge.

.Uy =(Wn+1-yn)“.

On écrit

up, =(n+ri-yn)®
1

a
_(\/n+1+\/ﬁ)
Ona ! ~ 1 donc uy ~ —— On sait que /n” = n%'? donc, par com-
Vntl+yn 2vn "ooaym® ’

paraison a une série de Riemann :

— Si a > 2, la série converge.
— Si a <2, la série diverge.

. Uup=nlnn e Vn

Par le théoréeme de croissances comparées, on sait que lirP n?u, = 0. Par comparai-
n—+oo

son a une série de Riemann, la série converge.

1 n
tn = (lnSn)

On écrit u, = exp (nln

G ) = exp (—nInln(3n)). On va montrer que nl_lgl()(} n? Uy =
0. On écrit :

2

n*u, =n?exp(-ninin(3n))

n? )
= ————— . (-nInlnBn))” exp (-nlnln(3n))
(—=nInIn(3n))~ ~
— ———

—0

—0

la deuxieme limite étant 0 grace au théoreme de croissances comparées. On en déduit
1 . . . .
que U, =0 (—2 . Par comparaison a une série de Riemann, la série converge.
n

. On cherche un équivalent du terme général. On écrit :

10.

Correction 11

5 3 2
In((n+1)(n+2)) =Inm°)+In 1+—+—2
n n
3 2
ln(1+ﬁ+m)
_ 2
=In(n?) |1+ )

3 2
ln(1+—+—2)
n n

Or lim =0doncIn((n+1)(n+2)) ~In(n?).

n—+oo ln(nz)
On en déduit que :
In((n+1)(n+2)) In(n?

nn+3) n?

En multipliant cet équivalent par n+/7, on trouve une limite nulle par croissances com-
parées. On en déduit que :

In((n+1)(n+2)) _0( 1 )

n(n+3) nvn
In((n+1)(n+2
Par comparaison a une série de Riemann, la série Y. % est donc conver-
n(n

gente.

e?"+n
Up = —5—

T ond+1

1 . . . . .
Ona u, ~ —. On en déduit, par comparaison a une série de Riemann, que la série de
n
e—2n

terme général converge. Par le théoréme de comparaison entre séries a termes

3
n
positifs, on en déduit que }_ u, converge.

B cos(n?) + nsin(n)

u =
" n’vy/n
1+n n+1 1 . . . .
On aluy| < et ~ . Par comparaison a une série de Riemann, la série
n? \/ﬁ n\/ﬁ l’l\/ﬁ
n+1

de terme général est convergente. Par le théoreme de comparaison des séries a

ny'n
termes positifs, on en déduit que la série }_ |u,| converge. La série de terme général u,

est donc absolument convergente donc convergente.

u u
n s n
+n2u, nlu,

L. .. PPN .. Un
On écrit ainsi, la série a termes positifs }_ 5 —ason
1 1+n“u,

. 1 . . .
terme général majoré par — donc, par comparaison a une série de Riemann, elle converge.
n



Correction 12 Comme la suite (u,,) ,en est décroissante, on a :

VneN*, Vi, < VinVln-1

donc:

VneN*, Vipun-—1 = uy

Le terme général est positif et majoré par le terme général d'une série convergente donc la
série ) u, converge.

Correction 13  On écrit :
3n71 1 3 n
5+l 15 (g) :

La série est donc convergente car c’est un multiple d'une série géométrique de raison 5 Sa

somme vaut :
1 1 _ 1

X =-.
15 1-3/5 6

k-1
Correction 14 On peutréécrire cette série ) k. (—) . Onreconnait alors la série dérivée.
k=1

1
On peut donc affirmer qu’elle converge d’apres le cours puisque 3 < 1. De plus, on sait que

sa somme est

o n4+1 1 9
) STt
k=0 (1-3)

La série est alors de la forme Y aj — aj, ;. Elle
V___ V_ "

converge donc si et seulement si la suite (ay) converge ce qui est le cas (vers 0) eton a:

Correction 15 On pose a;, =

Y (- ag)=a- lim a,=1-—

k=2 \/z

1 1 1
Correction 16 Pas grand chose, ). — converge et ) — diverge mais ), —; converge et Y —
n n n

. nz
aussi.

(=D (1+(-D™?

De méme, . — converge et }. converge. Enrevanche, ). > converge mais
n n
L1HEDT , : . , .
Y (-1)"——— diverge car c’est la somme d’'une série convergente et d'une série diver-
gente.

Correction 17  Soit n € N*, alors

1
[\/]:

n
Y ov
k=1

Ic(k+ 1A Z iui

no ju;
11;::; k(k+1)

’”lz(k k+1)

i |~ —
1 I n+l

k

1

Il
™=

Il

Il
—

Il
M=

n 1 n
=) ui————) iu;
l-:zi "+ Z:ZI '
n
=Y u;—nvy,
i=1
n n
Supposons tout d’abord que Y u, converge, alors pour tout n = Z Z uy donc la

k=1 k=1
suite des sommes partielles de ) v est majorée. Comme c’est une série a termes positifs,
elle converge.
n n
Par ailleurs, on a I'égalité Z Vi + nu, = Z ux. Comme les deux séries convergent,
k=1 k=1

- . l . .
(nvy) nen* admet une limite finie. Si elle vaut [ # 0, on a v, ~ — ce qui est absurde puisque
n

Y v, converge. Ainsi [ = 0 donc hm Z Vi = hm Z uy et les deux séries ont la méme
=1
somme.

On suppose maintenant que ) u, diverge et, par 'absurde, que )_ v, converge. D’apreés

I'égalité Z Vi + Ny, = Z uy, on obtient lim nv, = +co donc, a partir d'un certain rang
k=1 k=1
np, on a nv, =1 ce qui implique }_ v, dlverge. On a une contradiction donc }_ v, diverge et

les séries ont bien méme nature.



=D"

Correction18 Ona lim ——— =0 donc on peut faire un DL :
n—+oo /p(n+1) p
-n" (-n" 1 1
In{1+ = — +0 =
vVn(n+1) (\/ngrg+1) 2n(n+1) n
-1

2oz
= l1-—+o0|—||-———
n 2n n 2n(n+1)
1
T2 +O(?

est convergente car c’est une série alternée. La séries de

n
La série de terme général

n2

1 .
terme général O (—2) est également convergente donc la série est convergente.
n

Correction 19 On suppose que ) u, converge et, par 'absurde, que }_ v, converge. On a

nEIllw vn = 0 donc n?u,, — +oo. On en déduit que u, v, ~ e donc u, v, ~ e Or Ju,v, <

Up+ Uy L, L. 1 ..
——— donc c’est le terme général d'une série convergente alors que ) — diverge. On a une
n
contradiction donc Y v,, diverge.
. . . . 1 .
Si )" u, diverge, on ne peut rien dire. Pour u, =1, }_ v, converge, pour u, = —, ) u, di-
n
verge.

G
Vi +(=1)"
-n" D" 1 =D 1 1
VT DT n%? JTi D n® | ne?z  amar O\ g
Le premier terme du DL est le terme général d'une série convergente (série alternée). On

(="

N 1 ..
———.On aalors Y} uy et Y v,, de méme nature. Or v,, ~ ——. Ainsi, ) u,
na/2 nSa/Z

Correction 20 On pose u, = On fait un DL, on obtient

pose v, = up —

2
converge si et seulement si 3a/2 > 1 soit a > 3

Correction21 Soit NeN,ona

1
M=
M=
g

N
2 vn

3
Il
—
N
Il
—
ke
Il
—

I}
T
EMZ 3r\sl =
tal
:NLS

1]
M=
k‘

<

=
M=
3, -

T
—
3
I
=

Soit k=1, alors

N N
1 1 1
kz —=—+k Z —
n=k 2 k n=k+1 I’l2
1
Or, pourtout n€ [k+1, N, — < — — donc
n n-1 n

On adonc

On en déduit que

M=

N
Z Up<2) Ug.
n=1

ke
Il
—

k=1
tielles de Y v,, est donc majorée et comme la série est de terme général positif, on en déduit
qu’elle est convergente.

N
On sait que la suite (Z uk) converge donc elle est majorée. La suite des sommes par-
N=z1
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