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TD 20 : Algebre linéaire en dimension finie.

1 Somme directe et espaces supplémentaires

Exercice 1.
Montrer que R; [X] et vect ((1 + X+ Xz)) sont supplémentaires dans Ry [X].

Exercice 2.
Montrer que F = {(x,y,2) € R3, x+ y+z=0}et F' =Vect(1,1,1) sont supplémentaires dans
R3.

Exercice 3.

Soit F = {(x,7,2) € R%,2x—y=0=x+2z} et G = {(x,,2) € R%, x + y + z = 0}. Montrer que
F et G sont supplémentaires dans R®. puis déterminer I'expression de la projection sur F
parallélement a G.

Exercice 4.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de
E.

1. On suppose dim(F) + dim(G) > dim(E), la somme est-elle directe?
2. On suppose dim(F) + dim(G) < dim(E), la somme est-elle directe.
Exercice 5.

Montrer que :
directe.

M (K) = F(K) & o, (K) puis donner une base adaptée a cette somme

Exercice 6.
Déterminer un supplémentaire dans R* de

F={(x,yz21) E[R{4,x+y+z:0:2x—y+2z+ t}.
Exercice 7. &
Soit F = {P e R,[X], P(2) = 0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel et en donner une famille génératrice.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans R, [X].

3. Pour tout k € [0, n], déterminer un supplémentaire de F dans R,[X] engendré par
un polyndéme de degré k.

2 Familles libres, génératrices, bases

Exercice 8.
Les familles suivantes de R en sont-elles des bases de R3?

F = ((1,2,3), (4,5,6))

F = ((1,2,3), (4,5,6), (7,8,9), (10,11,12))

F3 = ((1,2,3), 4,5,6), (7,8,9)

Fy = (1,0,0), (a,b,0), (c,d,e) (a,b,c,d,ecR)
Exercice 9.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (e, -, e,;) une base de E. Montrer que
la famille :

(er,e1+ez,---,e1+--+ep)
est une base de E.
Exercice 10.
Soit G={(x,,z,1) €R*, x+ y+2z—t = x—3y—2z = 0}. Déterminer une base et un supplé-
mentaire dans R* de G.
Exercice 11.
Montrer que les polynémes P; = X,P, = X—1et P3 = (X - 1)? forment une base de R, [X].
Déterminer les coordonnées du polynéme P = 2X? —5X + 6 dans cette base.

Exercice 12. &
Soient a, ..., a, € K deux-a-deux distincts. On considére, pour tout i € {1,..., n}, le poly-
nome :

M X-a)
jefl,..,n}
J#i
Li(X)=——m.
’ M (ai-aj
jeil,...n}
j#i

1. Montrer que (Ly,...,L;) est une base de K ,_; [X].
2. OnposeK=R,n=3et:

051:0, a2:—2, 053:1.

(a) Calculer les polynémes L;, L, et L3

(b) Calculer les coordonnées de chacun des vecteurs de la base canonique de R, [X]
dansla base (L, Ly, L3).

Exercice 13.
Soit (vy,..., V) une famille libre de E. Donner le rang des familles suivantes :

91 = (Ul, U1+U2,...,V1+I/2+-"+Uk)
Fo = (V1—UV2, V2—1U3, ..., Vk_1 — Uk, Vg — V1)
F3 = (v1+UV, Va+U3, ..., Vf—1 + Uk, U+ V1)



3 Sous-ev et dimension

Exercice 14.
Déterminer une base et la dimension des ssev suivants :

1. Fi=1{(x,),2) €R3,—x+3y+2z=0}.
2. B={(x,2) eRx+y+z=0=x-3yh.

a b 0
3. 5=4|b a 0 |eMs®),(a bc)ecR®
c 0 a+b

Exercice 15.
On note F = {P € R3[X], P(0) = 0}. Donner une base de F et sa dimension.

Exercice 16.
1. Montrer que R; [X] =vect(1+ X,1 - X).
2. Montrer que R, [X] = vect((1+ X)?, (1 +X)(1 - X), (1 - X)?).
3. Montrer que vect((1,5,3), (2,8, -1)) = vect((0,2,7), (1,3, —4)).

Exercice 17.
Soit E = {(xn) nen € RN, Y1 €N, X143 — Xp42 — Xpa1 + X = 0},

F={(xp)nen ERN, VRN, x, + X571 = 0} et
G = {(xn) nen € RN, Y1 €N, Xppyp — 2X41 + X, = 0.
1. Montrerque F&e G=E.

2. En déduire la dimension de E.

4 Application linéaire en dimension finie

Exercice 18.
R? - R

est linéaire et déterminer
(x,y) —

Montrer que I'application f : { X+ 9, % - 1,2%)

son image et son noyau.

Exercice 19.
Soit E un K-ev de dimension finie n. Montrer qu'’il existe u € £ (E) tel que Im(u) = Ker(u)
ssi n est pair.

Exercice 20.
Montrer qu’il existe une application linéaire f de R® dans R? telle que

£(1,0,00=(1,0), f(1,1,0)=(1,0) et f(1,1,1) =(1,1)

Déterminer f et calculer son noyau et son image.

Exercice 21.
Soit f € £(E), avec E de dimension finie tel que f? = 4idg, montrer l'inclusion Im(f —
2idg) cker(f +2idg) puis I'égalité Im(f — 2idg) ® Ker(f —2idg) = E.

Exercice 22.
SoitneN* et ¢ :

—_—

Ry1[X]
P —

R,[X]
(n+1)HP-XP'

1. Montrer que ¢ est bien définie, et linéaire.
2. Déterminer une base de ker(¢).
3. Quel estle rang de ¢p? En déduire que ¢ est surjective.

4. Résoudre I'équation (sur P € R,,,1[X]) suivante : (n+1)P = XP' + X.

Exercice 23.

1 -3 0

MR — MR
Soit¢ha : 3)1(() = Zl)(() avecA=| -1 1 2
0 1 -1

1. Déterminer une base de ker(¢ 4).
2. Quelestlerangde ¢4?

3. Déterminer une base de Im(¢p 4).

5 Projection

Exercice 244 .
.| R - R
Soit f { x5zt — ((x¥272).

1. Montrer que f est un projecteur.

2. Déterminer son noyau et son image.

3. Donner I'image de (1,2, 3,4) par la symétrie d’axe Im(f) parallelement a Ker(f).
Exercice 25.

My (R) — MoR
Soit ¢ : 21(R) 21

2 -4
X — AX -1 2 )
Montrer que ¢4 est un projecteur, et en déterminer les éléments caractéristiques

i
avec A= —
4

Exercice 26.

-8 4 1

M;R) — MR 1
Soit¢ha : 3)1(() = jll)(() ecA=—-| 4 7 4
1 4 -8

Montrer que ¢4 est une symétrie, et en déterminer les éléments caractéristiques.



6 Formes linéaires et hyperplans

Exercice 27.
Soit E de dimension finie et soit f et g des formes linéaires telles que Vx € E, f(x)g(x) =0
Montrer que f =0ou g =0.

7 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 28.

Soit F = {P € R3[X],P(—1) = P(0) = P(1) =0},

G ={P e R3[X],P(0) = P(1) = P(2) =0} et H = {P € R3[X], P(0) = P(1) = 0}. Montrer que
FeG=H

Exercice 29.
On considere les s.e.v. 2,(K), 7, (K) et 7, (K) de 4, (K), formés respectivement des
matrices :

— diagonales;

— triangulaires supérieures strictes;

— triangulaires inférieures strictes.
Montrer que :

My (K) =Dy (K) 8 T, (K) @ T, (K).

Exercice 30.
Soit F={(x,y,z,1) € R, x+ y+2z=0=2x—y+2z+ t}. Déterminer un supplémentaire de
F dans R*.

Exercice 31.
Déterminer un supplémentaire de Vect ((X — 1)%, (X + 1)?) dans R, [X].

Exercice 32.
Onpose u=(1,1,1), v=(0,1,1) et w = (1,1,0). Montrer que (u, v, w) est une base de R3.

Exercice 33.
Soit F ={(x,y,2,1) € R4, x + 2y—z=x—y=t=0}. Déterminer une base et un supplémen-
taire dans R* de F.

Ex‘ilrc%%%fer que v; =(1,-2,3), v, =(-2,3,—-1) et v3 = (3,2,1) forment un base de R3.

2. Donner les coordonnées dans cette base des vecteurs suivants : (0,0,0) et (1,-2,3).
Exercice 35.
Soit F={(x,y,z,t) ERY, x+3y+2z-2t=0et x+2z=0}

1. Déterminer une base de F et sa dimension.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans R* et une base de ce supplémentaire.

Exercice 36.
On note G = {P € R3[X], P(1) = 0 = P(2)}. Donner une base de G et sa dimension.

Exercice 37.
Montrer que ¢ : R3 — R?: (x, ¥, %) — 2x—-3y+z,x—y+ z/3). est linéaire et calculer son
noyau et son image.

Exercice 38.

R3 - R3
Montrer que f : {

(x,5,2) — (x+)2zy+2)
bijection réciproque.

est un automorphisme et expliciter sa

8 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 39.
Soient ay,..., a; € K deux-a-deux distincts (k < n). Déterminer une base, la dimension et
un supplémentaire dans K ,[X] du s.e.v. :

F={PeKy[X]|Plai) =---=Plax) =0}

Exercice 40. % &

On suppose E de dimension finie.

Montrer que deux s.e.v. de E de méme dimension admettent un supplémentaire com-
mun.

Exercice 41. %
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E et u €
L(E) tels que Ker(u) ® F = E. Montrer que dimu(F) = dimF.

Exercice 42.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension non nulle n, f, g € Z(E).
1. Montrer que rg(f o g) < min(rg(f),rg(g)).
2. Montrer que |rg(f) —rg(g)| <rg(f + g) <rg(f) +rg(g).

3. On suppose que, de plus, f + g est un automorphisme de E et f o g = 0. Montrer
que ker(f) = Im(g).

Exercice 43.
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E et soit ¢ :
{ FxG — E

. Démontrer la formule de Grassman en utilisant ¢.
xy) — x+y

Exercice 44. £ &
Soit f € L(E) telle que Im(f) = Ker(f) avec E de dimension finie. Montrer qu'il existe
geL(E)telque fog+gof=idE.



Exercice 45.
Soit f une application linéaire de R” dans R”. Montrer que les propriétés (1) a (3) sont
équivalentes.

(1) R"=Im(f)Pker(f) (2 Im(H=Im(f>) 3 ker(f) =ker(f?

Exercice 46. 'ﬁg

Soit uz un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer que les suites Im(u"") et ker(u") sont monotones (pour l'inclusion) et
constantes a partir d'un certain rang N.

2. Montrer alors que E = ker(u"V) @Im(u™).

3. Démontrer que F = ker(u?) et G = Im(u™) sont stables par u.

4. Onnote g = ulg et h = u|r. Démontrer que g est inversible et & est nilpotent.

Exercice 47. &
Soit E de dimension finie, H un hyperplan de E et u € £ (E). Supposons que H soit stable
par u. Montrer qu’il existe A € R tel que Im(u—Aidg) c H.

Exercice 48. %%
Soit E un K ev de dimension finie n = 2, H; et H, deux hyperplans, déterminer dim(H; N
H).

Memo

— Comment montrer que deux sous-espaces vectoriels sont égaux?
Montrer une inclusion et 1'égalité des dimensions.

— Comment montrer qu'une famille est liée? montrer que son cardinal est supérieur
ala dimension de I'espace.

— Comment montrer que deux sous-espaces vectoriels ne sont pas en somme di-
recte?
Montrer que la somme des dimensions est supérieure strictement a la dimension
de I’espace.

— Comment montrer que deux sous-espaces de E sont supplémentaires dans E?
— Montrer que la concaténation de deux bases est une base de E.
— Montrer que la somme est directe et que la somme des dimensions est égale a

la dimension de E.

— Comment déterminer un supplémentaire dans E d'un sous-espace vectoriel F?
Compléter une base de F en une base de E.

— Comment déterminer 'image d’une application linéaire?

— Prendre un élément de I'’espace d’arrivée et raisonner par équivalence.
— Calculer I'image d'une base.

— Utiliser le théoreme du rang : Montrer que I'image est incluse dans un ssev et
conclure grace a la dimension.

— Comment déterminer le noyau d'une application linéaire ?

— Prendre un élément de I'’espace de départ et raisonner par équivalence.
— Utiliser le théoreme du rang si on connait I'image

— Comment déterminer si une application linéaire f est un isomorphisme?

— Résoudre I'équation f(X) =Y
— Déterminer le noyau ou I'image et conclure avec le thm du rang.



Indications du td 20

Indication 1 Montrer que la concaténation de deux bases des ssev forme une base de
Ro[X].

Indication 2 Montrer qu’ils sont en somme directe et utiliser la dimension.

Indication 3 Montrer par analyse-synthése que tout élément X de R® s'écrit X = a +
b avec (a,b) € F x G et utiliser 'expression de a trouvée dans la phase d’analyse pour
déterminer le projeté.

Indication 4 1. Raisonner par I'absurde 2. Trouver un contre-exemple
Indication 6 Compléter une base de F.

Indication 7 1. Utiliser la division euclidienne.

2. Compléter la famille génératrice trouvée a la question 1.

3. Remarquer que pour tout P € F, Vect(1 + P) est un supplémentaire de F.

Indication 9 Exprimer une combinaison linéaire nulle de cette famille comme combi-
naison linéaire de la base.

Indication 10 Déterminer une base de G et la compléter en une base de R*.

Indication 11 Montrer que la famille est génératrice et utiliser le systéme trouvé pour
déterminer les coordonnées.

Indication 12 1. Montrer que la famille est libre en utilisant les racines

2. a)autravail b) pensez auxracines des L; pour déterminer les coordonnées.
Indication 13 Déterminer la dimension de ’espace engendré.

Indication 14 Raisonner par équivalence pour caractériser la forme générale des élé-
ments.

Indication 15 Déterminer la forme générale d'un élément de F.
Indication 16 Raisonner par double inclusion.

Indication 17 1. Raisonner par analyse/synthése 2. Déterminer la dimension de F et
G.

Indication 18 utiliser une matrice, déterminer Ker(f) puis utiliser le thm du rang.

Indication 19 le thm du rang donne un sens. supposez n pair et envoyez la moitié des
éléments sur Og et 'autre moitié sur les premiers.

Indication 20 Exprimer les images de la base canonique de R3.
Indication 21 Montrer que la somme est directe et conclure avec le théoréme du rang.
Indication 22 3.thm durang 4. expliciter.

Indication 23 1. par équivalence 2. thm du rang 3. Prenez deux éléments non coli-
néaires.

Indication24 1. Calculer fof.
2. Résoudre f(x,y,2,t) =(0,0,0,0) et f(x,y,2,1) =(x,¥,2,1).
3. Exprimer s(1,2,3,4) en fonction de f(1,2,3,4).

Indication 25 Montrer que ¢ 40 ¢4 = ¢4 puis déterminer son noyau et son image.
Indication 26 Montrer que 54054 = idp, ) puis déterminer Ker(ss+id) et Ker(sp—id).

Indication 27 prendre xy tel que f(xp) # 0 et montrer que g(xp) = 0 en calculant f(xg +
1&g (xo + ).

Indication 28 Raisonner avec les dimensions.

Indication 29 Montrer que tout élément s’écrit comme la somme de 3 éléments des ssev
puis montrer 'unicité de I'écriture.

Indication 30 Compléter une base de F.

Indication 31 Compléter la famille (X — 1), (X +1)?) en une base de Ro[X].
Indication 32 Remarquer qu’elle est de cardinal 3 et montrer qu’elle est libre.
Indication 33 Déterminer une base de F et la compléter en une base de R*.

Indication 34 Montrer que la famille est libre et déterminer les coordonnées sans calcul.

Indication 35 Déterminer une famille génératrice de F, remarquer qu’elle est libre pour
la compléter.

Indication 36 Utiliser la division euclidienne
Indication 37 Utiliser une matrice, déterminer ker(¢) puis utiliser le thm du rang.
Indication 38 Montrer que f(AU + V) = Af(U) + V puis exprimer

Indication 39 Utiliser I'unicité de la division euclidienne pour déterminer une base,
compter ses éléments puis compléter la famille en une base de K, [X].



Indication 40 sila somme n’est pas directe, compléter une base de l'intersection en une
base de F puis de G.

Indication 41 Montrer que Im(u) = u(F).

Indication 42 1. montrer les deux inégalités 2. utilisez Im(f + g) < Im(f) + Im(g) deux
fois 3.utilisez tout ce qui précede + thm du rang.

Indication 43 Déterminer Img et Kere.

Indication 44 Montrer que la famille obtenue a I'aide d'une base de Ker(f) et des anté-
cédents forme une base de E puis raisonner par analyse-synthése avec cette base.

Indication 45 Par double implication.

Indication 46 1. montrer que les dimensions sont nécessairement des suites station-
naires 2. Si x € E, alors uyx = Usy(a) donc x € Ker(u) + Im(u®) puis montrer que la
somme est directe. 3. Utiliser Im(zV*1) = Im(«?). 4. montrer que ur est un endomor-
phisme injectif.

Indication 47 Si xo € E\ H, alors Vect(xg) ® H = E puis traduire u(xp) € E

Indication 48 Procéder par disjonction de cas selon que H; = H> ou non.
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