Lycée du Parc 842.

Matrices et déterminants

Dans tout ce chapitre:
e K désigne R ou C;

e I et I' sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies
respectives p € N*, n € N*,

La propriété suivante interviendra dans certaines démonstrations :
Une application linéaire est déterminée par "l'image d’une base”.

Formellement :

Proposition (*)

Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Soient uy,...,u, des vecteurs de F.
Il existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que :

Vied{l,...,p}, fle;)=u,.

Remarque: Concrétement, connaitre f revient a connaitre les p vecteurs f(eq),...,f(ep).

1 Représentation matricielle

1.1 Matrice d’un vecteur et d’une famille

Définition 1. Soit x € F et C = (vq,...,v,) une base de F, on sait qu’il existe (aq,...,a,) € K?

tel que z = Z a;v;. On appelle représentation matricielle de  dans C le vecteur colonne
i=1

a1\ U1
Mate(x) =
Oy | Up
Ezemple 1. On pose B = (1, X,X?), C = (X2, X,1) et P = 2X%+ 3X — 1, calculer Matg(P) et
Matc(P).
Définition 2. Soit F = (fi,..., f,) une famille de F' et C = (vy,...,v,) une base de F, on sait qu'il
existe a;; € K" tel que pour tout j € [1,p], f; = Z a;;v;. On appelle représentation matricielle de

i=1
F dans C la matrice de taille n x p:

f1 fj fp

a1 Q1 A1p (]
Matc(F) =

p1 voo Qpj .. Qpp/J Up

Exemple 2. On pose B = (1, X, X?), C = (X? X, 1), calculer les matrices possibles.
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1.2 Matrice d’une application linéaire

Définition 3. Soit f € L(E,F). Soient B = (uy,...,u,) une base de E et B’ = (vy,...,v,) une
base de F.
Comme B’ est une base de I :

Viell,p]l, IWai,...,an;) €K™ fuj) =a v+ -+ a, v,
La matrice A = (a;;)1<i<n € M,,,(K) est appelée matrice de f relativement aux bases B et

1<j<p

B’. On la note matg s (f).

Flug) oo Flug) - F(uy)

a11 Q1 Q1p U1

matg s (f) = | i Qip | Vi
Gn1 Qpj a;zp 'l/;'n,

C’est la matrice de la famille (f(uy),..., f(u,)) dans la base B'.

Dans le cas ou ' = F' et B =15, on note plus simplement matz(f).

Remarque: Lorsque £ = F, rien n’empéche néanmoins de choisir deux bases B et 3 distinctes
de F.

f € L(EF) et Mat(f) € Mat,,(K) avec dim(E) = p et dim(F) = n. Le nombre de lignes
de la matrice est égale a la dimension de ’espace d’arrivée.

Exemples 3. f
1. On consideére Uapplication linéaire f : { R* — R Déterminer la matrice
' @y = ety r—y)
de f relativement aux bases canoniques de E = R? et [’ = R?,
2. Soit f de Uexemple précédent, déterminer Matgo/(f) avec € = (ea,e1) et £ = (f1, f3, f2).
3. Soit fr: A€ R x— Az un endomorphisme d’un ev E, écrire Matg(fy) ot B est une base quel-

La matrice d’une application linéaire se construit en colonne !!
conque de F,

4. Soient E = Ry[X] et F' = R~ Ecrire la matrice de Uapplication linéaire

f E — F
L P o= (P(0),P(0))
relativement aux bases canoniques de E el F.

5. Soit E = R3[X]. On cherche la matrice de l’endomorphisme

. E — FE
f’{P(X) — P(X)+ P(X +1)

relativement a la base canonique de E.



6. Supposons maintenant que je vous donne la matrice

1 30
A=|-1 4 1
2 15

en vous disant qu’elle est égale a Matgp (f) ou f est un endomorphisme de Ry[X], B =
(1, X, X?) et B = (1,1 + X, 1+ X + X?). Que vaut f(1)? f(X)?

7. On considére, a nouveau, la matrice A On suppose A = Matcci(g) ot g € L(R? Ry[X]) et C,C
sont les bases canoniques de R? et Ry[X]. Que vaut g(0,0,1)7

Exercice 1. Soit F\G deuz espaces supplémentaires d’un espace vectoriel E et u € L(E). On
note C' une base adaptée a la somme directe F & G = E. On note n = dim(E), p = dim(F)
A B

et r = dim(G) (on a donc p+1r = n). On découpe la matrice ainsi Matc(u) = c D

A€ M,(R), B € M,,(R),C € M,,(R) et D € M,,(R).
1. 8i B=(0) et C = (0), que dire de u(F) et u(G) ¢
2. 81 A= (0) et D =(0), que dire de u(F) et u(G) ?
3. SiC=(0) et D=(0), que dire de Im(u)?

avec

Proposition 1.
Soient B = (ey,...,e,) une base de E et B’ = (vy,...,v,) une base de F.
LEF) - M,,(K)

est un isomorphisme.
f — matgp(f) P

L’application matg s : {

J

Concrétement, cela signifie qu’on peut définir la matrice d’une application linéaire dans une base
de départ et d’arrivée fixée mais également que toute matrice peut étre vue comme la matrice d’une
certaine application dans des bases fixées.

Définition 4. Soit A € M, (K), on appelle endomorphisme canoniquement associé a A ’endomorphisme
de K™ dont A est la matrice dans la base canonique de K".

Ezemples 4.
1 3 =2
1. Soit A= 2 1 1 | et fe LR tel que Matg(f) = A, ou B désigne la base canonique
-1 2 1

de R3, déterminer f(x,y,z) pour (z,y,z) € R3.

2. On considére toujours la méme matrice. Soit h € L(R?) tel que Matg g (h) = A, ot B désigne
la base canonique de R® et B' désigne la base ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)). Déterminer h(z,y, z).

3. On considére toujours la matrice A. Soit g € L(R? Ry[X]) tel que Matg s (g) = A, ot B et B’
désignent les bases canoniques de R® et Ry[X]. Déterminer g(z,y, z).

Remarque. Dans la démonstration ci-dessus, nous avons di justifier la bijectivité de matgp car,
bien qu’il s’agisse d’une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimensions finies, nous
ne connaissions pas encore la dimension de L(E,F). On en déduit:

Corollaire 2.
[’espace vectoriel L(F, F') est de dimension finie, égale & dimFE x dimF'.




1.3 Ecritures matricielles de x et de f(z).
Soit f € L(E, F). Soient B = (uy,...... ,up) une base de E et B' = (vy,...,v,) une base de F.
Soient r € Fetyc F. On a:

r o= oqup -+ + a,u, (avec aq,...... ,a, € K)
y = [or+ -+ Buy, (avec By,. .., B € K)
On pose :
aq

&

Matg(x) = X = € M,1(K) et Matp(y) =Y

H
m
<
S

G

Qp

Si on pose par ailleurs A = matp 5/ (f). Alors :

y=f(r) = Y =AX.

c’est-a-dire

matp (f(x)) = matp p (f)matg(x)

Reprenons certains des exemples du paragraphe précédent :
e En utilisant la matrice A de I'application linéaire
I { R?> — R3
| @y = wrtyz—y)

relativement aux bases canoniques (eq, e2) et (fi, fa, f3) retrouver f(1,—2).
f Le vecteur que l'on obtient en faisant le produit matriciel n’est pas l'image mais

les coordonnées de I'image !!

e Reprenons 'application précédente. La matrice de f relativement aux bases £ = (eg,€1) et
E"= (1. f5, [2) de R* et R? est

0\ /i
A= Matg’g/(f) = -1 1 f%
1 L))

Déterminer f(1,—2)

A Pour éviter d’écrire des bétises, regarder les espaces de départ et d’arrivée de f.

1 0
e Tmaginons que la matrice | —1 1 | soit désormais la matrice de Papplication g € L£(R? Ry[X]),
1 1

les deux espaces étant munis de leurs bases canoniques. Que vaut g(1,1)7
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1 0
e Encore un exemple pour étre stir : On considére toujours la matrice A = [ =1 1. Cette
1 1
fois-ci, A = Matg g (g) avec g € L(Ry[X],Ry[X]) avec B= (X, X +1) et B' = (X}, X —1,1),
déterminer g(2X — 1).

1.4 Matrice de go f

Soit G un espace vectoriel de dimension finie m € N.

7

Proposition 3.
Soient B, 3, 5" des bases de E, F' et G respectivement.
Soient f € L(E,F)etge L(F,). On a:

Inatg’ (go f), = {natgl, (g)l X Inatg’gr(f)l

EMmp(R) EMmn(R) EMonp(R)

Remarques:

e On se souvient que pour le produit matriciel, on doit avoir compatibilité des tailles des matrices
: My, fois M,,, donne un élément de M,,,),.

e La formule Mat(g o f) = Mat(g)Mat(f) est facile a retenir, elle 'est moins quand on rajoute
les bases Matg (g o f) = Matg g(g)Matg s (f). Pour ne pas faire d’erreur sur les bases ou
leur ordre (base de I'espace de départ, base de I'espace d’arrivée), faites le schéma suivant :

f g
FE s F >

N7

gof
ou, en rajoutant les bases :
f 9
E muni de B » I muni de B 5
gof

Remarque. Si f = g et B = B' = B”, on a Matg(f?) = (Matg(f))*. Par une récurrence
immédiate, on a Yn € N, Matg(f") = (Matg(f))" (notez que pour n = 0, on a f° = idg et
Matg(f)° = I, donc la formule reste vraie).

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel de dimensionn et f € L(E). Supposons f* = Ogg) et f*~' #
Oz(r). Montrer [’équivalence :

o O
O =

" =0gm et "' # 0gmy < 3B base de E, Matg(f) =




1.5 Inversibilité et inverse d’une application et de sa matrice

r

Théoréme 4.
Soit f € L(E, F) avec dim(FE) = dim(F’). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est bijective ;
2. il existe une base de E et une base de F' dans laquelle la matrice de f est inversible ;
3. la matrice de f dans n’importe quelle base de F et de F est inversible.

Dans ce cas, si A est la matrice de f relativement a une base B de E et une base C de F', alors
la matrice de f~! relativement & ces méme base est A~! . Autrement dit :Mate 5(f™') =

Matlg’c (f)_l .

Corollaire 5.
Une matrice A € M,,(K) est inversible si et seulement si elle admet un inverse a gauche ou
a droite.

\

Exemple 5. Montrer que f : { R est un automorphisme de R3[X] a

P(X) —» PX)+P(X+1)

laide de sa matrice.

2 Noyau, image et rang d’une matrice

2.1 Noyau
Définition 5. Soit A € M,,(K), on appelle noyau de A, noté Ker(A) 'ensemble :
Ker(A) = {X € M,1(K),AX = (0)}.

Proposition 6.
Soit f € L(E,F), B,B' des bases de E et F. On pose A = Matgp/(f), alors

Ker(A) = {Matp(x),z € ker(f)}.

Autrement dit, Ker(A) donne les coordonnées des éléments du noyau dans la base B.

\.

Exemples 6.
1 -1 0
1. Soit E=TRy[X], B=(1,1+X,1+ X+ X?), B' = (X2 1,X). On suppose A= 1 —1 2
-1 1 1

déterminer Ker(f).

[ RyX Ry[X]
- SOM'{ 1[3 | — (X + 1)P'(X) —2P

déterminer son noyau & ’aide de sa matrice

Corollaire 7.
Soit A € M,(K), alors A est inversible si et seulement si Ker(A) = {Oas,, k) }-




2.2 Image et rang d’une matrice

Définition 6. Soit A € M,,(K) une matrice. On appelle image de A, noté Im(A) le sous-espace de
M1 (K) engendré par les colonnes de A.

Proposition 8.
Soit f € L(E,F), B, B’ des bases de E et F.. On pose A = Matgp/(f), alors

Im(A) = {Matp(y),y € Im(f)}.

Autrement dit, Im(A) donne les coordonnées des éléments de I'image dans la base B'.

\. J

Ezemple: Soit E = Ry[X], B = (1,1 + X, 1+ X + X?), B = (X%1,X). On suppose A =

1 -1 0 1 0
1 —1 2].Onalm(A)= Vect 1],(2
-1 1 1 —1 1

Si A= Matgp(f), alors Im(f) = Vect(X? +1— X,2 + X).

Définition 7. On appelle rang d’une matrice A € M,, ,(K) la dimension de son image. Autrement
dit, le rang de A est le rang de la famille de M,, ; (K) composée de ses vecteurs colonnes:

a1 A1p

21 A2p
rg(A) =rg A I

Gn1 Anp

2.3 Lien entre les deux notions.

On rappelle que le rang d’une application linéaire f € L(E, F') est la dimension de I'image de f:

rg(f) = dimIm(f).

Il est aussi le rang de I'image d’une base quelconque de F, par exemple la base B:

rg(f) = dimVect (f(uw1), ..., f(up)).

Proposition 9.
Le rang d’une application f € L(FE,F) est égale au rang de sa matrice relativement a
n’importe quelles bases de E et de F:

rg(f) =rg (matzs,zs’ (f)) .

Exemple Quel est le rang de 'application linéaire

f’{ R? — R3 0



2.4 Propriétés.

On déduit des propriétés du rang d’une famille de vecteurs

Proposition 10.
Soit A € M,, ,(K).

1. 1g(A) =0 <= A=(0);

2. 1g(A) = 1 si et seulement si les colonnes de A sont colinéaires deux-a-deux et non
toutes nulles;

3. rg(A) < min(n, p);

4. sin = p alors :
rg(A) =n <= A est inversible.

Proposition 11.
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice ne modifient pas le rang :

e ¢échanger deux colonnes ;
e multiplier une colonne par un scalaire non nul ;

e ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes.

Théoréme 12 (admis). Une matrice et sa transposée ont méme rang :

VA € M, ,(K), 1g(A)=1g(AT).

Corollaire 13.
Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice ne modifient pas le rang.

2.5 Calcul pratique du rang d’une matrice.

Le rang d’une matrice peut étre déterminé en pratique en se ramenant, par opérations élémentaires
sur les lignes et colonnes, & une matrice triangulaire.

Exemples 7.
1 -3 6 2
1. Rangde A= |2 —5 10 3| € M34(R).
3 -8 17 4
1 3 2
2. Rangde B=|1 4 1 | € M3(R).
01 -1

f Le rang d’une matrice triangulaire n’est en général pas égal au nombre de coefficients diag-
onaux non nuls.



FExemple 8. rang de A =

o OO O
o OO O
OO O = =
O O~ = =
— O = =

3 DMatrice de passage

3.1 Définition

Définition 8. Soit B et B’ deux bases de E. On appelle matrice de passage de B vers B’ la matrice
Pg g = Matg(B'). Concrétement, c’est la matrice des coordonnées des vecteurs de B’ dans la base

B.

Remarque : Pgp = Matp p(idg).

Proposition 14.
Soit B et B’ deux bases de F, x € E, alors

Matg(a:) = PB,B/MCLtB/ (iL‘)

Ezemple 9. Soit E = Ry[X], et posons € = (1, X, X?), et & = (X%, 1+ X, 1+ X?).
1. Détermainer P ¢ et Pe .

2. Soit Q = 6X% + X + 3. Déterminer Mate/(Q) directement puis & laide du travail précédent

Proposition 15.
Avec les mémes notations que le théoréme/définition précédent, Pg s et P ;5 sont inversibles,
et

(PB,B’)_l =Ppp

3.2 Formule du changement de base

a N

Théoréme 16.
Soit B, B' deux bases de E, C,C’ deux bases de F' et f € L(E, F), alors alors

M(J/tlg’c(f) = PC,C’MatB’,C’(f)PB’,B'
En particulier, si F = F et B=Cet B'=C’, on a

MCLtB(f) = PL;’IBMCLtB/<f)PB/’B.




idE f idF
EB—>EB/ >FC/ )F(;

ou si f est un endomorphisme de F :

idE f 7;dE
EB—>EB’—>EB’—>EB

Définition 9. Soit A, A’ € M,,(K).
On dit que A et A’ sont semblables s’il existe P inversible telle que: A’ = P~tAP.

Moralement, cela signifie que A et A’ représentent le méme endomorphisme dans des bases dif-
férentes.

4 Déterminant

4.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 10. Soit £ un K-ev de dimension finie n. Une application ¢ de E™ dans K est dite
alternée si p(z1,...,x,) = 0 lorsque (x1,...,x,) contient deux éléments égaux.

Proposition 17.
Soit F un K-ev de dimension n, ¢ linéaire par rapport a chacune des variables et alternée,
alors V(xy,...,x,) € E™ et tout \; € K,

o O(T1,. ., NTiy. . Tn) = No(T1, ..., Tp),

o O(T1,. ., Tiy. o, Tjyoe oy, Tn) = —P(T1, oy Tjye vy Tiyen oy Tn)

. cp(xl,...,xi,...,xn)—go(ml,...,xi—i—Z)\jxj,...,xn)

1#]
Remarque: on sait donc exactement comment est modifiée la valeur de ¢(z1,...,z,) lorsque
I'on fait une opération élémentaire sur la famille (xq, ..., z,).

Définition 11. Soit £ un K-ev de dimension n et B une base de E. Il existe une unique application
detg : E™ — K, linéaire par rapport a chaque variable, alternée et telle que detg(B) = 1.
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4.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 12. Le déterminant de n vecteurs (x1,...,z,) dans une base B = (eq,...,e,) est :
detg(z1, ..., xy).

Proposition 18.
Soit B et B’ deux bases de E, alors

dgt(xl, ey X)) = déa/t(B) dgt(zl, cey Ty)

Théoréme 19.
Une famille de n vecteurs est liée ssi detg(xy,...,z,) =0.
Par conséquent, (x1,...,2,) est une base de E ssi detg(z1,...,x,) # 0.

Interprétation géométrique:
1. Lorsque E =R? Soit B = (e1,e3) la base canonique, et F = (x1,23) une famille de deux
vecteurs. On note 6 I'angle orienté entre x; et xs.

ia|
€2

Y,

€1
0 o

carré d’aire 1

detp(xy1, z2) est Iaire algébrique du parallélogramme engendré par z; et zs, ¢’est-a-dire:

e + Daire si 6 € [0; 7;

o — lairesif € [—m;0].

Si x1 et x5 sont colinéaires, alors ’aire est nulle et réciproquement.

2. Lorsque E =R3. Soit B = (ey, €9, €3) la base canonique, et F = (1,79, x3) une famille de
trois vecteurs de R3.

€3 T3

€1 X

cube de volume 1

detg(z1, x2, x3) est le volume algébrique du parallélépipéde engendré par z, xg, r3:
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e positif si orienté comme (eq, €2, €3);

e négatif sinon (et nul si coplanaires).

On admet :

Si (z1,...,x,) est une famille de F et B une base de F, alors

detp(xy,...,z,) = det Matg(zy, ..., x,).

Ezemple 10. La famille ((1,2,-1),(1,1,1),(=1,1,1)) est-elle libre?

4.3 Déterminant d’un endomorphisme

Définition 13. Pour un endomorphisme f € L£(FE) ou E est un ev de dimension finie, il existe un
réel a tel que, pour tout (z1,...,x,) € E™ et pour toute base B3 on ait :

detg(f(z1), ..., f(x,)) = adetp(xy, ..., z,)

Ce réel v est appelé le déterminant de f. Il est noté det(f).

' )

Proposition 20.

e Le déterminant d’'un endomorphisme f ne dépend pas de la base, on note note désor-
mais det(f).

e Pour toute base B de E, on a det(f) = det(Matg(f)).

Proposition 21.
Soit f et g deux endomorphismes d’un K-ev E de dimension n alors

e det(f og) = det(f) x det(g)
det(sz) =1

VA € K, det(Af) = A" det(f)

det(f) # 0 < f € GL(E).

4.4 Déterminant d’une matrice carrée

On sait déja calculer le déterminant d’une matrice carrée. On rappelle les propriétés vues dans le
chapitre calcul matriciel:
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Proposition 22.
Soit A € M, (K).

e Le déterminant de A est multiplié par —1 si 'on permute deux colonnes de A.
e Le déterminant est multiplié par A si on multiplie une colonne par \.

e Le déterminant ne change pas si on ajoute a une colonne de A une CL des autres
colonnes.

Proposition 23.
Soit (A, B) € M,(K), A € K, alors

e det(A x B) = det(A) x det(B) (A et B sont des matrices carrées)
o det(l,) =1
o det(NA) = \'det(A)

1
e A est inversible ssi det(A) # 0. Dans ce cas, det(A™!) = Jet(A)’
Théoréme 24.
Soit A € M, (K), alors det(AT) = det(A).

La conséquence est que l'on sait comment les opérations élémentaires sur les lignes de la matrice
modifie son déterminant! On peut donc alterner les opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes

Proposition 25.
Deux matrices semblables ont méme déterminant.
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