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TD 20 : Algebre linéaire en dimension finie.

1 Somme directe et espaces supplémentaires

Exercice 1.
Montrer que R; [X] et vect ((1 + X+ Xz)) sont supplémentaires dans Ry [X].

Exercice 2.
Montrer que F = {(x,y,2) € R3, x+ y+z=0}et F' =Vect(1,1,1) sont supplémentaires dans
R3.

Exercice 3.

Soit F = {(x,7,2) € R%,2x—y=0=x+2z} et G = {(x,,2) € R%, x + y + z = 0}. Montrer que
F et G sont supplémentaires dans R®. puis déterminer I'expression de la projection sur F
parallélement a G.

Exercice 4.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de
E.

1. On suppose dim(F) + dim(G) > dim(E), la somme est-elle directe?
2. On suppose dim(F) + dim(G) < dim(E), la somme est-elle directe.
Exercice 5.

Montrer que :
directe.

M (K) = F(K) & o, (K) puis donner une base adaptée a cette somme

Exercice 6.
Déterminer un supplémentaire dans R* de

F={(x,yz21) E[R{4,x+y+z:0:2x—y+2z+ t}.
Exercice 7. &
Soit F = {P e R,[X], P(2) = 0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel et en donner une famille génératrice.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans R, [X].

3. Pour tout k € [0, n], déterminer un supplémentaire de F dans R,[X] engendré par
un polyndéme de degré k.

2 Familles libres, génératrices, bases

Exercice 8.
Les familles suivantes de R en sont-elles des bases de R3?

F = ((1,2,3), (4,5,6))

F = ((1,2,3), (4,5,6), (7,8,9), (10,11,12))

F3 = ((1,2,3), 4,5,6), (7,8,9)

Fy = (1,0,0), (a,b,0), (c,d,e) (a,b,c,d,ecR)
Exercice 9.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (e, -, e,;) une base de E. Montrer que
la famille :

(er,e1+ez,---,e1+--+ep)
est une base de E.
Exercice 10.
Soit G={(x,,z,1) €R*, x+ y+2z—t = x—3y—2z = 0}. Déterminer une base et un supplé-
mentaire dans R* de G.
Exercice 11.
Montrer que les polynémes P; = X,P, = X—1et P3 = (X - 1)? forment une base de R, [X].
Déterminer les coordonnées du polynéme P = 2X? —5X + 6 dans cette base.

Exercice 12. &
Soient a, ..., a, € K deux-a-deux distincts. On considére, pour tout i € {1,..., n}, le poly-
nome :

M X-a)
jefl,..,n}
J#i
Li(X)=——m.
’ M (ai-aj
jeil,...n}
j#i

1. Montrer que (Ly,...,L;) est une base de K ,_; [X].
2. OnposeK=R,n=3et:

051:0, a2:—2, 053:1.

(a) Calculer les polynémes L;, L, et L3

(b) Calculer les coordonnées de chacun des vecteurs de la base canonique de R, [X]
dansla base (L, Ly, L3).

Exercice 13.
Soit (vy,..., V) une famille libre de E. Donner le rang des familles suivantes :

91 = (Ul, U1+U2,...,V1+I/2+-"+Uk)
Fo = (V1—UV2, V2—1U3, ..., Vk_1 — Uk, Vg — V1)
F3 = (v1+UV, Va+U3, ..., Vf—1 + Uk, U+ V1)



3 Sous-ev et dimension

Exercice 14.
Déterminer une base et la dimension des ssev suivants :

1. Fi=1{(x,),2) €R3,—x+3y+2z=0}.
2. B={(x,2) eRx+y+z=0=x-3yh.

a b 0
3. 5=4|b a 0 |eMs®),(a bc)ecR®
c 0 a+b

Exercice 15.
On note F = {P € R3[X], P(0) = 0}. Donner une base de F et sa dimension.

Exercice 16.
1. Montrer que R; [X] =vect(1+ X,1 - X).
2. Montrer que R, [X] = vect((1+ X)?, (1 +X)(1 - X), (1 - X)?).
3. Montrer que vect((1,5,3), (2,8, -1)) = vect((0,2,7), (1,3, —4)).

Exercice 17.
Soit E = {(xn) nen € RN, Y1 €N, X143 — Xp42 — Xpa1 + X = 0},

F={(xp)nen ERN, VRN, x, + X571 = 0} et
G = {(xn) nen € RN, Y1 €N, Xppyp — 2X41 + X, = 0.
1. Montrerque F&e G=E.

2. En déduire la dimension de E.

4 Application linéaire en dimension finie

Exercice 18.
R? - R

est linéaire et déterminer
(x,y) —

Montrer que I'application f : { X+ 9, % - 1,2%)

son image et son noyau.

Exercice 19.
Soit E un K-ev de dimension finie n. Montrer qu'’il existe u € £ (E) tel que Im(u) = Ker(u)
ssi n est pair.

Exercice 20.
Montrer qu’il existe une application linéaire f de R® dans R? telle que

£(1,0,00=(1,0), f(1,1,0)=(1,0) et f(1,1,1) =(1,1)

Déterminer f et calculer son noyau et son image.

Exercice 21.
Soit f € £(E), avec E de dimension finie tel que f? = 4idg, montrer l'inclusion Im(f —
2idg) cker(f +2idg) puis I'égalité Im(f — 2idg) ® Ker(f —2idg) = E.

Exercice 22.
SoitneN* et ¢ :

—_—

Ry1[X]
P —

R,[X]
(n+1)HP-XP'

1. Montrer que ¢ est bien définie, et linéaire.
2. Déterminer une base de ker(¢).
3. Quel estle rang de ¢p? En déduire que ¢ est surjective.

4. Résoudre I'équation (sur P € R,,,1[X]) suivante : (n+1)P = XP' + X.

Exercice 23.

1 -3 0

MR — MR
Soit¢ha : 3)1(() = Zl)(() avecA=| -1 1 2
0 1 -1

1. Déterminer une base de ker(¢ 4).
2. Quelestlerangde ¢4?

3. Déterminer une base de Im(¢p 4).

5 Projection

Exercice 244 .
.| R - R
Soit f { x5zt — ((x¥272).

1. Montrer que f est un projecteur.

2. Déterminer son noyau et son image.

3. Donner I'image de (1,2, 3,4) par la symétrie d’axe Im(f) parallelement a Ker(f).
Exercice 25.

My (R) — MoR
Soit ¢ : 21(R) 21

2 -4
X — AX -1 2 )
Montrer que ¢4 est un projecteur, et en déterminer les éléments caractéristiques

i
avec A= —
4

Exercice 26.

-8 4 1

M;R) — MR 1
Soit¢ha : 3)1(() = jll)(() ecA=—-| 4 7 4
1 4 -8

Montrer que ¢4 est une symétrie, et en déterminer les éléments caractéristiques.



6 Formes linéaires et hyperplans

Exercice 27.
Soit E de dimension finie et soit f et g des formes linéaires telles que Vx € E, f(x)g(x) =0
Montrer que f =0ou g =0.

7 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 28.

Soit F = {P € R3[X],P(—1) = P(0) = P(1) =0},

G ={P e R3[X],P(0) = P(1) = P(2) =0} et H = {P € R3[X], P(0) = P(1) = 0}. Montrer que
FeG=H

Exercice 29.
On considere les s.e.v. 2,(K), 7, (K) et 7, (K) de 4, (K), formés respectivement des
matrices :

— diagonales;

— triangulaires supérieures strictes;

— triangulaires inférieures strictes.
Montrer que :

My (K) =Dy (K) 8 T, (K) @ T, (K).

Exercice 30.
Soit F={(x,y,z,1) € R, x+ y+2z=0=2x—y+2z+ t}. Déterminer un supplémentaire de
F dans R*.

Exercice 31.
Déterminer un supplémentaire de Vect ((X — 1)%, (X + 1)?) dans R, [X].

Exercice 32.
Onpose u=(1,1,1), v=(0,1,1) et w = (1,1,0). Montrer que (u, v, w) est une base de R3.

Exercice 33.
Soit F ={(x,y,2,1) € R4, x + 2y—z=x—y=t=0}. Déterminer une base et un supplémen-
taire dans R* de F.

Ex‘ilrc%%%fer que v; =(1,-2,3), v, =(-2,3,—-1) et v3 = (3,2,1) forment un base de R3.

2. Donner les coordonnées dans cette base des vecteurs suivants : (0,0,0) et (1,-2,3).
Exercice 35.
Soit F={(x,y,z,t) ERY, x+3y+2z-2t=0et x+2z=0}

1. Déterminer une base de F et sa dimension.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans R* et une base de ce supplémentaire.

Exercice 36.
On note G = {P € R3[X], P(1) = 0 = P(2)}. Donner une base de G et sa dimension.

Exercice 37.
Montrer que ¢ : R3 — R?: (x, ¥, %) — 2x—-3y+z,x—y+ z/3). est linéaire et calculer son
noyau et son image.

Exercice 38.

R3 - R3
Montrer que f : {

(x,5,2) — (x+)2zy+2)
bijection réciproque.

est un automorphisme et expliciter sa

8 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 39.
Soient ay,..., a; € K deux-a-deux distincts (k < n). Déterminer une base, la dimension et
un supplémentaire dans K ,[X] du s.e.v. :

F={PeKy[X]|Plai) =---=Plax) =0}

Exercice 40. % &

On suppose E de dimension finie.

Montrer que deux s.e.v. de E de méme dimension admettent un supplémentaire com-
mun.

Exercice 41. %
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E et u €
L(E) tels que Ker(u) ® F = E. Montrer que dimu(F) = dimF.

Exercice 42.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension non nulle n, f, g € Z(E).
1. Montrer que rg(f o g) < min(rg(f),rg(g)).
2. Montrer que |rg(f) —rg(g)| <rg(f + g) <rg(f) +rg(g).

3. On suppose que, de plus, f + g est un automorphisme de E et f o g = 0. Montrer
que ker(f) = Im(g).

Exercice 43.
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E et soit ¢ :
{ FxG — E

. Démontrer la formule de Grassman en utilisant ¢.
xy) — x+y

Exercice 44. £ &
Soit f € L(E) telle que Im(f) = Ker(f) avec E de dimension finie. Montrer qu'il existe
geL(E)telque fog+gof=idE.



Exercice 45.
Soit f une application linéaire de R” dans R”. Montrer que les propriétés (1) a (3) sont
équivalentes.

(1) R"=Im(f)Pker(f) (2 Im(H=Im(f>) 3 ker(f) =ker(f?

Exercice 46. 'ﬁg

Soit uz un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer que les suites Im(u"") et ker(u") sont monotones (pour l'inclusion) et
constantes a partir d'un certain rang N.

2. Montrer alors que E = ker(u"V) @Im(u™).

3. Démontrer que F = ker(u?) et G = Im(u™) sont stables par u.

4. Onnote g = ulg et h = u|r. Démontrer que g est inversible et & est nilpotent.

Exercice 47. &
Soit E de dimension finie, H un hyperplan de E et u € £ (E). Supposons que H soit stable
par u. Montrer qu’il existe A € R tel que Im(u—Aidg) c H.

Exercice 48. %%
Soit E un K ev de dimension finie n = 2, H; et H, deux hyperplans, déterminer dim(H; N
H).

Memo

— Comment montrer que deux sous-espaces vectoriels sont égaux?
Montrer une inclusion et 1'égalité des dimensions.

— Comment montrer qu'une famille est liée? montrer que son cardinal est supérieur
ala dimension de I'espace.

— Comment montrer que deux sous-espaces vectoriels ne sont pas en somme di-
recte?
Montrer que la somme des dimensions est supérieure strictement a la dimension
de I’espace.

— Comment montrer que deux sous-espaces de E sont supplémentaires dans E?
— Montrer que la concaténation de deux bases est une base de E.
— Montrer que la somme est directe et que la somme des dimensions est égale a

la dimension de E.

— Comment déterminer un supplémentaire dans E d'un sous-espace vectoriel F?
Compléter une base de F en une base de E.

— Comment déterminer 'image d’une application linéaire?

— Prendre un élément de I'’espace d’arrivée et raisonner par équivalence.
— Calculer I'image d'une base.

— Utiliser le théoreme du rang : Montrer que I'image est incluse dans un ssev et
conclure grace a la dimension.

— Comment déterminer le noyau d'une application linéaire ?

— Prendre un élément de I'’espace de départ et raisonner par équivalence.
— Utiliser le théoreme du rang si on connait I'image

— Comment déterminer si une application linéaire f est un isomorphisme?

— Résoudre I'équation f(X) =Y
— Déterminer le noyau ou I'image et conclure avec le thm du rang.



Correction du TD n 20

Correction 1  Une base de Ry [X] est (1, X), une de vect ((1 + X + X?)) est (1 + X + X?),
la concaténation est la famille (1, X, 1+ X + X?), famille de trois polynémes non nuls de
degrés distincts, c’est donc une famille libre de R, [X]. Comme elle est de cardinal 3, c’est
une base de Ry[X] donc les ssev sont supplémentaires.

Correction2 Ona F = {(x,,-x,-),(x,y) € R?} donc dim(F) = 2 et dim(F') = 1. Les
deux espaces sont en somme directe, on a donc dim(F & F') = dimR? et comme on a
l'inclusion F @ F' c R3, on en déduit I'égalité F & F’ = R® donc les deux espaces sont sup-
plémentaires dans R3.

Correction3 Soit X = (x,y,2) € R3. On raisonne par équivalence :

XeFo 2x-y=0=x+z
o 2x=y=-2z
=4 X=(x,2x,—x).

Par équivalence, on a montré que F = Vect((1,2,-1)).
Soit X = (x, 3, 2z) € R%. On raisonne par équivalence :

XeGe x+y+z=0

= zZ=—=x-y

o X=xy-x-y)

s X=x(1,0,-1)+y(0,1,-1).

Par équivalence, on a montré que G = Vect((1,0,-1),(0,1,-1)).

On a dim(F) + dim(G) = dim(R?). Pour montrer qu'ils sont supplémentaires dans R3, il
suffit donc de montrer qu’ils sont en somme directe.
Soit X = (x,y,2) e FNG,alors2x=y=-2zetx+y+z=0d ol12x =0 puis X =(0,0,0). La
somme est bien directe et les espaces sont supplémentaires.

Soit X = (x,y,2), on sait que X peut s’écrire comme la somme d’'un élément de F et
d’'un élément de G, ce qui signifie qu'’il existe (a, b, c) € R3 tel que:

X =(a,2a,—a)+ (b,c,—b-c).

—_—

eF eG

On a p(X) = (a,2a,—a), on cherche donc a. En identifiant les coordonnées, on obtient :

a+b = X
2a+c =y
—-a-b-c = z
X+y+z
En additionnant toutes les lignes, on obtient a = L. Ainsi,
X+y+z
p(xryyz) = T (1,2,—1) .

Correction 4

1. Sila somme était directe, on aurait dim(F & G) = dim(F) + dim(G). Or, F & G est un
sous-espace vectoriel de E, sa dimension ne peut donc pas étre strictement supé-
rieure a celle de E. La somme n’est donc pas directe.

2. La somme n’est pas nécessairement directe. Prenons par exemple E = R3[X], F =
Vect(1, X) et G = Vect(1, X3). Alors dim(F) + dim(G) < 4 mais les deux espaces ne
sont pas en somme directe.

Correction 5 On raisonne par analyse synthese.

Analyse :Soit M € M,(R). On suppose qu’il existe une matrice symétrique S et une
matrice anti-symétrique S telles que M = S+ A.

Alors M) = (TS +(TA) =S—A. OnadoncM=S+Aet (M)=S-—Adou S =
M+ (M) M—("M)
T eAET——

M+ (M) M- ("M)

Synthese :Soit M € M, (R), on pose S = et A= . Montrons que
— M=S+A

— Sestsymétrique

— Aestantisymétrique.

M+(M) M-(M)
2 " 2
(M) +M
2

OnaS+A= =M.

Par ailleurs, (T S) = = S par linéarité de la transposée, donc S est symétrique.

R . (M-M o
Deméme,ona (' A) = T = —Adonc A est antisymétrique.



On a montré que tout élément de M, (R) s’écrit comme la somme d’une matrice sy-
métrique et d'une matrice antisymétrique. De plus, par la phase d’analyse, on a montré
I'unicité de I'écriture. Ainsi, les deux ensembles sont bien supplémentaires dans M, (R).

On cherche une base de Sy (KK). Soit A = (a;j) € Mp(K).Ona A=} a;;E;j ou Ejj

1<i,j<n
désigne les matrices élémentaires.
AeS,[R) e V(,je [[Ln]]zyaij =aj;
n
A= Y aijj (Eij+Eji)+ZaiiEii
1<i<j i=1
La famille (E;;+Ej;), <i<jen concaténée avec (Ej;)1<i<n est une famille généra-

trice de S, (K). Par unicité de l'écriture, c’est une base. On montre de méme que
(Eij _Eji)lskjsn est une base de A, (K).

Correction6 On commence par déterminer la forme générale d'un élément de F. Pour
cela, on prend (x,y,z,t) € R* et on raisonne par équivalence :

X + y + z = 0
Wyabel Sy oy -y 4 2z 4+ 1 = 0
- t = 3y
z = —-x-)

Une base de F est donc (). On pose G = {(x,y,z0eR,x=y=0} =
Vect((0,0,1,0),(0,0,0,1)). La famille

(1,0,-1,0),(0,1,-1,3),(0,0,1,0),(0,0,0,1))

est échelonnée donc libre, de cardinal 4 donc c’est une base de R*. On en déduit que F et
G sont supplémentaires dans R*.

Correction 7

1. On va montrer que F est I'espace engendré par ((X —2)X k)os k<n—1 C€ qui permet-
tra a la fois d’affirmer que F est un sous-espace vectoriel de R,[X] et d’en donner
une famille génératrice.

Soit P € R, [X]. On raisonne par équivalence :

PeFoe (X-2)|P

o AQ eRy—1[X], P(X) = (X -2)Q(X)
n-1 n-1

o Q=) arX*,P(X) =Y ar((Xx-2)XF)
k=0 k=0

= P€VeCt(((X—2)Xk)0sk<n_1)-

Par équivalence, on a montré que F = Vect(((X—Z)Xk)Osksn_l) donc F est
bien un sous-espace vectoriel de R,[X] et une famille génératrice de F est
(X -2)x¥)

O<ksn-1°

. Soit P € R, [X]. On fait la division euclidienne de P par (X —2). Le reste est de degré

strictement inférieur a 1 donc c’est une constante. Il existe donc (Q, 1) € R, [X] x R
tel que :
P(X)=(X-2)Q(X)+ .
(X)=( QX))+ r
€F eR

On a montré qu'un polynéme de R, [X] s’écrit comme la somme d'un élément de
F et d’'un élément de R ce qui montre l'inclusion :

Ru[X]c F+R.

Linclusion réciproque étant claire, on a 'égalité. Reste a montrer que la somme
est directe ce qui est clair étant donné que le seul polyndme constant admettant 2
pour racine est le polyndme nul. On a donc:

FoR=R,[X],

et]’ensemble R des polyndmes constants est un supplémentaire de F dans R, [X].
On peut aussi dire que la concaténation d'une base de F et d'une base de Ry[X] est
une base de R, [X].

En effet, la famille (1, (X —2), X(X —2),..., X1 (X — 2)) est libre car de degrés dis-
tincts. Elle comporte n + 1 éléments, c’est donc une base de R, [X]. On en déduit
que Ry[X], 'ensemble des polyndmes constants, est un supplémentaire de F dans
R, [X].

. Pour k =0, on a R = Vect(1) supplémentaire de F d’apres la premiére question et

il est engendré par un polynome de degré 0. Soit maintenant k € [1, n], montrons
que 1+ X*“1(X — 2) engendre un supplémentaire de F. On raisonne par analyse-
synthese.

Analyse :Soit P € R, [X], supposons qu’il existe Q € F et A € R tel que :

P:Q+A(1+Xk_1(X—2)).

Pour X=2,ona:
P2) =QR2)+A
=Acar Qe F
Onadonc A =P(2).
Synthese :Soit P € R, [ X].

Onpose A=P(2)etQ=P—-A(1+X*1(X-2)).Onaalors:
— A1+ XX -2)) € Vect (1 + X 1(X - 2)),



— QeFcarQ2)=P2) -

— P=Q+A(1+X* (X -2)) par définition de Q.

On a montré que tout polyndme P peut s’écrire comme un élément de F et d'un
élément de Vect(l +X k_l(X - 2)). De plus, d’apres la phase d’analyse, cette écri-
ture est unique. On en déduit que les espaces F et Vect(1 + Xxk-1 (X —2)) sont sup-
plémentaires. On a bien trouvé, pour tout k € [0, n] un supplémentaire engendré
par un polynoéme de degré k.

Remarque : Ici, on a simplement pris un élément de degré k qui n’appartient pas a F.
Vous pouvez montrer (par que la dimension d'un supplémentaire estici 1), que pour tout
P ¢ F, on a Vect(P) supplémentaire de F dans R, [X].

Correction 8
1. %1 n'a que deux éléments, ce n'est pas une base de R.
2. %, a quatre éléments, ce n’est pas une base de R>.

3. Onregarde si la famille est génératrice de R® :
vect((1,2,3), (4,5,6), (7,8,9)) =vect((1,2,3),(0,-3,-6),(0,—6,—12)) (v2 < vz —4v
=Vect((1,2,3),(0,1,2)) car les deux derniers vecteu

On en déduit que 'espace engendré par %3 est de dimension 2 donc il n'est pas
égal 2R3 et %3 n'est pas une base de R.

4. On procede par disjonction de cas :

— Sieb #0, alors la famille est échelonnée donc libre. Comme elle est de cardinal
3, c’est une base de R®.

— Si e =0, alors toute combinaison linéaire de la famille a comme troisieme coor-
données 0, 1a famille ne peut donc pas engendré R3.

— Si b =0, alors les deux premiers vecteurs sont colinéaires et la famille n’est pas
libre.

On en déduit que &, est une base de R3 si et seulement si eb # 0.

i
Correction9 On note u; = Z ej les éléments de cette famille. Celle-ci est de cardinal
j=1
n avec n = dim(E), il suffit donc de montrer qu’elle est libre pour affirmer que c’est une
base de E. On suppose qu’il existe des réels (11,---,1,) tel que :

n
Z Aiu; =0g.
i=1

On remplace u; par son expression :

n
Y Aju; =
i=1

o)

500

£ (1)

Ainsi, on a une combinaison linéaire nulle de la famille (e, ---
coefficients sont nuls. Le systéme correspondant, d'inconnues (A1, - -+
son unique solution est donc (0, ---,0) ce qui montre que la famille (u1,---
famille libre, donc une base de E.

i M: T [\/]: TT'M:

,en) qui est libre donc les
,An) est échelonné,
, Uy) est une

Correction 10  Soit (x,y,z,1) € R*, on raisonne par équivalence :
x,13z,)eGex=3y+2zett=4y+3z< (x,y,2,1,) =y(3,1,0,4) +z(2,0,1,3).

l,Q)g_algo_mzvg = Vect((3,1,0,4),(2,0,1,3)). Les deux vecteurs (3,1,0,4) et (2,0,1,3)

1R8It PREafi@dnéaires, ils sont libres et forment donc une base de G. Pour ob-
tenir un supplémentaire de G, on compléte ces deux vecteurs en une base de
R*. On pose G = vect((1,0,0,0),(0,0,0,1)). Montrons rapidement que la famille
((3,1,0,4),(2,0,1,3),(1,0,0,0),(0,0,0,1)) est une base de R*. 1l suffit pour cela que les
quatre vecteurs forment une famille libre puisqu’elle est de cardinal 4 et dimR* = 4. Sup-
posons qu'il existe ay,---, a4 des réels tels que :

al(s) 110)4) + 0«’2(2,0y 1)3) + a3(1)0v0)0) + a4(0)0’0, 1) = (0)0’0,0)
ona alors:
3a;1+2a2+a3=0
a7 =0
ao =0

da;+3ar+a4=0

soit @) = @y = a3 = a4 = 0 est la famille est bien libre donc c’est une base de R* ce qui
montre que G est un supplémentaire de G dans R*.

Correction 11 Il suffit de montrer que cette famille est génératrice ou libre puisqu’elle
est de cardinal 3. On va montrer qu’elle est génératrice de R, [ X] car on doit ensuite calcu-
ler des coordonnées. On se donne aX?+bX +c € R, [X], montrons quil existe (A, 4, v) € R3
tel que :

X2+ bX+C=AX+pX -1 +v(X-1)2,



c’est-a-dire :
X2+ bX+c=vX? +(A+pu—2vX+(v—p.

Par unicité des coordonnées, on a :

v=a v=a
A+pu-2v=b dou{ pu=a-c
v-u=c A=b+a+c

On a montré que tout polynome aX? + bX + ¢ pouvait s'écrit comme combinaison
linéaire de la famille (X,X -1,(X - 1)2) donc cette famille est génératrice de R»[X].
Comme elle est de cardinal 3, c’est une base de R, [X].

On cherche les coordonnées de P = 2X2 —5X +6 dans cette base, c’est-a-dire un triplet
(A, u,v) tel que :
2X2 - 5X+6=AX+uX -1 +v(X-1)>2

Le polynome est de la forme aX?+bX +c avec a =2,b = -5 et ¢ = 6. D’apres le calcul fait
ci-dessus,onav =1, u=—-4etA=3.Les coordonnées de P dans cette nouvelle base sont
donc (3,—4,2)

Correction 12

1. On commence par se dire que cette famille compte 7 vecteurs donc elle a le "bon"
cardinal pour étre une base de R,_;[X] qui est de dimension n (n—1+1). Si on
regarde bien, chaque L; est de degré n—1 puisque c’est un produit de n—1 facteurs
(j # i) de la forme X — a;. On ne peut donc pas jouer sur les degrés pour montrer
la liberté ou le caractere générateur. En revanche, on observe que I'on connait les
racines de ces polyndmes. En effet, si on prend L;, par exemple, il s’écrit comme le

n

produit d'une grosse constante ( - ) par l_[ (X - a;), il $annule donc en
[1(@—-ap j=2
j=2

les réels (ay,..., a,).

De maniere générale, le polynome L; admet pour racines les aj, a; # a;. Ainsi, on
va utiliser ces racines pour montrer la liberté de la famille.

On se donne donc des réels (14,...,1,) € R” tels que

n
Y AiLi(X) =0,

i=1

et on va évaluer cette égalité en les différents a;.

Si on évalue en a;, on aura L;(a;) = 0 pour tout i > 1 donc Ay L;(a;) =0. Or, (et c’est
tout la I'intérét d’avoir divisé par le gros produit moche), ona:

n

H (al d])
LWM—%————=L
1

(a1 —

On se retrouve donc avec A; =
On revient a notre égalité qui est désormais :

n

Y AiLi(X) =0,

i=2
eton évalue en ay. On va se retrouver avec tousles L;(ap) =0pouri >2et Ly(ap) =1
donc A, = 0. En itérant le procédé, on montre que tous les A; sont nuls donc la
famille est libre.
Vous pouvez aussi dire que L;(a;) = §;; (symbole de Kronecker, celui qui vaut 0 si
i # j et 1sinon). Pour tout j € [1,n], ona

n
Y AiLi(aj) = Aj,
i=1

doncVj€[1,n],A;=0.Lafamille (Ly,...,L,) estdonc une famille libre de R,,_; [X],
de cardinal dim(R;,_;[X]) = n, donc c’est une base de R,,_1 [ X].

2. (a) On applique (calmement) la définition.

(X —ap)(X - a3)

L(X)= — 22708
1 (a1 — ap) (a1 — a3)
dOHCL1(X)=—%(X+2)(X—1).

(X -a1)(X - as)

LX)y=—————,

2(X) (az — a)(az — az)
1

donch(X):gX(X—l).

X—-a)(X—-a
Ls(X) = ( I 2) ’
(a3 —a1)(az — ap)
1
donc L3(X) = gX(X+2)
(b) SiPeR[X],alorsil existe (11,12, 13) € R3 tels que

P=ALy+ ALy + A3L3.



— En évaluant en 0, on obtient : P(0) =

— En évaluant en —2, on obtient P(-2) =

— En évaluant en 1, on obtient P(1) = A3

Les coordonnées de P dans la base (L1, Ly, L3) sont donc (P(0), P(-2), P(1)).
On peut maintenant calculer les coordonnées des polynémes de la base cano-
nique :

— Pour 1, les coordonnées sont (1,1,1).

— Pour X, les coordonnées sont (0,—-2,1).

— Pour X2, les coordonnées de X2 sont (0,4, 1).

Ces polynomes s’appellent les polynémes interpolateurs de Lagrange (interpolateur car,
grace a eux, on peut construire des polyndmes qui prennent des valeurs données en des
points donnés, autrement dit des polyndmes qui passent par un nuage de points, par
exemple). C’est ultra classique. Il est donc utile de bien comprendre cet exercice!

Correction 13  Pour déterminer le rang de ces familles, il faut déterminer la dimension
de I'espace engendré.
1. Ona:
Vect (&) =Vect(vy, v1+v2, ..., v1+ U2+ +Vg)
=Vect(vy, V2, V24 V3,..., V2 +...+ Ug)
en enlevant v; a tous les vecteurs de 2 a k
=Vect(v1, V2, V3,...,U3+...+ Ug)
en enlevant v, a tous les vecteurs de 3 a k

En réitérant le procédé, on obtient :
Vect (%) = Vect(vy,...,Vg).

Or, on sait que la famille (v, ..., v) est libre donc de rang k (égal a son cardinal).
On en déduit que Vect (%) est de dimension k donc & est de rang k.

2. On remarque que la somme des vecteurs de cette famille %, faut 0 donc le rang
de cette famille est strictement inférieur a k. De plus, si la somme des vecteurs
de &, vaut Og, alors (par exemple) le dernier vecteur vy — vy peut s’écrire comme
combinaison linéaire des k — 1 premiers vecteurs de la famille (il est égal a 'opposé
de la somme des k — 1 premiers vecteurs), on peut donc "'enlever" dans I'espace
engendré :

Vect(%,) =Vect (v, — V2, V2 — U3, ..., Vg1 — Vk)

Montrons maintenant que la famille (v, — v2, v2 — v3, ..., Vr_1 — Vg) estlibre ce qui
montrera que %, est derang k — 1.

On suppose donc qu’il existe une combinaison linéaire nulle de la famille, autre-
ment dit des réels A4,...,A;_; tels que

AM(v1—v2) + Az (V2 —v3) +-++ gy (V-1 — Vi) =0

ou bien, réécrit proprement :

k-1

2 Aj(vi—vjer) =0g.
=1

Pour pouvoir utiliser la liberté de la famille (v,..., vg), il faut faire apparaitre une
combinaison linéaire nulle de la famille. On écrit donc :

k-1 k-1
Z Aj(vi=vje) =3 Ajvj= ) Ajvjn
—~ —~
1 g
= Z/ljyj_z/li—lvi
j=1 i=2

Onaposéi=j+1, jvariedelan—1doncivariede2anetona j=i—-1. Comme
i une variable muette, on la renomme j, on a donc

k-1 k

= Z/ljvj_zﬂfi—lui
j=1 i=2
k-1 k

=2 Ajvi= ) Aj1v;
j=1 j=2

k-1 k-1
=AM+ Z/ljl}j— Z/ljfle_Ak—IVk
J' 2 j=2

—/11U1+Z A,] 1 j_Ak—lyk

Ainsi, on a réécrit la combinaison linéaire de la famille %, comme une combinai-
son linéaire de la famille (vy,..., vy), ona donc:

/111/1+Z /1] 1 j_/lk—lvkzoE-

La famille (vy,..., v;) étant libre, tous les coefficients de la combinaison linéaire
nulle doivent étre nuls, on a donc:

M =0
A=y =0

Az =2 =0

Ag-1=Ag—2 =0
Ak =0




On en déduit que Vi € [1,k—1],A; = 0. On a montré que la famille
(V1 —v2, V2— U3, ..., Vg—1— Vk)

est libre. Comme elle engendre Vect (%), c’en est une base. Ainsi, %, est de rang
k-1.

. Nous allons chercher a savoir si la famille &3 est une famille libre. Pour cela, on
suppose qu’il existe une combinaison linéaire nulle de la famille, c’est-a-dire des
réels (Aq,...,Ag) tels que

A1+ v2) + A2 (V2 +3) ..+ Apoy (Vg1 + V) + A (Vg + v1) = O,

k-1
soit encore Z Ai (Vi + Vi) + A (Vg +v1) =0g.

i=1
A nouveau, on va réécrire cette somme pour faire apparaitre une combinaison li-
néaire nulle de la famille (v, ..., vy). On écrit :

k-1 k-1 k-1
Y Aii+vis) + Ak +v1) =Y Aivi+ Y Aiviea + Ak (v + v1)
i=1 i=1 i=1
onpose j=i+1,j€[2,k] dans la deuxieme somme, on obtient
k-1 k
= Z Aivi+ Z)Lj_lvj+/lk(vk+ v1)
i=1 j=2
k-1 k
= Aivi"‘z/li—lvi“‘ﬂfk(vk"‘vl)
i=1 i=2
k-1
=M +A) v+ Y A+ Aio1) + A+ A1) vk
i=2

Ainsi, on a réécrit la combinaison linéaire de %3 en une combinaison linéaire de la
famille (vy,..., %), onadonc:

k
M +A)vi+ Y (Ai+Ai—) =0g.
i=2

La famille (vy,..., vg) étant libre, les coefficients sont nuls donc :

A+ Ak =0
Ao+ =0
Ak-1+ A2 =0
A+ Ak =0

Si k est impair, on a 1; = —A, = A3 et par une récurrence immeédiate, 1; = 1. Or
A1+Ar=0.0OnadoncA; =1, =0puis Vi€ [2,k—1],A; = 0 donc la famille est libre
etelle est de rang k.
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En revanche, si k = 2p, on peut prendre 1; = (-1)! et on trouve une CL nulle de la
famille, la famille est donc liée. On enléeve le dernier vecteur (peut importe lequel
on enleve puisque 'on a trouvé une CL nulle avec TOUS les coefficients non nuls,
on peut donc enlever celui que I'on veut). On suppose maintenant qu’il existe des

réels y,..., ux—1 tels que
k-1
Ui+ vi+1) = 0p.
k=1

On peut réécrire cette somme sous la forme

k-1
pavy+ Y (Wi + i) Vi + k-1 Vi = Of.
i=2

Par liberté de la famille (vy, ..., vx), on a ce que I'on peut réécrire :

H1 =0
M2+ =0

Hk-1+ k-2 =0
Hik-1 =0

Le systéeme est alors triangulaire donc admet comme unique solution la solution
nulle. Ainsi, on a montré que la famille (v1 + v,..., vr_1 + Vi) estlibre, elle est donc
de rang son cardinal c’est-a-dire k— 1.

En conclusion,

k si k est impair

1g(F3) =
8LFs) {k—lsikestpair

Correction 14

1. Soit X = (x, y, z) € R3. On raisonne par équivalence :

XeFlh <©-x+3y+z=0
o x=3y+z
©X=0By+z)2
< X=y(3,1,0)+2(1,0,1)

On a montré que X appartient a F; si et seulement si X s’écrit comme combinaison
linéaire de (3,1,0) et (1,0,1), ((3,1,0), (1,0, 1)) est donc une famille génératrice de F;.
Elle libre car les deux vecteurs sont non colinéaires (ou parce que I'écriture de X en
tant que combinaison linéaire est unique), c’est donc une base de F; qui est, par
conséquent, de dimension 2.



On peut aussi raisonner en disant que F; # R® donc dim(F;) < 3. Par ailleurs
(1,0,1) et (3,1,0) appartiennent a F;. Comme ils sont non colinéaires, ils forment
une famille libre de F; qui est donc de dimension au moins 2. On en déduit que
dim(F,) =2 et que les deux vecteurs trouvés forment une base de Fj.

2. Soit X =(x,y,2) € R3. On raisonne par équivalence.

x+y+z=0
x-3y=0

3 =
- y+y+z=0
x=3y

© X=03y,y,-4y)
o X=y3,1,-4)

XEFI <:>{

On a montré que X appartient a F; si et seulement si X s’écrit comme combinaison
linéaire de (3,1, —4) qui est non nul, c’est donc une base de F,. On en déduit que F»
est de dimension 1.

3. Soit M € M>(R). On raisonne par équivalence :

a b 0
MeF <3aboeRR,M=|b a 0
c 0 a+b

1 0 0 01 0 0 0 O
o 3(abc)eR®M=al0 1 0|+b[1 0 O0|+c|0 0 O
0 0 1 0 0 1 1 0 0

On a montré que M appartient a F; si et seulement si M est combinaison linéaire
1 0 O 0 1 0 0 0 O
des matrices|0 1 O, {1 0 O]et|{0O O O].
0 0 1)\0 0 1 1 0 0
Ces matrices forment une famille libre (I’écrire) donc c’est une base de F3. On en
déduit que F; est de dimension 3.

3
Correction 15 Soit P = ai X ke R3[X]. On raisonne par équivalence :
k=0

PeFoP=mX +mX?+a X.

Tout élément de F s’écrit, de manieére unique (par unicité des coefficients) comme
combinaison linéaire de la famille (X, X?, X3) qui est, par conséquent, une base de F. Ce
dernier est donc de dimension 3.

Correction 16

11

1. On a (1 + X,1— X) famille libre car les deux vecteurs sont non colinéaires. On en

déduit que Vect(1 + X, 1 — X) est de dimension 2. On a Vect(1 + X,1 - X) cR;[X] et
il y a égalité des dimensions donc égalités des sous-ev.

. Onnote V="Vect(1+X)%,1+X)(1-X),1-X)?.La premiere inclusion est claire

puisque les trois éléments qui engendrent V appartiennent a R, [X] qui est un es-
pace vectoriel. Pour I'inclusion réciproque, on peut remarquer que

A+X)?-1-X)?%=4X
donc4X € V, ce qui implique X € V. On écrit ensuite :
A+XP+1-X0+X)-2X=2

cequimontre2€ VetdoncleV.

Enfin, ona (1+X)2—2X—-1= X2 donc X% € V. On a montré que la famille (1, X, X?)
est une famille de V. Comme elle engendre R, [X], cela implique R2[X] < V d’ou
'égalité.

On peut aussi montrer que la famille ((1 + X)2,(1+X)(1-X),(1 - X)?) est libre. On
suppose qu'il existe (A, i, y) tels que

AQ+X)2+p1-X)A+X)+y(1-X)?=0.

En prenant I’évaluation en 1, on obtient A = 0.

En prenant I'évaluation en —1, on obtient y = 0 puis p = 0.

La famille est libre, c’est donc une base de V' qui est donc de dimension 3. Comme
c’est un ssev de R»[X], de méme dimension, on en déduit que V = Ry [X].

. Notons A = Vect((1,5,3),(2,8,-1)) et B=Vect((0,2,7),(1,3,—-4)).Ona:

(0)217) = 2(1)5)3) - (218) _1))

donc (0,2,7) € Aet:
(1)3) _4) = (2r8) _]-) - (1r5)3))

donc (1,3,4) € A. Comme A est un sous-espace vectoriel de R3,onaBc A.

On remarque ensuite que les deux espaces sont de dimension 2 car engendrés par
deux familles libres de cardinal 2 (deux vecteurs non colinéaires). On en déduit que
A=B.

Correction 17

1. On raisonne par analyse/synthese.

Analyse :



Soit (x;)nen € E, on suppose qu'il existe (a,)pen € F et (bp)nen € G telles que
(X1) neN = (@n) nen + (by) nen. Soit n € N, alors

Xn + Xn+1 =ap+by+ans1+bp =
Xpt1+ Xp42 = a1 + bpy1 + Any2 + byio = bpyy + byao

car a, + dp+1 = 0= au41 + ans2, puisque (a,) pen € F.

On en déduit que X,42 +2X,41 + X5 = Dyt2 +2by4+1 + by. Or, par hypothese, by42 +
b, =2by41. Ainsi, 4b,41 = Xp42 +2Xp41 + X5 On peut faire mieux en écrivant x,, =
—Xp+3 + Xp+2 + Xp41 donc

4bpi1 = —Xp+3 + 2Xp+2 + 3Xn41,

On en déduit que pour tout n € N,
1
by = Z (=Xpt2 +2Xp41+3X5).

Syntheése : Soit (x,) nen € E. On pose

1
(Bp)nen = | = (=Xna2 +2Xp41 +3xp)
4 neN

(@n) nen = (Xn) nen — (D) nen

On veut montrer que
— (an)nen + (bp) nen = (Xn) nen
— (ap)nen€F
— (bp)nen €G.
Le premier point est clair.
1 1

X 1
Soitn=0,onaa; =b, —x, = an— Exn+1 + an+2.

On a donc

1
an+ap+1 = Z (X5 — Xp+1— Xp+2 + Xp+3) =0,

car (x,)nen € E.
On a donc bien (ay) sen € F
Soit maintenant n € N, alors

4 (bn+2 - 2bn+1)

= —Xp+2 +4Xp13 —6Xp11 — Xpia

= —Xp+2 +4Xp4+3 = 6Xp4+1 + Xnt1 — Xn+2 — Xn+3
=—2Xp+2 +3Xn+3 —5Xn+1
=—2Xp+2+3(—Xp+ Xp+1+ Xp+2) —5Xp41

= Xp+2 —2Xp+1—3Xp

=—4by,
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b, + by,

on a donc bien by,42 —2by,4+1 + by, = 0 donc (by,) sen € G.
On a montré que tout élément de E s’écrit comme la somme d'un élément de F et

d'un élément de G. De plus, cette écriture est unique d’apres la phase d’analyse. On
+1
adonc E=FeaG.

2. OnaF ={a((-1)")nen, @ € R} = Vect ((—1)™) yen) donc dim(F) = 1. On sait que les
éléments de G sont de la forme (a + fn) ey car I'équation caractéristique admet
une unique racine double égale a 1. Ainsi, G = Vect ((1) sen, (1) pen) donc dim(G) =
2. On en déduit que dim(E) = dim(F) + dim(G) = 3.

Correction 18 Pour montrer la linéarité, on se donne A € R et U, V deux éléments de R?
,il s’écrivent donc U = (ug, up), V = (v1, 2). Soit A € R, on a donc :

f(/lU-i— V) = f()Lul + vy, AU + V)
=Auy+v1+Aus + v, Aug + v1 — Aup — v2,2(Aug + 17))
= AMuy + up, Uy — up,2uy) + (V1 + 2, V1 — V2,207)
= Af(ur, u2) + f(vr,v2)

On peut aussi dire que 'application est linéaire par linéarité du produit matriciel et de la

1 1
transposition car f(X) = (AXT)T avecA=|1 -1]|.
2 0

Déterminons son noyau, soit U = (uy, up) € R2. On raisonne par équivalence :

UeKer(f) < f(u,u)=(0,0,00u+up=0,u;—up=0et2u; =0
S U =uy=0.

Le noyau est réduit a zéro, I'application est donc injective.

Par le thm du rang, on sait que I'image est de dimension 2 donc I'application n’est
pas surjective. Pour déterminer son image, il suffit de donner deux vecteurs non coli-
néaires (car on est en dimension 2, une famille libre est donc facile a voir) de I'image :
Im(f) = Vect((1,1,2),(1,-1,0)); C’est beaucoup plus rapide que de chercher a quelle(s)
condition(s) un élément admet un antécédent mais on n’'a pas I'équation de I'image. Si
on veut'équation de I'image, on peut revenir 4 la méthode piétonne : Soit Y € R3 et cher-
chons a quelle(s) condition(s) il existe X € R? tel que f(X)=Y.Onécrit Y = (y1,y2,y3) et
on cherche a savoir s'il existe X = (x1, x2). On doit donc déterminer si le systéme suivant
admet une solution.

X1 tX2=)1
X1—X2=)2
2xX1=Y3



Ce systeme est équivalent a :

ity X = Ny

X1 = 5 2
yi-y, Cestadireq , - J17J)2

X2 = 5 2

21 = s 0 = »3-y2-)3

Le systeme admet donc une solution si et seulement si y; + y» = y3. Limage de f est donc
I'ensemble des Y = (y1, ¥, y3) vérifiant y; + y» = y3.

On peut aussi le voir ainsi. Soit Y € R3, alors Y € Im( f) sietseulement si Y est CL de
(1,1,2) et (1,—1,0) donc Y e Im(f) © I(A, 1) € R2,Y = A(1,1,2) + u(1,-1,0). On voit que
c’est équivalent a chercher si le systtme admet des solutions donc a chercher la ou les
conditions de compatibilité c’est-a-dire précisément ce que I'on a fait au-dessus.

Enfin, si on trouve une équation " qui marche", cela suffira car on sait que I'image
est de dimension 2, c’est donc le noyau d’une forme linéaire non nulle de R3. On peut
donc remarquer que les deux vecteurs de I'image vérifie "somme des deux premiéres
coordonnées égale a la derniere coordonnée" et en déduire que 'image est 'ensemble
des {(x,y,2) ER3, x+y =2z}

Remarque. Le systeme précédent, quand la condition de compatibilité est vérifiée, ad-
met une unique solution. Uapplication f est donc injective et le calcul du noyau fait pré-
cédemment est inutile.

Correction 19 par double implication, thm du rang implique pair. Si pair, soit
(e1,...,€p,ep+1,...,€2p) une base. On définit u par

u(e;) = {

On a alors Ker(u) = Im(u) = Vect(ey,..., ep).

O siie€ [[l,p]]

ei_p siie[p+1,2p]

Correction 20  Soit f une telle application, alors f(0,1,0) = f(1,1,0) — £(1,0,0) = (0,0)
par linéarité et £(0,0,1) = f(1,1,1) — f(1,1,0) = (0,1). On a donc, toujours par linéarité,
f(x,y,2) = (x,2z). Réciproquement, cette application linéaire vérifie bien ce que 1'on sou-
haite. On remarque que son image contient (1,0) et (0,1) donc Im(f) = R2. Par le thm du
rang, son noyau est de dimension 1 et f(0,1,0) = (0,0) donc Ker(f) = Vect(0, 1,0).

Correction 21
donc:

Soit y € Im(f —2idp), alors il existe x € E, tel que f(x) —2x =y. On a
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= f(f(0) -2 +2(f(x) -2x)
= f2(x) - 2f(x) +2f (x) — 4x
:fz(x)—4x

=Opcar f? =4idg

fn+2y

On a donc bien y € Ker(f +2idg) d’ou l'inclusion.

D’apres le théoreme du rang appliqué a (f —2idg), on sait que :
dim (Ker(f - 2idg)) +rg(f - 2idg) = dim(E)

donc il suffit de montrer que la somme est directe.

Soit x € Ker(f —2idg) nIm(f — 2idp), alors x € Ker(f —2idg) nKer(f + 2idg) d’apres
I'inclusion montrée ci-dessus. On a donc f(x) +2x = 0g = f(x) —2x, ce qui n'est possible
que si x =0p.

La somme est directe, on a bien I'égalité souhaitée.

Correction 22

1. On remarque que pour tout P € R,[X], (n+ 1)P — XP' € R,[X]. De plus, si
deg(P) = n+ 1, alors le terme dominant de XP' vaut (n + Dap+1 X" avec ap4;
le coefficient dominant de P, c’est-a-dire le méme terme dominant que (n + 1) P.
Ainsi, le polynéme (n+1)P — XP' € R,,[X], 'application est donc bien définie. Elle
est linéaire par linéarité de la dérivation.

On peut aussi calculer I'image de ¢ :

Im(¢) = Vect(p(1),..., (X" =Vect(n+1,nX,...,X",0) = Vect(n+1,nX,..., X").

donc Im¢ c R, [X] et 'application est donc bien définie.

n+l
2. SoitP= )Y a;X*eRps1(X].Ona
k=0
PeKer(p) < @P)=0
n+l n+1
Y n+Dagx* =Y kapx*
k=0 k=0

o Vke[0o,n+1](n+1-k)ax=0
© Vke[0,n]ar=0

o P=qay X"

& PeVect(X™1)

On a montré, par équivalence, que ker(¢) = Vect(X n+1y Une base de Ker(¢p) est
(Xn+1).



Remarque : Si on a calculé I'image a la question précédente, il est plus rapide de
remarquer que I'image est égale a R,[X] (car la famille (n + 1, nX,..., X™) est une
famille de R, [X], libre car composée de polyndmes non nuls de degrés distincts et
de cardinal n+1 donc c’est une base de R, [X]. On en déduit que Im¢ = R,,[X] donc,
par le thm du rang, Ker¢ est de dimension 1 et comme on a calculé ¢(X"*!) =0, on
en déduit que Ker¢ = Vect(X"*1).

3. D’apres le thm du rang, le rang de ¢ est n+ 1. On en déduit que I'image de ¢ est
de méme dimension que R,[X], et comme Im(¢) < R,[X], on a égalité donc ¢ est
surjective.

n+1 n+1
4. On cherche P = Z aka tel que ¢(P) = X. On doit avoir Z (n+1- k)aka =X.
k=0 k=0
1
On a donc, an+1 quelconque, Yk € [[0,n], k # 1, ar =0 et a; = —. On en déduit que
n
X
les solutions sont les polynémes de la forme 1 X n+ly = avec L€ R.
n
Correction 23
X
1. Soit X =|y| € M3 (R),
z

0
XeKerpy o pa(X)= (0)
0

x-=3y =0 3y
o4 —x+y+2z =0 o X=|y
y-z =0 y

3
Une base de Ker¢ 4 est, par exemple, composée du vecteur (

),

3. 1l suffit de prendre deux éléments non colinéaires de I'image. Par exemple,

1

2. Par le thm du rang, on en déduit que rg¢p4 = 2.

NG

Correction 24

14

. Il suffit de montrer que f o f = f ce qui est équivalent a montrer que :
V(x, 2,0 €R, fof(x,y20=fx121)

ce qui estimmédiat.

Ona:
Ker(f) ={(x,y,2,1),x =y = z= 0} = Vect(0,0,0, 1)

et:

=Ker(f —id) ={(x,y,2,0) €R}, f(x,y,2,1) = (x,,2, 1)}
= {(x’ y’ Z’ t) € R4’Z = t} :VeCt((]"OYO’ 0)’ (0’ 1’070)’(0, 07 ]" l)) .

Im(f)

. On note s cette symétrie, on sait que s =2f —id, on adonc:

s(1,2,3,4=2f(1,2,3,4-(1,2,3,4) =2(1,2,3,3) - (1,2,3,4) = (1,2,3,2).

Correction 25 On calcule ¢ 40 ¢p4. Soit donc X = (;) € M, (R), alors

_1(2x-4y
puis
X _i 22x—-4y)—4(-x+2y) _i B B _l 2x—4y) X
PacPs (y)_ 16 (—(2x—4y)+2(—x+2y))_ 168X~ 16%, 4x+8y)‘4(—x+2y)“/"‘(y)

On en déduit que ¢ 4 est bien un projecteur de R?. Pour déterminer ses éléments carac-
téristiques, on doit déterminer son noyau et son image.

On commence par le noyau. Soit X = (;) € M>; (R)?, alors

XeKer(pA@(pA(;)=(g)©x=2y©X=y(?).

2
On a montré que Ker¢ 4 = Vect (1)
Pour I'image, on sait, par le thm du rang qu’elle est de dimension 1, il suffit donc

1
d’en donner un vecteur non nul. On prend ¢ 4 ((1)) =1 (_21), on en déduit que Im(¢p4) =

2
Vect(_l).



2 2
On a montré que ¢ 4 est le projecteur sur Vect (_ 1) parallelement a Vect ( 1).

Correction 26 On doit calculer ¢ 4o 4.

X
Soit X = | y | € M31(R), alors
z
X 1 -8x+4y+z
baly|==|4x+7y+4z ]|,
z 9 x+4y-8z
et
X 1 81x X
bachaly|=—|81y|=|y
81
z 81z z

On abien ¢4 o¢p 4 = idy,, ® donc ¢4 est une symétrie.
On doit déterminer Ker(¢pa — idag, m) et Ker(Ppa + idp,, @)
X

y

Soit X =
z

) € Ms3; (R), alors

9x

9y
9z

-8x+4y+z
4x+7y+4z

XeKer(pa—idy, m) ©PaX)=Xo (
x+4y-8z

)

4
1

|

On résout le systéme, on trouve X € Ker(¢pa —idp, w) © X =2 ( ), on a donc Ker(¢p4 —

l)'

idMgl([R)) = Vect(
1

-8x+4y+z 9x 0
De méme, X € Ker(¢pa + idp,, @) © (4x+7y+4z) + (9}/) = (0) < x+4y+z=0,ona
x+4y—-8z 9z 0
donc
X -4 1
Ker((pA+ idM31(R)) = { (y) € Mgl(lR),x+4y+z:O} :Vect(( 1 ),( 0 )) .
z 0 -1

Correction27 Onsuppose que f est non nulle et on montre que g I'est nécessairement.
Si f est non nulle, il existe xg € E tel que f(xp) # 0. On a donc g(xp) = 0. Soit maintenant

¥ € E quelconque. Alors f(xy+ y)g(xp + y) = 0. Or, par linéarité,

fxo+y)8(x0+y) = f(x0)g(x0) + f(1)g(x0) + f(x0)g(¥) + f(1)g(W).

On sait, par hypothese, que f(y)g(y) = 0 et g(x9) = 0 donc f(x9)g(y) = 0. Comme on a
supposé f(xp) #0, on a g(y) =0. Ceci étant vrai pour tout y, g est nulle.

Correction 28 On remarque tout d’abord que F et G sont des sous-espaces vectoriels
de H sont F+ G c H. Déterminons la dimension de ces espaces vectoriels. Soit P € R3[X].
On raisonne par équivalence :

PeF o P-1)=P1)=P0)=0
< P est divisible par (X - 1) X (X +1)
< 3JdaeR, P=aX(X?-1)car P est de degré au plus 3.

On a donc G = Vect (X (X? —1)). De méme, on montre que H = Vect (X (X — 1)(X —2)).
Pour H, on écrit :

PeH < P(1)=P0)=0
& P est divisible par X(X - 1)
o3(a,b)eR? P=X(X?-1)(aX+Db)

oIAa,b)eR’ P=aX?*X-1)+bX(X-1)

Ainsi, on a montré que tout élément de H = Vect (X?(X — 1), X(X - 1)).

On adonc dim(F) = dim(G) = 1 etdim(H) = 2. On remarque que F et G sont en somme
directe car le seul polynéme de R3[X] admettant 0,—1,1 et 2 pour racines est le polynéme
nul. Ainsi, dim(F & G) =2 or F® G c H d’ou I'égalité.

Correction 29  Soit M € M, (KK), M = (m;;). On pose D = diag(mu, ..., Mnn), A = (a;;)

et B = (b;}) avec

OnaAeTfetBeT, etM=D+A+B.

On a montré que tout élément de M, (K) s’écrit comme la somme d'un élément de
D, (K), un élément de T, et un élément de T}, .

Montrons I'unicité de I'écriture. Soit M = (m; ;) € My (KK). On suppose que M = D+ A+B
avec (D, A,B) € D, (K) x T, (K) x T, (K). On note D = diag(d,,...,dp), A = (aij) et B =
(b;}). Alors, par identification des coefficients, on a

sii<j mij sii>j
. ij= .
sinon / sinon

aijj sii<j
mjj = dl’ SiiZj.
bij sii>j

15



Ainsi, les matrices A, B et D sont uniques. On a donc bien

My (K) = D, (K) @ T, (K) & T, (K).

Correction 30 Tout élément de F s’écrit (x,y,—x — y,3y) donc ((1,0,-1,0),(0,1,-1,3))
est une base de F.
La famille :

((1,0,-1,0),(0,1,-1,3),(0,0,1,0),(0,0,0,1))

est une famille échelonnée de R* donc libre. Comme elle est de cardinal 4, ¢’est une base
de R*, on peut donc affirmer que Vect((0,0,1,0),(0,0,0,1)) est un supplémentaire de F
dans R?.

Correction 31 On va compléter la famille :
(X -1? X +1)?)
en une base de R, [X]. Montrons que la famille :

(X-1%X+D4 (X -1D(X+1)

est une base de R, [X]. Comme elle est de cardinal 3, il suffit de montrer qu’elle est libre.
Soit donc Ay, Ay, A3 des réels tels que :

MEX-D*+ LX+D*+ (X -1D(X+1) =0.
Ce polyndme est nul, son évaluation en 1 est donc nulle ce qui donne :
A2 =0.
De méme, son évaluation en -1 est nulle donc 1; = 0. On a donc, en revenant a I’équation

initiale :
A3(X-1D(X+1)=0,

donc A3 = 0, ce qui montre que la famille est libre. On en déduit que c’est une base de
R2[X] donc Vect (X? — 1) est un supplémentaire de Vect ((X — 1)%, (X +1)?).

Correction 32 Comme la famille est de cardinal 3, qui est la dimension de R3, il suffit
de montrer qu’elle est libre. On suppose donc qu’il existe a, §,y trois réels tels que :

au+ fv+yw =0ps.
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Onadonc:
a+y=0
a+p+y=0
a+p=0

ce qui impose a = f = a = 0 et la famille est libre, donc c’est une base de R3.

Correction 33  Soit (x,y,z,1) € R*. On raisonne par équivalence :

x,y,z,)eFet=0,x=yetdy=z¢e (x,),2,1) = (x,x,3x,0) =x(1,1,3,0).

Le vecteur (1,1,3,0) est donc une famille génératrice de F et comme il est non-nul, c’est
une famille libre, donc une base de F.

Pour obtenir un supplémentaire de F, il suffit de compléter ce vecteur en une
base de R*. On peut la choisir échelonnée en prenant les trois vecteurs suivants :
(1,1,1,1),(1,1,0,0) et (1,0,0,0). La famille ((1,1,3,0),(1,1,1,1),(1,1,0,0), (1,0,0,0)) est une
base de R* car elle est échelonnée (donc libre) et de cardinal 4. Un supplémentaire de F
dans R* est vect ((1,1,1,1),(1,1,0,0),(1,0,0,0)).

Correction 34

1. 1I suffit de montrer que les vecteurs forment une famille libre puisqu’elle est de
cardinal 3 et dimR? = 3. On suppose donc qu’il existe a1, a», a3 des réels tels que :

ayv +axvy+asvs =(0,0,0).

Ona:
a;—2a2+3a3 = 0
—2a1+3a2+2a3 = 0
3a;—ax+a3 = 0
ay—2a2+3a3 = 0 a; =0
< —a2+8a3 = 0(Lp—Lx+2L) < a,=0
5as — 8063 = 0 (L3 — L3 —-3L,) a3 = 0

La famille est bien une famille libre et forme donc une base de R3.

2. Sans calcul, on trouve que les coordonnées de (0,0,0) sont (0,0,0) et ceux de
(1,-2,3) = vy sont (1,0,0).

Correction 35



1. Soit (x,y,z,t) € F,alors x+z=0et3y =2z donc:

3
(xryyzr t) = x(lyoy_l)o) +J/(0»1,0, 5)

Une famille génératrice de F est donc:

((10—1 0) (010§))
bl ’ ’ )7)2 ’

les deux vecteurs étant non colinéaires, c’est une famille libre, ce qui implique que
c’est une base de F. Celui-ci est donc de dimension 2.

Pour déterminer un supplémentaire de F, il suffit de compléter la base de F
en une base de R*. En rajoutant les vecteurs (1,1,0,0) et (1,0,0,0), on obtient
une famille échelonnée donc libre. Comme elle est de cardinal 4, c’est une base
de R* ce qui nous permet d’affirmer quun supplémentaire de F dans R* est
vect((1,1,0,0),(1,0,0,0)), dont une base est ((1,1,0,0), (1,0,0,0)).

Correction 36  Soit P € R3[X]. On raisonne par équivalence :

PeG < P(1)=0=P(2)
< P est divisible par (X - 1)(X -2)
o3ab) el P(X)=(X-1)(X-2)(aX+D)

<3(a,b)eR?, P=aX(X-1)(X+2)+b(X-1)(X-2)

On a montré que tout élément de P s’écrit de maniére unique comme combinaison li-
néaire de (X(X —1)(X +2),(X — 1)(X + 2)), 'unicité de I'écriture découlant de celle de la
division euclidienne. Cette famille est, par conséquent, une base de G. Le sous-espace
vectoriel G est donc de dimension 2.

Correction 37 Lapplication est linéaire, car elle peut s'écrire f(X) = (AX T)T avec A=

2 =3
(1 -1
on raisonne par équivalence :

1 ) etle produit matriciel et la transposition sont linéaires. Soit X = (x, y, z) € R3,
3

X eKer(p1s) =¢13(X)=(0,0)

© (2x-3y+z,x—y+2z/3)=(0,0)

{

En faisant L, — L, — L; on obtient x = 0 puis z =3y. On a donc

On doit résoudre le systeme
=0
=0

2x-3y+z
3x-3y+z

X eKer(¢13) © X=(0,y,3y) © X € Vect(0,1,3),
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donc ker ¢35 = vect(0, 1, 3).
On utilise maintenant le thm du rang : on sait que 'image est de dimension 2. Or c’est
un ssev de R? donc Im(¢p) = R2.

Correction38 Soit U,VeR3etAeR,onalU=(a,b,c), V=(d,e, f),alors:

fQAU+V) =f(Aa+d,Ab+eAc+ f)
=Aa+d+Ab+e2(Ac+ f),Ab+e+ Ac+ f)
=(Ma+b)+d+e2Ac+2f,A(b+c)+e+f)

=Af()+ f(V)

Ainsi, f est linéaire. Comme on nous demande de déterminer sa bijection réciproque,
on va chercher a résoudre le systeme f(U) = V. Soit donc V = (d, ¢, f) et on cherche U =
(a, b, c) vérifiant f(U) = V. Il nous faut résoudre le systéme suivant, d'inconnue (a, b, c) :

a+b = d

2c = e

b+c = f
e e

On trouve (a, b,c) = (d_f+§'f_§’§
x—z+X,z—Z,Z),
2 22

). La bijection réciproque de f est donnée par

(x,y,2) — (

Correction 39 Soit P € K, [X], on raisonne par équivalence :

PeF o Pla)=---=Play)=0

k
o [[x-a)lP
i=1

k
< 3IQeK,—k[X,PX)=QXO[] X -ay)
i=1

n—k k
< 3(co,..., k) EK"FLPX) = Y ;X[ (X - a)
j=0 i=1

On a montré quun polyndme P est un élément de F si et seulement

k )n—k

XX ~ap
i=1

k k k

[Tx-an, X[]X-ap,... X" *[[ (X-a;)|. De plus, les coefficients de cette

i=1 i=1 i=1

combinaison linéaire sont uniques donc c’est une base de F qui est donc de dimension
n-k.

s'il s'écrit comme combinaison linéaire de la famille (
j=0



(On peut aussi dire que les degrés sont distincts donc la famille est libre). Les éléments
de la base de F trouvée sont de degrés k a n. On peut donc compléter cette famille en
une base de K ,[X] en rajoutant les vecteurs (1,..., X*-1). Ainsi, le ssev Vect(l,..., X* 1),
c’est-a-dire Kx_1[X] est un supplémentaire de F dans K, [X].

Correction 40 On se donne F et G deux ssev de E de méme dimension. On commence
par poser s = dim(F N G), n = dim(E) et p = dim(F) = dim(G). Si s # 0, on prend une base
(ey,...,es) de Fn G. On va compléter cette famille libre de E de deux facons différentes :

— Tout d’abord de telle sorte que (e, ..., e, U1,..., Up—s) soit une base de F.

— Puis telle que (ey,..., 5, v1,..., Vp—s) soit une base de G.
Dans le cas out s = 0, on prend juste une base de F et une base de G. On sait, d’apres le
cours, qu'une base de F + G est la famille (e, ...,es, uy, ..., Up—s, v1,..., Vp—s) (cf démons-
tration de la formule dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G)).

Avec nos notations, on adim(F+G) =2p—s.Si2p—s = n, celasignifie que F+G = E (on
a F+ G c E et mémes dimensions). Si ce n’est pas le cas, on peut compléter cette famille
libre de E en une base de E en rajoutant des vecteurs (w1, ..., Wp—2p+s).

A ce stade 13, on sait que la famille :

(e1,...,€5,Ulyeey Up—5,V1,.eey Upos, W1, ..o, Wn—2p+s)

est une base de E.

Onpose H = Vect(uy +vy,..., Up—s+Vp—s, W1, ..., Wp-2p+s). MOntrons que H est un sup-
plémentaire commun a F et G dans E.

On commence par montrer que la famille

U1+ V1, Up—s + Vp—s, W1, ..., Wp—2p+s)

est bien une base de H. Il suffit, pour cela, de montrer qu’elle est libre. On peut, pour
éviter tout calcul, remarquer que, par opérations sur la famille

(e1,..,€5,Uyeeey Up—s, V1yeney Ups, W1, .oy Wi—2p+s),
la famille
(e1,..,es, U1y ey Up—s, UL + V1, ey Up—s+ Vpos, W1, .oy Wh—2p+s)
est aussi libre. La famille
(U1 + V1, Up—s+ Vp—s, W1,..., Wp—2p+s)

est alors une sous-famille d'une famille libre, elle est donc libre.
Par ailleurs, on vient de dire que la concaténation d'une base de F et d'une base de H
formait une base de E (la concaténation est la famille :

(e1,..,es, U1y ey Up—s, UL + V1, ey Up—s+ Vpos, W1, .oy Wn—2p+s)

ci-dessus).
Ainsi, H est bien un supplémentaire de F dans E.
Avec le méme raisonnement, on part de la base
(e1,..r€5Utyey Up—s, V1,.eey Upes, W1, eooy Wi—2p+s)
de E. Par opérations élémentaires, la famille
(e1,..., €5, U1 + V1, Up—s+ Up—s, V1, .-e, Up—s, W1, .o, Wh—2p+s),
est aussi une base de E. On peut permuter ses éléments et obtenir que
(€1,..r €5, V1yeey Up—sy U1 + V1, ..oy Up—s+ Vp—s, W1, ..., Wp—2p+s),

est une base de E. C’est la concaténation d'une base de G et d'une base de H donc H est
bien un supplémentaire de G dans E.
On vient de montrer que H est un supplémentaire commun de F et G dans E.

Correction 41 Montrons que Im(u) = u(F) par double inclusion. On a u(F) c Im(u),
montrons I'inclusion réciproque. Soit donc y € Im(u), alors il existe x € E tel que u(x) = y.
Or x s’écrit a+ b avec (a, b) € Ker(u) x F. On a donc u(x) = u(b) puisque u(a) = 0g. Ainsi,
y admet un antécédent dans F donc y € u(F) ce qui montre I'inclusion Im(u) < u(F) d’out
I'égalité.

Ainsi, on a Im(u) = u(F) d’oltt rg(u) = dim(u(F)). Or, d’apreés le théoreme du rang,
rg(u) = dim(E) — dim(Ker(u)) et I'égalité Ker(u) @ F = E implique I'égalité dim(F) =
dim(E) — dim(Ker(u)), on a donc:

dim(F) = dim(u(F)).

Correction 42
1. Montrons que rg(fog) <rgf etrg(fog) <rgg ce qui impliquera:

rg(f o g) < min(rgf,rgg).
On a g(E) c Edonc fog(E) c f(E). Celaimplique rg(f o g) <rgf.

Sion applique le théoréme du rang a fg(g), on obtient :
dim(g(E)) = dimKer (flgr) +18(flgm)
d’ou dim(g(E)) =1g(flg(r ). Or dim(g(E)) =rg(g) et
18(flgin) = dimf o g(E) =rg(f o g)
d’ot1 I'inégalité rg(f o g) <rg(g).
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2. Onalm(f +g) cImf +Img donc:
rg(f + g) sdim(Im(f) +Im(g)) <rg(f) +rg(g),

ce qui montre la premiére inégalité. Par ailleurs, en appliquant ce résultat a f =
(f+g)+(-g)etg=(f+g +(—f) onobtient:

1g(f) <rg(f +g) +rg(-g) etrg(g) < rg(f + g +18(-f),
d’ot1, comme rg(—g) = rg(g) etrg(—f) =rg(f) :
rg(f) <rg(f +g) +rg(g) etrg(g) srg(f + g) +rg(f),

ce qui implique rg(f+ g) =rgf —rgg etrg(f + g) =rgg —rgf d’oul'inégalité souhai-
tée.

. On suppose f + g un automorphisme et fo g =0. Si f + g est un automorphisme,
on arg(f +g) = n. D’'apres la question précédente, on a donc rg(f) +rg(g) = n.
On sait également que fog = 0, ce qui implique Im(g) < Ker(f) donc rg(g) <
dim(ker(f)). Par ailleurs, on a rg(g) + rg(f) = rg(g) + n — dim(Ker(f)) = n donc
rg(g) = dimKer(f). On en déduit que rg(g) = dimker(f) et comme on a une inclu-
sion, on a égalité.

Correction 43 Montrons que Ker(¢) = {(x, —x), x € F N G}. Linclusion :
{(x,—x),x € FNn G} cKer(y)

est claire. Soit maintenant (x, y) € Ker(¢). Alors x+ y = 0g. On adonc:

X =-y.
~
€F €G

Onadonc xe€ FnGdonc (x,y) € {(x,—x), x € FN G}, d ot I'égalité.
Il reste maintenant a se convaincre que dim{(x,—x),x€ FNG} = dim(F n G). Pour
cela, on considére une base (ej,::-,e;) de Fn G. Alors, pour tout élément (a,—a) de

;
{(x,—x),x € FN G}, il existe un unique r-uplet (a;,---,a,) € R" tel que a = Z aie;. On

i=1
a alors:

r r r
(a,—a) = (Z ae,—y. ei) =) aile,—ep).
i=1 i=1 i=1

On a montré que (a,—a) s'écrit, de maniere unique, comme une combinaison linéaire
de la famille ((e;, —e;))1<;<r- Ainsi, cette famille est une base de Ker(¢p) car elle est de
cardinal 7 donc dimKer(¢) = dim(F n G).

19

Montrons maintenant que Im(¢) = F + G. Il est clair que Im(¢) < F + G. Montrons
l'autre inclusion. Soit donc x € F + G, alors il existe un couple (a,b) € F x G tel que
x =a+b = ¢(ab). Ainsi, x € Im(¢). On a donc F + G < Im(p) d’ou I'égalité. Ainsi,
1g(¢) = dim(F + G).

Appliquons maintenant le théoréme duranga ¢ :

dim (F x G) =dim(F N G) +dim(F + G).

Comme dim (F x G) = dim(F) + dim(G), on retrouve I'égalité de Grassman.

Correction 44 Soit m = rg(f) = dimKer(f) et (y1,::+,ym) une base de Ker(f). Pour
tout i € [1,m], on choisit x; un antécédent de y; par f. Montrons que la famille
(X1, Xm, Y1, , Ym) est une base de E. Elle est de cardinal dim(E) d’apres le théoreme
du rang, il suffit donc de montrer qu’elle est libre.

Soit (A1,-++, A, 1, » ) € RZ™ tel que :

m m
Z Aixi+ Z Kjyj=0g.
i-1 st

On applique f al'égalité, par linéarité, on obtient :

Mz

m
Aif(x)+ ) uify))
j=1

Op

—

3

Aiyjcar yj e Ker(f) et f(x;) = y;

—

On obtient une combinaison linéaire nulle de la famille (y,---
c’est une base de Ker(f). On en déduit que Vi € [1,m],A; = 0.
m

, ¥Ym) qui est libre puisque

En revenant a I'égalité de départ, on a Z u;jy;j = O et on utilise, a nouveau, la li-
j=1
berté de la famille (y1,---,y,) pour affirmer que u; = 0,V € [1,m]. Ainsi la famille
(X1, Xm, y1,-**, Ym) est une base de E.
Montrons I'existence de g par analyse-synthese.
Analyse :Supposons qu'il existe une telle application g € L(E). Alors, on a:

Vie[l,n], fog(xi)+go flxi)=x;,
ce qui est équivalent a f o g(x;) + g(y;) = x; car f(x;) = y;.

On a également :
Vie[lL,n], fogly)+gofyid)=yi



ce qui est équivalent a f o g(y;) = y; car f(y;) = 0g. En posant g(y;) = x; et g(x;) = 0g, on
a bien les deux égalités souhaitées.

Synthese :Soit g € L(E) 'application définie par g(y;) = x; et g(x;) = Og. Cette application
est bien définie car on I'a définit sur une base de E. Montrons que fog+go f =idg.

11 suffit de montrer que cette égalité est vraie sur une base de E.

Soiti € [1,m],ona:
fogx)+gof(x)=f0p)+gy)=x,

et
fogly)+gof(y)=f(x))+g0p) =y.

L'égalité est vraie sur une base de E. Par linéarité, elle est vraie pour tout x € E donc
fog+gof=idg.Par analyse-syntheése, on a montré qu'il existe g € L(E) telle que fog+
gof=idg

Correction 45 On suppose que R” = Im(f) @ Ker(f), montrons que Im(f) = Im(f?).
On sait déja que Im(f?) < Im(f) car c’est vrai pour tout endomorphisme. En effet, si y €
Im(f?), alors il existe x € R", y = f2(x). Or f2(x) = f (f (%) € Im(f) donc Im(f) < Im(f?).
Montrons maintenant 1'autre inclusion. Soit donc y € Im(f). Alors il existe x € R",
f(x) = y.On utilise maintenant1’égalité R” = Im(f) @Ker(f). On peut donc écrire x = a+b
avec a € Im(f) et b € Ker(f). On traduit a € Im(f) par 'existence de a' € R" tel que
a = f(a). Remplagons maintenant x = f(a') + b dans y = f(x). On obtient :

y=f@x)=f(fla)+b)=fof@)+fb)=fofla)

car b € ker(f). On a donc y = fz(a’) ce qui montre que y € Im(fz). Ainsi, on a montré
I'inclusion Im(f) < Im(f 2y d’ox I'égalité, par double inclusion.

On suppose maintenant que I'on a Im(f) = Im(f?), montrons que Ker(f) = Ker(f?).
On applique le théoréeme duranga feta f2:

n =dim(ker(f)) +rg(f),

et
n= dim(ker(fz)) + rg(fz).

Comme Im(f) = Im(f?), on a rg(f) = rg(f?) donc nécessairement dim(Ker(f)) =
dim(Ker(f?)).

Par ailleurs, on a Ker(f) < Ker(f 2) car ceci est vrai pour tout endomorphisme. En effet,
si x € Ker(f), ona f(x) = Ogs donc f (f(x)) = f(Ogn) = Ogn.

On a donc ker(f) c Ker(f?) et dim(Ker(f)) = dim(Ker(f?)) donc les deux espaces sont
égaux.
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Supposons maintenant Ker(f) = Ker(fz) et montrons que R” = Im(f) & Ker(f). On va,
tout d’abord, montrer que la somme est directe. Soit donc x € Ker(f) nIm(f). On a donc
x = f(a) avec a € R" et f(x) = Ogn. Ainsi, f?(a) = Og». On a donc a € Ker(f?). Or, on a
supposé Ker(f) = Ker(f?) donc a € Ker(f). Cela implique f(a) = Ogn et comme x = f(a),
onvient de montrer que x est nul. Ainsi, on Ker(f) nIm(f) = {Og~} et la somme est directe.

Considérons maintenant le ssev Im(f) ® Ker(f). Comme la somme est directe, sa di-
mension vaut dim(Im(f)) + dim(Ker(f)), ce qui est égal, d’apres le théoréme du rang, a n.
Ainsi, Im(f) @ Ker(f) est un ssev de R” de dimension 7, il est donc égal 8 R” doncon a:

Im(f) @ Ker(f) = R".

Ceci achéve de montrer la derniere implication. On a montré 1'équivalence des trois
assertions.

Correction 46

1. On veut montrer que pour tout n €N, Fy,41 € F, et G, < G-
Soit donc y € Fy,,1, alors il existe x € E tel que y = u"*"!(x). On remarque que l'on
peut écrire y = u" (u(x)) avec u(x) € E, ce qui montre que y appartient a F,,. On a

donc

D’autre part, soit x € G, alors u”(x) = 0 et en appliquant u, on obtient u™(x) =
u(u™(x)) = u(0) = 0 puisque u est linéaire donc x € G,4+1 ce qui montre que

La suite (dim(F;))nen est décroissante, minorée par 0 donc convergente. Comme
c’est une suite d’entiers, il existe Ny tel que Vn = Ny, dim(Fy) = dim(Fp,). Comme
on a, pour tout n = Ny, F,, c Fy,, on en déduit que pour tout n = Ny, F,, = Fn,.

On note N le plus petit entier a partir duquel la suite (Im(u™)) ,en €st stationnaire,
on a alors rg(uk) = rg(uN ), Vk = N; d’apres le théoreme du rang, cela implique
que dim(ker u*y = dim(ker u¥), Vk = N. Comme on a également Vk = N, ker(u™) ¢
ker u¥, on en déduit que la suite des noyaux est également stationnaire a partir de
I'entier N.

Soit x € E, alors u™ (x) € Imu®. Or, la suite (Im(uy,)) neny étant stationnaire a partir
du rang N (et 2N = N), on a Im(u") = Im(u?V). 1l existe donc a € E tel que
uN(x) = u®N(a) dou x — uN(a) € ker u®.

On pose b = x— uV(a), on a alors x = u™N(a) + b avec b € keru"V. On donc montré
que tout élément de E s’écrit comme la somme d’un élément de Imu" et de ker u/.

Montrons maintenant que la somme est directe. Soit donc x € ker uN nImu?, alors
uN(x) = 0 et il existe a € E tel que x = u™(a), on a donc a € ker u?". Or, toujours
parce que la suite (Keru™) ey est stationnaire a partir du rang N (et que 2N = N),



on a ker(u?Y) = keru® donc a € Ker(u) c’est-a-dire u”¥ (a) = 0 = x. On a montré
que la somme est directe.

3. Soit x € Imu®, alors il existe a € E tel que x = u™ (@). Montrons que u(x) € Im(u?).

On a u(x) = uN*(a) € Imu™N*!. Or Im(uN*1) = Imu” donc u(x) € Im(u®), ce qui

montre que Imu" est stable par .

De méme, soit y € keru”, alors 1"V (y) = 0. Comme u est linéaire, on a uV*1(y) =0
donc u™ (u(y)) = 0 ce qui montre que u(x) € Ker(u"") donc ker u" est stable par .

4. Soit x € ker u|, alors u(x) = 0 et x € F = Fy. Par définition de Fy = Im(x"), on sait
qu'il existe a € E tel que uV(a) = x; On a supposé u(x) = 0 donc uN*1(a) = 0. On
a donc a € Gy, et comme Gy, = Gy, on en déduit u™ (a) = 0 = x. Ainsi, u|r est
injectif.
c’est un endomorphisme d’'un espace de dimension finie (car F est stable par u),

‘ I’endomorphisme u|r est bijectif‘

Considérons maintenant u|g. Pour tout x € G = Gy, on a u™ (x) = 0 donc uN|¢g =
0 et

‘ I’endomorphisme u|g est nilpotent ‘

Correction 47 Soit xg € E\ H, alors Vect(xg) @ H = E. Il existe donc (A, b) e K x H tel que
u(xg) = Axg+ b.
Soit maintenant x€ E. Alors x=axp+aavecaelKetae H.Ona

ux)—Ax =aulxg) +ula)—Aaxy—Aa
=alxg+ab+ula)—Aaxyg—Aa
=ab+u(a)-Aa

On sait que H est stable par u, onadonc u(a) € H et H estun ssevdonc ab+u(a)—Aa e
H.On adonc
VxeE u(x)—Axe H,

c’est-a-dire Im(u— Aidg) < H.
Correction 48 Si H; = H», on a dim(H; n Hy) = dim(H;) = n— 1. Sinon, il existe x € H;
et x ¢ Hp, on a alors Vect(x) @ H, = E donc H; + H, = E. On en déduit que

n= dlm(Hl) + dlm(HZ) — d1m(H1 n Hz),

d’apres la formule de Grassmann. Ainsi, dim(H; N Hp) = n—2.
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