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Devoir maison 11.

à rendre le 18 mai pour les trinômes impairs

Soit (a, b) ∈ C2, on considère E = {(un)n∈N ∈ CN,∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun}.

1. On considère Φ :

{
E −→ C2

(un)n∈N 7−→ (u0, u1)
. Montrer que Φ est un isomorphisme.

2. En déduire la dimension de E.

On souhaite trouver une base de E formée de suites dont le terme général est explicite.

3. On suppose que (rn)n∈N est un élément de E. Pourquoi peut-on supposer que r 6= 0?

4. Que doit satisfaire le complexe r?

5. Si r est solution de l'équation dite caractéristique r2 − ar − b = 0, montrer que (rn)n∈N est un
élément de E.

6. On suppose a2+4b 6= 0, donner une base de E à l'aide des solution de l'équation caractéristique.

7. On suppose a2 + 4b = 0, on note alors r0 ∈ C tel que a = 2r0 et b = −r20.

(a) Montrer que (un)n∈N ∈ E ⇔
(
un
rn0

)
n∈N
∈ F, avec F = {(xn)n∈N ∈ CN,∀n ∈ N, xn+2 =

2xn+1 − xn}.
(b) Montrer que pour tout (xn)n∈N ∈ F , (xn+1 − xn)n∈N est constante.

(c) En déduire un élément non constant de F .

(d) Donner une base de E dans ce cas-là.

On suppose désormais (a, b) ∈ R2 et on note Ẽ = {(un)n∈N ∈ RN ,∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun}.
L'ensemble Ẽ est alors un sous-R-ev de E.

8. Justi�er rapidement que Ẽ est un R-ev de dimension 2.

9. Donner une base de E dans le cas où l'équation caractéristique admet des racines réelles.

On suppose désormais que l'équation caractéristique admet z1 et z2 pour racines complexes conjuguées
avec z1 = ρeiθ, ρ > 0 et θ ∈ R.

10. (a) Soit (un)n∈N ∈ Ẽ, justi�er qu'il existe (λ, µ) ∈ C2 tel que ∀n ∈ N, un = λzn1 + µzn2 .

(b) Montrer que µ = λ

(c) En déduire qu'il existe (α, β) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N, un = αρn cos(nθ) + βρn sin(nθ).

(d) Justi�er que ((ρn cos(nθ))n∈N, (ρ
n sin(nθ))n∈N) est une base de Ẽ.
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