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TD 21 : Matrices d’applications linéaires

1 Matrice d’'une application

Exercice 1.
Soit B = (ey, ez, e3) une base d'un K-espace vectoriel E. Déterminer la matrice A de f €
Z(E) telle que 3e; + e2 —es e Ker(f), f(e1) =2e; +es et f(ex) =e; + e +es.

Exercice 2.
Déterminer la matrice de g : R3[X] — Ry[X], P— P'(X + 1) dans les bases canoniques de
R3[X] et Ry [X].

Exercice 3.
o RIX] — RplX]
Soit f { P — (X+DP(X-1)-P(X+2)
1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique.
2. Déterminer la matrice de f danslabase B’ = (X —1,- X% +4X +1,1).
3. Déterminer la matrice de f danslabase B" = (X —1,-X? +4X +1, X% - 2X).

Exercice 4.
1 2 -1
On considere lamatrice A=(2 1 1
0o 2 2

1. Donner une expression de I'application f canoniquement associée a A.

2. Donner une expression de g € £ (R2[X],R2[X]) telleque A = Matg(g) ou B désigne
la base canonique de Ry [X].

3. Donner une expression de h € £ (R,[X],R3) telle que A= Matgc(h) ol C désigne
la base canonique de R3.

Exercice 5.
Soit A € .4,(R) telle que A* = A°. On note f I'endomorphisme canoniquement associé a
A.

1. Montrer que Ker(f*) et Im(f*) sont supplémentaires dans R".

2. Montrer que A est non inversible ou égale a I;,.

2 Détermination du noyau et de 'image

Exercice 6. 1 -1 2
1. Soit f € Z(R3) représentée par lamatrice A=|-2 2 -4 danslabase
1 -1 2

B=((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)). Déterminer Ker(f) et Im(f).

2. Soit u € £ (Ry[X]) représentée par A dans la base C = ((X—1)?,(X +1)%, X*>-1).
Déterminer Ker(u) et Im(u).

Exercice 7.
Soit B = (X -1)%,(X+1)?,X?-1), C = ((1,2,3),(1,2,0),(1,0,0)) et u € LR2[X],R%) tel
que

0
3| =Matgc(u)
2

1. Déterminer Ker(u) et Im(u).

2. Calculer 'image de 3X? —2X — 1 par u.

3. Lamatrice A est-elle inversible?

4. Soit B' = (X?—1,4,2X? +2X +4). Déterminer Matp ¢ (u).

Exercice 8.
1 01 O
. 21 2 1 N
SoitaeRet A= 00 0 a . On note f € L(E) tel que Matp(f) = A ou E est un
a 0 a O

K-espace vectoriel de dimension 4 et B = (e, ez, €3, e4) une base de E.
1. Déterminer le rang de A suivant la valeur de a.

2. Déterminer une base de Ker(f) et Im(f).

3 Matrice d’'une application dans une base adaptée

Exercice 9.
3 1 -3
Soit A=[1 3 -3]etfl'endomorphisme canoniquement associé.
1 1 -1
1. Déterminer les valeurs de A pour lesquelles Ker(f — Aidps) # {Ops} et déterminer
une base des noyaux non réduits au vecteur nul.
2. Montrer que I'on peut trouver une base de R? constituée de vecteurs appartenant
a ces noyaux.

3. Ecrire la matrice de f dans cette base.



Exercice 10. &
1
2
1

2 1
Soit A=11 1 |. On note u son endomorphisme canoniquement associé.
1 2

1. Déterminer les réels A tels que Ker(u— 1id) # {(0,0,0)}.

2. Déterminer une base de chacun des noyaux non réduits a zéro.
3. Montrer que Ker(u— id) ® Ker(u—4id) = R3.
4

. En déduire qu'il existe une matrice Q que 'on précisera, telle que :
1 0 0
Q'aQ=|0 1 of.
0 0 4

5. La matrice A est-elle inversible?

Exercice 11. &
Soit E un espace vectoriel de dimension n et f € Z(E).

1. Supposons f* = 0¢ g et f* ! # 0.4 (r). Montrez que si x € E tel que f""!(x) # 0g,
alors la famille (x, f(x),--- ,f"’l(x)) est libre.

2. Montrer I'équivalence :

[e> R e)
(R
—
(e}

fn =0$(E) et f‘n_1 ¢0$(E) < 3B base de E,MatB(f) =

4 Déterminants

Exercice 12.
Soit E = Vect((1,1,3), (1,-1,1)). Ecrivez E sous forme d’'un ensemble d’éléments satisfai-
sant une ou plusieurs équations.

Exercice 13.

1 2 -1
Soit A=|1 0 1 |.Déterminer les valeurs de x pour lesquelles la matrice A est inver-
1 x a

sible.

Exercice 14.
La famille ((2,1,0), (1,3,1), (5,2,1)) est-elle libre?

Exercice 15.

m 0 1 2m
. 1 m 0 0 .
Pour quelles valeurs de m la matrice : est-elle de rang stricte-
0 2m+2 m 1
m 0 0 m

ment inférieur a 42

Exercice 16.
l+a b a b

b 1+a b a
b l+a b
b a b 1l+a
cessaire et suffisante d’inversibilité pour M.

Soit M = . Calculer det(M) et en déduire une condition né-

Exercice 17.
Pour n = 2, on considere A € .4,(C) t.q. pour toute matrice M, on ait :
det(A+ M) =det(A) + det(M). Montrer que A est la matrice nulle.

Exercice 18.
2 -1 1
On considere la matrice M = |1 0 1] et on note u 'endomorphisme canonique-
1 -1 2
ment associé a M.
1. Calculer le déterminant de M — AI3, pour A € R.

2. En déduire les valeurs de A € R pour lesquelles Ker(M — A113) n’est pas réduit a zéro
et donner une base de ces noyaux.

3. Montrer que ces noyaux sont supplémentaires dans R® et écrire la matrice de u
dans une base adaptée a la somme directe.

4. En déduire une matrice P inversible telle que M = PDP~! ol1 D est une matrice
diagonale que I'on précisera.

5 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 19.
Déterminer la matrice de f: R3 — R?, (x, ¥, 2) — (x+ ¥, x — z) dans les bases canoniques
de R? et R3.

Exercice 20.
Déterminer la matrice de f : R3[X] — R3, P — (P(1), P(2), P(3)) dans les bases canoniques
de R3[X] et R3.



Exercice 21.

On considere les sous-espaces supplémentaires de R® suivants F = Vect(w) avec w =
(1,0,—1) et E = {(x,¥,2) € R}, x + 2y — z = 0}. On note p la projection vectorielle sur E
parallelement a F, g la projection vectorielle sur F parallelement a E et s la symétrie
vectorielle d’axe E et parallelement a F.

1. Ecrire la matrice de p dans la base canonique de R®.
2. En déduire la matrice de g et de s dans la base canonique.

3. Donner I'image des vecteurs (1,2,3) et (1,1,1) par p et s.

Exercice 22.
. . ) Relx]l — Ro[X] .

Soit M, la matrice de ¢, : { PX) — P(X+a) dans la base canonique de R»[X].

Ecrire M, et calculer son inverse.

Exercice 23.
3 1 -3

Soit A=|-1 1 1 |.Onnote f 'endomorphisme de R® canoniquement associé. On
1 1 -1

posee; =(1,1,1),e2 =(1,-1,0) ete3 =(1,0,1).
1. Montrer que la famille B’ = (¢1, €2, €3) est une base de R3.
2. Ecrire la matrice de f dans la base B'.

3. Déterminer une base de Ker f et Imf.

Exercice 24.
1 1 2 1
SoitA=[2 -1 1 -1|etfeL®R*R® canoniquement associée a A. Déterminer
-1 -1 -2 -1
Ker(f) et Im(f).
Exercice 25.
2 -1 -1
Soit A={-1 2 -1|.Onnote fl'endomorphisme de R® canoniquement associé a A.
-1 -1 2

1. Déterminer Kerf etImf.
2. Montrer que ces deux espaces sont supplémentaires dans R3.

3. Ecrire la matrice de f dans une base de R® adaptée a cette somme directe.

Exercice 26.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d'une base B = (e1, 2, €3).
Soit f € £(E) tel que :

0 1 1
Matg(f)=[ 0 1 0]|=4
-1 1 2

1. Onposee; = ey +es3, €2 = 1 + e et €3 = e1 + ex + e3. Montrer que B’ = (e1,€3,€3) est
une base de E et déterminer Matg (f).

2. Calculer A", VneN.

6 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 27. %
2 1

Soit A=|1 —2|.Déterminer B telle que BA = I,. Peut-on trouver B’ # B telle que B'A =
1 1
L?

Exercice 28. & &
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n e N*.
Montrer que £ (E) admet une base formée de projecteurs de E.

Exercice 29.
Soit E un espace vectoriel de dimension n et f € Z(E) tel que f? = 0. Montrer qu'il
existe une base B de E telle que :

0 1
0 0

[e> RN ]
S -

MatB(f) =

[e> R e]
S =

Exercice 30.
Soit A€ M32(R) et B € 4> 3(R). Montrer que AB ¢ GL3R.



Exercice 31. #¥[CCINP]
Soit (r1,...,7m,a,b) e C"2 avec a # b.

rn+x b+x b+x

a+x r+x

1. Montrer que P(x) = est un polynéme de degré au

: . b+x
a+x at+tx rp+x
plus 1
2. Calculer P(—a) et P(—b)
3. Expliciter P(x)
rn b b 0 b b
4. En déduire A = 2o etAZ:L_I 0
b T /)
a ... a 1, a ... a 0

5. Comment déterminer P(x) sia= b?

Exercice 32. & 5
On s’intéresse au déterminant suivant avec x; + y; # 0 pour tout Z, j : ("‘de Cauchy"’)

1 1 1
xityr x+y2  xa+y
1 1 17"
Xo+y1 Xe+ye T X2+
1 1 1
Xn+y1 Xnty2 T Xn+Yn
1. Que se passe-t-il si x; = xj pour i # j?
n-1
[Tx-yp
=1 L g
2. Pour x; # xj, écrire -——— sous la forme )_ "
TTx +x) =1 AT

i=1
3. En déduire la valeur du déterminant.

Memo

— Comment déterminer le noyau d'une application grace a sa matrice?
Calculer le noyau de la matrice et "traduire" a I’aide des coordonnées.

— Comment déterminer I'image d'une application linéaire grace a sa matrice?
Calculer 'image de la matrice et "traduire" a I’aide des coordonnées.

— Comment déterminer la matrice d'une application linéaire ?

Appliquer la définition : Déterminer les coordonnées, dans la base d’arrivée, des

images des vecteurs de la base de départ.
— Comment déterminer si une matrice est inversible?

— observer ses lignes et ses colonnes

— Déterminer si le systéme associé posséde une unique solution

— Calculer son noyau

— Calculer son déterminant

— Ftudier la bijectivité d’'une application qu’elle représente
— Comment calculer I'inverse d’'une matrice?

— Résoudre le systéme AX =Y

— Faire des opérations élémentaires sur les lignes

— Trouver son inverse

— Trouver I'inverse d'une application qu’elle représente et déterminer la matrice

de cette application dans les bonnes bases.
— Comment calculer un déterminant?
— Faire des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
— Faire apparaitre une relation de récurrence



Correctiondu TD n 21

Correctionl On connait déjales coordonnéesde f(e;) et f(e2) dans B. Reste a calculer
f(e3). Onsait que f(3e; +ex—e3) = 0 donc, par linéarité de f, f(e3) =3f(e1)+ f(e2). Avec
les valeurs données dans I’énoncé, on en déduit que :

f(63) =32e; +e3)+(e;+ex+e3)
=7e1+ey+4es
On en déduit que :
2 1 7
Matg(f) = (0 1 1)
1 1 4

Correction2 Onag(l)=0,g(X) =1, g(X?) =2X+2et g(X®) =3X>+6X+3doula

matrice suivante :
01 2 3
0 0 2 6
0 0 0 3

1. Il faut déterminer les images de la base canonique :
— f)=-1.
— O =X+D-X+2)=-1.
— fXH=2X+D(X-1)- (X +2)?>=X?>-4X-6.
La matrice de f dans la base canonique est donc:

Correction 3

2. Onvadéterminer les images des trois vecteurs de B’ par f puis exprimer ces images
dans la base B'. Pour cela on utilise la matrice de f dans la base canonique. On a:

o )

donc f(X —1) = 0. On en déduit que les coordonnées de f(X — 1) dans B’ sont

(0,0,0).
-1 -1 -6\(1 1
0 0 4|4 |=|4
0 0 1/\-1 -1

donc f(—X?>+4X+1) = —X?+4X + 1. Les coordonnées de f(—X?+4X +1) dans B’
sont (0, 1,0).

De méme, ona:

Enfin, f(1) = -1 donc les coordonnées de f(1) dans B sont (0,0, —1).

Onadonc:
0 0 O
Matg(f)=]0 1 0 |.
0 0 -1

3. On sait déja que les images de X — 1 et —X? +4X + 1 ont pour coordonnées dans
B" respectivement (0,0,0) et (0,1,0). Déterminons les coordonnées de 'image de

X2-2X.0Ona:
-1 -1 -6)\(0 —4
0 0 —-4||-2|=|-4
0 0 1 1 1

donc f(X 2_2X) = X2—4X—4.1l nous faut maintenant déterminer les coordonnées
de ce polynéme dans la base B". Il nous faut, pour cela, trouver (a, ,y) € R3 tel
que:

a(X -1+ B(=X*+4X+1) +y(X*> -2X) = X* —4X - 4.

En identifiant les coordonnées, on doit résoudre le systéme suivant :

- +y = 1
a +4f -2y = -4
-a +p = —4.

On trouve @ =2, 5 = -2 et y = —1 donc les coordonnées de f(X2 —2X) dans la base
B"sont (2,-2,—-1).0Ona:

00 2
Matg(f)=[0 1 -2].
00 -1

Correction 4



1. Soit X = (x,y,2) € R3 et C la base canonique de R3. Alors :

Matc(f(X)) =Matc(f)Matc(c)

X
=Aly].
z
On en déduit que f est’endomorphisme de R3 qui a (x, y, z) associe :
(x+2y—-2z,2x+y+2z2y+22).

2. Soit P = aX?+ bX +c, alors :

= AMatg(P)
1 2 -1\(c
= (2 1 1 ) (b)
0 2 2 a

gP)=(c+2b-a)+QR2c+b+a)X+(2b +2a) X2

Matg(g(P))

On en déduit que :

3. Par définition, (c+2b—a,2c+ b+ a,2b + 2a) sont les coordonnées de :
h(aX?+bX +c¢)

dans la base canonique de R? donc h est 'application de R, [X] dans R® qui & aX? +
bX + c associe :
(c+2b—-a,2c+b+a,2b+2a).

Correction 5

1. D’apreés le théoréme du rang appliqué a f*, on sait que :
dim(Ker(f4) +rg(f) = n,

il suffit donc de montrer que la somme est directe. Soit donc x € Ker( f4) N Im( f4).
Alors f*(x) = Ogn et il existe a € R" tel que f*(a) = x. On a alors, en appliquant f a
l'égalité f*(a) = x:

= (@

= f4(a) car f*=f5

Ainsi, f(x) = x ce qui implique, en appliquant f3, que f*(x) = f(x) puis f*(x) = x
puisque f(x) = x. Or, f*(x) = Ogn puisque x € Ker(f*) donc x = Ogn est la somme
est bien directe. Par égalité des dimensions, on a bien Ker(f*) & Im(f*) = R".

fx)

2. Montrons que A inversible implique A = I,,.
Si A est inversible, A* I'est aussi. On compose I'égalité A* = A® par I'inverse de A*
et on obtient A = I,,. Ainsi, on a bien A non inversible ou A = I;,.

Correction 6

1. On commence par déterminer le noyau de A. Pour cela, on résout le systéme :

0 x -y +2z = 0
AX=[0]e{ —2x +2y -4z = 0 ©x-y+2z=0.
0 x -y +2z = 0
Onadonc:
X 1 -2
Ker(A) =<5 |y, x—y+2z=0p=Vect||1|,| O |].
z 0 1
Or:

Ker(A) = {Matg(a), a € Ker(f)},

il nous faut donc déterminer les vecteurs de R3 dont les coordonnées dans B sont
(1,1,0) et (-2,0,1).
Le vecteur de R dont les coordonnées dans B sont (1, 1,0) est le vecteur :

1(1,1,1)+1(1,1,0) = (2,2, 1),
le vecteur dont les coordonnées dans B sont (—2,0, 1) est le vecteur :
-2(1,1,1)+1(1,0,0) = (-1,-2,-2).
Onadonc:
Ker(f) =Vect((2,2,1),(-1,-2,-2)) = Vect((2,2,1),(1,2,2)).

Par le théoréme du rang, on sait que I'image de f (et donc I'image de A) est de
dimension 1.On a:

1
Im(A) = Vect (—2) .
1

On cherche ensuite le vecteur dont les coordonnées dans la base B sont (1,-2,1) :
1(1,1,1)-2(1,1,0) + 1(1,0,0) = (0,-1,1).

On a donc Im(f) = Vect ((0,-1,1)).



2. On sait déja que le noyau de la matrice est :

1 -2
Vect||1],] O
0 1

Il nous faut donc simplement déterminer les polynémes dont les coordonnées
dans C sont, respectivement, (1,1,0) et (—2,0,1).On a:

IX-1)?+1(X+1)%=2X%+2

et
22X -12+1(X%-1)=-X?+4X -3,
donc:
Ker(u) = Vect (2X% +2,- X% +4X —3) = Vect (X* +1,2X - 1),

car—X%2+4X-3=—(X?+1)+22X-1).
On sait déja que:

1

Im(A) =Vect||-2]],
1

il suffit donc de trouver le polyndome dont les coordonnées dans la base C sont
(1,-2,1):
IX-1?-2(X+D*+1(X*-1) = -6X -2,

donc Im(u) =Vect(-6X —2) =Vect(3X +1).

Correction 7
x
1. On pose X = | y | et on détermine le noyau de A c’est-a-dire les solutions du sys-
z
0
teme AX = [0 ]. Le systeme se réécrit :
0
2x-y = 0
-x+2y+3z = 0
y+2z = 0
1
ce qui est équivalent a y = 2x = —2z donc Ker(A) = Vect| | 2 | |. On en déduit que
-1

Ker(u) = Vect (2X? +2X +4) car:

(X=1?+2(X+1)%* = (X?-1)=2X?+2X +4.

Par le théoréme du rang, on sait que I'image de u est de dimension 2, il suffit donc
d’en donner deux vecteurs non colinéaires. On a par exemple :

u((X-17%=2(1,2,3)-(1,2,00=(1,2,6),

et
u(X*-1)=3(1,2,0)+2(1,0,0) = (5,6,0),

donc Im(u) = Vect((1,2,6), (5,6,0)).

On peut aussi remarquer que C; +2C, — C3 est nulle donc il existe un élément non-
nul dans Ker(u) (dont les coordonnées sont (1,2,—1)), donc

dim(Ker(u)) = 1.

La matrice n’est clairement pas de rang 1 car toutes ses colonnes ne sont pas coli-
néaires donc elle est de rang au moins 2. D’apres le théoreme du rang, on sait que
dim(Ker(u)) + rg(u) = 3 ce qui impose dimKer(u) = 1 et rg(u) = 2. On peut donc
affirmer que Ker(u) est engendré par I’élément dont les coordonnées dans C sont
(1,2, -1) c’est-a-dire 2X2 + 2X + 4. Pour I'image, on conclut comme ci-dessus en
prenant deux vecteurs non colinéaires.

2. Les coordonnées de 3X%2 —2X — 1 dans la base B sont (1,0,2) donc, par produit
matriciel, les coordonnées de son image par u sont (2,5,4). On en déduit que
u(BX?-2X-1)=2(1,2,3) +5(1,2,0) + 4(1,0,0) = (11,14, 6).

3. On va vu que son noyau n’était pas réduit au vecteur nul, la matrice n'est donc pas
inversible.

4. On commence par calculer les coordonnées des vecteurs de B’ dans B.On a:

0 1 1
Marg(X?>-1)=|0|,Matg@) =| 1 | et Matg@2X?+2X+4)=| 2
1 -2 -1

(les coordonnées du dernier vecteur ayant été calculé précédemment!).
Par produit matriciel, on en déduit les coordonnées dans C des images de B’, on
peut donc écrire directement la matrice :

0 1 O
Matgc(uw)=13 -5 0
2 -3 0

Correction 8



1. On fait les opérations élémentaires suivantes :

Ly—Ls—alyetly —Ly—2L,.

On obtient la matrice suivante, équivalente en lignes a A :

1 01 0
01 0 1
0 0 0 «a
0 0 0 O

Cette matrice est de rang 2 si @ = 0, de rang 3 sinon.
.Sia=0:
Alors les colonnes 1 et 3 sont égales donc f(e;) = f(e3). On en déduit que e; —e3 €
Ker(f).
Les colonnes 2 et 4 sont aussi égales donc f(ez) = f(es) et, par suite, on ae; —
e4 € Ker(f). On sait que rg(f) = rg(A) = 2 donc, d’apres le théoréme du rang,
dimKer(f) = 2. Les deux éléments non colinéaires que nous venons de trouver en-
gendrent donc le noyau. Pour trouver une base de I'image, il suffit de donner deux
éléments non colinéaires de I'image. Par exemple f(e;) et f(e2). D’apres la matrice,
on sait que :

fler) =e1+2er et f(ez) = ez,
donc (e} +2ey, e2), ou plus simplement (ej, e2) est une base de Im(f).
Sia #0.
On remarque que les colonnes 1 et 3 sont identiques donc f(e;) = f(e3). Par le
théoreme du rang, on sait que le noyau est de dimension 1 et e; — e3 est un élément
non-nul du noyau donc c’en est une base.
On sait que I'image Im(f) est engendrée par (f(e1), f(e2), f(e3), f(ea)). Or f(e) =
f(e3), Im(f) est donc engendrée par la famille (f (1), f (e2), f (e4)), C'est-a-dire (e; +
2e) + aey, ey, e2 + aes) qui est de cardinal 3. Comme on sait que rg(f) = 3, c’est une
base de Im(f).

Correction 9
1. Ona:

det(A-AI3) =0 < A-AI3noninversible
< f— Aidys non bijective ,
< Ker(f —Aidgs)
la derniere équivalence étant vraie car f — Aidys est un endomorphisme d'un es-
pace de dimension finie. Nous allons donc calculer det(A—A13). Ona:

3-1 1 -3

det(A-I3)=| 1 3-1 -3 |.
1 1 -1-1

On remarque que, sur chaque ligne, la somme des trois valeurs donne la méme
chose. On fait donc C; — C; + C, + C3 ce qui permet d’obtenir :

1-1 1 -3 1 1 -3
det(A-A3)={1-1 3-21 -3 |=1-1)|1 3-2 -3 .
1-1 1 -1-1 1 1 -1-2

A partir de 13, plus de question & se poser : on fait Ly < Ly — L; et L3 — L3 — L; eton
obtient :

1 1 -3
det(A-AL)=(1-1)0 2-1 0
0 0 2-2

Le déterminant trouvé est celui d'une matrice triangulaire supérieure donc égal au
produit des termes diagonaux. On a donc:

det(A-AL)=(1-)A-2)%

Ainsi, les valeurs de A pour lesquelles Ker(f — Aidps) # {Ops} sont 1 et 2.

Pour trouver une base de Ker(f — idps), on résout le systeme associé a A— I3. On
trouve Ker(f —idps) = Vect(1,1,1). De méme, on résout le systéme associé a A—213,
on trouve x; + X2 —3x3 = 0 donc Ker(f —2idps) = Vect((1,-1,0), (3,0, 1)).

. On veut montrer que la famille ((1,1,1),(1,-1,0),(3,0,1)) est une base de R3. On

peut, par exemple, montrer qu’elle est libre : soit (11,12, A3) € R3 tel que

Al(ly 1’ ]-) + 12(1, _1)0) + /13(3,()» ]-) = (0,0,0),

alors
AM+A2+313 =0
A=Az =
A+ A3 =0

On fait Ly <— 3Lz — L; + Ly, on obtient

/11+/12+3/13 =0
A=A =0
30 =0

qui est un systéme de Cramer homogene, l'unique solution est donc (Ay,A2,A3) =
(0,0,0).

On en déduit que la famille est libre. Comme elle est de cardinal 3, c’est une base
de R3.



3. Dans cette base, la matrice de f est

(=B \ShN )
N O O

E

2
Remarque La matrice de f dans la base ((1,-1,0),(3,0,1),(1,1,1)) est (0
0

(=3 i)

—= o O
N —

Correction 10

1. On calcule le déterminant de A — AI3 en faisant des opérations élémentaires. On

peut, par exemple, faire C; — C; + C2 + C3 puis Ly — Ly — Ly et L3 — L3 —L;. On
trouve alors :
det(A—AL3) = (4—A)(1 - V)2

Les réels tels que Ker(u— Aid) # {(0,0,0)} sont donc 1 et 4.

. La matrice A—- I3 n'a que des 1. Elle est donc de rang 1. On a C; = C, donc
u(1,0,0) = u(0,1,0) d’otut (1,-1,0) € Ker(u — id). On a également C, = C3 d’ou
u(0,1,0) = u(0,0,1) donc (0,1,—1) € Ker(u — id). D’apres le théoréme du rang,
rg(u—id) = 1doncdim(Ker(u—id)) = 2 et on a trouvé deux vecteurs non colinéaires
du noyau. On en déduit que :

Ker(u—-id) =vect((1,-1,0),(0,1,-1)).

On remarque que la somme des colonnes de la matrice A—41I3 est nulle, on a donc
(1,1,1) e Ker(u—4id). La matrice étant de rang 2, par le théoreme du rang, on sait
que dimKer(u—4id) =1 donc Ker(u —4id) = Vect((1,1,1)).

. II'suffit de montrer que la concaténation des bases des deux noyaux est une base de
R3. Comme elle est de cardinal 3, il suffit de montrer qu’elle est libre. On suppose
qu'il existe (11,12, A3) € R3 tel que :

M(1,-1,00+22(0,1,-1) + A3(1,1,1) = (0,0,0).

AM+A3 = 0
—/11+/12+A3

A2+ A3

On a alors :

Il
[e> R e)

ce quiimpose 1; = 1, = A3 = 0 donc la famille est libre et les deux noyaux sont bien
supplémentaires dans R3.

4. Onnote B la base canonique de R3 et B = ((1,-1,0), (0,1,—1), (1,1, 1)). On sait que:

)_

o O =
S = O
==

MatB/(u)z(

Par la formule du changement de base, on a:

1 0
PpigAPgp =0 1
0 0

donc pour Q telle que :

on a la relation souhaitée.

1 00
5. On a det(A) = det (0 1 0) =4 # 0 donc la matrice est inversible. On peut aussi
0 0 4

dire que, d’apres le travail précédent, Ker(u) = {(0,0,0} (puisque 0 ¢ {1,4}) donc u
(et par conséquent A) est inversible.

Correction 11

1. Supposons qu’il existe ay, -+, a,—1 des réels tels que :
apXx+---+ a,,_lf”_l(x) =0.

On applique f"~! a cette égalité, on obtient a f*~! (x) = 0 ce qui implique, puisque
f1(x) #0, ap = 0. On revient a I'égalité de départ et on applique cette fois f"2,
on obtient alors a; f "=l(x) = 0g d’oll a; = 0 et ainsi de suite. Tous les coefficients
sont égaux a zéro ce qui montre que la famille est libre.

2. On raisonne par double implication. =On choisit x € E tel que f"~!(x) # 0. Un tel
élément existe puisque f"1 # 0 (5. A la question précédente, nous avons montré
que la famille (x, f(x),--, f "=1(x)) est libre. Comme elle est de cardinal 7, c’est une
base de E, notons-la B. On a alors :

o1 0 - 0

0 0 1 0
Matg(f) =

1



d’ot1 la premiére implication.
<0On suppose maintenant qu'il existe une base B de E telle que :

o1 0 - 0
o o0 1 -+ 0
Matg(f) =
1
0
On a alors :
0 0 O 1
0 0
Matg(f)? =] o 1
0
0
puis :
0 0 1
_ o . 0
Matg(f)" ' =" NE
0 e 0

et Matg(f)" = (0). Comme MatB(f)k = MatB(fk), on en déduit que f"‘1 #02m)
et f" =0zp).

Correction 12 Notons V = (1,1,3) et U = (1,—1,1). Soit X = (x, ,2) € R*. On raisonne
par équivalence, X € E < (V, U, X) sont coplanaires < det(U, V, X) = 0. On calcule donc
le déterminant :

1 x
D=1 -1 y
1 z
OnfaitC; =« C;+C,
2 1 x
D=0 -1 vy
4 1 z
puis Lg < L3 —2L; :
2 1 X

-1 y ‘
On développe par rapport a la premiere colonne, on obtient: D=2/ -1
Z-2X
z+Y¥).Ainsi, D=0 2x-z+y=0donc E={(x,y,2z) eR3,2x—z+y=0}.

=22x—

Correction 13  On calcule son déterminant. On fait Ly — Ly — Ly et Lg — L3 — L; puis
on développe par rapport a la premiere colonne. On trouve det(A) = —2(a+ x—1). Onen
déduit que la matrice est inversible pour tout x tel que x # 1 — a.la matrice est inversible
pour tout x telque x # 1 —a.

Correction 14 1l suffit de calculer le déterminant de . On trouve 6 donc la

Q=N
N W =
=)

famille est libre.

Correction 15 Notons D le déterminant cherché. On fait C; — C; — C4, on obtient :

-m 0 1 2m

1 m 0 0

b= -1 2m+2 m 1
0 0 0 m

On développe par rapport a la derniére ligne, ce qui nous donne :

-m 0 1
D=m| 1 m 0
-1 2m+2 m

On fait C; — C; + C» — C3, ce qui nous donne :

—-(m+1) 0 1
m+1 m 0
(m+1) 2m+2 m

D=m

On factorise D par m + 1 puis on ajoute la premiere ligne aux deux autres :

-1 0 1
D=m(m+1) 0 m 1
0 2m+2 m+1

Enfin, on développe par rapport a la premiere colonne, on trouve :

D=mm+1)*2-m).



On en déduit que pour m = 0,2 et —1, la matrice est non inversible, son rang est donc
strictement inférieur a 4.

Correction 16 On fait C; — C; +Cy + C3+Cy car la somme des colonnes donne toujours
le méme nombre. On factorise alors par 1 +2a + 2b puis on enléve la premiere ligne a
toutes les autres lignes. On développe par rapport a la premieére colonne et on obtient :

l+a-b b-a a-b
det(M)=(1+2a+2b) 0 1 0
a-b b—-a 1+a-b

On développe par rapport a la deuxieéme ligne. On trouve (1 +2a +2b)((1 + a — b)? —
(a-b)?) =1+2a+2b)(1 +2a-2b). La matrice M est donc inversible si et seulement si
1+2a+2b#0etl+2a—-2b#0.

Correction 17 Pour M = A, on obtient det(2A) = 2det(A). Or det(2A) = 2" det(A) donc
det(A) =0 et A est non inversible. On a donc det(A + M) = det(M) pour toute matrice M.
Si on suppose par 'absurde que M est non nulle, elle admet une colonne non nulle. On
complete cette colonne V en une base (V, Cy,...,Cy-1) de M1 (R). On considere mainte-
nant la matrice M dont la j-iéme colonne vaut —V et dont les colonnes sont une permu-
tation de la base trouvée. Ses colonnes forment une famille libre donc elle est inversible.
Or M+ Aasa j-iéme colonne nulle, on a donc det(A+ M) = 0 ce qui est une contradiction.

Correction 18

1. On écrit:
2-1 -1 1 2-1 -1 1
det(M —AI3) =det| 1 -A 1 |=det|2-12 -1 1 1,
1 -1 2-1 2-1 -1 2-27

en faisant C; — Cj + C, + C3. On peut alors factoriser le déterminant par 2 — A et
faire L, — Ly — Ly puis L3 — L3 — L;. On obtient :

1 -1 1
det(M—AIy) =det[0 1-2 0 |=2-1HA-1)%
0 0 1-7

Onadoncdet(M—AI3) =0sietseulementsiA=2oul=1.

2. Si A =1, le systeme correspondant a Ker(M — I3) est x—y+z=0.0na:

X 1 1
Ker(M-L)={|y|,x—-y+z=0p=vect||1],] O
z 0) \-1

SiA=2,o0naalors y = z et le systéme est équivalenta x = y = z.On adonc:

X 1
Ker(M-2L)=s|y|,x=y=2zp=vect||1
z 1

3. Onposerv; =(1,1,0), v2 =(1,0,-1) et v3 =(1,1,1). Montrons que (v1, V2, v3) est une
famille libre de R?, ce qui montrera qu’elle en est une base. On suppose donc qu'’il
existe a1, a2, a3 des réels tels que :

(11U1+a2U2+(13U3=0R3.

ar+az+az = 0
Onaalors:< a;+as = 0 cequiimpose a; = az = a3z =0. On en déduit
-+ Qs = 0
que (v1, V2, v3) est une base de R3 et dans cette base, la matrice de u est diagonale,
de la forme :
1 0 O
0 1 0
0 0 2
1 1 1
4. Lamatrice de passage P=(1 0 1| convient.
0 -1 1

Remarque. Sion prend la base (v3, v1, v2), la matrice de u dans cette base est :

2 00

010

0 0 1
1 1 1
etla matrice de passage P=|1 1 0
1 0 -1

Correction 19  On note (e, e2, e3) la base canonique de R3.
Ona f(e;) =(1,1), f(ex) =(1,0) et f(e3) = (0,—1) d’ol1 ]a matrice suivante :

1 1 0
1 0 -1



Correction20 Ona f(1) = (1,1,1), f(X) = (1,2,3), f(X?) = (1,4,9) et f(X3) = (1,8,27)
d’ol1 la matrice suivante :

1 1

1 8

1 27

On note B = (ey, e, e3) la base canonique de R3.

w N =
O =

Correction 21

1. Soit X = (x, y,2z) € R%. On raisonne par équivalence :
XeEex+2y-z=0X=(x,),x+2y) ¢ X=x(1,0,1)+y(0,1,2)

donc:
E =vect((1,0,1),(0,1,2)).
Ona:
— e =110+ %(1,0,—1) donc p(e;y) = %(1,0, 1.
— e,=(0,1,2)-(1,0,1) - (1,0,—1) donc p(ez) = (0,1,2) — (1,0,1) = (=1,1,1) et
— e3=-1(1,0,-D+ %(1,0, 1) donc p(e3) = %(1,0, 1).
On a donc )

2. Onsaitque p+¢g=Id,onadonc Matg(q) = Is — Matg(p) d ol
1 1
z b =3
Matg(q)=| 0 0 0
1
2

De méme, on remarque que s =2p — Idps, on adonc:

-1
1
1

Nl—= O N|—

MatB(p):(

NI= O NI—

0 -2 1
Matg(s)=2Matg(p)—I3=|0 1 0
1 2 0

3. Par calcul matriciel, on trouve p(1,2,3) = (0,2,4), p(1,1,1) = (0,1,2) et s(1,2,3) =
(_1r2) 5)) s(ll 17 1) = (_1) 173)~

Correction22 Ona:

- (Pa(l) =1.
— ¢aX)=X+a.

— @aX)=(X+a)?=X?+2aX +a°.
donc:
1 a a
M, = (0 1 Za) )
0 0 1
On remarque que (pgl :P(X)— P(X—-a), donc (p;1 =@_g dolu:

-a a°
1 —2a|.

0 1

o o =

M;le_az(

Correction 23

1. Il suffitde montrer que cette famille est libre. On suppose donc qu’il existe 11,12, A3
réels tels que A€ + A€ + A3ze3 = (0,0,0). On résout le systéme :

A +A2+A3=0 A1=0
JLI—JLZ:O < /1220
A1+A3=0 A3=0

La famille est libre, et comme elle est de bon cardinal, c’est une base de R3.

2. On va exprimer directement les images des vecteurs de la base B’ dans cette base.
Ona:
fler) = fle1)+ flex) + fles)
=Bei—ex+e3)+(e1+ex+e3)+(—3e1+ex—e3)
=e tet+eg

=€]1.

De méme, on montre que :

fle2) =fler—e2)
= f(e1) - f(e2)
=(3e;—ex+e3)—(e1+ex+e3)
=2e; —263
:262.
et
fle3) =fle1+e3)
= fle) + f(e3)
=(Be;—ex+e3)+(—3e;+ex—e3)
= Ops.
d’out:
1 0 0
Matg (f) = (0 2 o).
0 0 O



3. D’apres la matrice Matg (f), on voit que 'espace engendré par les colonnes est de
dimension 2. U'image est donc de dimension 2 et pour en donner une base, il suffit
de donner deux vecteurs non colinéaires de I'image, par exemple, €; et 2¢,. Plus
simplement, une base de I'image est (€1,€2). D’apres le théoreme du rang, on sait
que le noyau est de dimension 1, il suffit donc de donner un vecteur non-nul du
noyau; on sait que €3 appartient au noyau et il est non-nul, c’est donc une base du
noyau.

Correction 24 Onremarque que la somme des deux premiéres colonnes donne la troi-
sieme colonne. Cela se traduit par :

£(1,0,0,0) + £(0,1,0,0) = f(0,0,1,0),

soit encore f(1,1,—1,0) = (0,0,0). De méme, si on soustrait la premiére colonne a la troi-
sieme, on trouve la quatrieme, on a donc:

f(O,Oyl)O) _f(lyo)o)o) = f(0,0,0, 1)’

d’ou f(1,0,-1,1) =(0,0,0).

On a trouvé deux éléments non colinéaires de Ker(f) donc dim(Ker(f)) = 2. D’apres le
théoréeme du rang, on a 4 = rg(f) + dimKer(f). La matrice A n'est pas de rang 1 puisque
toutes ses colonnes ne sont pas colinéaires donc elle est de rang au moins 2. On en déduit
que rg(f) = 2. Le théoréme du rang impose dimKer(f) = rg(f) = 2. Comme on a trouvé
deux éléments non colinéaires du noyau, ils engendrent celui-ci donc :

Ker(f) = Vect((1,1,-1,0),(1,0,-1,1)).

Pour donner une base de 'image, il suffit de donner deux éléments non colinéaires de
celle-ci. On peut, par exemple prendre f(1,0,0,0) et f(0,1,0,0) :

Im(f) =Vect((1,2,-1),(1,-1,-1)).

Correction 25
X 0
1. On cherche a déterminer le noyau,ona X = | y | € KerAsi AX =[0]. On résoutle
z 0
systéme suivant :
0 2x-y—-2z=0 2x-y—-z=0
AX=|0 ©{ —x+2y-z2=0 ©< 3x-3y=0L—L1—-Lp
0 —x—y+22:0 3x—-3z=0L3 ——-L3+ 1,

R
xX=z

1
Onadonc X = x| 1| doncKerf =vect(1,1,1).

1
D’apres le théoréeme du rang, on sait que I'image est de dimension 2, il suffit donc
de donner deux vecteurs non colinéaires de I'image, par exemple, ceux donnés par
les deux premieres colonnes de la matrice. On a donc :

Imf =vect((2,-1,-1),(-1,2,-1)).

2. On doit montrer que ces deux espaces sont en somme directe, c’est-a-dire que leur
intersection est réduite a zéro. Soit donc x € Kerf nImf, alors il existe a, 8,y réels
telsque x=a(1,1,1) = (2,-1,-1) +y(-1,2,-1) d’our:

a=2p-y
a=-F+2y
a=-f-y

En retranchant la premiere ligne a la troisieme, on trouve § = 0, en retranchant
la deuxiéme a la troisieme, on trouve y = 0 d'ou @ = § = y = 0 et par conséquent
x = 0; la somme est bien directe. Par ailleurs, on a dim(Ker f & Im f) = dimKer f +
dimIm f = dimR3 d’apres le théoréme du rang donc par égalité des dimensions, on
aR3 =Kerf ®Imf.

3. Onnote e; =(1,1,1), e2 = (2,—1,—-1), et e3 = (—1,2,—1). Cette base est adaptée a la
somme directe. Par ailleurs, on a f(e2) = (6,—3,—-3) = 3ez et f(e3) = (—3,6,—3) =3e;3
par calcul matriciel donc la matrice de f dans cette base est :

0 0 0
0 3 0
0 0 3

Correction 26

1. Pour montrer que c’est une base, il suffit de montrer que c’est une famille libre car
elle est de cardinal 3. On suppose donc qu’il existe (a1, a2, as) des réels tels que
aj€1 + azer + azes = 0p. On remplace les €; par leurs expressions :

aj(e) +e3)+az(e) +ex) +ase; +ex+e3) =0,
ce qu’'on peut aussi écrire :
(a1 +az+az)e1 +(az+asz)es+ (a; +a3) e3 =0p.
Comme la famille (e, ey, e3) est libre,ona a; +az + a3 =as +as =a;+az =0ce

qui implique a; = a2 = a3 = 0. La famille est bien libre, c’est donc une base de E.

Pour calculer la matrice Matg (f), on calcule les images de €1, € etez.Ona:



— flen)=f(er+e3)=f(el) + fles) =—e3+e; +2e3=e; +e3 =€y,

— flex)=fler+e))=f(e))+flex)=—es+e1+er+es=e +ex=c€z et
— f(€3) = f(el) +f(82) +f(63) =2e;+ex+2e3=¢€] +€3.

On en déduit que :

1 0 1
01 0].
0 0 1

On sait que A" = Pgg'Matg (f)" Pgg. Calculons Matg (f)". On écrit Matg (f) =
I + B avec B? = (0) donc :

1 0 n
Matg ()" =L+nB=|0 1 0].
0 0 1
Par conséquent, VneN,
1 1 1\ (1 0 n 1 -1 0
A" =10 1 1||]0 1 0O 1 0 -1
1 0 1J\0 0 1/J\-1 1 1
1 1 n+1 -1 0
=10 1 1 0 -1
1 0 n+1)\-1 1 1
-n+1 n n
= 0 1 0
-n n n+l

Correction 27 On note f I'application canoniquement associée a A. Soit X = (x, ),

alOIS .

donc f(x,y) = @x+ y,x—2y,x+y). On cherche g : R> — R? telle que go f = idg. On

2x+y
x=2y]1,
x+y

1
remarque que x = 2x+y)—(x+y) ety = 5 ((2x+ V-(x-2y)—(x+ y)). L'application
1
g:(x,,2)—|x—2% E(x—y— z)) vérifie bien go f = idpe.
La matrice de g dans les bases canoniques de R® et R? est :

0

1
_1p

1
2 2

10

et, par la formule de la matrice de la composée, ona BA = I5.
La matrice B n’est pas unique car on peut trouver une autre application qui vérifie ho f =
idg2. On peut par exemple prendre :

h:(x,y,2)— (%(2x+y),22—x).

Sa matrice dans les bases canoniques de R® et R? est :

(49

2

5
-1

1
5 0
0 2

etonabien BA=1,.

Correction 28 Lidée est d’exhiber une base de matrices de projection puis de considé-
rer les applications linéaires canoniquement associées.

On considére les matrices M;; = Ej; + E;j si i # j et M;; = Ej;. Elles forment une fa-
mille libre de M}y (R) car par les opérations élémentaires M;; — M;; — M;;, on obtient la
base canonique de M, (R). De plus, cette famille est de cardinal n?, c’est donc une base
de M, (R) (ou bien, la famille est génératrice de M, (R) car obtenue a partir de la base
canonique par des opérations élémentaires). De plus, ce sont des matrices de projection
car elles vérifient Ml.zj = M;;. En effet,

— M, = EjiE;; = Ei;

— Pour i # j, Mlzj = EiiEii +EiiEij +EjiEii +EijEij = Eii +Eij +(0)+(0) = Mij
Ces matrices sont bien des matrices de projections. Soit 28 une base de E. Pour tout (i, j),
on note f;j 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base 98 est M; ;. Pour tout i, j,

i2j = fij donc (fif)lsi,jsn est une famille de projecteurs. De plus, la famille est une base

car c'est'image de la base (Mij)lsi jen PAT I'isomorphisme ¢ entre M,,(R) et £ (E) défini
comme la bijection réciproque de f— Matg(f).
On a bien trouvé une base de £ (E) formée de projecteurs.

Correction 29

Analyse :Si B = (e1, a1, ,er, ar,€r+1, *+ , €m) est une telle base, ona:

Vi[1,m], fle;)=0getVie[l,r], f(a;) =e;.

On en déduit que (ey,---, e;;) appartient a Ker(f) et (ay,---, a,) sont des antécédents des
(e1, -, ep).

Synthese :0n a f2 = 04 (g) donc Im(f) c Ker(f). On choisit (e, -+, e;) une base de Im(f)
que 'on compleéte en une base (e, , e;;) de Ker(f). On pose ensuite (a;,---, a,) des an-
técédents des (e, -+, er). Montrons que la famille (e;, a1, , er, ar, €741, , €m) €st une



base de E. Elle est de cardinal r + m. Or r est le cardinal de (ey,- -, e;) donc r =rg(f) et m
est le cardinal de (e, -+, e;;) donc m = dim(Ker(f)). Par le théoréme du rang, le cardinal
de la famille est égal a la dimension de E, il suffit donc de montrer qu’elle est libre.

On suppose qu'il existe (a1, -+, &m, 1, , Br) ER™F tel que :

m r
Zaiei+ Z ﬁjaj =0g.
i=1 i=1

On applique f, par linéarité de celle-ci, on obtient :

Y aifle)+ ) Bjflap)=0g
i=1 =1

;
On sait que Vi € [1,m], f(e;) = 0g et Vi € [1,r], f(a;) = e; donc )_ Bje; = Og.La fa-
j=1

mille (e;,---,e;) est libre donc Vj € [1, r]],,Bj = 0. En revenant a 'égalité de départ, on a

m
Z a;e; =0 et, par liberté de la famille (e, -, e;,;), on obtient la nullité des a;.

i=1
La famille B = (ey, a1, ,er, r,€r41,"*
trice de f est de la forme souhaitée.

,em) est bien une base de E dans laquelle la ma-

Correction 30 Onnote f et g les applications canoniquement associées a A et B. Si AB
est inversible, alors f o g est un automorphisme de R®. La bijectivité de f o g implique la
surjectivité de f. Or f:R? — R3 et dim(R®) > dim(R?), elle ne peut donc pas étre surjec-
tive. On a une contradiction donc AB ne peut pas étre inversible.

Correction 31
1. Pour i € [2, n], on fait 'opération élémentaire L; — L; — L;_;, on obtient :
rn+x b+x b+x
a-r. Tr2—b 0 0
PW=1 0 a-r, r3-b 0. :

: 0
0 0 a—rp-1 Tn—>b

En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient un polynéme de degré
au plus 1 puisque toutes les lignes de 2 a n ont leurs coefficients constants par
rapport a x.

n n
2. OnaP(-a) = l_[ (ri—a)et P(-b) = H (r; — b) car, dans ces deux cas-1a, la matrice
i=1 i=1
est triangulaire.
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. On en déduitque A; = P(0) =

n
3. On cherche deuxréels a et  tel que P(X) = a X + 3, sachant que P(—a) = H (ri—a)

n
et P(-b) = [ | (r; - b). En résolvant le systéme
i=1

—aa+pB=P(-a)
—ba+f=P(-b)
on trouve
_P(-b)-P(-a)
aP(—%)_—b bP(-a)
p=——
a-b
donc

P(X) = (]_[(rl -[1i- a))X+ (aH(rl b) - bl_[(rl a))
=1 i=1

1 n n
- (al_[ (ri-b)-b[] (ri— a)).
- i=1 i=1

_b n_(_nnh bn_ n
Pour Ay, on prend r; = 0 pour tout i, onadonc Ay = # =(-D" Z .
a— a-—

n n
. On peut poser b = a +¢, on fera tendre ensuite € vers 0. Ona [ [ (r; —=b) = [ ] (r; -

i=1

n r
a)—€e)_ [] j—a +o(e?) donc en injectant dans P puis en faisant tendre € vers 0,
i=1i#j=(
on trouve

P(X) = H(r, a)+z ]‘[, a)(X +a)
i=li#j=(

On peut aussi utiliser la multilinéarité du déterminant. On pose rlf =r;—a, E;la co-
lonne avec un seul coefficient non nul égal a 1 sur la iéme ligne et U la colonne
avec tous les coefficients égaux a 1. On a P(x) = det((a+ x)U + r{El, (a+x)U +

réEg, ...,(a+x)U +r},Ey). On développe colonne par colonne, chaque fois que 'on
a deux U, le déterminant est nul. On se retrouve donc avec

P(x) =(a+x)det(U,r}Es,...,1,Ey) + (a+x)det(r{Ey, U, 14E3,...,1,Ey)
..+det(r{Ey,...,1,Ep),
d’oll

P(x) = (a+x)z 17 +Hr,,

i=1 j#i i=1

d’oti le résultat trouvé ci-dessus en remplagant r; par r; — a.



Correction 32

1. Six; =xj pouri# j, le déterminant est nul car deux lignes sont identiques.

n—-1
[Tx-yp ;
L a:
2. Pour x; # xj, écrire R(X) = ]nl— sous la forme ) | ———.OnaVie[l,n],
i—1 A+ X
[T +x) i
i=1
n
[Twj—x
j=1 £0
a;=——— #0.
' ITjxi(xj— xi)
L
L, ) :
3. Sionnote Ly,...,Ly leslignes,ona Dy =| : |=—| [,_, |Onadonc
ni|n
L
n ZAiLi
i=1
1 1
X1+ )1 X1+ Yn
Dn = 1 . .i-
_ ..., —
Xn-1+t)1 Xn-11tYVn
R(y1) R(yn)
1 1 1
X1+ )1 X1+Yn-1  X1+Yn
N 1 1
—_ ...
Xp-1t+t)1 Xn-1tYn-1 Xn-1tYn
0 0 R(yn)
R(by)
= Dyq.
/1,1 n-1
2 (xj—x)(yj—yi)
<
Par récurrence, en utilisant Dy = , on obtient D,, = =
ar + b [T(xi +y;j
iJ
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