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Exercice 1 (Paradoxe de I'arrét de bus).
"A Uarrét de bus en bas de chez moi, un bus passe "en moyenne" une fois toutes les 10 min, mais

pourtant j’ai le sentiment de devoir l'attendre "en moyenne” bien plus de 5 min.”

Cette phrase, sans doute en partie inspirée par une mauvaise foi bien francaise, a malgré tout un
certain fondement mathématique, et c¢’est ce que cet exercice se propose de démontrer. Pour cela on
modélise la situation de la fagon suivante.

e On considére une journée ordinaire découpée en p minutes (p € N*), de sorte que le temps est
représenté par 'intervalle d’entiers [0, p], comme s’il s’agissait d’une suite d’instants.

e A un arrét de bus fixé vont passer pendant cette journée n bus (n > 2). Les temps d’attente
entre ces bus successifs sont notés 71, ...,T,. On suppose que le dernier bus (le n-iéme) passe
a I'instant p, a la toute fin de la journée.

instant de passage
du ler bus passage passage passage
du 2-iéme bus du k-ieme bus du n-ieme bus

T Tx T
e Les T}, sont des variables aléatoires & valeurs dans [0, p] qui ont toutes la méme loi. On ne fait

pas d’hypothése particuliére sur cette loi. On note m son espérance et o2 sa variance.

e Un individu arrive & I'improviste & cet arrét de bus et on note A son horaire d’arrivée. On
suppose que A suit la loi uniforme sur [1,p], et qu’elle est indépendante des Tj. La variable
aléatoire N désigne le numéro du bus qu’il va prendre, ou autrement dit :

N =min{i € [1,n] telque AL Ty +---+T;}.

Le paradoxe que I'on va montrer consiste en le fait que la variable T, le temps d’attente pour le bus
que prend l'individu, a une espérance supérieure a celle des Tj}.

1. Montrer : m = p
n
2. Montrer que, si I’on suppose o2 > 0, alors les variables 17, ..., T, ne sont pas indépendantes.

3. On fixe dans cette question ¢t € [0, p] et k € [1,n]. Le but est de montrer :
t
P(Tk:t)(N - k?) - ]—)

Il est conseillé de commencer par réfléchir & pourquoi cette formule est "logique" avant de
passer a sa démonstration. Pour cela, on pose les événements :

Vie[0,p—t], Vi : "le bus k — 1 passe a 'instant i et le bus k passe a U'instant i + "

avec la convention que le "bus 0" passe a I'instant 0.



(a) Faire un lien entre I’événement T), =t et les V;.

(b) Montrer que pour chaque événement V; de probabilité non nulle, on a Py, (N = k) =

SR

(c¢) Déduire des deux questions précédentes le résultat voulu.
4. En déduire que N suit la loi uniforme sur [1,n].
5. Montrer pour tout k € [1,n] : E(Ty) =% E(T?).

6. En déduire une expression de E(Ty) en fonction de m et o2, et conclure sur le paradoxe exprimé
dans 1’énoncé.

7. Expliquer précisément dans quelle situation on a égalité entre E(Ty) et m, et ce que signifie
cette situation dans la vie réelle.

8. On suppose que la covariance Cov(T;,T;) pour deux bus différents ¢ et j, ne dépend pas du
couple (i,7), et on la note c. Calculer ¢ et interpréter son signe.

Exercice 2.
On note [*(N) I'ensemble des suites réelles U = (U,,) telles que la série Y U2 converge.
Sous réserve d’existence, on pose pour U,V € [*(N):

+oo
(UV)=> UV,
n=0

1. Pour a et n € N, on pose U, = . Pour quelles valeurs de a, la suite (Uy),,oy est-elle un

n*+1
élément de [*(N) ?
2. Produit scalaire sur [*(N):
1
(a) Démontrer Va,b € R, ab < 3 (a® +b?).
+oo
(b) En déduire que si U,V € I*(N), (U, V) = > U,V, est bien défini.
n=>0

(c) Montrer que [2(N) est un espace vectoriel et que (-, -) est un produit scalaire sur [*(N).
(d) On pose

+oo
S={UeR",3ng € N,Vn >no, U, =0et »_ U, =0},

n=0
c’est-a-dire ’ensemble des suites nulles a partir d’un certain rang et dont la somme des
termes est nulle. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de /?(N).

(e) Montrer que S* = {Ogn}.
(f) En déduire que S C (SL)L.

On note E espace vectoriel des fonctions continues sur [—7, 7] & valeurs réelles que I’on munit
du produit scalaire défini, pour f,g € F, par

F19)s =5 [ sog

On admet que ( | )g est un produit scalaire sur FE.



Pour n € N* et 0 < k < n, on définit la fonction f, € F par
Vt € R, fp(t) = cos(kt).
De méme pour 1 < k < n, soit g, € E définie par
Vt € R, gx(t) = sin(kt).
On note F,, = (fo, f1s-- s far 1y - -5 gn) €6 Fyy = Vect (fo, -+ fuy G155 Gn)-

3. Une famille orthonormeée de FE.
Dans cette question, on fixe n € N*.

(a) Soient u,v € R. Donner une expression de cos(u) cos(v) et de sin(u) sin(v) en fonction de
cos(u + v) et de cos(u — v).

(b) Démontrer que F,, = (fo, f1,- - fn, 91, -, gn) est une famille orthogonale dans E.
(c) Calculer la norme des vecteurs de F,.

(d) Montrer que F,, est de dimension finie et déterminer sa dimension.

4. Une projection orthogonale. Soit h € E. Pour tout n € N*, on note pg, (h) le projeté
orthogonal de h sur F,.

(a) Montrer qu’il existe un unique couple de suites (ax(h))ren et (bg(h))gen tel que by(h) =0
et

¥n € N pp, (h) = Y ar(h)fu+ ) be(h)gi.
k=0 k=1

Exprimer pour tout k € N, ai(h) et bi(h) & 'aide d’intégrales.
(b) On note ||h||g = \/(h | h)g. Démontrer que
vn €N, [|pr, (W)l g < |[h]le-

(¢) Justifier que les suites (ax(h)),cy €t (br(h))zey sont des éléments de 1*(N) et que
1<% 1=
2 2 2 2
)+ 33 s+ 330" < DAl

5. Soit n € N*. Calculer

Exercice 3.

Dans toute cette partie, n est un entier strictement positif fixé.
On note ® Papplication définie sur R,,[X] par :

VP eR,[X], ®(P)=((X2-1)P)".
1. Montrer que ® est un endomorphisme de R, [X].

2. (a) Donner la matrice de ® dans la base canonique.
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(b) En déduire qu’il existe n + 1 réels distincts \g < A; < --- < \,, que l'on précisera, tels
que pour tout i € [0;n], ® — \;idg,[x] n’est pas bijective.

(c) Quel est le rang de ® — \jidg,,(x] ?

3. Prouver que pour tout k € [0,n], Ker (<I> — )\kian[X]) contient un unique polynoéme unitaire,
que 'on notera P dans la suite de I'exercice.

4. Soit k € [0, n].

(a) Prouver que deg P, = k.
(b) Soit Qr = Py(—X). Montrer que ® (Qy) = \Qx, et en déduire que Pp(—X) = (—1)*Py(X).

5. Calculer Po, Pla PQ, Pd
Pour (P, Q) € R, [X], on pose

1o = [ Poewn (-

1
6. Prouver que (- | -) est un produit scalaire sur R, [X].
7. Prouver que pour tous (P,Q) € R,[X]* (®(P) | Q) = (P | ®(Q)).
8. En déduire que (Fy, Py, ..., P,) est une base orthogonale de R, [X].

9. Prouver que pour tout k € [0,n], B, € Ry_1[X]*.

Correction du DS n 0

Ezxercice 1 1. D’aprés I'énoncé, on a Ty + --- + T, = p (la somme de tous les temps d’attente
est égale a la totalité des instants de la journée). Par linéarité de 'espérance, et comme les T;
suivent toutes la méme loi, on en déduit :

E(Ty+---+T,) =E(p)=p
Donc: E(Ty)+---+E(T,) =p

Donc: nxm=p

On en déduit que |m =

p
.

2. Supposons o2 > 0. Supposons par ’absurde que les variables T}, ..., T, sont indépendantes.

Alors on a :
V(T + -+ T,) = V(T1) + -+ + V(T,) = n x 0 £0,

car les T; suivent la méme loi. Or, on a :

V(Th+---+1T,) =V(p) =0 : Absurde!

Conclusion : |les variables 77, ..., T}, sont non indépendantes |.




(a) On a

p—t

T =t = Vi

1=0

(b) Soit i € [0,p — t]. Supposons P(V;) > 0. Sachant V;, on sait que le bus & — 1 passe a
'instant ¢ et le bus k passe a linstant ¢ + ¢t. L’événement (N = k) signifie alors que la
personne arrive entre les instants (i + 1) et (i +¢).

Py(N=Fk)=Py(i+1<A<Li+1)

Or, A est indépendante des Tj, et 'événement V; ne dépend que des Tj, donc A est
indépendante de V;. D’ou :

Pui+l1<A<i+t)=Pli+1<A<Litt)

Enfin la loi de A est la loi uniforme sur [1, p], donc cette derniére probabilité vaut %.
Finalement :

(c) On détaille ici deux méthodes.

e Méthode 1: On a par définition

P([T = N[N = k)

Prr=q(N =k) =

Or, d’aprés la question 3a, comme les V; sont des événements disjoints,

P(Ty=t) =P(VoUViU---UV,) = ¥ P(V)

On en déduit :
B (N o P(V)
1,=t(N = k) = SRy

=0

|+

Ainsi, on a montré que Py (N = k) =

t
o




e Méthode 2: Remarquons que [Py, —; est une probabilité. Dans cet univers, les (V)f:_é
forment un SCE. On peut donc appliquer la formule des probabilités totales :

Pr—g(N =k) = ZP[Tk (Vi) (Prr=)vi (N = k)
= ZP[Tk 0 (Vi)Pir—gv, (N = k)

= ZP[Tk:t](m)PVi(N =k) <«carV;C [T} =t

t
On a montré de méme: |Pr,—g(N = k) = —

ol
Remarque. Remarque du professeur : on peut vérifier que l'on a effectivement :

(Pa)g =Panp

Remarque. Remarque du professeur : les calculs sont ici faits en supposant les
Vi tous de proba mon nulle. Notons que, si certains V; sont de proba nulle, ils
n’interviennent pas dans la somme; on peut donc sans probleme condilionner par
Vi pour les autres éléments non nuls de la somme; le résultat ainsi démontré dans
cette question est donc aussi correct.

4. On a tout d’abord N(Q) = [1;n].
De plus, pour tout k € [1;n], (T = t)i_, forme un SCE.

Par la formule des probabilités totales, on a alors, pour tout k € [1;n]

1
ZIP’ (Ty = t) Pry—g (N ZtIP’ (Ty =t) = E(Tk)
\‘,_/
1
_ -t par Q2
P n
1
_7’L

On en déduit que | N ~ U ([1;n])|.

5. On remarque déja que



Cette formule exprime le fait que 'événement Ty = ¢ se décompose en une réunion disjointe
d’événements selon la valeur de N de 1 a n; et si N = k, alors on a Ty =t si et seulement si
T, =t.

On a alors par définition de I'espérance, puis en utilisant la décomposition ci-dessus (les unions
étant disjointes):

ZtIP’TN_t ZZtPN k| NI[T, =1t

t=0 k=1
p

=Y tP(Ti = )Pig_g(N = k)

t=0 k=1

P n
t
:ZZt x —xP(Tp, =t) < par Q3c
t=0 k=1 p
p

- 133 eri-

kltO

:E(Tk?)

pour n’importe quel k£ car
les T}, suivent la méme loi

On a bien montré |E(Ty) = L E(T7)|.
p

6. On sait que V(T}) = E(T¢) — E(T})?. On déduit donc de la question précédente :

E(Ty) = %E(T,f) - g (V(Ty) + E(T},)?) = g (0® +m?) = %ﬁ +m

n
Comme — 02 > 0, on a E(Ty) = m; d’ou le résultat paradoxal voulu: on attend en moyenne

davantage que... le temps d’attente moyen !

7. On a égalité si, et seulement si, on a o = 0.
Cela arrive si les horaires du bus sont fixes, cad si le bus passe a horaires fixes, exactement
toutes les m minutes (pas de fluctuation autour de la moyenne!).

8. On aici:

V(Ii+---4+T,) =V(p)=0
cad: C0V(T1 e+ T, T+ -+ T,)=0

Donc: Z cov(T;, T;) + Z Z cov(T;,T;) =0 < par bilinéarité de la covariance

zl];éz

ZV +chov T;,T;) = 0

11]7&2

Donc: no +n(n—1)c:0

0.2

On a ainsi: |c = — .
n—1




Ainsi, on a . Quoi de plus normal : la somme des T}, est constante, donc si le temps
d’attente T; augmente, alors fatalement les autres T} diminuent, et réciproquement. Donc T}
et T; ont des “variations” probabilistiquement opposées.

Exercice 2 L. Pour a € R} et n € N, on pose U,, =

1 La suite (Uy),, oy est-elle élément

de I2(N) ?

On a U? ~, e la suite (U,), oy est donc un élément de [*(N) si et seulement si 2a > 1

c’est-a-dire a > 3

2. Produit scalaire sur I*(N):

(2)

1
Démontrer Va,b € R, ab < 3 (a® + b?).
On raisonne par équivalence :

1
ab < = (a* + V%) & 2ab < a® + V2

2
& 0< (a—b)?

La derniére inégalité est vraie donc, par équivalence, la premiére I'est également. On a
1
bien Va,b € R, ab < 3 (a® 4+ b?)
+o0
En déduire que si U,V € I*(N), (U | V) = Z U,V, est bien défini.

n=0
Soit U,V € I*(N), alors pour tout n € N, on a

0< UVl < 5 (UF+ V7).

N | —

1
La série de terme général 5 (U2 + V%) converge en tant que somme de séries convergentes.

Par le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, on en déduit que > U, est
absolument convergente donc convergente. La série de terme général U,V,, admet donc
une somme ce qui justifie la définition de (U | V).

Montrer que [*(N) est un espace vectoriel et que (- | -) est un produit scalaire sur [*(N).

On commence par s’assurer que [*(N) est non-vide ce qui est le cas puisque la suite
nulle appartient a [?(N). On se donne ensuite deux éléments U,V € [?(N) et un scalaire
A € R, montrons que AU + V est un élément de [?(R). Pour tout n € N, (AU, + V,,)? =
N2U? + 20U, V,, + V2. Par hypothése, les séries de terme général U? et V2 convergent
et on a montré a la question précédente que > U,V, convergeait. On en déduit que
ST (AU, + V,,)? converge donc AU + V € I2(R) et cet ensemble est bien un ssev de RY,

Montrons que (- | -) est un produit scalaire:
e VU,V € I*(R), (U | V) € R, c’est une forme.

e Symétrique: YU,V € I*(R), (U | V) = (V | U) par commutativité sur R donc la
forme est symétrique.

e Bilinéaire: Soit U, V,W € I*(R) et A € R, alors la suite de terme général (\U,,+V,,)W,,

“+oo +00
est convergente de somme égale a )\Z U, Ww, + Z V,.W,, par propriétés des limites.
n=0 n=0

On a donc la linéarité par rapport a la premiére variable et, par symétrie, on obtient
la linéarité par rapport a la deuxiéme variable.



e Positive : Soit U € [*(R), alors > U? est une série positive et convergente. La suite

de ses sommes partielles est donc une suite positive et convergente, sa limite est, par
+0o0

conséquent positive. On a bien Z U2>0.

n=0
+oo
e Définie: Soit U € I%(R) telle que Z U? = 0. La suite des ses sommes partielles est

n=0
croissante (puisque U2 > 0), positive et de limite nulle. C’est donc la suite nulle. On

a bien (U,U) =0 = U =0 d’ou le caractére défini.

On a montré que ( | ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, ¢’est donc un
produit scalaire sur *(R).
+oo
On pose S = {U € I*(R),3Ing,Vn = ng, U, = 0 et ZU" = 0}. Montrer que S est un
n=0
sous-espace vectoriel de 1*(N).
La suite nulle appartient a S, ’ensemble est donc non-vide. Soit U,V € S et A € R. Alors
par définition de S, il existe ng € N tel que Vn > ng, U, = 0 et il existe my € N tel que
VYn = my, V,, = 0. Pour tout n > max(ng, mg), on a alors AU, + V,, = 0. Par ailleurs, les
deux séries Y AU, et >V, étant convergentes, on a

+00 +oo “+oo
DAL AV =X Un+ > V=0
n=0 n=0 n=0

On a donc AU +V € S et S est bien un sous-espace vectoriel de RV,

Tl est clair qu’il est inclus dans [?(R) puisque si U € S, la série de terme général U? admet
un nombre fini de termes non nuls, elle est donc convergente.

Montrer que S+ = {Ogn}.

Soit U € S+, posons

1 sin=0
V,=¢ -1 sin=1
0 sinon
+o00
On a bien V € S et, par suite, (U, V) = UV, = Uy — Uy = 0. Ainsi Uy = Uy. On fait
n=0

ensuite le produit scalaire de U avec W définie par

1 sin=1
W,=< -1 sin=2
0 sinon

A nouveau, il est clair que W € S, on a donc (U, W) = 0 ce qui impose U; = U,. Par
récurrence, on montre ainsi que U est une suite constante. Or, la série > U2 converge.
Si U est constante, la série ne peut converger que si U = 0. On a montré S+ C {Og~} et
Iautre inclusion est évidente donc S+ = {0}.

En déduire que S C (SL)L. On a (SL)L = {02} = *(R) et S C I*(R). En effet, on
peut considérer la suite dont les deux premiers termes valent 1 et les suivants 0, ¢’est un
élément de [?(R) donc la somme n’est pas nulle, il n’appartient pas a S. On a donc une
inclusion stricte.



3. Une famille orthonormée de E. Soit n € N*.

(a) Soient u,v € R. Donner une expression de cos(u) cos(v) et de sin(u)sin(v) en fonction de
cos(u 4 v) et de cos(u — v).
Soit (u,v) € R?, On a

cos(u + v) + cos(u — v) = 2 cos(u) cos(v) et cos(u — v) — cos(u + v) = 2sin(u) sin(v)

on en déduit que
1 1 . ) 1 1
cos(u) cos(v) = 3 cos(u+v) + 5 cos(u — ) et sin(u)sin(v) = 5 cos(u —v) — 5 cos(u + v).

(b) Démontrer que F, = (fo, f1s- s far 91,5+ gn) €st une famille orthogonale dans E.

e Soit i # j, montrons que < f; | f; >g=0.
On a

<filfi> = % ' cos(it) cos(jt) dt
= ﬁ/jr cos((i + j)t) + cos((i — j)t)dt
L {sin((i +J)t) N sin((i — 5)t)]"
 Ar i+ i—j

=0

e Soit i # j, montrons que < g; | g; >p=0. On a

1 ™
<glg > = %/ sin(at) sin(jt) dt
1 —T
= cos((1 — j)t) — cos((i + j)t) dt
™ —T
1 [sin(@=4)t)  sin((i+5)8)]"
C 4n i—j i+
=0

—Tr

e Soit i € [0,n] et j € [1,n], montrons que < f; | g; >g= 0.
1
On sait que sin(u + v) + sin(u — v) = 2sin(u) cos(v) donc sin(u) cos(v) = isin(u +

1
v) + 5 sin(u — v).
On suppose tout d’abord @ # j:
On a

™

1
<filgi> = By cos(it) sin(jt) dt
m

:7/mmwum+mw—th

am ) ;.
1 [ cos((i4g)t) | cos((i—j)t)]"
E{_ it i }
=0

Sii=j,ona

2it) 1"
< fil g >p= —/ cos(it) sin(it) d :—/ sin(2it) dt = _— {COS(‘Z)} ~0

La famille est bien orthogonale.

10



(¢c) Calculer la norme des vecteurs de F,.

o 1 [T
1P = [ da=1

e Soit i € [1,n], alors

2 _ 1 " 2/ - o 1 " (s _1
llfill” = 5| cos (it) dt = gy _W1+Cos(2zt)dt— 5

—T

1
e Soit i € [1,n], on remarque que || fi||*+||g]||> = 1, on en deduit que |[|g;||* = 5 Ainsi,
1
1fill = llgill = 7
(d) Montrer que F, est de dimension finie et déterminer sa dimension.

F,, est de dimension finie car il possede une famille génératrice finie. On a montré aux deux
questions précédentes que la famille F,, est orthogonale et ne posséde aucun élément nul
(puisque les normes ne sont pas nulles), on en déduit que la famille est libre et, par suite,
que dim(F,,) = 2n + 1.

. Une projection orthogonale. Soit h € E. Pour tout n € N, on note pg, (h) le projeté orthogonal
de h sur F,,.

(a) Montrer qu’il existe un unique couple de suites (ag(h))nen €t (bp(h))nen tel que by(h) =0
et

n

Vn € N* pg, (h) = Zak(h)fk + Zbk(h)gk
k=1

k=0
Ezprimer pour tout k € N, ai(h) et bp(h) a laide d’intégrales.
Soit n € N*. On sait que la famille

(for V2hi - V210 V200, V200)

est une BON de F},. D’aprés 'expression du projeté dans une BON, on a donc

Pr, (h) =< fo,h > +zn: (P, V2f)V2 1 + z”: (h, V2gi) V291
K1 s

En posant
n L[
o a0 = (ot [ o)
e Vk € [1,n],

al"(h) = 2(h, f,) = % / ' cos(kt)h(t) dt et b (h) = 2(h, gi) = % / ’ sin(kt)h(t) dt,

on a bien 'existence d’un (2n + 1)-uplet tel que

n

pr,(h) =" al” (h) fi + > b (h)gi.
k=1

k=0

De plus, ce (2n + 1)-uplet est unique puisque la famille F,, est libre.
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Soit maintenant & € N*. on remarque que pour tout n > k, a,(:)(h) ne dépend pas de
n (d’aprés I'expression intégrale qui ne dépend que de h et k). Posons, Vk € N, ax(h) =
a,(f)(h), bo(h) =0 et bi(h) = b . On a alors deux suites (ai(h))ren et (b)ren telles que

vn € N, pg, (h Zak fk+Zbk

Ces suites sont uniques puisque pour tout n fixé, leurs n+ 1 premiers termes sont uniques.

Si quelqu’un a une idée pour rédiger de maniére plus digeste, je suis preneuse !!!

(b) On note ||h||g = \/(h, h)g. Démontrer que ||pr,(h)| 5 < ||k &

On sait que pr, (h) et h — pg, (h) sont orthogonaux (car ils appartiennent respectivement
a 'image et au noyau d’un projecteur orthogonal), par le théoréme de Pythagore, on a
donc

2 2 2
Al = llpr, (M| + [1h = Pr, (W[ = [lpr, (W) -
En prenant la racine carrée de I'inégalité, comme les quantités sont positives, on a donc

Ipe. (Wllg < lAllg-
(c) Justzﬁer que les suites (ag(h))pey €t (bi(h))pey sont éléments de 1*(N) et que ag(h)* +

I oo
Zk 1 k( ) +§Zzz1bk(h)2 < ||hH2E

Soit n € N. D’aprés la question 4a, on a

pr, (h Zak fk+zbk )Gk

et la famille F,, est orthogonale. On en déduit que

pe, (W[5 = Zak ||fk||+2bk 2|1gel)?-

. 1
On sait que || fo||z =1 et Vk € [1,n],||fxllz = |lgr]|z = —=, on a donc

V2
15, (W] = ao(h)” + 5 > a(h)’ + 5 > bi(h)
k=0 k=1
D’aprés la question précédente, on sait que Vn € N, ||pg, (h)||5 < ||h]| 5, on a donc,

1 1w
vn € N, ag(h)? + §Zak(h)2 + 52 bi(h)? < ||]]% .
k=1

k=1
En particulier, on en déduit que

Vn e N, Zak < ||hlfG et —Zbk <Pl -

n n
Les suites <Z ak(h)g) et (Z bk(h)2> sont donc croissantes et majorées, ce qui montre
k=1 neN = neN

que les séries > ap(h)? et > bk(h)i2 convergent donc (ag(h))nen et (br(h))nen sont des éléments
de I*(R).
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En passant a la limite quand n tend vers +oo dans I'inégalité

1 9 2 1 9 2
Vn € N@é%(@ < |[A[[f et §;bk(h) < Al

on obtient I'inégalité souhaitée

5. Soit n € N*. Calculer

Si on note H, = Vect (g1,...,¢n), alors

n 2
nf /_ ﬂ (1—k§1:ak51n(kt)> t| = inf 2|1~ hII* = 2md(f, H,).

Comme H,, est un sous-espace vectoriel de F,,, il est de dimension finie, on a donc d(fy, H,) =
|| fo — p, (fo)l], ot pg, désigne le projecteur orthogonal sur H,. Or, on sait que fy € H:, on
a donc py, (fo) = 0 donc

inf 1- (kt) ] dt | =2 ?=or.
o f /ﬂ( Zaksm ) || fol| T

,,,,,

Ezercice 3 1. Soit P et () des polynéomes de R,[X] et A € R. Alors en utilisant la linéarité de
la dérivée, on obtient :

(P+AQ) = ((X2=1)(P+ Q)"
((X2 —DP+AX*-1)@))"
= (X2 =DP)" + M(X* = 1)Q)"
= (P) + A0(Q).

De plus si P est de degré au plus n, (X? — 1) P est encore un polynéme, de degré au plus n + 2
et donc ®(P) est bien un polynome de degré au plus n, donc ® est a valeurs dans R,,[X]. On
a donc montré que ® est un endomorphisme de R, [X].

On a parfois 'impression que vous pensez que les éléments de R, [X] sont de degré n ce qui
est TRES faux ! Si vous dites que le degré de la dérivée vaut le degré " -1", ¢’est faux. Il faut
préciser le cas ot on dérive un polynoéme constant.

2. (a) La base canonique de R, [X] est (1, X,..., X™). Pour k € [0,n], on a
O(X") = (X - XM = (k+2)(k+ 1) X" — k(k — 1) X"

Cette écriture convient aussi pour k = 0 ou k = 1 puisque ®(1) = (X? — 1) = 2 et
B(X) = (X? — X)" = 6X.
La matrice de ® dans la base canonique s’écrit donc
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Mat x,.x® = | 0 20 0 . 0
0 30 - -—nn-1)
: . . 0

Beaucoup d’erreurs de signe dans le report des coefficients dans la matrice, quel dommage
]

(b) Pour tout A € R, la matrice de ¢ — Aidg,x] dans la base canonique est triangulaire, et

son déterminant s’obtient alors en effectuant le produit des termes diagonaux.

On en déduit que ce déterminant est nul si et seulement si A est égal a un des termes
diagonaux, a savoir A\g := 2, A\ := 6, Ay := 12, ..., \,, ;== (n + 2)(n + 1) (c’est-a-dire pour
tout k € [0,n], \x = (k+ 2)(k + 1) qui est bien une fonction strictement croissante sur
les entiers naturels).

On a montré que, pour cette suite \g < A\; < ...\, de réels distincts, ® — Midg, x] est non

bijective.

Aild est la matrice diagonale avec le méme coefficient \; sur la diagonale (et pas diag(Xo, . .., An)
(c) Enfin, pour tout ¢« € [0;n], la matrice de ® — Nidg,[x) (qui est de taille n + 1) est

triangulaire avec n termes diagonaux non nuls (et un terme nul, par construction des J\;),
donc @ — \;idg,[x) est de rang n.

La matrice est de taille n + 1 !
3. Soit k € N.

e Comme ® — A;idg, x] est de rang n d’aprés la question précédente, on a, d’aprés la formule
du rang:
dim(ker(® — A\pidg, [x))) = dim(R,[X]) —n =1
Donc ker(® — A\iidg,[x]) est une droite vectorielle.
11 existe donc Py, € ker(® — Nyidg, (x]), Py # 0, tel que ker(® — Aidg,(x]) = Vect(Py).
. 1 -
Notons alors ay, # 0 le coefficient dominant de P,. On pose P, := — P; par construction,
a

k
le polynome P est unitaire et il engendre ker(® — A,idg,[x])-

Attention, de dimension 1 ne signifie pas du tout que le ssev ne contient qu’un élément !!!

e Démontrons 'unicité de Pj,. Considérons a présent un polynome Q) € ker(® — Ayidg,(x1)
unitaire; comme Py et (), appartiennent a la méme droite vectorielle et P, # 0, il existe
a € R tel que Qr = aPy. Or, les deux polyndémes étant unitaires, on en déduit que o = 1.
Conclusion : il existe bien un unique polynéme unitaire dans ker(® — Azidg,x7).

4. (a) Sur la matrice, on lit que pour tout polynéme unitaire P de degré d, ®(P) a pour terme
dominant (d + 2)(d + 1) X% = X\, X"
Or, pour k € [0,n], ®(P;) = APy, donc le coefficient dominant de ®(Py) est A\ =
(k4 2)(k + 1) puisque Py est un polynéme unitaire.
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D’aprés ce qui précéde, Py est de degré k, puisque la fonction k£ +— \; est injective car
strictement croissante. On peut aussi le refaire a la main : (k+2)(k+1) = (d+2)(d+1)
(d—k)d+k+3)=0=d=k.
Trés souvent mal traitée.
(b) e Notons R = (X? — 1)P, de sorte que (X? —1)Qr = ((=X)? — 1) Pu(=X) = R(—X).
On a alors, en remarquant que R” = ®(Fy):

(Qr) = (R(=X))" = R"(=X) = &(P)(=X) = M Lu(=X) = M Qs
Le polynome @y, est donc également dans ker(® — Apidg,[x]), qui est une droite vec-
torielle engendrée par le polynome unitaire Py, donc Qx est un multiple de P.
e On a Qr = P,(—X) donc Qi est de méme degré que Py et, puisque Py est lui-méme

unitaire, le coefficient dominant de Qy, est égal a (—1).

On a donc Qy = (—=1)¥P; donc P(—X) = (=1)*P(X).
La majorité est passée a coté. De maniére générale pour un endomorphisme ¢ quelconque,
O(P)(—X) # ®(P(—X)). Pensez a la dérivation.

. On avu que (1) =2 et ®(X) =6X, donc Py =1 et P, = X (ils sont bien unitaires). Etant
donné la forme de la matrice, on va chercher P, sous la forme X2 + a et P; sous la forme
X3 +bX, avec a et b des réels. On sait que ®(P,) = 12P; et ®(P3) = 20P; donc :

1
<1>(X2+a):12)(2—2+2a:12()(2+a)<:>—2+2a:12a<:>a:—5

3
@(X3+bX):20X3—6X+6bX:20(X3+bX)<:>—6+6b:206<:>b:—?
Donc P, = X2 — % et Py = X* - 2X.

. La fonction proposée est bien a valeurs réelles, puisqu’on intégre des fonctions continues sur un
segment.

» symétrie : quels que soient les polynomes P et (), on a visiblement (P | Q) = (Q | P).
» bilinéarité : puisque l'expression est symétrique, il suffit de montrer la linéarité a gauche
(par exemple). Soient P, P, des polyndémes et A un réel,

1

P(H)Q(t)(1 — t*)dt + A/ PHQM)(L —)dt = (P Q)+ A(P | Q)

-1

1

(P3P 1Q) = [

1
par linéarité de I'intégrale, donc (- | -) est linéaire a gauche, donc bilinéaire par symétrie.

» défini positif : si P € R,[X], (P | P) = f_ll P2(t)(1 — t*)dt est positif par positivité de
I'intégrale, puisque les bornes sont dans le bon ordre et Vt € [—1,1], P?(t)(1 — t?) > 0.
De plus si (P | P) =0, alors [, P*(t)(1 — *)dt = 0. Par stricte positivité de Uintégrale,
comme t — P?(t)(1 — t?) est positive et continue sur [—1, 1], cela implique que P?(¢)(1 —
t?) = 0 pour tout ¢t € [—1,1], donc en particulier P(t) = 0 sur | — 1,1[. Or P est un
polynome, donc puisqu’il admet une infinité de racines, c¢’est forcément le polynéme nul.

» conclusion : 1'application (- | -) est une forme bilinéaire symétrique définie positive : c¢’est
donc un produit scalaire sur R, [X].

On perd des points si on invoque la stricte positivité de I'intégrale sans préciser que la fonction
est continue ou quand on montre la linéarité a droite (ou a gauche) et qu’on dit juste "donc
bilinéaire" sans préciser que c’est grace & la symétrie. Vous avez le droit d’invoquer la linéarité
de l'intégrale mais en écrivant explicitement ce qu’elle vous donne comme égalité (ce qui montre
alors que vous savez ce qu’il faut montrer pour avoir la linéarité).
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7. Soit (P, Q) € (R,[X])?. Alors en procédant a deux IPP successives en intégrant u(t) = ((X? —
1)P)"(t) et en dérivant v(t) = Q(¢)(1 — ?) = ((1 — X?)Q)(t), on obtient :

1

(@(P) | Q) = / (X* — )P)()Q()(1 — )t

-1

= [(X*=D)PY((1=X?)Q)], —/ (X* = DP)()((1 = X*)Q)'(t)dt

- [ (= x)Poee - vey i

1

_ / (1-2)P(1)D(Q)(1)dt = (P | B(Q)).

1

Pour passer de la 3e a la 4e ligne, on a multipli¢ X? —1 et 1 — X2 par —1, et utilisé la linéarité
de la dérivée.

8. Comme deg P, = k pour tout k € [0,n], la famille (F,..., P,) est échelonnée et de cardinal
n+ 1 = dimR,[X] : on sait donc déja que c’est base de R,[X]. Montrons que c’est une base
orthogonale : si i # 7,

Mi(Bi | By) = (B(P) [ Py) = (B | ©(F;)) = Aj(Pi | Pj)

mais \; # A; si i # j, et donc on a nécessairement (P; | P;) = 0.

La famille (F, ..., P,) est donc une base orthogonale de R,,[X].

9. Soit k € [0,n]. Alors vérifions que Vect(F,. .., Pr_1) = Ry_1[X] : la famille (Fy, ..., Py_1) est
échelonnée en degré (donc libre), et chaque polynome est de degré inférieur & £k — 1. On a donc
Vect(Py, ..., Py_1) C Rx_1[X] et I'égalité des dimensions donne 1'égalité entre ces sous-espaces
vectoriels.

Comme Py est orthogonal a chacun des P; pour ¢ # k, il appartient bien & Iorthogonal de
Vect(Py, ..., Py 1), donc P, € R, [X]*.
Une famille orthogonale n’est libre que si elle ne contient aucun vecteur nul

16



