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TD 23 : Espaces préhilbertiens.

1 Produit scalaire
Exercice 1.
Montrer que les applications suivantes définissent des produits scalaires sur E :

n
L. (BQ)— Y. PP QW (0) sur E=R,[X] (avec n € N).
k=0

1
2. (f,g)'—>f f(t)g(t)(l—tz)dtsurEzcg([O,l],[R).
0

1
3. (f,g)»—»f(O)g(0)+f0 f'(ng (1) dt sur E =€ (0,11, R).

2 BON et Gram-Schmidt

Exercice 2.
On suppose Ry [X] muni du produit scalaire (P, Q) = }_ aiby. Orthonormaliser par le pro-
cédé de Gram-Schmidt la famille (X* - 1,3X +1, X? + X).

Exercice 3.
Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f : E — E une application telle que

V(x,y) € B2, < f(x), f(y) >=< X,y >.

1. Montrer que I'image d’'une bon de E par f est une bon de E.
2. En déduire que f estlinéaire.
Exercice 4.

Soit E un espace préhilbertien réel avec n € N*. On suppose qu'il existe (ey,...,e,) € E"
tels que

Vie[l,n]llell =1

n
VxEE,Z < Xx,e; >2=||x]|2.
i=1

Montrer que (ej,..., e,) est une base orthonormée de E.

3 Cauchy-Schwarz

Exercice 5.
Soient (a, b) € R?, a < b. Montrer que si f € €' ([a, b],R), alors

([ o[ roa)s(“51)

Exercice 6. 17
Soit (x, y, 2) € R3 tels que (2x% + y2 +522) < 1. Montrer que (x+ y+z)° < o

Exercice 7.

1
Soit f:[0,1] — R continue et positive. Pour tout n € N, on pose I, = f t" f(t)d¢t. Montrer
0

que pour tout (m,n) eN?, 12, < Iy Iy

4 Orthogonal d’'un ssev

Exercice 8.
On suppose R* muni de sa structure euclidienne canonique. Déterminer I'orthogonal de
G={xy,z0) R, x+2y—z+t=0}

Exercice 9.
On considére sur M, (R) le produit scalaire défini par V(A, B) € M, (R)2,

(AIB) =Tr(A" B).

Calculer 'orthogonal de I'ensemble des matrices diagonales puis celui des matrices sy-
métriques.

Exercice 10.

Soit E I'espace vectoriel 6€([0,1],R) des fonctions continues de [0, 1] dans R muni du
produit scalaire

1
(f18) :fo f(ngnde
On considére H = {f € E, f(0) = 0}. Déterminer I'orthogonal de H.

Exercice 11.
Soit E le R-espace vectoriel €2([0,1],R). Pour tous f, g € E, on pose :

1
<f,g>=f0 (riogw+Fog m)dr

1. Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.



2. Soit V ={f € E| f(0) = f(1) = 0}. Montrer que pour tout n € N, n = 2, V contient une
fonction polynomiale de degré n. Que peut-on en déduire sur la dimension de V'?

3. Soit W ={f € E| f = f"}. Déterminer une base de W puis sa dimension.
4. Montrer que V et W sont orthogonaux.
5. Montrerque E=V e W.

5 Projection et symétrie orthogonale

Exercice 12.

Dans l'espace euclidien R* muni de son produit scalaire usuel, on considére le sous-
espace vectoriel

F:{(x,y,z,t)€[R4,x+y+z+t:O:x+2y+3z+4t}

1. Donner la dimension de F.
2. Déterminer une BON de F*.

3. Soit u =(1,0,1,0), déterminer d(u, F).

Exercice 13.

On suppose R* muni de sa structure euclidienne canonique et on pose
F={(x,y2) eR,x—y+2z=0= x+y+2z}

1. Déterminer F*.

2. Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale s par rapport a F dans la base

canonique.
1

Exercice 14.
Soit E = R,[X] et ay, ..., a, des réels distincts. On pose,
n
VBQEE,(PQ)= ) Plar)Qlay)
k=0

1. Montrer que I'application ci-dessus définit un produit scalaire.

[MX-a)

. i#]
2. Pour tout j € |0,n|,onpose P;(X) = ———.
jelo,n] p j I (@ — a;)

i#j

1. une symétrie orthogonale est une symétrie d’axe F parallelement a F -+

(@) Quevaut Pj(ag)?

(b) Montrer que (Py,..., Py) est une famille orthonormale. En déduire que c’est une
base de E.

3. Calculer la distance d’'un polyndme Q de E au sous-espace

n
H:{PEE,ZP(ak)zo}.

k=0
Exercice 15.
On considere sur M> (R) le produit scalaire défini par V(A, B) € M> (R)2,
(AIB)=Tt(A"B).

On considere le sous-espace vectoriel

_Jfa b 2
F—{(b _a),(a,b)elR}

1. Trouver une base de F*L.

0) sur F.

1
2. Déterminer la projection orthogonale de B = (1 0

6 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 16.
Soit E un espace préhilbertien réel. Montrer que pour tout (x, y) € E2,

2 [+ y| [P <21+ 11x1) (14 |y )
Exercice 17.

Orthonormaliser par le procédé de Gram-Schmidt dans I’espace euclidien R? 1a famille
((1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)).

Exercice 18.
Soit (x, , 2) € R3 tels que (x2 + y2 + 22) < 1. Montrer que (x+2y +3z)* < 14

Exercice 19.
Soit n € N. Montrer que

3 (n)s\/m



Exercice 20.
On considére sur M (R) le produit scalaire défini par V(A, B) € M, L (R)2

(AIB) =Tr(A" B).

Soit F = {M € M, (R), Tr(M) = 0}.
1. Montrer que F est un ssev de M, (R) et donner sa dimension.

2. Déterminer Ft.

Exercice 21.
Montrer que si E est un espace préhilbertien réel, {0z} = E et E* = {0g}.

Exercice 22.
On suppose R* muni de sa structure euclidienne canonique et on pose

F={xyz0eR x—y—z+t=0}

On note p la projection orthogonale sur F. Déterminer la matrice de p dans la base ca-
nonique.

Exercice 23.
On suppose R muni de sa structure euclidienne canonique et on pose

F:{(x,y,z)€[R23,x+2y—z:0:2x—y}

On note s la symétrie orthogonale par rapport a F. Déterminer la matrice de s dans la
base canonique.

Exercice 24.
On munit M3(R) du produit scalaire (A, By = Tr(A" B).

1. On note S3(R) le sous-espace vectoriel constitué des matrices symétriques. Déter-
miner le supplémentaire orthogonal de S3(R).

2. Déterminer la distance de la matrice M ci-dessous au sous-espace vectoriel S3(R).
2 1 0
M=|3 1 2
1 4 1

7 Une fois qu'on est a l'aise

Exercice 25.
Soit a un vecteur unitaire d'un espace préhilbertien réel, k unréelet ¢ : E x E — R 'ap-
plication déterminée par

px,y)=<x,y>+k<x,a><ya>.

Donner une CNS pour que ¢ soit un produit scalaire.

Exercice 26.

Soit E un espace vectoriel euclidien. On considére n vecteurs unitaires (ey,...,e;) de E
tels que

n
VxeE|lxl* =Y <xle;>*.
i=1

1. Montrer que (ey, ..., e,) est une famille génératrice de E.
2. Montrer que (ey, ..., e;) est une base orthonormale de E.
Exercice 27.

Soit (E, {,)) un espace pré-hilbertien réel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Mon-
trer que :

1. Si Fc Galors G+ c F*.

2. (F+G@*r=FtnGt.

3. FLt+Gtc(FnG)*.

4. SiE est de dimension finie, alors (F1)L = F,
5

. Que devient I'inclusion de la question 3 si E est de dimension finie.

Exercice 28. % £

On considere un espace vectoriel euclidien de dimension N = 2. On suppose qu'’il
existe n vecteurs unitaires deux a deux distincts (uy, ..., u,) et un réel a tel que pour tout
i, j distincts, (u;|u;) = a.

1. Montrer que a # 1.

n

1
2. Calculer lanorme de v = Z u;. En déduire que a = T
i=1 n-

3. Montrer que la famille (1 — u1,..., u, — u;) estlibre. Qu’en résulte-t-il ?

1
4. On suppose que la famille (uy, ..., u,) estliée. Montrez que a = o7



Memo

Comment montrer qu'une application est un produit scalaire?
Revenir a la définition

Comment déterminer I'orthogonal d'un sous-espace vectoriel ?

— Trouver un nombre suffisant de vecteurs orthogonaux a une base
— Interpréter les équations de I’espace vectoriel

— Revenir a la définition

Comment déterminer une BON

— Faire preuve d’intuition/lire les questions précédentes

— Trouver une BON d’un ssev et de son supplémentaire orthogonal
— Utiliser Gram-Schmidt

Comment déterminer le projeté orthogonal

— Utiliser I'expression dans une BON

— Décomposer comme pour un projecteur classique

Comment calculer la distance a un espace vectoriel de dimension finie?

— Déterminer le projeté sur I'orthogonal

— Déterminer le projeté puis appliquer la définition

Comment utiliser Cauchy-Schwarz?

identifier 'inégalité & montrer en reconnaissant un produit scalaire.




Correction du TD n 23

Correction 1
1. symétrique, bilinéaire, positive et définie en se souvenant que P¥ (0) = klay.
2. Symétrique, bilinéaire, positive. Si < f, f >= 0 alors la fonction positive ¢ — (1 —

t2) f2(¢) est nulle sur [0,1] donc f(f) = 0 pour tout ¢ € [0, 1] et, par continuité de f,
f estnulle sur [0,1].

3. Si<f,f>=0, f’z(t) =0 pour tout ¢ € [0,1] donc f est constante sur [0, 1] et comme
f(0)=0,o0na f nulle

Correction2 On trouve
1

2 1 2 1 2
(X?-1), — (X*+6X+1), —(3X* - X +3)
V2 8 19

V38 V19

Correction 3

1. Si(ey,...,ey) estune bon, alors < f(e;), f(e;) >=6;,; donc (f(e1),..., f(ey)) estune

famille orthonormale et comme de cardinal 7, c’est une bon de E.

n n
2. Soitx = Z x;e;, alors f(x) = Z < f(x), f(ej) > f(e;) car c’est une bon et par linéa-
i=1 j=1
rité,
<f), fle) >=<)_xiei ej >=xj,
n
donc f(x) =) x; f(e;) et f estlinéaire.
j=1

Correction4 Onalle;|| =1 pour tout i et
2_ v 2
lleill” =) _ <eje;>",
J
j=1
donc

Z <ej,ej >2= 0,
i#j

puis < e;,ej >=0 pour i # j. La famille est donc orthonormale. Montrons que c’est une
base de E.

n
Pour cela, on va montrer que pour tout x € E,ona x = Z < x,e; >e;.Soitdonc x € E,
~
n ' 2
onposey=x-) <xe >e; Ona<y,e;>=0pourtoutjdonc||y||"=0ety=0.0na
i=1
montré que la famille était génératrice de E etlibre car orthonormale donc c’est une base
de E.

Correction 5 On applique Cauchy-Schwarz a f et f’ avec le produit scalaire (f, g) =

b
f f(Hg(nde.
a

1 1
Correction 6 Cauchy-Schwarz appliqué 2 (v2x, v, v/5z) et (—, 1, —)
y ppliq Y N

Correction 7 On applique Cauchy-Schwarz a t — t"\/f et t — t™/f avec le produit
1
scalaire<f,g>:/ fgdz.
0

Correction8 On remarque que G = (Vect((1,2,-1,1)))* donc G* = Vect((1,2,-1,1)).

Correction 9 On note S, (R), A, (R) et D, (R) respectivement I'ensemble des matrices
symétriques, antisymétriques et diagonales.

On peut remarquer que la base (E;;) de M,(R) est une BON pour ce produit scalaire.
Une base de'ensemble des matrices diagonales est (E;;, i € [1, n])), une base des matrices
symétriques est (E;;, i € [1,n]) U (E;j + Eji,i < j).

Lorthogonal des matrices diagonales est 'ensemble des matrices de diagonale nulle.
En effet, si M € D,(R)*, alors pour tout i € [1,n], < M, E;; >= 0, soit m;; = 0 (puisque
M= Z m;jEjj et (Ejj)i<i,j<n BON pour ce produit scalaire.)

iJ

Lorthogonal des matrices symétriques est ’ensemble des matrices antisymétriques.
En effet, les matrices antisymétriques, c’est-a-dire les matrices vérifiant MT = —M ad-
mettent pour base (E;; — Ejj)i<j. Sii< jetk<l,ona

0 si(i, j) # (kD)

< Eij+Eji, By - Eqe >=
. {HEUHZ—HE]-,-HZ:O si (7, /) = (k, )



Remarque : On ne peut pas avoir (i, j) = ([,k) cari < jet k<.

Par ailleurs, on a
< Ejj, Ex;— Eix >=0,

puisque la base (E;;) est orthonormée. On a donc bien que pour tout k < [, Ex; — Eji €
Sp,®L d’ott A,(R) < S, (R). Par égalité des dimensions, on a montré que I'orthogonal des
matrices symétriques est I’ensemble des matrices antisymétriques.

Correction 10  Soit f € H* alors h: t — tf(t) est un élément de H donc < h, f >=
1
f tf(t)dt = 0. Par stricte positivité de l'intégrale, comme ¢ — ¢ f(¢) est positive et conti-
0

nue, on a tfz(t) = 0 pour tout ¢ € [0,1] donc f(¢) = 0 pour tout ¢ €]0,1] puis f = 0 par
continuité. Ainsi, on a montré H+ < {0}. Comme H+ est un ssevde E, on a donc H+ = {0}.

Correction 11

1. c’estune forme, symétrique, linéaire par rapport a la premiere variable par linéarité
de la dérivation et de I'intégrale donc bilinéaire. Elle est bien positive et si f vérifie

1
f 1( f 2(0) + f ’Z(t)) dz =0, on alintégrale nulle d'une fonction continue et positive,
0

la fonction est donc nulle. Ainsi, pour tout £ € [0,1], f2(¢) + f'?(¢) = 0. Par somme
de deux carrés réels, on en déduit que f?(¢) = 0 pour tout ¢ € [0,1] donc f est bien
nulle. On définit bien un produit scalaire.

2. Onremarque que pour tout n €N, n>2, f,, : x— x"~!(x— 1) est un élément de V.
La famille (f};) »>2 est libre car la famille de polyndmes correspondants I'est (degrés
distincts). On en déduit que V contient une famille libre de cardinal aussi grand
que possible, V est donc de dimension infinie.

3. Onrésout|’équation différentielle. Une base de W est (sin, cos) et sa dimension est
2.

4. Soit fe Vet ge W. Alors

1 1 1
<f,g>=f0 f(t)g(t)+f’(t)g’(r)dr=f0 f(t)gmdr+[g’(r)f(t)]é—fo fng"(tde =

car f(0) = f(1) =0et g" = g. On en déduit que les deux ssev sont orthogonaux.

5. On a montré que V < W+. Montrons l'autre inclusion. Soit donc f € W+, Alors
pour tout ge V, < f,g >=0donc, d’apres le calcul précédent, on a [f(t)g’(t)](l) =0,
et ce pour tout g € W. En prenant g = cos, on obtient f(1) = 0. On prend alors
g = sin pour montrer que f(0) = 0 ce qui montre bien l'inclusion souhaitée d’ot
W+ = V. Comme W est de dimension finie,o on sait qu'il est supplémentaire avec

son orthogonal. On en déduit donc I'égalité souhaitée.

Correction 12
1. Onadim(F) =2.

2. On remarque que F = Vect(u, vt avec u = (1,1,1,1) et v = (1,2,3,4) donc F* =
vect(u, v). Comme u et v sont non colinéaires, ils forment une base de Ft.

3. On cherche une base orthogonale de FL. On orthogonalise (u,v) (attention, il
1
faut appliquer la formule avec 3 (1,1,1,1), on trouve le vecteur 3 (-3,-1,1,3) donc

((1,1,1,1),(3,1,-1,-3)) = (1, w) est une base orthogonale de FL.Onadonc

qx) = (u, x) . (x, w) w
Nl ™ (lwll®

ol1 g désigne la projection ortho sur F*. On a donc

1 6
dx,F)=||lqW)|| = H3(4’3’2'1)H = \/;

Correction 13

1. On remarque que F = vect(u, v)tavec u=(1,-1,1) et v=(1,1,2). On adonc F+ =
vect(u, v)

2. On a F de dimension 1, F = vect(w) avec w = (3,1,—2). On a donc

p(x)_<x,w>
llwl]?
et
(x, w)
s(x):2p(x)—x27 -
On en déduit que
1 2 3 -6
MatB(s)z? 3 -6 -2
-6 -2 -3

Correction 14

1. forme, symétrique, linéaire par rapport a la premiere coordonnée donc bilinéaire,
positive. On suppose (P, P) = 0 alors P(ay) = 0 pour tout k € [0, n] donc P admet
n+ 1 racines distinctes. Or P € R,[X] donc P = 0.

2. (a) OnaPj(ay) =6k

n
(b) Ona(Pj,P;)= ) 6;kb;r=08;; doncla famille est orthonormale.
k=0



3. Onremarque que

H= {P €E ) P(ak)} =vect(l)* =R+,
k=0

si on note A = 1. On en déduit que

Y Qlag)
KA, QY |k=0
d s = =
@1 1 All vn+1

Correction 15

mi m12) Ona
mp1 Mz

e [y Sha)-os (o)

1. Onraisonne par équivalence. Soit M = (

Il
o

donc

1 0) (0 -1
MeFLc»mH:mggetmlgz—mZIc»MeVect((o 1),(1 0))

2. On utilise I'expression de la projection orthogonale :
11 1 11 -1
sz el )

11 1
donc la projection de B sur F vaut 3 (1 _1)

Correction 16  On raisonne par équivalence en remplagant ||x+ y||2 par 2||x|> +

2 | | y| \2 - ||x - y| |2 (identité du parallélogramme). On arrive a
[le=yI*+ 211 [y][* > 0,
ce qui est vrai donc I'inégalité donnée I'est aussi.

1 1

1,1,1), —
N ARV

1
Correction 17 On trouve 1,-2,1),—(1,0,-1)
V2

Correction 18 Cauchy-Schwarz appliqué a (x, y, 2) et (1,2,3).

Correction 19  On note (ey,...,e,,e,41) la base canonique de R"*! et on suppose

n
que R™! est muni de son produit scalaire canonique. On pose x = ) +/(})e; =
i=0
n n
() (s (B)) et y=(1,...,1). Alors < x, y >= > v () llxll = Y (
i=0 i=0
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz x et y, on aI'inégalité souhaitée.

N=2"et||y||=n+1.

Correction 20

1. C’est le noyau de la forme linéaire trace donc un ssev et, par le thm du rang, sa
dimension est n — 1.

n
On peut aussi dire qu’'un élément de F vérifie m,,,; = — Z m;; donc il est engendré
i=1
par (Ejj,i # j) U (Ejj — Epn,i € [1,n—1]. C'est assez rapide de montrer que cette
famille est libre et elle est de cardinal n? — 1.
2. Onsait que dim(F1) = n?2 —dim(F) = 1, il suffit donc de donner un élément non nul

de F*.Onremarque que I, € F* carpourtout M € F, < I, M >=TrI] M = TrI,,M =
Tr(M) = 0, donc FL = Vect(l,).

Correction 21  Soit x € E, alors {x,0g) = 0 donc x € {0g}L. On en déduit que Ec {0pit c
E donc E = {0g}*.

Soit maintenant x € E+ alors (x, x) = 0 donc x = 0. On a donc E+ c {0z} donc E+ = {05}
car EL est un ssev.

Correction 22 On a F = vect(u)* avec u = (1,-1,1,-1) donc F* = vect(u). Pour tout x

X,
deE,onapx)=x—q(x)=x— T ”2>uavec||u||2:4.0nadonc
u
3 1 1 -1
111 -1 1
Mats(P)=711 1 3 1
-1 1 1 3

Correction 23 On a F = vect(u, v)* avec u = (1,2,—1) et v = (2,—1,0) donc dim(F) = 1.
On trouve F = vect(w) avec w = (1,2,5). Pour tout x de E on a s(x) = 2p(x) —x =



1
—{(x, w, w) — x donc

15
1 -14 2 5
MatB(s):E 2 —-11 10
5 10 10
Correction 24

1. Le supplémentaire orthogonal est I'’ensemble des matrices antisymétriques c’est-
a-dire les matrices vérifiant M = —M ou encore mij=—mjj.

_ , o M+MT M-MT
2. On sait que toute matrice M s’écrit + 2
e N —
€S3(R) €A3(R)

On en déduit, on notant p la projection orthogonale sur S3(R)*, que

0 -2 -1
1 T 1
p(M):z(M—M ):E 2 0 =2
1 2 0
(0] it M)|| = 3 [|Al|? = 2 (cf I I tré
n a ensuite Hp( )|| = E car —iZjal.j (cf cours lorsque 'on a montré que

I'on définissait bien un produit scalaire.

Correction25 Onvoit que ¢ est symétrique et bilinéaire. On suppose ¢ définie positive.
On sait, par cauchy-Schwarz que Vx € E, llxl|? =< x, a >2 car ||a||? = 1.

On en déduit que ¢(x, x) = [lxl|2 + k < x,a >%< (k+ 1) ||x||? donc il faut que k+1=0.Si
k=-1,ona(a,a) =0 et ¢ ne sera pas définie. Il faut donc k > —1.

Réciproquement, supposons que k > —1. On a ¢(x,x) = (k+1) < x,a >>= 0 et si
@(x,x) =0 alors d’apres I'inégalité

Px,x) = (k+1) <x,a>2

ona<x,a>=0donc ¢(x,x) =[|x| |2 d’ol1 x = 0g et @ est bien un produit scalaire.

Correction 26

1. Soit x € Vect(ey,...,e,)". Alors ||x||> = 0 car < x,e; >= 0 pour tout i, on a donc
x =0g. Ainsi, on a Vect ey, ..., e,)" = {05} donc Vect(ey, ..., e,) = E (car E euclidien)
et la famille est bien génératrice de E.

2. Ona||ej||2=1=1+ > <ej,e >2 donc < e;,ej >=0pour i # j. On en déduit que
i#j

la famille est orthonormale donc libre et avec la question 1, c’est une bon de E.

Correction 27

1. Soit x € G*, montrons que x € F*. Soit donc y € F, montrons que < x,y >=0.On a
y€Fet Fc Gdonc y€ G.Comme x € G, ona < x,y >= 0. On a donc bien x € F*
d’out 'inclusion.

2. On le montre par double inclusion. Soit x € F- n G, montrons que 'on a x € (F +
G)*.Onsedonnedonca+be F+G,ona

<x,at+tb>=<x,a>+<x,b>.

Or < x,a >= 0 puisque x € Fletae F.De méme, < x,b>=0, on adonc < x,a+
b>=0donc x € (F+ G)* et on a montré l'inclusion F+ nG* c (F+ G)*.

Par ailleurs, on a F c (F + G) donc d’apreés la question précédente, (F + G)* c F*.
De méme, G < (F + G) donc (F + G)* < G1. On en déduit que (F + Gt cFLnGt.
On a montré I'égalité par double inclusion.

3. Soit (a,b) € F+ n G, montrons que a+ b € (Fn G)*. Soit donc x € FN G, alors
<x,a+b>=<x,a>+<x,b>. 0r<x,a>=0puisque a € F- et x € F. De méme,
<x,b>=0donca+be (FNG) L et onamontré l'inclusion F- + G- c (FNG)*.
On peut aussi le montrer en raisonnant avec les ensembles : Ona FN G < F donc
FL < (FNnG)t. De méme, Gt < (FN G)*. Comme (Fn G)' est un ssev, on a donc
FLiGlc(FnG)t.

4. Onlavuen cours! On a F c (FY)* c F carsi x € F, alors < x,y >= 0 pour tout
y € F+ donc x € (FY)*. On conclut avec I'égalité des dimensions car F& F- = E =
FlteEFht.

5. On applique la question 2 a F* et G, on obtient :

(FL+ Gt = (FYL A (Gh*
donc (F* + Gt = FN G. On en déduit que (FN G) L= ((F* + GH)1) = FL + G
Correction 28

1. Si<u;,uj>=1pour tout i, j, alors pour i, j quelconque, Hul - uj||2 =1-2+1=0
donc u; = u; ce qui est absurde. donc a # 1.

2. Ona||v||2:Z<ui,uj >= Y a+nonadonc (n2—n)a+n=0donca=—
i,j i#j
d’otl1 le résultat.

nZ-n

3. Pourtouti, ke [2,n]ona

0 sik#i

l1—a

<Uj— Ui, U >=< ui,uk>—<u1,uk>:{ sinon

On suppose qu’il existe des réels 1; non tous nuls tels que Y A; (u; — u;) = O, alors
pour tout k € [2,n], ¥ A; < u; — uy, u >= 0 donc A (1 —a) =0 d’out Ay = 0 pour tout
k donc la famille est libre. On en déduit que N = n—1.



4. On suppose (uy,...,U,) liée alors il existe des réels A; tels que Y A;u; = 0. On a
donc, pour tout k, <Y A;u;, ur >=0= Y. A;a+ A ouencore
ik

Y Aia+1-a)dx=0.
i

On somme pour k variantde lan:
na) Ai+1-a)) Ax=0
i k

donc Y ; A;(na+1-a) =0. Montrons que Y_; 1; # 0. On suppose, par 'absurde que
Y;Ai=0,alors —A; = Y A; donc

i=2

Oz/llu1+2/liui:Z/li(u,-—u1)

i=2 i=2

Or (up — uy,..., uy — uy) estlibre donc Vk = 2, A; = 0 puis 1; = 0. On obtient une
1
contradiction,onadonc ) ; 1; Z0dottna+ (1-a)=0d'ota= a7
n—
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