Sujet d’entrainement (DS 7)

Analyse asymptotique et espaces vectoriels

I Exercice
Calculer les développements limités suivants a ’ordre et au point indiqués.
Q.1 DL4(0) de f: 2z — e® Arctan x.
Q.2 DL3(0) de f:x — exp (smx>.
x
V1 -1
Q.3 DLy(0) de f o Y271
tanx
Q.4 DL3(%) de f: x> cosx + sinw.

IT Exercice

1
vt 1) définie de |1, +-00[ = R.

Soit la fonction f : 2+ (2% — 1)In (
z —

Q.5 Etudier les limites de f(x) lorsque = — +oc et lorsque z — 1.

Q.6 Calculer le développement limité a l'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction

1 (1+:17>
g:zx+— —In .
T 1—2

Q.7 Montrer que la courbe de f admet une asymptote en +o0o et préciser la position de

la courbe par rapport a son asymptote au voisinage de +oco.



III Exercice

Dans l’espace vectoriel E = Ry[X], on considére les sous-ensembles :

F={aX*+(a+p)X+8](a,p) € R?},
G = {P e Ry[X]| P'(1) = 0}.

Q.8 Donner une base et la dimension de R4[X].
Q.9 Etude de F.

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Déterminer une base de F'. En déduire sa dimension.
Q.10 Ftude de G.

(a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Prouver que dim G < 4.

(c¢) Montrer que (1,(X —1)%,(X —1)%, (X — 1)*) est une famille libre.

(d) En déduire la dimension de G, puis une base de G.

Q.11 Etude de F + G.

(a) Démontrer que F NG = Vect(X? —4X — 5)

(b) Déterminer les dimensions de F NG et F' + G.

(¢) Que peut-on en déduire pour F + G ? La somme est-elle directe ?
Q.12 Soit H = {P € Ry[X] | P(1) = 0et P'(1) = 0}. On admet que H est un
sous-espace vectoriel de G.

(a) Montrer que H est de dimension 3.

(b) Montrer que FNH C FNG.

(c) En déduire que F' et H sont supplémentaires dans E.

IV Exercice

Soit n > 2 un entier. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’une base

(e1,€2,...,€n). Soit U = (uq,...,u,) la famille de vecteurs définie par :

Vie[l,n—1], u;,=e;+ei+1 et u, =e,+e;.



Q.13 Montrer que la famille (u1, ug,...,u,—1) est libre.

Q.14 Démontrer que Z(—l)iui =((-1)"=1)e1.
i=1
Q.15 On suppose que n est pair. Déterminer le rang de la famille U.

Q.16 On suppose que n est impair et on pose F' = Vect(uq, ..., uy).

(a) Montrer que F' contient le vecteur eq, ainsi que ea, ..., e,.

(b) En déduire que U est une base et exprimer les coordonnées des vecteurs e, ..., e,
dans la base U.

V Exercice

Soit f la fonction de R} dans R définie par :

Ve e Ry, f(x)=xsh <;> .

shz

Q.17 La fonction tangente hyperbolique th : R — R est définie par th : x — o
chzx

Montrer que th’ < 1 sur R* puis en déduire que :
Vre R, thz<ux.

Q.18 En déduire le tableau de variation de f. Déterminer les limites aux bornes.

h
Q.19 Donner le développement limité en 0 & l'ordre 4 de u +— il
u

Q.20 En déduire des réels ag, aq,...,aq tels que :
_ L R R
(x)mﬁimaoJr + 2+x3+ i (4)
n+1
Q.21 Pour tout n € N*, on considére I'équation f(z) = + .
n

(a) Montrer que cette équation admet une unique solution z,, dans R’ .

(b) Montrer que la suite (z,,)n>1 est croissante.

(c) Montrer que la suite (x,,),>1 tend vers +oo.
Q.22 (a) Déterminer un équivalent simple de x,, lorsque n tend vers +oo.

1
(b) Déterminer un développement asymptotique de x,, & la précision o ()
n



