Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.
Correction de ’exercice 3.

Correction de ’exercice 4. e Supposons &, ainsi, on peut considérer z € R tel que pour tout f € F,
f(x) = 0 Montrons 2. Soit f € F, il faut alors chercher un réel qui annule f, mais comme f(z) = 0 c’est
vérifié. Ainsi, on a montré que & implique 2.

e Cependant 2 n’implique pas &2. Pour le montrer, il suffit de trouver un ensemble F' tel que 2 soit vraie
sans que & le soit. Prenons F' = {cos,sin}, alors comme cos(7/2) = 0 et sin(0) = 0, 2 est bien vraie.
Cependant, il n’existe pas de z € R tel que cos(z) = sin(x) = 0. En effet, s’il en existait, on aurait
1 = cos?(z) + sin?(z) = 0+ 0 = 0 ce qui serait absurde. Ainsi, & est faux. On a donc montré que 2
n’impliquait pas &.

Correction de ’exercice 5.
Correction de ’exercice 6.

Correction de ’exercice 7. Montrons la contraposée de I'implication. Supposons donc x # 0, comme x € R,
on peut donc en déduire que x € R*. Posons alors ¢ = > 0, alors on a x > €. Ainsi, on a montré qu’il existe
€ >0 tel que x = . On a ainsi montré que :

x#0 = (Fe>0 z=¢)
Par contraposée, on obtient le résultat demandé.

Correction de ’exercice 8. Supposons, par I'absurde, que In(2)/In(3) soit rationnel. Comme In(2)/1n(3) > 0,

In2
JpeN* 3JgeN* oD
In3 ¢
Alors ¢In(2) = pIn(3), en passant & I’exponentielle, on obtient 29 = 3. Comme ¢ > 1, 29 = 2 x 297! est pair.
Or, on va montrer que 3” est impair. Posons, pour n € N, Z(n) : «3" est impair». Pour n = 0, 3" = 1 est
impair, donc Z#(0) est vraie. Soit n € N, supposons & (n) vraie. Il existe alors p € N tel que 3" = 2p + 1, alors

3 =3x3"=3x(2p+1)=23p+1)+1

Ceci montre que 3"*! est impair, donc que Z(n + 1) est vraie. Par récurrence, on a donc montré que pour tout
n e N, 3" est impair.

En particulier 37 = 27 est donc a la fois pair et impair. Ceci est absurde. Dés lors, on a montré que In(2)/1n(3)
est un nombre irrationnel.

Correction de ’exercice 9.
Correction de ’exercice 10.

Correction de I’exercice 11. Raisonnons par analyse-synthese :

e Soit (uy)y, suite réelle telle que pour tout m € N et pour tout n € N, Uprn = Uy + uy. Alors, en
particulier, pour m = 1, il vient, pour tout n € N, u,4+1 = u, + u;. Notons r = u; € R, alors pour
tout n € N, w1 = uy + 7. Par conséquent, la suite (uy), est arithmétique de raison r. Deés lors, pour
tout n € N, u,, = ug + nr. De plus, pour n = m = 0, on obtient ugrg = ug + ug donc ug = 2ug, ainsi,
(2 — 1)ug = ug, finalement ug = 0, donc pour tout n € N, u,, = nr.

e Soit r € R, posons, pour tout n € N, u,, = nr. Soient m € N et n € N, il s’ensuit que

U + Uy = MT +nr = (M + N)T = Upin

Ainsi, la suite (uy), est bien solution du probléeme.
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La syntheése montre que les suites (nr),ey sont solutions du probleme et I’analyse montre que ce sont les seules.
Par conséquent, les suites (un)nen telles que pour tout (m,n) € N2, w1 = U + uyp, sont exactement les suites
(nr)nen avec r € R.

Correction de I’exercice 12. Soit f une fonction définie sur R dérivable en 0. Montrons qu’il existe g € G et
h € H telles que f =g+ h.
e Analyse : supposons qu’il existe g € G et h € H telles que f = g + h. Alors, g € G donc g est une
fonction affine, ainsi il existe a € R, b € R tels que g: © +— ax + b. De plus, h € H donc h(0) = 0 et
R'(0) = 0. Comme f =g+ h, on a f(0) = g(0) + h(0) = b+ 0, de plus, remarquons que f, g et h sont
dérivables en 0. Ainsi en dérivant en O :

£1(0) = g'(0) + #'(0) =a+0
On a alors montré que a = f'(0) et b = f(0), ainsi g:  — f/(0)x + f(0) et h = f — g, donc :

VeeR  h(z) = f(z) = (f'(0)z + f(0)) = f(z) — f/(0)z — f(0)

e Syntheése : posons g: z — f/(0)z+ f(0) et h: x — f(x)— f'(0)z— f(0). Alors, g et h sont deux fonctions
définies sur R, montrons qu’elles vérifient les conditions demandées :
— g est une fonction affine donc g € G.
— h(0) = f(0) — f'(0) x 0 — f(0) = 0, comme f est dérivable en 0, on a que h est dérivable en 0 et
W(0) = £/(0) — f'(0) = 0, ainsi h e H
— Pour tout x € R,

9(x) + h(z) = (f(0)z + £(0)) + (f(z) — f(0)x = £(0)) = f(x)

Ainsi, f =g+ h.
En conclusion, la synthese, démontre I'existence de g € GG et de h € H telles que f = g + h. L’analyse démontre
leur unicité.

Correction de ’exercice 13.

Correction de I’exercice 14. Raisonnons par analyse-synthese :

e Analyse : soit f une fonction définie et dérivable sur R* telles que pour tout > 0 et pour tout y > 0,
f(zy) = f(z) + f(y). Remarquons que pour x = y = 1, on obtient f(1) = f(1) + f(1), soit f(1) = 0.
Fixons y > 0, et posons, pour = > 0, g(z) = f(xy)— f(x)— f(y) = 0. Alors, comme différence de fonctions
dérivables, g est dérivable sur R* et pour tout > 0, ¢'(z) = yf'(xy) — f'(x) = 0. En particulier, pour
x =1, yf'(y) = f/(1). Ainsi, pour tout y > 0, f'(y) = f'(1)/y. Comme les lettres sont muettes, il en
découle que

Ve>0  fl(z)=

Alors, en primitivant, il existe une constante ¢ € R tel que pour tout x > 0, f(x) = f/(1)In(z) + ¢. En
remplacant  par 1, on trouve que 0 = f/(1)In(1) + ¢, donc ¢ = 0. En notant a = f'(1) € R, a donc
montré que f: x — aln(z).

e Synthése : soit a € R, posons f: x — aln(x). Alors f est définie et dérivable sur R* et

Ve RY VyeR* f(zy) = aln(zy) = aln(z) + aln(y) = f(z) + f(y)

Ainsi, f est bien solution de I’équation.
En conclusion, la synthése montre que les fonctions de la forme x — aIn(x) ot a € R sont solutions de I’équation.
L’analyse, montre que ce sont les seules fonctions qui vérifient cette équation. Ainsi, les fonctions qui vérifient
la relation demandée sont exactement les fonctions de la forme x — aln(z) ot a € R.

Correction de l’exercice 15. 1. Posons &(n) : «u, € |0;7/2»
e Z(0) est vraie par hypothese.
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e Soit n € N. Supposons #(n) vraie, alors 0 < u,, < /2, or la fonction sinus est strictement croissante
sur [0;7/2], ainsi sin(0) < sin(uy,) < sin(7/2) donc 0 < up41 < 1 < 7/2, ainsi on a montré que
Un+1 E]O;ﬂ-/2['
e Par récurrence, pour tout n € N, u, € |0;7/2].
2. Posons Z(n) : «u, = 2" + 3"» et raisonnons par récurrence double :
e Pour n =0, 2"+ 3" = 2 = gy donc Z(0) est vraie. Pour n = 1, 2" + 3" = 5 = u; donc (1) est vraie.
e Soit n € N, supposons Z(n) et Z(n + 1) vraies. Alors

Uny2 = Dupt1 —6u 5(2" 4 37T — 6(2" + 3™) = 2(10 — 6) + 3"(15 — 6)

" P(n) et Pnt1)
_ 4X2n+9><3n:2n+2+3n+2

Ainsi, Z(n + 2) est vraie.
e Par récurrence double, pour tout n € N, u,, = 2" + 3™.
3. On définit I'hypothese de récurrence Z(n) : «up = n(n — 1)».
e Porn=0,nn—1)=0=wug, pourn=1,n(n—1)=0=wuy, pour n =2, n(n—1) =2 = uy. Ainsi,
Z2(0), Z(1) et Z(2) sont vraies.
e Soit n € N, supposons Z(n), Z(n + 1) et & (n + 2) vraies, alors :

Uptys = 3n+2)(n+1)—3n+1)n+nn—1)=3n+2)(n+1)+n(-3(n+1)+(n—-1))
= 3n+2)(n+1)+n(-2n—4)=n+2)B(n+1)—2n) = (n+2)(n+ 3)

Ainsi, Z(n + 3) est vraie.
e Par récurrence triple, pour tout n € N, u,, = n(n — 1).

4. On définit 'hypotheése de récurrence &(n) : «n se décompose comme un produit de nombres premiersy.
e 2 étant premier, 2 est bien un produit de nombres premiers (avec un seul terme dans le produit).
e Soit un entier n > 2. Supposons que pour tout k € [ 2;n ], & (k) vraie. Considérons n + 1, alors :
— Sin+ 1 est premier, alors n + 1 se décompose bien comme un produit de nombres premiers.
— Sin+ 1 n’est pas premier, alors il existe deux entiers naturels a et b tel que n + 1 = ab avec a # 1
etb#1,alorsa>2etb>2 Commea>=2,b<n+1etdonchb<n,etcommeb=>2 a<n+1
et donc a < n. En particulier, a € [2;n] et b € [2;n]. Donc, par hypothese, &(a) et Z(b)
sont vraies. Ainsi, a = pi1p2...pr et b = qiq2...qs avec p; et ¢; des nombres premiers pour tout
ie[1;r] et je[1;s]. En particulier, n + 1 = ab = p1p2...prq1q2 - .. qs est bien un produit de
nombres premiers.
Ainsi, dans tous les cas, Z(n + 1) est vraie.
e Par récurrence forte, tout entier naturel n > 2 se décompose en produit de nombres premiers.

Remarque 1. On peut montrer que cette décomposition est unique (& 'ordre des facteurs pres) mais
cela est une autre histoire.

Correction de 1’exercice 16.

Correction de 1’exercice 17.

1
Correction de I’exercice 18. 1. Pour n € N*, on pose A, = a” + — et I'hypothese de récurrence & (n) :
«
«Ay, € Z». ) )
o (1) est vraie par hypothese. Comme A € Z, on a aussi A;° € Z, ainsi o + 2a— + — =Ay+2€Z.
a o«

Ainsi, As = (A2 +2) — 2 € Z (en tant que différence de deux entiers). Donc #(2) est vraie.
e Soit n € N*. Supposons Z(n) et Z(n + 1). Alors A, 114, € Z (produit de deux entiers), ainsi :

1 1 1 1
An—i—lAl = (o/”l + an+1> (a + a) = an+2 + an + J + W = An+2 + An

Ainsi, Ayyo = Apt141 — A, est entier en tant que différence de deux entiers. Dés lors, &2(n + 2) est
vraie.
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1
e Par récurrence double, pour tout n € N*, o + — € Z.
Q

3+45
2

2. Posons (au hasard ') o = > 0, alors

2 2(3 —/5) 23-v5) _3-+5

T 3+v5 (3++5)(3—+5) 4 2

QI+

1
Ainsi, a + — =3 € Z.
e

Correction de I’exercice 19. Supposons que I contienne deux entiers distincts Notons n et m ces deux
entiers, n # m. Quitte a échanger les noms de n et m, on peut supposer que m > n, comme m et n sont
des entiers, nécessairement, m = n + 1. Comme m et n sont dans l'intervalle I, on a a« < n < m < [, alors
m—-n<pf—a<1. Orm—n =1, on obtient donc 1 < 1 ce qui est absurde. Ainsi, I ne peut pas contenir plus
d’un entier.

Correction de I’exercice 20. On va directement montrer le résultat pour un entier b > 2 (remplacer b par 10)
pour la premiére partie de ’exercice. Posons, I'hypothése de récurrence : & (n) : il existe N € N et ag, aq,...,an
dans {0,1,2,...,b— 1} tels que n = ag + a1b + asb?® + ... + anb™.
e Pour n = 0. Alors, on pose N =0 et ag = 0. Alors n = ag. Ainsi, Z(0) est vraie.
e Pour n = 1. Alors, on pose N =0et ap =1¢€{0,1,2,...,b— 1} (car b > 2). Alors n = ag. Ainsi, Z(1)
est vraie.
e Soit n € N*. Supposons que pour tout entier k < n, (k) vraie. En particulier, pour #(n), il existe
N e Net ag,ar,...,ax dans {0,1,2,...,b— 1} tels que n = ag + a1b + azb® + ... + ayb”. Considérons
alors n +1 =ag+ 1+ a1b + axb® + ... + ayb”. Comme ag € {0,1,2,...,b— 1}, ag + 1 est un entier et
1<ap+1<b. Il yadoncdeux cas:
— Soit ag+1 # bet alorsag+1 < bet doncag+1€{0,1,2,...,b— 1}. Dans ce cas, on pose ag = ag+1
et o = a; pour tout i = 1. Ainsi, n 4+ 1 = ag + anb + ab® + ... ayb¥.
— Soit ag + 1 = b. Dans ce cas

n+1=>b+ab+ab®+...anb" = blay + axb* + ...anb™ 1)

n+l n+1
— <

b 2
< n. Ainsi, #(q) est vraie. Dés lors, il existe M € N et ap, g, ...ap dans {0,1,...b— 1} tel

Posons alors ¢ = aj + asb! + .. canbN1 = .Or? commen >1,n+ 1< 2n et donc
n+1

2
que ¢ = ag + arb + agb? + ...+ apb™M.

n+1=bq=a0b+a1b2+a2b3+...+aMbM+1

On pose alors Gy = 0, f1 = ag, B2 = a1 et de maniere générale, pour tout entier ¢ > 1, 5; = a;_1.
Donc
n+1= 6o+ B1b+ Bob® + ...+ Bar bV

On a donc montré que Z(n + 1) est vraie.
e Par récurrence forte, le résultat est vrai pour tout n € N.

Correction de ’exercice 21.

1
1. Les lecteurs curieux doivent se demander d’ot sort un tel . Il suffit de chercher a tel que o + — = 3 (mais ¢a pourrait étre
e

18), alors « et é sont solution du polynéme (X — a)(X —1/a) = X% — (a + 1/a)X + 1 = X? — 3X + 1. Ensuite, il n’y a plus qu’a
trouver les racines de ce polynéme. Sur une copie, pas besoin d’expliquer tout ceci, poser juste I’élément qui convient d’apres vous,
et vérifier qu’il convient. Vous n’étes pas obligé d’expliquer comment vous est venu une idée aussi géniale : apreés tout, vous avez le
droit d’étre un/une génie!

2. C’est a ce moment-la que ’on comprend que pour I’hérédité, on a besoin de n > 1, sinon rien n’assure que < n, c’est

2
d’ailleurs faux pour n = 0.
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Correction de ’exercice 22. Posons ’hypothese de récurrence, pour n € N*, Z(n) : «si f: [1;n] = [1;n]
est une fonction croissante alors elle admet un point fixe».
e Pour n = 1, considérons f: [1;1] — [1;1] croissante. Alors f(1) € [1;1], donc f(1) = 1. Ainsi, f
admet bien un point fixe. Ainsi, #(1) est vraie.
e Soit n € N*. Supposons que #(n) soit vraie, démontrons alors que &?(n + 1) vraie. Fixons donc une
application croissante f: [1;n+ 1] — [1;n + 1]]. Distinguons les cas :
— Si f(n+1) =n+ 1. Alors, f admet bien un point fixe.
— Si f(n+1) #n+ 1, alors comme f(n+1) € [[1;n+ 1], on peut en conclure que f(n+1)e[[1;n].
Comme f est croissante, pour tout k € [1;n], f(k) < f(n+ 1) < n, par conséquent, f(k) e [1;n]

Posons, alors
. {[[1;n]] — [1;n]
A G S

On remarque que comme f est croissante, g est croissante, d’apres #(n), g admet un point fixe.
Ainsi, il existe p € [ 1;n] tel que g(p) = p. Par conséquent, f(p) = p.
Dans tous les cas, on a montré que f admet un point fixe.
e Par récurrence, on a montré que pour tout n € N*si f: [1;n]] — [[1;n] est croissante alors elle admet
un point fixe.

Correction de ’exercice 23. L’hérédité est fausse pour n = 1, en effet, si on a deux crayons, quand on enléve
un crayon, on a un seul crayon, et quand on fait I’échange de crayons il n’y a aucun crayon en commun pour
garantir qu'ils soient de la méme couleur. &(1) n’implique pas Z?(2). En revanche pour un entier n > 2, & (n)
implique & (n + 1), seulement comme Z(2) est fausse (il suffit d’avoir deux crayons de couleurs différentes pour
s’en convaincre) on ne peut conclure par récurrence. Résumons :

e Si on veut initialiser & n = 1, alors I'hérédité ne fonctionne pas car &(1) n’implique pas Z(2).

e Si on veut initialiser & n = 2, alors ’hérédité fonctionne mais Z?(2) est fausse.
Le piege est que le dessin (ou la représentation mentale) utilise plus de deux crayons et on ne voit pas de
probleme pour I’hérédité.

On remarque aussi qu’il n’est pas nécessaire de parler de crayons et de couleur, on pourrait faire le méme

raisonnement en montrant par récurrence que étant donné n nombres quelconques sont nécessairement tous
égaux entre eux.

loic.devilliers@pm.me PCSIA du Lycée Lakanal, 26-27, TD1 5


loic.devilliers@pm.me

