Q) Chapitre 2
Etudes des fonctions et fonctions usuelles

Objectifs :

e Faire le point en début de PCSI sur I’étude des fonctions a valeurs réelles en adoptant un vocabulaire précis et
rigoureux.

e Revoir les notions de la classe de Terminale ainsi que de nouveaux résultats nécessaires a I’étude complete d’une
fonction sans pour autant démontrer tous les résultats. Ceux-ci le seront dans des chapitres ultérieurs (limites,
continuité, dérivabilité, etc).

e Etudier les fonctions usuelles dont les propriétés doivent étre maitrisées.

&Attention : utiliser un lecteur de PDF adapté

Ce polycopié contient plusieurs animations, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de PDF capable de lire les
animations (comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).
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1 Généralités sur les fonctions

1.1 Définition d’une fonction

-
Déﬁnition d’une fonction

On appelle fonction définie sur D < R a valeurs dans A c R, un procédé f qui, a tout x € D, associe un unique
élément, noté f(x) € A. On note alors f: D — A. On dit que D est ’ensemble de définition de f et A 'ensemble
d’arrivée. Si y = f(x), on dit que y est 'image de x par f et que z est un antécédent de y par f.

Exemples 1. e Quelle est 'image de 0 par la fonction cos? Quels sont les antécédents de 1 par cos: R - R?
R* — [ 1;+00 [
e La fonction f: 1 est définie sur R* a valeurs dans [1;+00].

T
Solution des exemples 1 :
e Comme cos(0) = 1, I'image de 0 par cos est 1. Les antécédents de 1 par cos sont exactement les 2km pour k € Z.
e En effet, pour tout x € R*, le nombre 361—2 + 2 est bien défini et x_lz +2>1 donc % +2€e[1;+00].
e On a 1/4 € R*, pourtant g(1/4) = In(3/4) ¢ R*. Pour z = 37/2 € R¥, mais cos(37/2) = —1 donc h n’est pas définie en 37/2.

Déﬁnition du graphe d’une fonction
| Soit f: D — R, on appelle graphe/courbe de f 'ensemble des points : Cy = {(z, f(x)) | z € D}.

Déﬁnition de I’image d’une fonction
| Soit f: D — A. L’'image de f, notée f(D), est I'ensemble des images des éléments de D par f : f(D) = {f(z)|x € D}.

xT

I
S

&Attention a ne pas confondre image d’une fonction et son ensemble d’arrivée

11 est juste de dire que exp: R — R™, en effet pour tout z € R, exp(z) € RT. Cependant, exp(R) = R*.
D’une maniére générale, si f: D — A, on a toujours f(D) c A mais pas forcément égalité.

1.2 Parité, périodicité

I
Déﬁnition d’une fonction paire/impaire

Soit D un ensemble de R symétrique par rapport a 0 : pour tout x € D, —x € D. Soit f: D - R
e On dit que f est paire si pour tout x € D, f(—z) = f(z) : C; symétrique par rapport & I’axe des ordonnées.
e On dit que f est impaire si pour tout € D, f(—z) = —f(z) :  Cy est symétrique par rapport & l'origine.
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Exemples 2. La fonction f: z — 2 est paire, la fonction g: x — > est impaire.

Solution des exemples 2 : L’ensemble R est bien évidemment symétrique par rapport a 0. Soit x € R, alors f(—z) = (—av)2 =
(—=1)22% = f(x) et g(—2) = (=) = (=1)32® = —g(z). Donc f est paire et g est impaire.

I
Déﬁnition d’une fonction périodique

On dit que f: D — R est périodique si IT>0 VeeD z+TeD et flxa+T)=f(x)
On dit que T est une période de f et que f est T-périodique. Si elle existe, on appelle période fondamentale
de f la plus petite période de f.

Exemple 3. 67 est une période de sin, mais la période fondamentale de sin est 2.

Solution de I’exemple 3 : Soit x € R, notons que le point M sur le cercle trigonométrique tel que un angle entre i et OM soit
est égal au point N sur le cercle trigonométrique tel que un angle entre iet ON soit z + 67, en particulier, ils ont la méme ordonnée,
donc sin(x + 67) = sin(z), ainsi la fonction sin est périodique et 67 en est une période. Par le méme raisonnement, 27 est aussi une
période de sin Soit 7" > 0 une période de sin, alors en particulier, pour tout x € R, sin(x + T') = sin(z), pour = /2, on obtient
que sin(7/2 + T) = 1, ainsi, il existe k € Z tel que /2 + T = 7/2 + 2km, donc T' = 2k7, comme T > 0, on en déduit que k > 0 donc
que k > 1, ainsi T' > 27. Ainsi, la plus petite période possible est 27r. La période fondamentale de sin est 2.

Remarque 1. Savoir si une fonction est paire/impaire/périodique permet de réduire son domaine d’étude.

1.3 Opérations sur les fonctions

On connait les opérations usuelles +, —, x, = entre les nombres réels. Cependant, les fonctions n’étant pas des nombres, il
faut définir la somme, le produit ou le quotient de deux fonctions, ou encore le produit d’un réel par une fonction.

‘ ’ . . ’ . .
Deﬁnltlon des opérations sur les fonctions

Soient f: D - R, g: D — R et A € R, alors on appelle :
e f + g la fonction qui, & tout x € D, associe le réel f(z) + g(x), ainsi (f + g)(z) = f(z) + g(z)
e \f la fonction qui, a tout z € D, associe le réel Af(x), ainsi (Af)(z) = Af(z).
e fg la fonction qui, & tout x € D, associe le réel f(x)g(x), ainsi, (fg)(x) = f(x)g(z).

(2)
g9(z)

e Si, pour tout x € D, g(x) # 0, i la fonction qui, a tout x € D, associe le réel
g

I
Déﬁnition de la composée de deux fonctions
| Soient f: I — Jetg: J — R.Lacomposée de g et f, notée gof, est définie par, pour tout x € I, (gof)(x) = g(f(x)).

Remarques 2. e La composée se déroule suivant le schéma :
gof
R < J 1
w g w f w

g(f(x)) f(zx) T
e Sifoget go fsont définies, tres souvent, fog # gof. Si fog = go f, on dit que les fonctions f et g commutent.

Exemples 4. e Si f:x— 2%et g: x> x+ 1, donner Pexpression de fog et go f. Est-ce que f et g commutent ?
e Quel est I'ensemble de définition de x — In(x? — 3)?

Solution des exemples 4 :
e Pour tout z € R, f(g(z)) = flz +1) = (x + 1)? et g(f(z)) = g(z?) = 2> + 1, ainsi, fog:z— (x+1)? et gof: x> a® +1
e Remarquons que (f o g)(1) = 4 tandis que (go f)(1) = 2, ainsi, fog # go f, dés lors, f et g ne commutent pas.
e Comme In est définie sur R¥, on cherche z € R tel que > —3 > 0. Or, 2> —3 > 0 ssi 2 > 3 ssi > /3 ou z < —+/3. Posons
D — R*
D=]—oo;—\/§[u]\/§;+oo[,ainsi,f: { ’ etIn: R*¥ > Ret fog: z— In(z? — 3) est donc définie sur D.

r—x°—3
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1.4 Variation d’une fonction

‘ ’ . . . . . ’ .
Deﬁmtlon d’une fonction (strictement) croissante, décroissante, monotone, constante

Soit f: D — R.
e [ est dite croissante sur D si V(z,2') € D? r<r = f(z)< f(2)
e [ est dite décroissante sur D si V(z,2') € D? r<a = f(z)= f(2)
e [ est dite strictement croissante sur D si V(z,2') € D? <z = f(z)<f(z)
e f est dite strictement décroissante sur D si V(x,2') € D? r<z = f(z)> f(2)
e f est dite (resp. strictement) monotone sur D si f est (resp. strictement) croissante ou décroissante sur D.
e On dit que f est constante sur D, s'il existe C' € R tel que pour tout z € D, f(z) = C.

Remarque 3. Si f est strictement croissante sur D alors pour tout (z,2') € D? x < o’ ssi f(z) < f(a').

Justification de la remarque 3 : Supposons f est strictement croissante sur D. Soit (x,2’) € D?. Si x < 2’ alors, par définition
d’une fonction strictement croissante, f(z) < f(2'). Si z > 2’ alors comme f est croissante, f(z) > f(z'), par contraposée,
si f(z) < f(') alors z < 2.

Exemple 5. La fonction f: x — 2 n’est pas croissante sur R ni décroissante sur R, elle n’est donc pas monotone sur R.

En revanche, elle est strictement croissante sur R, et est donc strictement monotone sur cet intervalle.

Solution de I’exemple 5 : Posons z = —1 et 2’ = 0, alors * < 2’ et f(z) = 1 £ f(z') = 0, donc f n’est pas croissante sur R.
Posons z = 0 et 2’ = 1, alors z < 2’ et f(z) = 0 % f(z') = 1, donc f n’est pas décroissante sur R. Comme f n’est ni croissante ni
décroissante sur R, elle n’est pas monotone sur R. Soit (z, ') € Ry 2, supposons = < @', alors z'° — 22 = (#' —2)(z + ') > 0 il en

découle que f(z') > f(z). Par conséquent, on a montré que f est strictement croissante sur R, f est donc monotone sur Ry.

~N

C'_:J Proposition n°1 : variation d’une composée de deux fonctions monotones
Soient f: I — J, g: J — R.
1. Si f est (resp. strict.) croissante et g est (resp. strict.) croissante, alors g o f est (resp. strict.) croissante.

. Si f est croissante sur I et g est décroissante sur J, alors g o f est décroissante sur I.

2
3. Si f est décroissante sur I et g est croissante sur J, alors g o f est décroissante sur I.
4

. Si f est décroissante sur I et g est décroissante sur J, alors g o f est croissante sur I. )

U

Démonstration de la proposition n°1 :

1. Si f est croissante sur I et g croissante sur J. Soit (z, ') € I?. Supposons & < 2, alors par croissance de f, f(z) < f(z'). Par
croissance de g, on obtient g(f(z)) < g(f(z")) donc (go f)(z) < (go f)(z'). On a ainsi montré que g o f est croissante sur I.
Si f est strictement croissante sur I et g strictement croissante sur J. Soit (z,z’) € I 2. Supposons < 2, alors par croissance
stricte de f, f(z) < f(z'). Par croissance stricte de g, on obtient g(f(x)) < g(f(z")) donc (go f)(z) < (go f)(z'). On a ainsi
montré que g o f est strictement croissante sur /.

2. Si f est croissante sur I et g décroissante sur J. Soit (z, ) € I?. Supposons x < z', alors par croissance de f, f(z) < f(2).
Par décroissance de g, on obtient g(f(z)) = g(f(z’)) donc (go f)(z) = (go f)(x’). On a ainsi montré que go f est décroissante
sur /.

3. Si f est décroissante sur I et g croissante sur J. Soit (x,2') € I?. Supposons z < 2, alors par décroissance de f, f(x) = f(z').
Par croissance de g, on obtient g(f(x)) = g(f(z")) donc (go f)(x) = (go f)(2'). On a ainsi montré que g o f est décroissante
sur /.

4. Si f est décroissante sur I et g décroissante sur J. Soit (x,z') € I?. Supposons < 2, alors par décroissance de f, f(x) = f(z').
Par décroissance de g, on obtient g(f(z)) < g(f(z’)) donc (go f)(z) < (go f)(z'). On a ainsi montré que g o f est croissante
sur /. n

1.5 Fonctions minorées, majorées, bornées

‘ ’ . . . . ’, . ’ ’,
Deﬁnltlon d’une fonction minorée, majorée, bornée

Soit f: D — R.
e On dit que la fonction f est majorée sur D si : IMeR VYreD flay < M
e On dit que la fonction f est minorée sur D si : JmeR VYxeD f(x)=m
e On dit que f est bornée sur D si f est majorée et minorée : Am,M)eR? VexeD m<f(x)<M
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Remarque 4. On dit que m est un minorant de f et M est un majorant de f. S’ils existent, les minorants/majorants
ne sont pas uniques!

Exemples 6. e La fonction exp est minorée sur R par —4 mais n’est pas majorée et n’est pas bornée.

e La fonction sin est bornée sur R : 5 est un majorant et —3 est un minorant de sin.

1.6 Fonction bijective

)

Déﬁnition d’une bijection et bijection réciproque

On dit que f: I — J est bijective/une bijection si tout y € J admet un unique antécédent par f dans I i.e. :
VyedJ 3Flxel y = f(x)

J—1T
On pose alors f~1(y) = z, ceci définit une fonction f~1: { appelée bijection réciproque de f.

y — [y

|
|
|
|
|
|
#
7
|
)
d
|
|
|
°

I
|
|
|
|
|
|

®

I - I T Y
=)k (=)be+] (=)be+]

(a) f continue et stricte- (b) f non continue et non (¢) Construction de la bijection
ment monotone. monotone. réciproque f -1,

FiGure 1 - Si f: I — J bijective : pour tout y € J, la droite horizontale de hauteur y coupe la courbe de f en unique
point.

R— R
Exemple 7. Montrer que 'application f: est bijective et trouver sa bijection réciproque.
T — 3x+2

Solution de l’exemple 7 : Soit y € R, on cherche & montrer que 1’équation, d’inconnue z, y = f(z) admet une et une seule
solution. Pour tout z € R

-2
y=f(z) = y=314+2 < y—2=31r x=yT
Ainsi, pour tout y € R, y admet un unique antécédent dans R pour la fonction f et cet antécédent est (y —2)/3. Ainsi, f: R — R est
R— R
bijective et f7'(y) = (y — 2)/3, ainsi la bijection réciproque de f est f': y—2 - Si on n’aime pas que y soit la variable,
—_—
Y 3
R— R
comme elle est muette, on peut aussi noter , f71: r—9
€Tr —— 3

ij Proposition n° 2 : propriétés d’une bijection et de sa bijection réciproque
Si f est une bijection de I vers J.

1. Veel fY(f(x) =2 (ie. f7lof=1d;) 2. Yyed f(fy) =y (i.e. fof~t=1dy)
3. V(x,y)elxJ y=f(r) = z=f"1(y) 4. f71:J — I est bijective et (f~1)"1 = f
5. Cy et Cy—1 sont symétriques par rapport a y = x
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Démonstration de la proposition n°2 :

1.

Soit « € I. On pose y = f(x) € J. Alors, comme f est bijective, z est l'unique antécédent de y par f, ainsi, par définition
de f~', &= f!(y). Dés lors, f1(f(x)) = f~H(y) = =

2. Soit y € J. Il existe un unique z € I tel que y = f(z) et, par définition de £, f~'(y) = z, ainsi f(f~*(y)) = f(z) = v.

3. Rappelons que f~': J — I. Soit = € I, posons y = f(x) € J, alors par définition, f~'(y) = z. Ceci prouve que z admet

un antécédent pour la fonction f~'. Soit 4 un antécédent de = par f' : x = f~'(y), si on applique la fonction f, on
obtient f(z) = f(f*(y)) = y'. Mais f(x) = y. Dés lors, ' = y. Ainsi, il y a unicité de antécédent de = par f~. Ceci prouve
que f7! est bijective. De plus, on a prouvé que pour tout z € I, (f71)7'(z) = y = f(z). Ceci prouve que (f7')~' = f.

Soit = € I posons y = f(x) € J de sorte que A = (x,y) € C;. De plus, x = £~ (y) Définissions B = (y,x) € Cy—1. Démontrons
que les points A et B sont symétriques par rapport & la droite d’équation y = = dont @ = (1,1) est un vecteur directeur, or,

<E,ﬂ>=(y—x)x1+(x—y)x1=0

Ainsi, AB est bien perpendiculaire a la droite d’équation y = z. De plus le milieu du segment [A, B] est (m ; y, y ; ac) et

il appartient bien & la droite d’équation y = z. Ceci démontre que B est bien le symétrique de A par rapport a la droite
d’équation y = x.

De méme, si y € J, posons . = f *(y) e [ et B = (y,x) € Cy—1, alors A = (z,y) € Cy et A est bien le symétrique de B par
rapport a la droite d’équation y = x.

Ainsi, tous les points de Cy admettent un symétrique par rapport & la droite d’équation y = = qui est sur Cy—1. On montre
exactement de la méme fagon que tous les points de C;—1 admettent un symétrique par rapport a la droite d’équation y =

qui est sur Cy. Ceci démontre que Cy et C;—1 sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = . |
A
y @i, :
L@ .............. :
: : B
u :
R FR
T y

FIGURE 2 — Les points A et B sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

Démonstration du théoréme n°1 :

e Montrons que f: I — f(I) est bijective. Soit y € f(I) = {f(z) |z € I}, alors il existe x € I tel que y = f(z). Ainsi, tout
élément de f(I) admet bien au moins un antécédent. Soient y € f(I) et (x,2’) € I?. Supposons que y = f(z) = f(z'), alors :
— Siz < 2’ et que f est strictement croissante, alors f(z) < f(z') donc y < y ce qui est impossible.

— Siz > 12’ et que f est strictement croissante, alors f(z) > f(z') donc y > y ce qui est impossible.

— Siz < 2’ et que f est strictement décroissante, alors f(x) > f(z) donc y > y ce qui est impossible.

— Siz >z’ et que f est strictement décroissante, alors f(z) < f(z’) donc y < y ce qui est impossible.

Dés lors, z = 2/, ainsi y admet un et seul antécédent. On a donc montré que f: I — f(I) est bijective.
e On admet provisoirement la valeur de f(I) (sera démontrée au chapitre limites et continuité)
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e On admet que f~1': f (I) — I est continue (la preuve sera présentée dans le polycopié du chapitre limites et continuité mais
n’est pas exigible)
e Montrons que f~! est strictement monotone et de méme monotonie que f.

— Si f est strictement croissante sur I, montrons que f ' lest aussi. Soient (y,4’) € f(I)?, supposons y < 3. On
cherche & montrer que f~'(y) < f~'(y'). Supposons que f~'(y) = f~'(y’), alors comme f est croissante, on en dé-
duit que f(f~(y)) = f(f~*(y")) donc y = ¢’ ce qui est absurde. Dés lors, £ (y) < f~ ().

— Si f est strictement décroissante sur I, montrons que f~' l'est aussi. Soient (y,4’) € f(I)?, supposons y < y’. On
cherche & montrer que f~'(y) > £~ (y’). Supposons que f~'(y) < f~*(¢), alors comme f est décroissante, on en déduit
que f(f ' (v) = F(f 7' (v)) donc y = ¢’ ce qui est absurde. Dés lors, f~'(y) < f~*(¥/). ]

Exemples 8. o f:x+— 2% est une bijection de [ —1;2[ vers [ —1;8].
e Démontrer que g: x — e 7 est une bijection de R, vers un ensemble a déterminer.

Solution des exemples 8 :
e La fonction f est strictement croissante sur [—1;2[ (en effet, si # < 2/, alors #'° — 2® = (¢/ — 2)(z'* + 2’ + %) > 0) et
continue, ainsi, d’apres le théoréme n° 1 de la bijection strictement monotone, f est une bijection de [ —1;2[ vers

f-0s T 1) = (1381

e Comme x — —uz est strictement décroissante et que exp est strictement croissante, on en déduit, par composée, que g est
strictement décroissante sur R, de plus, par composée, g est continue sur Ry, ainsi, d’apres le théoreme de la bijection

strictement monotone, g réalise une bijection de Ry = [0; +o0[ vers ] lim g(z) ;g(O)] =]0;1].
x—+00

Remarques 5. e Quand on applique ce théoréme, toujours préciser les ensembles de départ et d’arrivée considérés.
e On verra plus tard que si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est nécessairement un intervalle.

1.7 Dérivée d’une fonction

A partir de maintenant f: I — R ot I est un intervalle de R.

Déﬁnition du nombre dérivé en un point a
f(@) — f(a)

On dit que f est dérivableen a€ [ si z — admet une limite finie en a. Cette limite est alors appelée

S @) )

nombre dérivé de f en a et est noté f'(a) : f'(a)
r—a xr—a

— —0.98(x — a) + f(a) y =517z —a)+ fla

R ;

a
(S S (S

(a) Fonction dérivable en a. (b) Fonction non dérivable en a, le taux (c) Fonction non dérivable en a, le taux
d’accroissement entre b et a n’a pas de d’accroissement entre b et a tend vers +00
limite quand b tend vers a. quand b tend vers a.

Remarque 6. La fonction f est dérivable en a ssi h +—

ce cas, f'(a) = }llinb w.

admet une limite finie quand h tend vers 0. Dans

fla+h)—f(a)
h

Exemple 9. Montrer que la fonction carrée est dérivable en tout point a € R.
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Solution de I’exemple 9 : Soit a € R, étudions la dérivabilité de f: = — 2? par les deux limites possibles :

e Soit = € R\{a}, f(zcz — i:(a) = wx — Z = (z ;)_(Z-’- a) =z + a ——= 2a. Ainsi, f est dérivable en a et f'(a) = 2a.
_ 2 _ "2 2 2 2
e Soit h € R*, flat hl)z f(a) = (a-i—h})l @ _a +2ah};|— h” —a = 2a+ h P 2a. Ainsi, f est dérivable en a

et f'(a) = 2a.

)
Déﬁnition de la tangente en un point a sur lequel f est dérivable
| Si f est dérivable en a € I, alors la droite d’équation y = f(a) + f’(a)(z — a) est appelée tangente de f en a.

Remarque 7. Le signe de f(z) — f(a) — f'(a)(z — a) détermine la position de la courbe par rapport & sa tangente en a.

o
Déﬁnition d’une fonction dérivable et fonction dérivée

Soit f: I — R. On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point de I. Dans ce cas, on appelle
I —R

fonction dérivée 'application f’: .
z— f'(z)

d d
Remarque 8. Cette fonction dérivée f’ se note aussi en physique d_f Quand la variable est ¢, on a aussi la notation d—f
x

ou méme 6 pour des fonctions angulaires.

Exemples 10. Dériver z — cos(z2), = — exp(u(z)), x — In(u(x)), z — sin(u(z)), = — (u(x))", oul u est une fonction
dérivable sur I (strictement positive dans le cas du In) et n e N.

Solution des exemples 10 :
e Posons f: 2+ 2% et g: x +> cos, alors f et g sont toutes les deux dérivables sur R, par composée, (g o f): & — cos(z?) est
dérivable de dérivée = — f'(z)g'(f(x)) = 2z(—sin(z?))
I —R R— R
e Posons f: et g: , alors f est dérivable sur I et g est dérivable sur R, par composée go f: x —
z — u(x) x —> exp(z)
exp(u(z)) est dérivable sur I de dérivée, z — f'(z)g'(f(x)) = /() exp(u(z)).

I — R¥ R—R
e Posons f: et g: , alors f est dérivable sur I et g est dérivable sur R* par composée go f: = —
z — u(z) z —> In(z)
- e, / ’ o 1 u'(x)
In(u(x)) est dérivable sur I de dérivée, z — f'(z)g'(f(z)) = u (m)u(m) =)

, alors f est dérivable sur I et g est dérivable sur R, par composée go f: © —

e Posons f: {

sin(u(zx)) est dérivable de dérivée, z — f'(x)g'(f(x)) = u'(z) cos(u(x)).

I — R {]R—»]R
t .

z —> u(x) z —> sin(z)

I — R R— R
e Posons f: { @) et g: { ,alors f est dérivable sur I et g est dérivable sur R, par composée gof: x — u(z)"
x

T —> u r — "

est dérivable de dérivée, z +— f'(2)g' (f(2)) = ' (z)n(u(x))* " .
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Remarque 9. Les graphes des fonctions f et f~! sont symétriques a la droite d’équation y = z. Si f/(f~1(x)) = 0 alors f
admet une tangente horizontale en f~1(x) et donc f~! admet une tangente verticale en x.

Exemple 11. Etudier la stricte monotonie de f: 2 — x — sin(x) sur [0; 67 ].

Solution de I’exemple 11 : Par somme de fonctions dérivables, f est dérivable sur [0;67]. Pour tout z € [0;67], f'(x) =
1 —cos(x) = 0, de plus, f'(z) = 0 ssi cos(z) = 1 ssi z € {0, 27, 4m, 67}. Ainsi, f’ est positive et ne s’annule que quatre fois, on peut
donc en conclure que f est strictement croissante sur [0; 67 ].

2 Fonctions usuelles

2.1 Logarithme

I
Déﬁnition du logarithme népérien

1
| L’unique primitive de z — — sur R* qui s’annule en 1 est appelée fonction logarithme népérien et est notée In.
T

(ij Proposition n°5 : propriétés du logarithme )
Pour tousa >0et b>0: aq
1. In(1) =0 2. ln(a) = J —dt 3. In est dérivable sur R*
1t
4. In':z—> a7t 5. In(ab) = In(a) + In(b) 6. In(1/a) = —In(a)
7. In(a/b) = In(a) — In(d) 8. VneZ, In(a") = nln(a) 9. In(x) PR
9 10.1In(z) — ® 11.In: R* — R est bijective 12.¥z > -1, In(1+z) <=z )

Démonstration de la proposition n°5 :

1. Par définition, In est une fonction qui s’annule en 1.
: f % dt = [In(8)]® = In(z) — In(1) = In(z).
1

. Par définition, In est une primitive de z — 1/z sur R¥, donc In est dérivable sur R*

[\

w

1
4. Comme In est une primitive de z — —, pour tout = > 0, In’(z) = 1/x.
x
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5. Fixons b > 0 et posons, pour tout > 0, f(z) = In(zb) — In(z)

— In(b), x — xb est une fonction dérivable sur R* & valeurs

dans R* et In est dérivable sur R*, par composé, z — In(xb) est dérivable sur R*, par somme, f est dérivable sur R* et pour

b 1
tout "(z) =
out z > 0, f'(z) gy

Ainsi, In(zb) = In(z) + In(b).
6. En prenant b = 1/a, on obtient In(a) + In(b) = In(ab)

7. In(a/b) = In (a x %) —In(a) + In (%) ~ In(a) -

8. Posons, pour n € N, Z(n) : «Iln(a™) = nln(a)». Pour n = 0, In(a”™
Soit n € N. Supposons £ (n) vraie. Alors, In(a™™*) = In(a"a) = In
est vraie. Soit n € Z_, alors In(a™) = ln(afn) =—In(a™") = (-1)

9. La fonction In est croissante sur R*

In(b)

)
(
x (—

=In(1) = 0. Ainsi, In(a) + In(1/a) = 0 d’ott In(1/a) =

=1In(1) =0 =0 x In(a) = nl
a") 4+ In(a) = nln(a) + In(a) =
n)In(a) = nln(a).

(car sa dérivée est positive), ainsi In admet une limite en +00. Notons ¢ cette limite, soit

— — = — 0 =0, ainsi, f est constante sur R¥. Par conséquent, pour tout = > 0,

—In(a).

n(a), ainsi 2(0) est vraie.

(n + 1)In(a), ainsi Z(n)

£ = +o0 soit £ € R. Comme la fonction In est croissante, on en déduit que pour tout z > 0, In(z) < ¢. Ainsi, pour n € N,

In(2"™) < ¢, donc nln(2)

nécessairement, £ = +00. Par conséquent, In(z) —— +0
x—+00

< {. Dés lors, comme In(2) > 0, n < ﬁ,

en passant a la limite quand n — +00, +00 <

_L
In(2)

ainsi,

10. In(z) = —In(1/z), or 1/z — 0, ainsi, In(1/x) —— o0, deés lors, In(z) = —In(1/z) —— .
z—0 x—0 z—0
11. Comme la dérivée de In est strictement positive, In est strictement croissante sur R* et In est continue sur R*, d’apres le
théoréme 1n° 1 de la bijection strictement monotone, In est une bijection de R* vers
In(R*) = ] lim In(z); lim In(z) [ =]-0;+0[=R
x—0 —+00
12. Posons, pour z > —1, f(z) =  — In(1 + z). Par différence et composée, f est dérivable sur | —1;+00 [ et
1 T
l; — 1 — =
frw Ttz 1+a
D’une part, pour z > 0, f'(z) = 0, ainsi, f est croissante sur [0;+00[, donc, pour z > 0, f(z) > f(0) = 0.
D’autre part, pour x € | —1;0], f'(x) < 0, ainsi f est décroissante sur | —1;0], donc pour z € | —1;0], f(z) = f(0) = 0. Dés
lors, pour z > —1, z — In(1 + z) = 0 donc In(1 + z) < .
. s . In(x) In(z)
Remarque 10. Le logarithme en base 10 (resp. 2) est défini par, si z > 0, log,(z) = In(10) (resp. logy(x) = () ). Ces
n n
fonctions ont des propriétés similaires au logarithme népérien, mais log;;(10) = 1 et log,(2) = 1.
2.2 Exponentielle
‘ ’ L . .
Deﬁnltlon de la fonction exponentielle
| La bijection réciproque de In: R* — R est appelée exponentielle et notée exp.
~

(-'_'J Proposition n° 6 : propriétés de la fonction exponentielle

Pour tout (a,a’,b) € R? x R* :
1. exp: R — R* est bijective 2. b=-exp(a) < a=In(b) 3. exp(0) =1
4. exp est dérivable sur R 5. exp’ = exp 6. exp(a+ a’') = exp(a) exp(a’)
1

7. exp(—a) = oxp(a) 8. exp(a—d) = :;(II:((;)) 9. VneZ, exp(a)™ = exp(an)

10.VzeR exp(z)=1+x 11.exp(z) —— +0 12.exp(z) —— 0
\‘> xr—+00 r——00 Y,
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Démonstration de la proposition n°6 :
1. Comme In: R* — R est bijective, exp = In"': R — R* est bijective d’aprés la proposition n°2 sur les fonctions bijectives.

2. Si b = exp(a), alors In(b) = In(exp(a)) = a, de méme si a = In(b), alors exp(a) = exp(In(b)) = b (d’apreés la proposition n° 2
sur les fonctions bijectives).

3. Comme In(1) = 0, alors exp(0) = exp(In(1)) =1

1
4. Soit z € R, alors la fonction In est dérivable au point exp(z) et In’(exp(z)) = ﬁ # 0, ainsi d’apres le théoreme n° 2 de la
exp(x
dérivabilité de la bijection réciproque, exp est dérivable en x.
5. En utilisant encore le théoreme n° 2, on obtient :
/ 1 1
exp (z) = = = exp(z
exp(z)

6. exp(a + a’) = exp(In(exp(a)) + In(exp(a’))) = exp(Iln(exp(a) exp(a’))) = exp(a) exp(a’)

7. D’apres le point précédent, 1 = exp(0) = exp(a + (—a)) = exp(a) exp(—a) comme exp(a) # 0, exp(—a) = . pl( 3
xp(a
. , - , , n _ exp(a)
8. En utilisant les points précédents, exp(a — a') = exp(a + (—a’)) = exp(a) exp(—ad’) = oxp(a)

9. Soit n € Z, exp(a)”™ = exp(In(exp(a)™)) = exp(nln(exp(a))) = exp(na)
10. Posons f: x — exp(z) — 1 — z, alors par somme de fonctions dérivables sur R, f est dérivable sur R et f': z — exp(z) — 1.
e Comme exp est croissante (car In est strictement croissante), pour = > 0, exp(z) = exp(0) et donc f'(z) = 0, ainsi, f est
croissante sur l'intervalle Ry, donc pour z = 0, f(z) = f(0).
e Pour z < 0, exp(z) < exp(0) et donc, f'(z) < 0, ainsi f est décroissante sur I'intervalle R—, donc pour = < 0, f(z) > f(0).
Par conséquent, pour tout z € R, f(z) = f(0) = 0 donc exp(x) = 1 + z.

11. Pour tout z € R, exp(z) = 1 + =, et 1 + © ——— +00, par comparaison, exp(x) —— +00

T —+00 Tr—+00
1
12. Posons X = —uz, alors exp(z) = exp(—X) = ,or X +00 et exp(X) —— +00 et donc par inverse de limite,
exp(X) T——00 T——00
exp(z) —— 0
r——00
]
Remarques 11. e La fonction exp est la seule fonction égale a sa dérivée et prenant la valeur 1 en 0.

e Si a € R* on peut définir la fonction exponentielle en base a par & — exp(z1n(a)). On obtient une fonction qui
vaut a en 1, qui transforme les sommes en produit et dont la dérivée est z — In(a) exp(z In(a)).

2.3 Fonctions puissances

o
Déﬁnition de la puissance

On définit z dans plusieurs cas :
n fois
. —— .
e Sia=n€N, on pose pour tout x € R, " = x X & X -+ X x, par convention, 20 = 1.

e Si « =neZ* on pose pour x € R*, 2" =

—n
e SiaeR, on pose pour x > 0, % = exp(aln(x)).
Dans tous les cas, ceci définit une fonction p,: x — x® définie sur R ou sur R* ou sur R*.

Remarque 12. e Sile calcul de x® rentre dans plusieurs cas, on obtient le méme résultat.
e En notant e = exp(1), alors pour tout z € R, exp(z) = exp(xIn(e)) = e”.
e De méme, pour a > 0 et x > 0, exp(z1n(a)) = a*

&Attention a ne pas confondre exponentielle et puissance

Ne pas confondre z — a” = exp(z1n(a)) (exponentielle en base a) avec p,: & — 2* = exp(aln(z)) (puissance)!
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&J Proposition n® 7 : propriétés de la fonction puissance A

Soient (x,y) € (R*)? et (o, B) € R?
1. 2% = (zy)*, 2%28 = 2270 et ()% = 2P (aussi vrai si (z,y, a, ) € R? xN? oussi (z,y, a, §) € (R*)? x Z?)
2. Pa: @z est dérivable sur R si o € N, sur R* si a € Z, sur R* si a € R, de dérivée pl,: © — ar®?

3. Sia> 0, p, est strictement croissante sur R*, 2% —— +00, 2% —— 0.
x—+00 z—0

4. Si a <0, py est strictement décroissante sur R*, z® 0, z¢
T—>+00

+00.

x—0

. J

Remarque 13. Si « > 0, on pose p,(0) = 0, ainsi la fonction p, est maintenant définie et continue sur R, (et non R*).

a=0 o e N* aeZ* aeR\Z
Définie sur R R R* R* (R, si > 0)
Dot T > =1 |2°=xxTx...x2T xo‘:% z® = @) (p,(0) =0 si a > 0)
« fois )
Continue sur R R R* R* (R, si > 0)
Dérivable sur R R R* R* (Ry sia > 1)
Fonction dérivée | z— 0 T ozl z— ozl | 2z ax®t (pL(0) =0sia>1)
Limite en 0 1 0 +00 Osia>0,+0sia<0
Limite en +00 +00 0 +oosia>0,0sia<0

TABLE 1 — Résumé des propriétés des fonctions puissances. Les cas particuliers en violet découle de la remarque 13.

@ Exemple la fonction racine n-iéme

| e Sin e N* est pair, z — 2" est une bijection de R, vers R, et sa bijection réciproque est notée x — /x
e Sin e N est impair, z — z" est une bijection de R vers R et sa bijection réciproque est x — {/z.

Remarque 14. Soient n € N* et x > 0, /x = T

' Proposition n° 8 : croissances comparées
Soient > 0et >0 :

In(x In(x)“ T P
1. ()—>O 2. (2) —0 3. —0 4. ——— — 0
T z—+0 B 2ot exp(x) z—+w exp(azx) z—+o
5. xexp(x) —— 0 6. |z|fe®® —— 0 7. zln(z) —— 0 8. 2% In(x)]® —— 0
z——00 T——00 z—0+ z—0+t

Démonstration de la proposition n° 8 :

1. Soit x> 1,0 < In(z) = 2In(v/z) < 2In(1 + v7) < M = 2 0. D’apres le théoreme d’encadrement, M

x T T x r x—+0 x r—+00
0.
ﬁ «
In® 1 ¢ * [ In(z« In(X
2. Soit x > 1, n gm) = ( n(;v)) = (9) H(LB) .Or, X = xé +00 et n(X) 0, ainsi, par une composée
r Tra B Ta z—+00 X X >+
In(z5) In(z5) )"
de limite % —— 0, par puissance positive, < 1 a; 0
T z—+00 Ta z—+0
) 2
3. Soit x € Ry, T _ (\@) < @ _4 0.
exp(z) e L T z—towo
2

4.

5.

6.

7.

8. |
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2.4 La valeur absolue

Déﬁnition de la valeur absolue

r si =0

v s z<0 définie sur R, est appelée valeur absolue.
- ~

| La fonction x — |z| = max(z, —x) = {

("_'J Proposition n°9 : propriétés de la valeur absolue A
Soit (z,y) € R? et r € R*.
1. | —z| = || (la valeur absolue est paire) 2. |xy| = |z| X |y
3. |z +y| < |z + |y (inégalité triangulaire) 4. ||z] — |y|| < |z — y| (274 inégalité triangulaire)
5. || <r < —r<z<r 6. |lz|<r <= -—r<az<r,
\ 7. Jxl=r < x=d=r 8. lz|=zr <= zxz=Zrouz<-r )

Démonstration de la proposition n°9 :
1. | — z| = max(—z,z) = max(z, —z) = |z|
2. En distinguant les cas :
e Siz>=0ety=0,alors |zy| = zy = |z||y|.

e Siz>0ety<0,alors zy <0 et |zy| = —zy = |z||y|.
e Siz<0ety=0,alors zy <0 et |zy| = —zy = |z||y|.
e Siz<0ety<0,alors zy =0 et |zy| = 2y = (—x)(—y) = |z||ly|.

3. En calculant le carré de |z + y|? :
o+ yl” = (2 +9)” =2+ 2uy +y” = [a” + 22y + [y < Jal” + 2layl + y* = al” + 2l2] < Jyl + |yI* = (=] + [y])*

Comme la fonction racine carrée est croissante sur Ry, on obtient |z + y| < |z| + |y|.

4. |z| = [z —y+y| < |z —y|+|y| donc |z] —|y| < |z —yl, de méme |y| = [y —z + x| < [y —2z|+]|z|, donc |y| — 2] < |y —=| = [z —y|.
Ainsi, [[z] — |y|| = max(|z| — |y|, [y| — |]) < |z —yl.
<

5. Supposons |z| <r,alorssiz >0, ona —r<0<z=|z|<rdonc —r<z<rsiz<0,|zf]=—-2z<rdonc—r<z<0<r
donc —r < z < r. Réciproquement si —r <z < r,alorssiz >0, |[z| =2z <retsiz <0, alors |[z| = —z <r

6. Supposons |z| <r,alorssiz >0,ona —r<0<z=|z|<rdonc—r<z<rsiz<0,|z)]=—-2z<rdonc—r<z<0<r
donc —r < & < r. Réciproquement si —r <z < r,alorssiz >0, || =2 <retsiz <0, alors |z| = —z <7

7. Supposons |z| = 7, alors si z > 0, ona z = |z =rdoncz =7r,six <0,z = —|z|] = —r donc x = —r, ainsi © = +r.

Réciproquement si © = +r, alors si > 0, alors par parité de la valeur absolue, |z| = 7.

8. On a prouvé au point 6., que
|z| <7 — (—r<z et z<r)

Par contraposée, d’une équivalence, on obtient |z| > r ssiz < —r ouz > r. |

iJ Proposition n° 10 : une fonction est bornée ssi sa valeur absolue est majorée
| Soit f: D — R. Alors f est bornée D ssi il existe M € R tel que pour tout = € D, |f(x)| < M.

Démonstration de la proposition n°® 10 : Raisonnons par double implication :
e S’il existe M € R tel que pour tout € D, |f(z)] < M. Soit x € D, alors —M < f(z) < M. Ainsi, la fonction est majorée
par M et minorée par —M.
e Supposons que f soit bornée, alors il existe (m, M) € R? tel que pour tout = € D, m < f(z) < M. Remarquons alors que
M < |M| < max(|M]|,|m|). De méme m > —|m| > — max(|M]|, |m|), Notons M = max(|M]|, |m|), alors pour tout z € D, on
a—]\Zféf(m)éM. Ainsi, |f(ac)|§]\~4 [ |

Remarque 15. La fonction  — In(|z|) est dérivable sur R* de dérivée z — 1.

Justification de la remarque 15 : Posons, pour z € R*| f(x) = In(|z|), alors, on sait déja que f est dérivable sur R* et que,
1 R* — Rj‘_

pour tout z > 0, f'(z) = =, si z < 0, alors, f(z) = In(—=z). Or, est dérivable sur R* et In est dérivable sur R*,

x

xr —> —X

1 1
par composée, f est dérivable sur R* et f'(z) = (—1) x — = —. Ainsi, f est dérivable en tout point de R* et pour tout z € R*,
-
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2.5 Fonctions trigonométriques

<>
Deﬁmtlon des fonctions cosinus et sinus

Soit z € R, on note M le point du cercle trigonométrique tel que un angle entre i et OM soit z. On note cos(x)
labscisse de M et sin(x) son ordonnée. On a donc défini deux fonctions cos: R — [—1;1] et sin: R — [—-1;1].

Remarques 16. e Sixz =y + 2kw avec k € Z, alors ils définissent le méme point M sur le cercle trigonométrique.
On note alors x = y [27].
e Il faut savoir retrouver les cosinus et sinus de x = 7 et 7/2 + x en fonction de cos(z) et sin(x).
e Pour tout (a,b) € R? : cos(a) = cos(b) <= IkeZ|b=a+2kmoub=—a+ 2kn
et sin(a) =sin(b) < JkeZ|b=a+2kroub=7—a+ 2krw

(-'_'J Proposition n° 11 : propriétés des fonctions cosinus et sinus )

1. sin est impaire, 27-périodique cos est paire, 2m-périodique,

2.
3. sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) 4. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
5. sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) 6. cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
7. sin dérivable sur R avec sin’ = cos. 8. cos dérivable sur R avec cos’ = — sin.
9. sin?(a) + cos(a)? =1 10. cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1
1 2
11.sin(2a) = 2sin(a) cos(a) 12.cos?(a) = —kc%(a)

1-— 2
= y. 14. Pour tout z € R, |sin(x)| < |z]. )

13.sin?(a)

\.

Démonstration de la proposition n° 11 :

1. Siz € R, notons M (resp. N) le point du cercle trigonométrique dont un angle entre i et OM soit égal & x (resp. —x), alors M
et N sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses. En particulier, leurs ordonnées sont opposées ainsi, sin(—z) = — sin(z).
De plus, notons P le point du cercle trigonométrique dont un angle entre i et OM soit égal & x + 2w, alors P = M et ils ont
la méme ordonnée, donc sin(z + 27) = sin(z). Dés lors, sin est impaire et 27-périodique.

2. En reprenant le travail fait au point précédent, les abscisses de M et N sont égales, donc cos(—z) = cos(z), et les abscisses
de M et P sont aussi égales, donc cos(z + 27) = cos(x), dés lors, cos est paire et 2w-périodique.

3. Notons M le point du cercle trigonométrique tel qu’un angle entre i et OM soit a+ b, posons i’ le vecteur dont les coordonnées
dans le repére (O, 1, j) soit (cos(a),sin(a)) et j’ le vecteur dont les coordonnées dans le repére (O, i, 5) soit (—sin(a), cos(a)).

—

J

- =

Remarquons que (O, #, ') est un repére. alors, comme Dangle entre OM et i est b, les coordonnées de M dans (O, 7, j7) sont
(cos(b), sin(b)), ainsi,

OM = cos(b)i’ + sin(b)j' = cos(b) (cos(a)f+ sin(a)f) + sin(b) (— sin(a)i + cos(a)f)
= (cos(acos(b) — sin(a) sin(b))) + (sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b))

Or, Pordonnée de ce point est aussi sin(a + b), ainsi, par unicité de Pordonnée : sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
4. En prenant le travail fait au point précédent, par unicité de I’abscisse, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

5. En utilisant la parité du cos et I'imparité du sin, il vient :
sin(a — b) = sin(a + (—b)) = sin(a) cos(—b) + cos(a) sin(—b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
6. En utilisant la parité du cos et I'imparité du sin, il vient :

cos(a — b) = cos(a + (—b)) = cos(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
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7. Soit a € R et h € R*, alors :

sin(a + h) —sin(a) _ sin(a) cos(h) + cos(a) sin(h)  sin(a) _ sin(a) x

h h h
cos(h) — 1

cos(h) — 1
h

sin(h)
h

+ cos(a) x

On a donc besoin d’étudier la limite de sin(h) et de

h h
Soit h e ]0;7/2[. Soit M le point du cercle trigonométrique telle que ’angle entre 7 et OM nvaille h :

|

quand h — 0. Pour cela, faisons une petite étude géométrique.
Ml

A/

MA OA  cos(h) ainsi. MA' — sin(h)
’ ) - c

Remarquons que par le théoréeme de Thales : , de plus :

M'A~ OA 1 os(h)
e L’aire du triangle OAM vaut o4 >;MA = Cos(h);m(h)
y sin(h)
/ 1 Al .
e L’aire du triangle OA’M’ vaut o4 ><2M A C;S(h) = 282252)
e L’aire de la surface verte vaut m x R = g
T
Comme le triangle OM A est inclus dans cette surface verte elle-méme incluse dans le triangle OA’M’; on en déduit I'inégalité
. ; 1
entre les aires : w < 121 < %. En multipliant par sin(h)/2 > 0, on obtient cos(h) < ﬁ < K(h)’
in(h 1 in(h
en passant a linverse, cos(h) < sin(h) < ———, par le théoréme d’encadrement, il vient sin(h) ——— 1, par parité de
h cos(h) h  hoot
— M’ on obtient M —— 0. De plus,
h h—0
cos(h) =1  (cos(h) —1)(cos(h) + 1) —sin?(h) sin(h) —sin(h) —0
= = = X 1x—=0
h h(cos(h) + 1) h(cos(h) + 1) h cos(h) +1 hr—o0 2

En revenant a I’étude du taux d’accroissement, on peut donc en conclure que

sin(a + h) — sin(a)
h h—0

sin(a) x 0 + cos(a) x 1 = cos(a)

Ceci montre que sin est dérivable en a et que sin’(a) = cos(a). Comme ceci est fait pour tout a € R, on en conclut que sin est
dérivable sur R et que sin’ = cos.

8. Soit a € R et h € R*, en reprenant le travail fait au point précédent :

h) — s(h) — 1 in(h
cos(a + })L cos(a) _ cos(a) cos(h) _ sin(a) sm}f ) — — sin(a)
Ceci montre que cos est dérivable en a et que cos’(a) = —sin(a). Comme ceci est fait pour tout a € R, on en conclut que cos

est dérivable sur R et que cos’ = — sin.

9. Notons M le point de coordonnées (cos(a),sin(a)) et A le point de coordonnées (cos(a), 0), alors le triangle AMO est rectangle
en A, d’aprés le théoréme de Pythagore, OM? = OA? + AM? soit 1 = cos®(a) + sin’(a).

10. cos(2a) = cos(a + a) = cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a) = cos?(a) — sin*(a) = cos?(a) — (1 — cos®(a)) = 2cos?(a) — 1.

11. sin(2a) = sin(a + a) = sin(a) cos(a) + cos(a) sin(a) = 2sin(a) cos(a)

1 2
12. Comme cos(2a) = 2cos?(a) — 1, on a 2cos?(a) = 1 + cos(2a) soit cos®(a) = —l—c%(a)
1 2 1-— 2
13. sin?(a) =1 —cos*(a) = 1 — + 0(2)8( a) _ c;)s( @)
14. Posons g: x — x — sin(x) et h: x — x + sin(x). Par somme de fonctions dérivables sur R, g et h sont dérivables sur R, pour
tout = € R,
g'(z) =1~ cos(x) <0 et () = 1 + cos(zx) =

h 1 0
Ainsi, g est décroissante et h est croissante. Soit z € Ry, alors g(z) < ¢(0) = 0 et h(z) = h(0) = 0, ainsi, z — sin(z) < 0
et « + sin(z) > 0, donc sin(z) < z et sin(z) > —z, dés lors, —z < sin(z) < z, on peut en déduire que |sin(z)| < = = |z|.
Pour z < 0, on peut appliquer ce qui précéde & —z > 0 et on obtient |sin(z)| = |sin(—z)| < | — z| = |z| |

Remarque 17. Gréce a ces formules, on peut trouver une formule donnant cos(a) cos(b), sin(a) cos(b) etc.
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)
Déﬁnition de la fonction tangente

| Pour z € R\{n/2 + km | k € Z}, cos(x) # 0, on pose tan(z) = :m(z) . Ceci définit la fonction tangente.

os(x)

0| w/6 /4 /3 | w/2
sin |0 | 1/2 | ~£2/2 [ V32 | 1

1

0

V3/2 | V2/2 | 1)2 0
V3 | 1 V3

COSs

tan

TABLE 2 — Tableau des valeurs usuelles des fonctions trigonométriques a connaitre.

(-'_'J Proposition n° 12 : propriétés de la fonction tangente A
1. La fonction tan est impaire, m-périodique, dérivable sur Dy, = R\{n/2 + kx| k € Z} et pour tout & € Dy, :
tan’(z) = 1 + tan?(z) = ———
n'(z) n°(x) o2 ()
tana + tanb tana — tanb
2. Si(a,b,a+b) € D}, alors tan(a+b) = M, si (a,b,a—b) € D3, alors tan(a—b) = _ana T lany.
\_ 1—tanatanb 1+tanatanb)

2.6 Fonctions trigonométriques réciproques

Remarque 18. Les fonctions cos: R — R et sin: R — R et tan: Dy,, — R ne sont pas bijectives.

iJ Proposition n° 13 : bijectivité des fonctions trigonométriques sur des «bons» intervalles

T Tow
[0sw] — [-151] [[-F:5 ] —[-1:1] |-5:51—
c: , St 2°2 et t: 2°2 sont bijectives.
x> cos(x) x — sin(z) x — tan(z)
Démonstration de la proposition n°13 :
1. La fonction ¢ est dérivable sur [0;7] et pour tout z € [0;7], ¢'(x) = —sin(z) < 0. De plus, pour z € [0;7], ¢(z) =0

si et seulement si = 0 ou z = 7. Ainsi, ¢’ est une fonction négative et ¢’ ne s’annule que deux fois sur [0;7]. D’apres le
théoréme n°3 de la caractérisation des fonctions strictement monotones, ¢ est strictement décroissante sur [0; 7 ]. De plus,
elle est continue (car dérivable) sur [0; 7 ]. D’apres le théoréeme n° 1 de la bijection strictement monotone, ¢ est une bijection
de [0;7] vers [¢(m);c(0)] =[—1;1].

2. La fonction s est dérivable sur [ —7/2;7/2] et pour tout z € [ —7/2;7/2], s'(z) = cos(xz) = 0. De plus, pour z € [ —7/2;7/2],
s'(x) = 0si et seulement si x = +7/2. Ainsi, s’ est une fonction positive et s’ ne s’annule que deux fois sur [ —7/2; 7/2]. D’apres
le théoréme n°3, s est strictement croissante sur [ —n/2;7/2]. De plus, elle est continue (car dérivable) sur [—m/2;7/2].
D’apreés le théoréme n° 1 de la bijection strictement monotone, s est une bijection de [ —7/2;7/2] vers [ s(—7/2);s(7w/2)] =
[-1;1].

3. La fonction ¢ est dérivable sur | —7/2;7/2[ et pour tout € | —7n/2;7/2[, t'(z) = 1 + tan®*(x) > 0, donc, d’apres le
théoréme n° 3, ¢ est strictement croissante sur | —7/2;7/2[. De plus, ¢ est continue sur | —7/2;7/2[ (car dérivable) D’apres
le théoréme n° 1 de la bijection strictement monotone, ¢ est une bijection de | —7/2;7/2[ vers

lim ¢(z); lim t(z)| =R [ ]

_T+ T —
To>— 5 TG

<>
Deﬁmtlon des fonctions trigonométriques réciproques

e La bijection réciproque de ¢: [0;m] — [—1;1] est appelée arccos: [—1;1] — [0;7].
e La bijection réciproque de s: [—m/2;7/2] — [—1;1] est appelée arcsin: [—-1;1] — [—7/2;7/2].
e La bijection réciproque de t: | —m/2;7/2[ — R est appelée arctan: R — | —7/2;7/2[
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Remarques 19. e Pour k € Z, x — cos(z) réalise aussi une bijection de [k ; km + 7] vers [ —1;1]. Par convention,
pour ¢, on a privilégié [ 0; | (un intervalle dans R, contenant 0). Pour s et ¢, on a privilégié des intervalles centrées
en 0 car sin et tan sont impaires.

e Pour tout z € [—1;1], cos(arccos(z)) = z et pour tout x € [0;7 ], arccos(cos(z)) = .
e Pour tout z € [—1;1], sin(arcsin(z)) = = et pour tout = € [ —7/2;7/2], arcsin(sin(z)) = =.
e Pour tout z € R, tan(arctan(x)) = x et pour tout z € | —7/2;7/2[, arctan(tan(z)) = .

Exemples 12. Calculer arctan(1), arcsin(0), arcsin(1), cos(arccos(0)), arccos(cos(0)) et arccos(cos(2m)).

Solution des exemples 12 :
e Comme tan(w/4) = 1 et que 7/4 € | —7/2;7/2 [, 7/4 est 'unique antécédent de 1 dans | —m/2; w/2 [ pour la fonction tangente,
ainsi, arctan(1l) = /4.
e Comme sin(0) = 0 et que 0 € [—7/2;7/2], 0 est P'unique antécédent de 0 dans [ —m/2;7/2] pour la fonction sin, ainsi,
arcsin(0) = 0.
e Comme sin(n/2) = 1 et que 7/2 € [ —7/2;7/2], 7/2 est 'unique antécédent de 1 dans [ —n/2;7/2] pour la fonction sin,
ainsi, arcsin(1) = 7/2.

4

Démonstration de la proposition n° 14 :

1. Comme c est une fonction strictement décroissante et continue sur [0;7 ], d’aprés le théoréme n° 1 de la bijection strictement
monotone, arccos = ¢ est strictement décroissante et continue sur [—1;1]. Soit € | —1;1[, par décroissance stricte
d’arccos, arccos(1) < arccos(z) < arccos(—1) donc 0 < arccos(z) < m. De plus, ¢ est une fonction dérivable en arccos(x) et
c'(arccos(x)) = —sin(arccos(z)) < 0. D’aprés le théoréme n° 2 de dérivation de la bijection réciproque, arccos est dérivable en
T et

1 1 —1 —1 -1

c (e 1(x)) B  (arccos(z)) B sin(arccos(z)) sin(arccos(z))>0 /1 — cos?(arccos(z)) - V1 — 22

arccos’ (z) =

2. Comme s est une fonction strictement croissante et continue sur [ —m/2;7/2], d’apres le théoréme n° 1 de la bijection stric-
tement monotone, arcsin = s~' est strictement croissante et continue sur [—1;1].
Soit x € | —1;1[, alors —1 < x < 1 comme arcsin est strictement croissante sur [ —1;1], arcsin(—1) < arcsin(z) < arcsin(1)
donc —7/2 < arcsin(x) < /2, or s est dérivable en arcsin(z) et s'(arcsin(z)) = cos(arcsin(z)) > 0. D’aprés le théoréme n° 2
de la dérivation de la bijection réciproque, s~' = arcsin est dérivable en z et
1 1 1 1 1

.t _ _ _ _ —
aresin (z) = s'(s7!(z))  sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z)) cos(arcsin(@))>0 /1 — sin®(arcsin(z)) V1 — 22

Soit z € [—1;1], alors —xz € [ —1;1]. Posons a = arcsin(z) € [ —7/2;7/2] et b = arcsin(—z) € [ —7/2;7/2]. Alors, sin(a) = x
et sin(—b) = —sin(b) = —(—x) = x, avec a et b dans [ —m/2;7/2]. Par bijectivité de la fonction s, on en déduit que a = —b.
Soit — arcsin(—x) = arcsin(z). Ainsi, la fonction arcsin est impaire.
3. Soit x € R, alors ¢ est une bijection dérivable en arctan(z) et t'(arctan(x)) = 1 + tan®(arctan(z)) = 1 + 22 > 0, alors d’apres
le théoreme n° 2 de dérivation de la bijection réciproque, arctan est dérivable en z et
1 !
t'(arctan(z)) 1+ 2

arctan’(z) =

Soit « € R, alors —z € R. Posons a = arctan(z) € | —n/2;7/2[ et b = arctan(—=z) € |—n/2;7/2[. Alors, tan(a) = = et

tan(—b) = —tan(b) = —(—x) = z, avec a et b dans | —7/2;7/2[. Par bijectivité de la fonction ¢, on en déduit que a = —b.

Soit —arctan(—z) = arctan(x). Ainsi, la fonction arctan est impaire. ]
On peut aussi montrer directement que si f: I — J avec I et J deux intervalles symétriques par rapport a 0 et f bijective impaire,
alors f~! est aussi impaire.

2.7 Fonctions hyperboliques

Remarque 20. Pour f: R — R, on rappelle qu’il existe une unique fonction paire p: R — R et une unique fonction

f@) + fl=2) . flz) = f(==)
T et i(x) = —

impaire i: R — R telles que f = p + 4. De plus, pour tout z € R, p(x) =
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arccos arcsin arctan
Définie sur [—1;1] [-1;1] R
Tmage [0:7] [—r/2in2] | J—nj2:n/2]
Valeur en —1 ™ —7/2 —7/4
Valeur en 0 /2 0 0
Valeur en 1 0 /2 /4
Monotonie strict. décroissante | strict. croissante | strict. croissante
Parité impaire impaire
Continue sur —1;1] [—1;1] R
Dérivable sur —1;1] 1-1;1] R
Fonction dérivée T — -t T — 1 T — o
N NS 1+ a2

TABLE 3 — Résumé des propriétés des fonctions trigonométriques réciproques

S
Déﬁnition des fonctions cosinus et sinus hyperboliques

On définit le cosinus hyperbolique par ch:

R— R

T —>

e’ +e™"
2

et le sinus hyperbolique par sh:

sh est impaire et dérivable sur R avec sh’ = ch.

C’_:J Proposition n° 15 : propriétés des fonctions hyperboliques
1.

2. ch est paire et dérivable sur R avec ch’ = sh.

+00

3. sh(x) — sh(z) —— -© 4. ch(z) —— +o0, ch(x)

Tr—>—00 Tr—+00 Tr——00
5. sh est strictement croissante sur R, pour tout x > 0, 6.
sh(z) > 0, pour tout « < 0, sh(z) < 0.

VzeR ch?(x) —sh?(z) = 1

décroissante sur R_, pour tout z € R, ch(z) > 1.

\ 7.

ch est strictement croissante sur R, et strictement

J

3 Représentation graphique des fonctions usuelles
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(a) Les fonctions exponentielle et logarithme E] (c) Les fonctions ch et sh

(b) Les fonctions puissances

(d) La fonction valeur absolue

[ I J

(g) La fonction tan et la fonction arctan

FIGURE 3 — Si une fonction est bijective seulement sur une sous-partie de son domaine de définition on I’a tracé en trait
plein sur cette sous partie et en pointillé en dehors.
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