Q) Chapitre 4
Primitives et équations différentielles

Dans ce chapitre, nous allons revoir le calcul des primitives et des intégrales d’une fonction continue. Puis nous verrons la
résolution d’équations différentielles. Dans ce chapitre, nous ne donnerons pas une définition précise de l'intégrale, nous
nous contenterons d’admettre ses propriétés élémentaires ainsi que le théoreme fondamental de I'analyse. Nous reviendrons
sur la construction de l'intégrale au second semestre et ce sera l'occasion de démontrer ce fameux théoreme fondamental.
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Dans ce chapitre, on considere K qui vaut R ou C et I un intervalle. Ainsi, quand un énoncé est donné avec K, il se décline
en fait en deux énoncés, un énoncé avec R et un autre avec C.

1 Calcul de primitives et d’intégrales

1.1 Rappels des propriétés de l’intégrale et extension aux fonctions a valeurs complexes
Dans ce chapitre, on admet que pour f: [a;b] — R, une fonction continue sur [a;b], on peut lui associer un nombre qui

représente 1’aire algébrique sous la courbe, noté f f= J f(z)da = J f(t) dt, vérifiant les propriétés suivantes :
a a a

@J Proposition n°1 : propriétés de l’intégrale des fonctions continues sur un segment ( admis)\
Pour tout (f,g) € €°([ 2 celasb]et AeR, on ales proprletes suivantes :

1. f (A +9) f f +f (linéarité) f f(z)dx = J f)dt +J flu (Chasles)

3. =20 = J f@®)dt=0 (positivité) 4. Si f < g, alors f /< j (croissance)

\_ a J

)
Déﬁnition de l’intégrale d’une fonction continue & valeurs complexes

Si f: [a;b] — C est continue, i.e. z — Re(f(z)) et x — Im(f(x)) sont continues sur [a;b], alors on définit

lintégrale de f par : f flx)dz = f Re(f(z)) dz + inIm(f(m)) dz

a

b b
Remarques 1. e Ainsi, Re f fl@)dz | = J

a

b b
Re(f(x)) dz et Im (J flx) dm) = J Im(f(x)) dz.

a
e La linéarité et la relation de Chasles restent vraies avec des fonctions a valeurs complexes. En revanche, la positivité
et la croissance n’ont plus de sens.

b a a
e Sia > b, alors on pose J f= —J f et, par convention, J f=0.
a b a
1.2 Théoréme fondamental de ’analyse et conséquences

I
Déﬁnition d’une primitive
| Soit f: I — K une fonction. On appelle primitive de f toute fonction F: I — K dérivable sur I telle que F’' = f.

Exemple 1. Si f(z) = 2®, pour tout x € R, alors une primitive de f est z
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[y xT

Attention il n’y a pas unicité des primitives

< On dit donc «une primitive de f» et non «la primitive de f». Les primitives différent toutes d’une constante.

T
Remarque 2. Pour une fonction f continue, on note f f(t) dt pour dire une primitive «générique» de f.

T

r 1
Exemple 2. Pour A # 0, J eMdt = Xe” + ¢ ol ¢ est une constante. Si A = 0, J eMdt =z +c.

4

Exemples 3. Calculer J

31
23 de, etf — dt.
3 5 t+1

1.3 Primitives usuelles

Condition(s) Intervalle(s)
T
f Adt =Xz +k AeC R
€T $a+1
Jt"‘dt=a+1+k a e R\{-1} RsiaeN,R* ouR*siaeZ* R¥*sia¢Z
1
szt=ln|$|+k R* ou R*
’ At 1 Az *
et dt = Ne +k AeC R
T : 1
a*dt = —a” + k a>0eta#1 R
Ina
* 1
f cos(wt+go)dt=;sin(wx+cp)+k weR* peR R
v 1
j sin(wt + ¢) dt = —— cos(wz + ) + k welR* pelR R
w
v T ™
j tant dt = —In(|cosz|) + k ]—5 k7r,§ +k7r[ (keZ)
fxl—l—tanz(t) dt—fx#dt—tanx—i-k ]—E—I—kw z-i—kﬂ'[ (keZ)
) cos2(t) 2 72

TABLE 1 — Primitives usuelles
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Condition(s) | Intervalle(s)
Jxﬁ dt = arctan(z) + k R
Jzﬁ dt = \/if arctan <\/17> +k feR* R
Jx\/% dt = arcsin(z) + k =117
chh(wt) dt = %shwx +k w e R* R
sth(wt) dt = %chwx +k we R* R

TABLE 2 — Primitives usuelles (suite)

Condition(s)
* 1
fuxu“=a+1u°‘+1(x)+k a#—lu: I >C*siaeZ* u: I >R¥*sia¢Z
xr ./
1
fl=__+k w: [ — C*
u? u(z)

ij;%dt=2q/u(x)+k u: I — R¥

J u'e =eu®) 4k aucune
:cu/
" =In(Ju(x)]) + &k u: I — R¥
f o' (t) sin(u(t)) dt = — cos(u(x)) + k u:I >R
J u’ cosu = sin(u(x)) + k u: I >R

TABLE 3 — Primitives usuelles obtenues par composée avec u une fonction dérivable sur un intervalle I.

3

Exemples 4. Calculer J i 7 dz puis J e?! cos(3t) dt, J cos?(t) sin(t) dt.

2 T

1.4 Calculs des primitives de x — m
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1

az? + bx + ¢
1. SiI’équation du second degré ax? + bz + ¢ = 0 a deux racines réelles distinctes x; et xo, alors :

fComment calculer des primitives de = — avec (a,b,c) € RPeta#07?

1 A B
3(A, B) € R? R -
(A,B) e Vo e R\{z1,zo} ar? +br+c -1 +a:—x2

1 1
ax? +bx+c  a(x — x0)2

* de 1 r+e
3. S’il y a zéro racine réelle, utiliser la forme canonique et f ————— = — arctan (—) si f e R*.
t+e)?+f Vf Vi .

2. Si cette équation a une racine double zg, alors x —

1 1
Exemples 5. e En précisant les intervalles, déterminer des primitives de x +— P12 T — P A
1 < d 4r + 3
_ — uls er—» —
?+dr+10 " 2% 1 dz — 12
1
e Calculer f — da.
s l—=

1.5 Calculs d’intégrales par intégrations par parties

iJ Théoréme n° 3 : intégration par parties

b b
Soit (u,v) € €*([a;b],K)?, alors : J o (2)v(z) dz = [u(z)v(z)]’ —f u(z)v'(x) dz

2 2

Exemples 6. e Calculer J ze® dzx et f z2e” dx.
1 1

e Calculer une primitive de In, de arctan et de = — e2®

cos(3x)

Remarque 3. Les IPP sont souvent utiles lorsque la dérivée d’une fonction est plus «simple» que la fonction elle-méme.

1.6 Changement de variable

Comment effectuer un changement de variable ?

Si t est la variable d’intégration, poser une nouvelle variable = en fonction de ¢. Effectuer ces trois étapes :
e Dans l'intégrande, remplacer les ¢ par leur valeur qui dépend de z. Ne pas écrire une intégrale contenant
a la fois des x et des t.
e Si ¢t vaut une des bornes de l'intégrale, calculer la nouvelle borne correspondante en z (le faire pour les
deux bornes).
e Enfin, si x = p(t), par dérivation, da = ¢'(t) d¢, vous permet de remplacer dt par sa valeur en dz.

Exemples 7. A laide de changements de variable du type z = In(t)/et/t?/v/t/ cos(t)/ sin(t),

2 4 /2 2
1 t
1. calculer J ——dt 2. calculer J eV dg 3. calculer J cc?s *) dt
1 ch(t) 1 /3 sin(t)
1 1
4. calculer une primitive de t —» —— et de  — —————— avec f € R*
P VE+1 (x+e)2+f feR
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2 Equation différentielle linéaire d’ordre un

2.1 Définition

On se fixe I un intervalle quelconque de R.

I
Déﬁnition d’une équation différentielle linéaire d’ordre un

Soit (a,b) € €°(I,K)2. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre un I'équation ¢’ +a(x)y = b(x) (E)
dont l'inconnue est y. Si f est une fonction dérivable sur I telle que, pour tout = € I, f'(x) + a(x)f(z) = b(z), on
dit que f est une solution de (E). On note souvent Sg 'ensemble des solutions de (E).

Exemples 8. e Léquation y' — y = In(x)e® est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur |0;1[.

xIn(z)

e Vérifier que = — In(z)e” est une solution de cette équation.

o xy' + 2y = e n’est pas vraiment une équation différentielle linéaire d’ordre un & cause du terme xy’ (on dit que
c’est une équation différentielle non normalisée). Pour la résoudre, on divise par  sur un intervalle ou z ne s’annule
pas. Il faudra donc travailler sur R*, puis faire le méme travail sur R*. En effet, R* n’est pas un intervalle.

Remarque 4. Malheureusement, ['usage mélange fonctions et nombres dans I’équation différentielle. Cet abus est toléré
seulement pour noter I’équation différentielle. Si vous voulez vérifier qu'une certaine fonction f est solution d’une équation,
il faudra écrire, « f est dérivable sur I car. .., soit x € I, f'(x) + a(x)f(z) = ... =b(x)»

i
Déﬁnition de I’équation homogéne
| Soit une EDL d’ordre un y + a(x)y = b(z). L’équation homogeéne associée est y' + ay(z) = 0.

2.2 Reésolution des équations différentielles linéaires d’ordre un

Exemples 9. e Résoudre sur R, ¢’ + zy = 0 puis ¢y — 1 -13-/.1:2 =0

e Si a est une constante, les solutions de 3’ + ay = 0 sont de la forme x — Ce ~** avec C € K.

iJ Proposition n° 3 : ensemble des solutions a partir d’une solution particuliére

Soit une EDL d’ordre 1 : ¢/ + a(x)y = b(z) (F). Supposons que l'on ait une solution particuliére notée yp. Alors
les solutions de (E) sont exactement les fonctions de la forme yp + yg o yg € Sy : Sg ={yp + yu | yu € Su}.

Exemple 10. Donner les solutions de 1’équation y’ — )y =In(z)e® sur |0;1[.

zIn(z
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1
Exemple 11. Résoudre ¢y + ~y= a3 sur R¥.

iJ Proposition n°5 : principe de superposition )
| Soient deux EDL : ' + a(x)y = bi(x) (E1) et ¥ + a(z)y = bo(x) (E2). Siy1 (resp. y2) est une solution de (E4)
(resp. de (F3)) et (\, u) € K2, alors Ay; + pys2 est une solution particuliere de 3’ + a(x)y = Aby(x) + pba(x). )

ij Théoréme n° 5 : existence et unicité de la solution au probléme de Cauchy )
Soit (a, b, rg,y0) € €°(I,K)? x I x K. Le probléeme de Cauchy : ¢/ + a(x)y = b(z) et y(x) = yo admet une unique
solution sur I. )

1
Exemple 12. Résoudre y’ + Y= 23 sur R*. avec la condition y(1) = 5.
3 Equation différentielle linéaire d’ordre deux a coefficients constants

)
Déﬁnition d’une équation différentielle linéaire d’ordre deux a coefficients constants

Soient a,b € K et f € ¢°(I,K). L’équation y” + ay’ + by = f(x) (E) est appelée équation différentielle linéaire
d’ordre deux a coefficients constants. Une solution de (E) est une fonction g: I — K deux fois dérivable
telle que, pour tout = € I, ¢"(x) + ag’(z) + bg(x) = f(z). L’équation homogéne associée & cette EDL est
y' +ay +by =0 (H).

Exemple 13. L’équation différentielle 3" + 2y’ + 4y = e® est linéaire d’ordre deux a coefficients constants.

' ’ o . ’ . ’ . . .,
Deﬁnltlon de I’équation caractéristique associée

Soit " + ay’ + by = 0 (H) une EDL homogeéne d’ordre deux & coefficients constants. On appelle équation carac-
téristique associée & (H) r2 +ar +b=10

Exemples 14. Résoudre les équations différentielles suivantes :
Loy —4y +4y =0 2.y =3y +9 =0 3.y +5y +4y =0
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iJ Proposition n° 6 : ensemble des solutions & partir d’une solution particuliere A
Soit y” + ay’ + by = f(z) (E) une EDL d’ordre 2 & coefficients constants définie sur I. Si yp est une solution
particuliére de (E) alors les solutions de (F) sont exactement les fonctions de la forme : yg + yp avec yg solution
de I'équation homogene associée (H). Ainsi, Sg = {yy + yp | yu € Su} . y

ﬁ Proposition n° 7 : principe de superposition A
| Siyl4ay,+byr = fi et y4+ayh+bys = fa, alors pour (A, i) € K2, \y; +pys est solution de y” +ay’ +by = \fi +uf2)

Remarque 5. Vous ne saurez pas résoudre y” + ay’ + by = f avec (a,b) € K? et f quelconque sauf cas particuliers.

o
Déﬁnition de la multiplicité d’une racine

Considérons une équation du second degré az? + bz + ¢ = 0 (avec a # 0) et r € C.
e Si 7 est une racine double, on peut factoriser par (x — 7)?, on dit que la multiplicité de 7 est 2.
e Si 7 est une racine mais pas double, on peut factoriser que par (z —r)', on dit que la multiplicité de r est 1.
e Si 7 n’est pas une racine, on peut factoriser que par (z —r)? = 1, on dit que la multiplicité de r est 0.

fij Proposition n° 8 : solution particuliére pour certains seconds membres (principe de ressemblance)\

Pour les fonctions f présentes dans ce tableau, 1’équation différentielle y” + ay’ + by = f (avec (a,b) € K? et
d’équation caractéristique r2 + ar + b = 0 noté EC), admet une solution particuliere de la forme indiquée :
Sifrxm— ... m multiplicité de | Il existe une solution particuliere x — ...
Ae®T avec (A,w) € K2 w dans 'EC x"™ Be“* avec B e K
Acoswr + Bsinwz avec (a,b, A, B,w) € R® iw dans 'EC 2™(C coswz + Dsinwz) avec (C, D) € R?
n n
> apz® avec (ag, a1, ... ,a,) € K1 0 dans I’'EC ™ Y bpa® avec (bg, by, ..., b,) € Knt!
\ k=0 k=0 /

Exemples 15. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1
1.y =3y +2y = 563’ 2. y" — 2y + y = cos(2t) 3.y =3y +2y=222—4 4. y" +9y = 8e3 —cos(3x)

ﬁ Théoréme n° 7 : existence et unicité de la solution au probleme de Cauchy (admis)

Soit (a, b, Yo, Y1, To, f) € K* x I x €°(I,K). Le probléme de Cauchy : 4" + ay’ + by = f(x), y(z0) = yo, ¥’ (z0) = 11
admet unique solution sur I.
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