
Primitives et équations différentielles
Chapitre 4

Dans ce chapitre, nous allons revoir le calcul des primitives et des intégrales d’une fonction continue. Puis nous verrons la
résolution d’équations différentielles. Dans ce chapitre, nous ne donnerons pas une définition précise de l’intégrale, nous
nous contenterons d’admettre ses propriétés élémentaires ainsi que le théorème fondamental de l’analyse. Nous reviendrons
sur la construction de l’intégrale au second semestre et ce sera l’occasion de démontrer ce fameux théorème fondamental.
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Dans ce chapitre, on considère K qui vaut R ou C et I un intervalle. Ainsi, quand un énoncé est donné avec K, il se décline
en fait en deux énoncés, un énoncé avec R et un autre avec C.

1 Calcul de primitives et d’intégrales

1.1 Rappels des propriétés de l’intégrale et extension aux fonctions à valeurs complexes
Dans ce chapitre, on admet que pour f : r a ; b s Ñ R, une fonction continue sur r a ; b s, on peut lui associer un nombre qui

représente l’aire algébrique sous la courbe, noté
ż b

a

f “
ż b

a

fpxq dx “
ż b

a

fptq dt, vérifiant les propriétés suivantes :

Pour tout pf, gq P C 0pr a ; b s ,Rq2, c P r a ; b s et λ P R, on a les propriétés suivantes :
ż b

a

pλf ` gq “ λ

ż b

a

f `
ż b

a

g (linéarité)1.
ż b

a

fpxq dx “
ż c

a

fptq dt `
ż b

c

fpuq du (Chasles)2.

f ě 0 ùñ
ż b

a

fptq dt ě 0 (positivité)3. Si f ď g, alors
ż b

a

f ď
ż b

a

g (croissance)4.

Proposition no 1 : propriétés de l’intégrale des fonctions continues sur un segment (admis)

Si f : r a ; b s Ñ C est continue, i.e. x ÞÑ Repfpxqq et x ÞÑ Impfpxqq sont continues sur r a ; b s, alors on définit

l’intégrale de f par :
ż b

a

fpxq dx “
ż b

a

Repfpxqq dx ` i
ż b

a

Impfpxqq dx

Définition de l’intégrale d’une fonction continue à valeurs complexes

Remarques 1. ‚ Ainsi, Re
˜

ż b

a

fpxq dx

¸

“
ż b

a

Repfpxqq dx et Im
˜

ż b

a

fpxq dx

¸

“
ż b

a

Impfpxqq dx.

‚ La linéarité et la relation de Chasles restent vraies avec des fonctions à valeurs complexes. En revanche, la positivité
et la croissance n’ont plus de sens.

‚ Si a ą b, alors on pose
ż b

a

f “ ´
ż a

b

f et, par convention,
ż a

a

f “ 0.

1.2 Théorème fondamental de l’analyse et conséquences

Soit f : I ÝÑ K une fonction. On appelle primitive de f toute fonction F : I ÝÑ K dérivable sur I telle que F 1 “ f .

Définition d’une primitive

Exemple 1. Si fpxq “ x3, pour tout x P R, alors une primitive de f est x ÞÑ

Soient I un intervalle, x0 P I et f P C 0pI,Kq. On définit G : I Ñ C, par pour tout x P I, Gpxq “
ż x

x0

fptq dt.

1. G est une primitive de f qui s’annule en x0.
2. Les primitives de f sont exactement les fonctions de la forme G ` c où c P K.
3. La fonction G est l’unique primitive de f sur I qui s’annule en x0.

Théorème no 1 : fondamental de l’analyse (G primitive est admis provisoirement)

loic.devilliers@pm.me PCSI A, lycée Lakanal, 26-27, Cours 2

loic.devilliers@pm.me


On dit donc «une primitive de f» et non «la primitive de f». Les primitives différent toutes d’une constante.
Attention il n’y a pas unicité des primitives

Remarque 2. Pour une fonction f continue, on note
ż x

fptq dt pour dire une primitive «générique» de f .

Exemple 2. Pour λ ‰ 0,
ż x

e λt dt “ 1
λ

e λx ` c où c est une constante. Si λ “ 0,
ż x

e λt dt “ x ` c.

Soit f P C 0pr a ; b s ,Kq et F une primitive de f , alors :
ż b

a

fpxq dx “ rF ptqsb
a “ F pbq ´ F paq

Théorème no 2 : calcul d’intégrale à l’aide d’une primitive

Démonstration du théorème no 2 : Posons Gpxq “

ż x

a

fpxqdx. Comme f est continue sur r a ; b s, d’après le théorème fondamental

de l’analyse, G est une primitive de f et il existe c P R tel que G “ F `c, alors,
"

Gpaq “ F paq ` c
Gpbq “ F pbq ` c

. Par différence, F pbq ´F paq “

Gpbq ´ Gpaq “

ż b

a

fpxq dx ´ 0. ■

Exemples 3. Calculer
ż 4

3
x3 dx, et

ż 3

2

1
t ` i dt.

1.3 Primitives usuelles
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Condition(s) Intervalle(s)
ż x

λ dt “ λx ` k λ P C R
ż x

tα dt “ xα`1

α ` 1 ` k α P Rzt´1u R si α P N, R˚
` ou R˚

´ si α P Z˚
´, R˚

` si α R Z
ż x 1

t
dt “ ln |x| ` k R˚

´ ou R˚
`

ż x

e λt dt “ 1
λ

e λx ` k λ P C˚ R
ż x

at dt “ 1
ln a

ax ` k a ą 0 et a ‰ 1 R
ż x

cospωt ` φq dt “ 1
ω

sinpωx ` φq ` k ω P R˚, φ P R R
ż x

sinpωt ` φq dt “ ´ 1
ω

cospωx ` φq ` k ω P R˚, φ P R R
ż x

tan t dt “ ´ lnp| cos x|q ` k
ı

´π

2 ` kπ,
π

2 ` kπ
”

(k P Z)
ż x

1 ` tan2ptq dt “
ż x 1

cos2ptq dt “ tan x ` k
ı

´π

2 ` kπ,
π

2 ` kπ
”

(k P Z)

Table 1 – Primitives usuelles

Condition(s) Intervalle(s)
ż x 1

1 ` t2 dt “ arctanpxq ` k R
ż x 1

f ` t2 dt “ 1?
f

arctan
ˆ

x?
f

˙

` k f P R˚
` R

ż x 1?
1 ´ t2

dt “ arcsinpxq ` k s ´1 ; 1 r
ż x

chpωtq dt “ 1
ω

shωx ` k ω P R˚ R
ż x

shpωtq dt “ 1
ω

chωx ` k ω P R˚ R

Table 2 – Primitives usuelles (suite)

Exemples 4. Calculer
ż 3

2

x

x ` 1 dx puis
ż x

e 2t cosp3tq dt,
ż x

cos3ptq sinptq dt.

Si on a des primitives de u et de v, en général, on ne peut en déduire des primitives de uv, u{v, u ˝ v, ou de uα.
Si u est à valeurs complexes, u1{u ne se primitive pas forcément en lnp|u|q.

Péril imminent : n’inventez pas fausses formules de primitives !

1.4 Calculs des primitives de x ÞÑ 1
ax2`bx`c
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Condition(s)
ż x

u ˆ uα “ 1
α ` 1uα`1pxq ` k α ‰ ´1, u : I Ñ C˚ si α P Z˚

´, u : I Ñ R˚
` si α R Z

ż x u1

u2 “ ´ 1
upxq ` k u : I Ñ C˚

ż x u1ptq
a

uptq dt “ 2
a

upxq ` k u : I Ñ R˚
`

ż x

u1e u “ e upxq ` k aucune
ż x u1

u
“ lnp|upxq|q ` k u : I Ñ R˚

ż x

u1ptq sinpuptqq dt “ ´ cospupxqq ` k u : I Ñ R
ż x

u1 cos u “ sinpupxqq ` k u : I Ñ R

Table 3 – Primitives usuelles obtenues par composée avec u une fonction dérivable sur un intervalle I.

1. Si l’équation du second degré ax2 ` bx ` c “ 0 a deux racines réelles distinctes x1 et x2, alors :

DpA, Bq P R2 @x P Rztx1, x2u 1
ax2 ` bx ` c

“ A

x ´ x1
` B

x ´ x2

2. Si cette équation a une racine double x0, alors x ÞÑ 1
ax2 ` bx ` c

“ 1
apx ´ x0q2

3. S’il y a zéro racine réelle, utiliser la forme canonique et
ż x dt

pt ` eq2 ` f
“ 1?

f
arctan

ˆ

x ` e?
f

˙

si f P R˚
`.

Comment calculer des primitives de x Þ Þ ÞÑÑÑ 1
ax2 ` bx ` c

avec pppa, b, cqqq PPP R3 et a ‰‰‰ 0 ?

Démonstration de la méthode pour calculer des primitives de x ÞÑ
1

ax2 ` bx ` c
:

1. S’il y a deux racines x1 et x2 avec x1 ă x2 Pour pA, Bq P R2 et x diffèrent de x1 et x2, alors :

A

x ´ x1
`

B

x ´ x2
“

Apx ´ x2q ` Bpx ´ x1q

px ´ 1qpx ´ x2q
“

pA ` Bqx ´ Ax2 ´ Bx1

px ´ x1qpx ´ x2q

“
apA ` Bqx ´ Aax2 ´ Bax2

apx ´ 1qpx ´ x2q
“

apA ` Bqx ´ Aax2 ´ Bax2

ax2 ` bx ` c

Ainsi, il suffit de prendre B “ ´A et A tel que Aapx2 ´ x1q “ 1 ce qui est toujours possible car a ‰ 0 et x2 ´ x1 ‰ 0. On a
donc bien démontré que A et B existe. De plus, x ÞÑ A lnp|x ´ x1|q ` B lnp|x ´ x2|q est une primitive de x ÞÑ

A

x ´ x1
`

B

x ´ x2
que ce soit sur s ´8 ; x1 r, ou sur s x1 ; x2 r ou sur s x2 ; `8 r.

2. S’il y a une racine double, alors 1
ax2 ` bx ` c

“
1

apx ´ x0q2 , et x ÞÑ
´1
a

ˆ
1

x ´ x0
en est une primitive sur s ´8 ; x0 r ou

sur s x0 ; `8 r.
3. S’il n’y a pas de racine réelle, alors le discriminant ∆ “ b2

´ 4ac ă 0, pour tout x P R, on a

ax2
` bx ` c “ a

ˆ

x2
`

bx

a
`

c

a

˙

“ a

˜

x2
` 2 ˆ x ˆ

b

2a
`

ˆ

b

2a

˙2

`
c

a
´

ˆ

b

2a

˙2
¸

“ a

˜

ˆ

x `
b

2a

˙2

`
4ac ´ b2

4a2

¸

et en posant e “
b

2a
et f “

4ac ´ b2

4a2 “
´∆
4a2 ą 0. On obtient que pour tout x P R, 1

ax2 ` bx ` c
“

1
a

ˆ
1

px ` eq2 ` f
. Posons

alors la fonction F : x ÞÑ
1

a
?

f
arctan

ˆ

x ` e
?

f

˙

. Par composée de fonctions dérivables sur R, F est dérivable sur R et pour

tout x P R,
F 1

pxq “
1

a
?

f
ˆ

1
?

f
ˆ

1

1 `

ˆ

x ` e
?

f

˙2 “
1
a

ˆ
1

px ` eq2 ` f
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Par conséquent, F est bien une primitive de x ÞÑ
1

ax2 ` bx ` c
sur R.

Exemples 5. ‚ En précisant les intervalles, déterminer des primitives de x ÞÑ 1
x2 ` 4x ´ 12 , x ÞÑ 1

x2 ` 4x ` 4 ,

x ÞÑ 1
x2 ` 4x ` 10 puis de x ÞÑ 4x ` 3

x2 ` 4x ´ 12

‚ Calculer
ż 3

2

1
1 ´ x2 dx.

1.5 Calculs d’intégrales par intégrations par parties

Soit pu, vq P C 1pr a ; b s ,Kq2, alors :
ż b

a

u1pxqvpxq dx “ rupxqvpxqsb
a ´

ż b

a

upxqv1pxq dx

Théorème no 3 : intégration par parties

Démonstration du théorème no 3 : Comme puvq
1

“ u1v ` uv1 il vient par linéarité de l’intégrale :
ż b

a

puvq
1
pxq dx “

ż b

a

u1
pxqvpxq dx `

ż b

a

upxqv1
pxq dx

Or uv est une primitive de puvq
1, ainsi :

ż b

a

u1
pxqvpxq dx `

ż b

a

upxqv1
pxq dx “ rpuvqs

b
a

Dès lors,
ż b

a

u1
pxqvpxq dx “ rupxqvpxqqs

b
a ´

ż b

a

upxqv1
pxq dx

■

Exemples 6. ‚ Calculer
ż 2

1
xe x dx et

ż 2

1
x2e x dx.

‚ Calculer une primitive de ln, de arctan et de x ÞÑ e 2x cosp3xq
Remarque 3. Les IPP sont souvent utiles lorsque la dérivée d’une fonction est plus «simple» que la fonction elle-même.

1.6 Changement de variable

Soient φ P C 1pr a ; b s ,Rq et f P C 0pφpr a ; b sq,Kq, alors
ż b

a

fpφptqqφ1ptq dt “
ż φpbq

φpaq

fpxq dx

Théorème no 4 : changement de variable

Démonstration du théorème no 4 :
‚ Comme f est continue sur φpr a ; b sq, d’après le théorème fondamental de l’analyse, f admet au moins une primitive, notée F .

Alors,
ż φpbq

φpaq

fpxq dx “ F pφpbqq ´ F pφpaqq

‚ Remarquons que, par composée, F ˝ φ est dérivable et pF ˝ φq
1

“ φ1
ˆ pF 1

˝ φq “ φ1
ˆ pf ˝ φq. Ainsi, F ˝ φ est une primitive

de pf ˝ φq ˆ φ1, par conséquent,
ż b

a

fpφptqqφ1
ptq dt “ pF ˝ φqpbq ´ pF ˝ φqpaq.

Ainsi, les deux intégrales sont égales. ■

Si t est la variable d’intégration, poser une nouvelle variable x en fonction de t. Effectuer ces trois étapes :
‚ Dans l’intégrande, remplacer les t par leur valeur qui dépend de x. Ne pas écrire une intégrale contenant

à la fois des x et des t.
‚ Si t vaut une des bornes de l’intégrale, calculer la nouvelle borne correspondante en x (le faire pour les

deux bornes).
‚ Enfin, si x “ φptq, par dérivation, dx “ φ1ptq dt, vous permet de remplacer dt par sa valeur en dx.

Comment effectuer un changement de variable ?
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Exemples 7. À l’aide de changements de variable du type x “ lnptq{e t{t2{?
t{ cosptq{ sinptq,

calculer
ż 2

1

1
chptq dt1. calculer

ż 4

1
e

?
x dx2. calculer

ż π{2

π{3

cos2ptq
sinptq dt3.

calculer une primitive de t ÞÑ 1?
t ` 1

et de x ÞÑ 1
px ` eq2 ` f

avec f P R˚
`4.

Solution des exemples 7 :

1.
ż 2

1

1
chptq

dt “

ż 2

1

2 dt

e t ` e ´t
, on pose x “ e t, alors dx “ e t dt “ x dt, donc dt “

dx

x
, ainsi

ż 2

1

1
chptq

dt “

ż e 2

e 1

2
x ` x´1

dx

x
“

ż e 2

e 1

2
1 ` x2 dx “ r2 arctanpxqs

e 2

e 1 “ 2 arctanpe 2
q ´ 2 arctanpe 1

q

2. On pose t “
?

x, alors dt “
1

2
?

x
dx “

1
2t

dx, dx “ 2t dt, ainsi :

ż 4

1
e

?
x dx “

ż 2

1
e t2t dt “

“

e t2t
‰2

1 ´

ż 2

1
e t2 dt “ 4e 2

´ 2e 1
´
“

2e t
‰2

1 “ 2e 2

3. On pose u “ cosptq, alors du “ ´ sinptq dt, soit dt “
´ du

sinptq
, donc dt

sinptq
“

´ du

sin2ptq
“

´ du

1 ´ cos2ptq
“

´ du

1 ´ u2 , ainsi

ż π
2

π
3

cos2
ptq

sinptq
dt “

ż 0

1
2

u2 ´ du

1 ´ u2 “

ż 1
2

0

u2
´ 1 ` 1

1 ´ u2 du “

ż 1
2

0
´ 1 `

1
1 ´ u2 du

Or, il existe pA, Bq P R2 tel que pour tout u P Rzt1, ´1u,

1
1 ´ u2 “

1
p1 ´ uqp1 ` uq

“
A

1 ´ u
`

B

1 ` u

En multipliant par 1 ´ u et en faisant u Ñ 1, on trouve A “
1
2 , en multipliant par 1 ` u et en faisant u Ñ ´1, on trouve

B “
1
2 , ainsi, 1

1 ´ u2 “
1
2 ˆ

1
1 ´ u

`
1
2 ˆ

1
1 ` u

, donc

ż π
2

π
3

sin2
ptq

cosptq
dt “

„

´u ´
1
2 lnp|1 ´ u|q `

1
2 lnp1 ` uq

ȷ 1
2

0

“ ´
1
2 ´

1
2 lnp1{2q `

1
2 lnp3{2q

“
lnp3q ´ 1

2

4. On cherche à calculer
ż t dx

?
x ` 1

. On pose u “
?

x, du “
1

2
?

x
dx “

1
2u

dx, alors dx “ 2u du, alors

ż t dx
?

x ` 1
“

ż

?
t 2u du

u ` 1 “
2u ` 2 ´ 2

u ` 1 du “

ż

?
t 2u ` 2

u ` 1 ´
2

u ` 1 du “ r2u ´ 2 lnp|u ` 1|qs
?

t
“ 2

?
t ´ 2 lnp

?
t ` 1q

Ainsi, t ÞÑ 2
?

t ´ 2 lnp
?

t ` 1q est une primitive de t ÞÑ
1

?
t ` 1

sur R˚
`.

5. On cherche à calculer
ż x dt

pt ` eq2 ` f
“

ż x 1
f

ˆ
dt

1 `

ˆ

t ` e
?

f

˙2 . On pose u “
t ` e
?

f
, alors du “

dt
?

f
, donc dt “

?
f du, ainsi

ż x dt

pt ` eq2 ` f
“

ż
x`e
?

f

?
f du

fp1 ` u2q
“

„

1
?

f
arctanpuq

ȷ

x`e
?

f

“
1

?
f

arctan
ˆ

x ` e
?

f

˙

Ainsi, x ÞÑ
1

?
f

arctan
ˆ

x ` e
?

f

˙

est une primitive sur R de x ÞÑ
1

px ` eq2 ` f

2 Équation différentielle linéaire d’ordre un

2.1 Définition
On se fixe I un intervalle quelconque de R.
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Soit pa, bq P C 0pI,Kq2. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre un l’équation y1 ` apxqy “ bpxq pEq
dont l’inconnue est y. Si f est une fonction dérivable sur I telle que, pour tout x P I, f 1pxq ` apxqfpxq “ bpxq, on
dit que f est une solution de pEq. On note souvent SE l’ensemble des solutions de pEq.

Définition d’une équation différentielle linéaire d’ordre un

Exemples 8. ‚ L’équation y1 ´ 1
x lnpxqy “ lnpxqe x est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur s 0 ; 1 r.

‚ Vérifier que x ÞÑ lnpxqe x est une solution de cette équation.
‚ xy1 ` 2y “ e x n’est pas vraiment une équation différentielle linéaire d’ordre un à cause du terme xy1 (on dit que

c’est une équation différentielle non normalisée). Pour la résoudre, on divise par x sur un intervalle où x ne s’annule
pas. Il faudra donc travailler sur R˚

`, puis faire le même travail sur R˚
´. En effet, R˚ n’est pas un intervalle.

Remarque 4. Malheureusement, l’usage mélange fonctions et nombres dans l’équation différentielle. Cet abus est toléré
seulement pour noter l’équation différentielle. Si vous voulez vérifier qu’une certaine fonction f est solution d’une équation,
il faudra écrire, «f est dérivable sur I car. . ., soit x P I, f 1pxq ` apxqfpxq “ . . . “ bpxq»

Soit une EDL d’ordre un y1 ` apxqy “ bpxq. L’équation homogène associée est y1 ` aypxq “ 0.

Définition de l’équation homogène

2.2 Résolution des équations différentielles linéaires d’ordre un

Soit y1 ` apxqy “ 0 avec a P C 0pI,Kq et A une primitive de a sur I. Les solutions de cette EDL homogène sont
exactement les fonctions de la forme x ÞÑ Ce ´Apxq où C P K SH “ tx ÞÑ Ce ´Apxq avec C P Ku.

Proposition no 2 : résolution des équations différentielles linéaires d’ordre un homogène

Démonstration de la proposition no 2 : Posons f : x ÞÑ Ce ´Apxq où C P R et montrons que f est solution. Comme A et exp
sont dérivables, par composition, f est dérivable et pour tout x P R,

f 1
pxq ` apxqfpxq “ ´CA1

pxqe ´Apxq
` apxqCe ´Apxq

“ ´Capxqe ´Apxq
` apxqCe ´Apxq

“ 0

Ainsi, f est solution de l’équation.
Réciproquement, soit f une solution de l’équation. Posons g : x ÞÑ fpxqe Apxq, g est dérivable par produit et par composition et

pour tout x P I :
g1

pxq “ f 1
pxqe Apxq

` fpxqA1
pxqe Apxq

“ p´apxqfpxqqe Apxq
` fpxqapxqe Apxq

“ 0

La dérivée de g étant nulle sur l’intervalle I, g est constante. Notons C la constante : pour tout x P I, fpxqe Apxq
“ C. Par conséquent,

on obtient f : x ÞÑ Ce ´Apxq avec C P K. ■

Exemples 9. ‚ Résoudre sur R, y1 ` xy “ 0 puis y1 ´ y

1 ` x2 “ 0.
‚ Si a est une constante, les solutions de y1 ` ay “ 0 sont de la forme x ÞÑ Ce ´ax avec C P K.

Soit une EDL d’ordre 1 : y1 ` apxqy “ bpxq pEq. Supposons que l’on ait une solution particulière notée yP . Alors
les solutions de pEq sont exactement les fonctions de la forme yP ` yH où yH P SH : SE “ tyP ` yH | yH P SHu.

Proposition no 3 : ensemble des solutions à partir d’une solution particulière

Exemple 10. Donner les solutions de l’équation y1 ´ 1
x lnpxqy “ lnpxqe x sur s 0 ; 1 r.

Soit une EDL d’ordre 1 : y1 ` apxqy “ bpxq et A une primitive de a. Il existe une solution particulière de la forme
yP : x ÞÑ Cpxqe ´Apxq où C : I Ñ K est une certaine fonction dérivable sur I.

Proposition no 4 : variation de la constante
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Démonstration de la proposition no 4 : Soit C une fonction dérivable sur I. Posons yP : x ÞÑ Cpxqe ´Apxq, par produit de
fonctions dérivables, yP est dérivable sur I et pour tout x P I :

yP
1
pxq ` apxqyP “ C 1

pxqe ´Apxq
` Cpxqp´A1

pxqqe ´Apxq
` apxqCpxqe ´Apxq

“ C 1
pxqe ´Apxq

Ainsi, yP est une solution particulière ssi pour tout x, C 1
pxq “ bpxqe Apxq. Ainsi, fixons C une primitive de x ÞÑ bpxqe Apxq (existe

car b ˆ e A est une fonction continue sur I). yP : x ÞÑ Cpxqe ´Apxq est une solution particulière. ■

Exemple 11. Résoudre y1 ` 1
x

y “ x3 sur R˚
`.

Soient deux EDL : y1 ` apxqy “ b1pxq pE1q et y1 ` apxqy “ b2pxq pE2q. Si y1 (resp. y2) est une solution de pE1q
(resp. de pE2q) et pλ, µq P K2, alors λy1 ` µy2 est une solution particulière de y1 ` apxqy “ λb1pxq ` µb2pxq.

Proposition no 5 : principe de superposition

Soit pa, b, x0, y0q P C 0pI,Kq2 ˆ I ˆ K. Le problème de Cauchy : y1 ` apxqy “ bpxq et ypx0q “ y0 admet une unique
solution sur I.

Théorème no 5 : existence et unicité de la solution au problème de Cauchy

Exemple 12. Résoudre y1 ` 1
x

y “ x3 sur R˚
`. avec la condition yp1q “ 5.

3 Équation différentielle linéaire d’ordre deux à coefficients constants

Soient a, b P K et f P C 0pI,Kq. L’équation y2 ` ay1 ` by “ fpxq pEq est appelée équation différentielle linéaire
d’ordre deux à coefficients constants. Une solution de pEq est une fonction g : I Ñ K deux fois dérivable
telle que, pour tout x P I, g2pxq ` ag1pxq ` bgpxq “ fpxq. L’équation homogène associée à cette EDL est
y2 ` ay1 ` by “ 0 pHq.

Définition d’une équation différentielle linéaire d’ordre deux à coefficients constants

Exemple 13. L’équation différentielle y2 ` 2y1 ` 4y “ e x est linéaire d’ordre deux à coefficients constants.

Soit y2 ` ay1 ` by “ 0 pHq une EDL homogène d’ordre deux à coefficients constants. On appelle équation carac-
téristique associée à pHq r2 ` ar ` b “ 0

Définition de l’équation caractéristique associée

Soit y2 ` ay1 ` by “ 0 pHq avec pa, bq P K2 et ∆ “ a2 ´ 4b le discriminant de l’équation caractéristique (EC).
1. Si l’EC admet deux racines distinctes dans K r1 et r2 (i.e. ∆ ‰ 0 si K “ C et ∆ ą 0 si K “ R) et

SH “ ␣

x ÞÑ C1e r1x ` C2e r2x | pC1, C2q P K2(

2. Si l’EC admet une racine double r1 P K (i.e. ∆ “ 0) et SH “ ␣

x ÞÑ pC1x ` C2qe r1x | pC1, C2q P K2(

3. Si l’EC n’a pas de racines dans K (i.e. K “ R et ∆ ă 0), notons les deux racines complexes conjuguées
r1 “ α ` iβ et r2 “ α ´ iβ alors SH “ ␣

x ÞÑ pC1 cospβxq ` C2 sinpβxqq e αx | pC1, C2q P R2(

Théorème no 6 : résolution dans K d’une EDL du 2nd ordre homogène à coefficients constants
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Démonstration du théorème no 6 : Soient r1 et r2 les deux solutions de l’équation caractéristique (éventuellement égales et/ou
complexes). Soit y : I Ñ K une fonction deux fois dérivable. Posons u : x ÞÑ e ´r1xypxq, alors u est deux fois dérivable et :

y : x ÞÑ e r1xupxq‚ y1 : x ÞÑ e r1x
pr1upxq ` u1

pxqq‚ y2 : x ÞÑ e r1x
pr1

2upxq`2r1u1
pxq`u2

pxqq‚

Alors :

@x P R y2
pxq ` ay1

pxq ` bypxq “ e r1x
“`

r1
2upxq ` 2r1u1

pxq ` u2
pxq

˘

` a
`

e r1x
pr1upxq ` u1

pxqq
˘

` bupxq
‰

“ e r1x

¨

˝upxqpr1
2

` ar1 ` bq ` u1
pxqp2r1 ` a

loomoon

“´r1´r2

q ` u2
pxq

˛

‚“ u1
pxqpr1 ´ r2q ` u2

pxq

Posons v “ u1. Ainsi, y est solution de pHq ssi u1
pr1 ´ r2q ` u2

“ 0 ssi vpr1 ´ r2q ` v1
“ 0 (EDL homogène d’ordre 1 dont v est

l’inconnue). Distinguons les cas :
1. S’il y a deux racines distinctes dans K, alors y est solution de pHq ssi v : x ÞÑ Ce pr2´r1qx avec C P K ssi u : x ÞÑ C2e pr2´r1qx

`C1
avec pC1, C2q P K2 ssi y : x ÞÑ C2e r2x

` C1e r1x avec pC1, C2q P K2

2. S’il y a une racine double dans K, alors r1 ´ r2 “ 0, ainsi y est solution de pHq ssi u2 : x ÞÑ 0 ssi u : x ÞÑ C1x ` C2 avec
pC1, C2q P K2 ssi y : x ÞÑ pC1x ` C2qe r1x

3. Si K “ R et ∆ ă 0. Si y est une solution réelle, alors y est une solution complexe, en particulier, grâce au cas 1, il existe
pC1, C2q P C2 tel que y : x ÞÑ C1e r1x

` C2e r2x. On obtient alors que pour tout x P R :

ypxq “ C1e pα`iβqx
` C2e pα´iβqx

“ e αx
´

C1e i βx
` C2e ´i βx

¯

“ e αx

ˆ

C1 ` C2

2 cospβxq `
C1 ´ C2

2 i sinpβxq

˙

Ainsi, y : x ÞÑ e αx
pA cospβxq ` B sinpβxqq avec pA, Bq P C2. Seulement, yp0q “ A P R et y

ˆ

π

2β

˙

“ e απ{2βB P R, B P R,

ainsi y : x ÞÑ e αx
pA cospβxq ` B sinpβxqq avec pA, Bq P R2.

Réciproquement si y : x ÞÑ e αx
pA cospβxq ` B sinpβxqq avec pA, Bq P R2, alors y est bien une fonction à valeurs réelles et en

remplaçant cos et sin par les formules d’Euler, on obtient que y : x ÞÑ C1e r1x
` C2e r2x avec pC1, C2q P C2 donc que y est

solution de l’équation différentielle en appliquant le point 1. ■

Exemples 14. Résoudre les équations différentielles suivantes :
y2 ´ 4y1 ` 4y “ 01. y2 ´ 3y1 ` 9y “ 02. y2 ` 5y1 ` 4y “ 03.

Une connaissance parfaite des solutions de cette équation est nécessaire car apparaît souvent en physique/SI.
Exemple : cas particulier des équations de la forme y2 ` ω0

2y “ 0 où ω0 ą 0

Soit y2 ` ay1 ` by “ fpxq pEq une EDL d’ordre 2 à coefficients constants définie sur I. Si yP est une solution
particulière de pEq alors les solutions de pEq sont exactement les fonctions de la forme : yH ` yP avec yH solution
de l’équation homogène associée pHq. Ainsi, SE “ tyH ` yP | yH P SHu .

Proposition no 6 : ensemble des solutions à partir d’une solution particulière

Si y2
1 `ay1

1`by1 “ f1 et y2
2 `ay1

2`by2 “ f2, alors pour pλ, µq P K2, λy1`µy2 est solution de y2`ay1`by “ λf1`µf2.
Proposition no 7 : principe de superposition

Remarque 5. Vous ne saurez pas résoudre y2 ` ay1 ` by “ f avec pa, bq P K2 et f quelconque sauf cas particuliers.

Considérons une équation du second degré ax2 ` bx ` c “ 0 (avec a ‰ 0) et r P C.
‚ Si r est une racine double, on peut factoriser par px ´ rq2, on dit que la multiplicité de r est 2.
‚ Si r est une racine mais pas double, on peut factoriser que par px ´ rq1, on dit que la multiplicité de r est 1.
‚ Si r n’est pas une racine, on peut factoriser que par px ´ rq0 “ 1, on dit que la multiplicité de r est 0.

Définition de la multiplicité d’une racine
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Pour les fonctions f présentes dans ce tableau, l’équation différentielle y2 ` ay1 ` by “ f (avec pa, bq P K2 et
d’équation caractéristique r2 ` ar ` b “ 0 noté EC), admet une solution particulière de la forme indiquée :

Si f : x ÞÑ . . . m multiplicité de Il existe une solution particulière x ÞÑ . . .
Ae ωx avec pA, ωq P K2 ω dans l’EC xmBe ωx avec B P K

A cos ωx ` B sin ωx avec pa, b, A, B, ωq P R5 iω dans l’EC xmpC cos ωx ` D sin ωxq avec pC, Dq P R2
n
ř

k“0
akxk avec pa0, a1, . . . , anq P Kn`1 0 dans l’EC xm

n
ř

k“0
bkxk avec pb0, b1, . . . , bnq P Kn`1

Proposition no 8 : solution particulière pour certains seconds membres (principe de ressemblance)

Démonstration de la proposition no 8 :
‚ Si f : x ÞÑ Ae ωx avec A P K et que ω est de multiplicité 0 dans l’EC (autrement dit ω n’est pas racine de l’EC). Posons

g : x ÞÑ Be ωx avec B P K. Alors, g1 : x ÞÑ Bωe ωx et g2 : x ÞÑ Bω2e ωx, alors pour tout x P R,

g2
pxq ` ag1

pxq ` bgpxq “ Bpω2
` aω ` bqe ωx

Remarquons que ω2
` aω ` b ‰ 0. Ainsi, g est solution de l’équation ssi B “

A

ω2 ` aω ` b
. Ainsi, x ÞÑ

A

ω2 ` aω ` b
e ωx est

une solution particulière de l’équation différentielle.
‚ Si f : x ÞÑ Ae ωx avec A P K et que ω est de multiplicité 1 dans l’EC (autrement dit ω est racine de l’EC et il existe une

seconde racine notée ω1). Posons g : x ÞÑ Bxe ωx avec B P K. Alors, g1 : x ÞÑ Be ωx
p1 ` ωxq et g2 : x ÞÑ Be ωx

pω2x ` 2ωq, alors
pour tout x P R,

g2
pxq ` ag1

pxq ` bgpxq “ Be ωx
`

xpω2
` aω ` bq ` p2ω ` aq

˘

“ pω ´ ω1
qBe ωx

Ainsi, comme ω ´ ω1
‰ 0, on prend B “

A

ω ´ ω1
. Dès lors, on a prouvé que x ÞÑ

A

ω ´ ω1
xe ωx est une solution particulière de

l’équation différentielle.
‚ Si f : x ÞÑ Ae ωx avec ω racine double de l’EC. Posons alors g : x ÞÑ Bx2e ωx, alors g1 : x ÞÑ e ωxB

`

2x ` ωx2˘ et g2 : x ÞÑ

Be ωx
p2 ` 4xω ` ω2

` x2
q, alors pour tout x P R,

g2
pxq ` ag1

pxq ` bgpxq “ Be ωx
`

x2
pω2

` aω ` bq ` xp4ω ` 2aq ` 2
˘

“ 2Be ωx

On prend alors B “
A

2 , ainsi x ÞÑ
A

2 x2e ωx est une solution particulière.
‚ Considérons pa, b, A, B, ωq P R5. D’après les formules d’Euler, pour tout x P R,

A cospωxq ` B sinpωxq “
A ´ iB

2 e i ωx
`

A ` iB
2 e ´i ωx

“ Re
`

pA ´ iBqe i ωx
˘

En appliquant la résolution de l’équation différentielle avec un second membre en exponentielle, il existe une solution de
l’équation y2

`ay1
`by “ pA´iBqe i ω de la forme g : x ÞÑ xmEe i ωx avec m la multiplicité de iω dans l’équation caractéristique.

Ainsi, pour tout x P R, g2
pxq ` ag1

pxq ` bgpxq “ pA ´ iBqe i ω. En prenant la partie réelle et en utilisant le fait que a et b soit
réel, on obtient

Repg2
pxqq ` aRepg1

pxqq ` bRepgpxqq “ A cospωxq ` B sinpωxq

Or, Repg1
pxqq “ Repgq

1
pxq et Repg2

pxqq “ Repgq
2
pxq. Notons h “ Repgq, on a ainsi, pour tout x P R

h2
pxq ` ah1

pxq ` bhpxq “ A cospωxq ` B sinpωxq

Avec, hpxq “ Repgpxqq “ RepxmEe i ωx
q en écrivant E et e i ωx sous forme algébrique et en faisant le produit, on obtient que

hpxq “ xm
pC cospωxq ` D sinpωxqq avec pC, Dq P R2.

‚ Supposons que f : x ÞÑ
n
ř

k“0
akxk et que 0 ne soit pas racine de l’équation caractéristique, en particulier, b, qui vaut le produit

des racines, n’est pas nul. On pose g : x ÞÑ
n
ř

k“0
bkxk, alors, pour tout x P R :

gpxq “ b0 ` b1x ` b2x2
` b3x3

` . . . ` bkxk
` . . . ` bnxn

g1
pxq “ 0 ` b1 ` 2b2x ` 3b3x2

` . . . ` bkkxk´1
` . . . ` nbnxn´1

“

n´1
ÿ

k“0

bk`1pk ` 1qxk

g2
pxq “ 2b2 ` 6b3x ` . . . ` bkkpk ´ 1qxk´2

` . . . ` npn ´ 1qbnxn´2
“

n´2
ÿ

k“0

bk`2pk ` 2qpk ` 1qxk

Ainsi, pour tout x P R :

g2
pxq ` ag1

pxq ` bgpxq “ bnxn
` pabnn ` bbn´1qxn´1

`

n´2
ÿ

k“0

pbk`2pk ` 2qpk ` 1q ` abk`1pk ` 1q ` bbkq xk
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Comme on veut que cette somme vaille
n
ř

k“0
akxk, il suffit de prendre bn “ an puis de choisir bn´1 tel que abnn`bbn´1 “ an´1

ce qui est toujours possible, il suffit de résoudre cette équation dont (bn´1 est l’inconnue, et cette équation a bien une solution
car b ‰ 0). Ensuite on cherche bn´2 telle que bnnpn´1q`abn´1pn´1q`bbk “ an´2 (ce qui est possible car b ‰ 0), en remontant
les inconnues, si bk`2 et bk`1 sont connues, on trouve la valeur de bk en résolvant bk`2pk `2qpk `1q`abk`1pk `1q`bbk “ ak.

On trouve ainsi tous les bk et donc une fonction g : x ÞÑ
n
ř

k“0
bkxk soit solution.

‚ Supposons que 0 soit racine simple de l’équation caractéristique. Notons r l’autre racine, alors b “ 0 ˆ r “ 0 et ´a “ r ` 0
donc a ‰ 0. On pose g : x ÞÑ x

n
ř

k“0
bkxk, alors, pour tout x P R :

gpxq “

n
ÿ

k“0

bkxk`1

g1
pxq “

n
ÿ

k“0

bkpk ` 1qxk

g2
pxq “

n
ÿ

k“1

bkpk ` 1qkxk´1
“

n´1
ÿ

k“0

bk`1pk ` 2qxk

Ainsi, pour tout x P R :

g2
pxq ` ag1

pxq “ abnpn ` 1qxn
`

n´1
ÿ

k“0

pabkpk ` 1q ` bk`1pk ` 2qq xk

Comme on veut que cette somme vaille
n
ř

k“0
akxk, il suffit de prendre bn tel que abnpn ` 1q “ an ce qui est possible car a ‰ 0.

Ensuite, si bk`1 est connu, il suffit de résoudre abkpk ` 1q ` bk`1pk ` 2q “ ak pour trouver la valeur de bk On trouve ainsi

tous les bk et donc une fonction g : x ÞÑ x
n
ř

k“0
bkxk soit solution.

‚ Si fpxq “
n
ř

k“0
akxk avec ak P K et que 0 est racine double de l’équation caractéristique, alors 0 ` 0 “ ´a et 0 ˆ 0 “ b, ainsi

l’équation différentielle est y2
“ f . Posons

g : x ÞÑ x2
n
ÿ

k“0

ak

pk ` 2qpk ` 1q
xk

“

n
ÿ

k“0

akxk`2

pk ` 2qpk ` 1q

Pour x P R, g2
pxq “

n
ř

k“0
akxk

“ fpxq, ainsi, g est une solution particulière de l’équation différientille. ■

Exemples 15. Résoudre les équations différentielles suivantes :
y2 ´ 3y1 ` 2y “ 1

2ex1. y2 ´ 2y1 ` y “ cosp2tq2. y2 ´ 3y1 ` 2y “ 2x2 ´ 43. y2 ` 9y “ 8e 3x ´ cosp3xq4.

Soit pa, b, y0, y1, x0, fq P K4 ˆ I ˆ C 0pI,Kq. Le problème de Cauchy : y2 ` ay1 ` by “ fpxq, ypx0q “ y0, y1px0q “ y1
admet unique solution sur I.

Théorème no 7 : existence et unicité de la solution au problème de Cauchy (admis)
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