
Correction de l’exercice 1.

Correction de l’exercice 2.

Correction de l’exercice 3. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/6mwftyUHhHk

Correction de l’exercice 4. 1. Partons de Ip`1,q´1 “

ż b

a
pt´aqp`1 ˆpb´tqq´1 dt. Posons u : t ÞÑ pt´aqp`1,

La fonction u est C 1 sur r a ; b s et u1 : t ÞÑ pp ` 1qpt ´ aqp. Posons v : t ÞÑ
´1
q

pb ´ tqq, la fonction v est C 1

sur r a ; b s et v1 : t ÞÑ pb ´ tqq´1, ainsi par intégration par parties :

Ip`1,q´1 “

„

pt ´ aqp`1 ´1
q

pb ´ tqq

ȷb

a

´

ż b

a
pp ` 1qpt ´ aqp ˆ

´1
q

pb ´ tqq dt “
p ` 1

q
ˆ Ip,q

2. Ainsi, Ip,q “
q

p ` 1 ˆ Ip`1,q´1 En appliquant cette relation, non pas à Ip,q mais à Ip`1,q´1, on obtient

Ip`1,q´1 “
q ´ 1
p ` 2 ˆ Ip`2,q´2 soit Ip,q “

q

p ` 1 ˆ
q ´ 1
p ` 2 ˆ Ip`2,q´2. En réitérant, encore, on trouve

Ip,q “
q

p ` 1
q ´ 1
p ` 2

q ´ 2
p ` 3Ip`3,q´3

En continuant jusqu’à q “ 0, on obtient :

Ip,q “
qpq ´ 1qpq ´ 2q . . . 1

pp ` 1qpp ` 2qpp ` 3q . . . pp ` qq
Ip`q,0

En multipliant par p! en haut et en bas, ceci se simplifie en

Ip,q “
q!p!

pp ` qq!Ip`q,0 “
p!q!

pp ` qq!

ż b

a
pt ´ aqp`q dt “

p!q!
pp ` qq!

„

1
p ` q ` 1pt ´ aqp`q`1

ȷb

a

“
p!q!

pp ` qq!
pb ´ aqp`q`1

pp ` q ` 1q
“

p!q!
pp ` q ` 1q!pb ´ aqp`q`1

Le problème, c’est que l’on a pas été très rigoureux en affirmant l’égalité avec les «...». Pour justifier,
on va donc faire une récurrence en posant l’hypothèse de récurrence Ppqq : «pour tout p P N, Ip,q “

p!q!
pp ` q ` 1q

pb ´ aqp`q`1».

‚ Si q “ 0, alors pour tout p P N, Ip,0 “

ż b

a
pt ´ aqp dt “

„

pt ´ aqp`1

p ` 1

ȷb

a

“
pb ´ aqp`1

p ` 1 , tandis que

p!q!
pp ` q ` 1q!pb ´ aqp`q`1 “

p!
pp ` 1q!pb ´ aqp`q`1 “

1
p ` 1pb ´ aqp`1. Ainsi, Ppqq est vraie.

‚ Soit q P N, supposons Ppqq vraie. Soit p P N,

Ip,q`1 “
q ` 1
p ` 1 ˆ Ip`1,q “

q ` 1
p ` 1 ˆ

q!pp ` 1q!
pp ` 2 ` qq!pb ´ aqp`q`2 “

pq ` 1q!p!
pp ` q ` 2q!pb ´ aqp`q`2

Et ce, pour tout p P N, donc Ppq ` 1q est vraie.
‚ Par récurrence, pour tout q P N, Ppqq est vraie. Ainsi, pour tout pp, qq P N2,

Ip,q “
p!q!

pp ` q ` 1q!pb ´ aqp`q`1

Correction de l’exercice 5. Notons, pour x P R, ϕpxq “

ż x3

x2
fptq dt La fonction f est continue, d’après le

théorème fondamental de l’analyse, f admet au moins une primitive. Notons F une primitive de f . Alors, pour
tout x P R, ϕpxq “ F px3q ´ F px2q. Or F est dérivable (car est une primitive de f) ainsi que x ÞÑ x3 et x ÞÑ x2.
Par composée, x ÞÑ F px3q et x ÞÑ F px2q sont dérivables sur R, par différence, ϕ l’est également. De plus, pour
tout x P R, ϕ1pxq “ 3x2F 1px3q ´ 2xF 1px2q “ 3x2fpx3q ´ 2xfpxq.
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Correction de l’exercice 6. Posons, comme f est continue, d’après le théorème fondamental de l’analyse, f
admet une primitive notée F . Ainsi, F est dérivable et F 1 “ f . Or, pour x ‰ 0,

1
x

ż x

0
fptq dt “

F pxq ´ F p0q

x ´ 0 ÝÝÝÑ
xÑ0

F 1p0q “ fp0q

Correction de l’exercice 7. 1. Soit n P N˚. Comme l’application lnn est strictement croissante sur r 1 ; 2 s,
pour x P r 1 ; 2 s, lnnp1q ď lnnpxq ď lnnp2q. Par croissance de l’intégrale,

ż 2

1
0 dx ď un ď

ż 2

1
lnnp2q dx “ lnnp2q ÝÝÝÑ

nÑ8
0

(en effet 0 ă lnp2q ă 1). D’après le théorème d’encadrement (théorème des gendarmes), un ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

2. Soit n P N. Pour tout x P r 0 ; 1 s, ´1 ď sinpcosp
?

xqq ď 1. En multipliant par xn ě 0, on ´xn ď

xn sinpcosp
?

xqq ď xn. Par croissance de l’intégrale
ż 1

0
´ xn dx ď vn ď

ż 1

0
xn dx “

„

xn`1

n ` 1

ȷ1

0
“

1
n ` 1

Ainsi, ´1
n ` 1 ď vn ď

1
n ` 1. D’après le théorème d’encadrement, vn ÝÝÝÑ

nÑ8
0.

3. La fonction f : t ÞÑ e t2 est continue sur R donc admet une primitive, soit F une primitive de t ÞÑ e t2 .
Ainsi,

Wn “ n

ˆ

F

ˆ

1
n

˙

´ F p0q

˙

“

F

ˆ

1
n

˙

´ F p0q

1
n

´ 0
ÝÝÝÑ
nÑ8

F 1p0q “ fp0q “ 1

Correction de l’exercice 8. 1. Soit n P N, alors un`1 ´ un “
1

pn ` 1q! ą 0. Ainsi, punqn est strictement
croissante.

2. Procédons par récurrence. Posons, pour n P N, Ppnq : «e “ un `

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! e t dt».
‚ Pour n “ 0,

un `

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! e t dt “ u0 `

ż 1

0

p1 ´ tq0

0! e t dt “
1
0! `

ż 1

0
e t dt “ 1 ` pe ´ 1q “ e

Ainsi, Pp0q est vraie.

‚ Soit n P N. Supposons Ppnq. Posons alors u : t ÞÑ
´p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! et v : t ÞÑ e t. Ainsi, u et v sont des

fonctions de classe C 1 sur r 0 ; 1 s, en intégrant par parties, on obtient :

e “ un `

ż 1

0

p1 ´ tqn

n!
looomooon

u1ptq

e t
loomoon

vptq

dt “ un `

»

—

—

—

–

´p1 ´ tqn`1

pn ` 1q!
loooooomoooooon

uptq

e t
loomoon

vptq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

1

0

´

ż 1

0

´p1 ´ tqn`1

pn ` 1q!
loooooomoooooon

uptq

e t
loomoon

v1ptq

dt

“ un `
1

pn ` 1q! `

ż 1

0

p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! e t dt

“ un`1 `

ż 1

0

p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! e t dt

Ainsi, Ppn ` 1q est vraie.

‚ Par récurrence, pour tout n P N, e “ un `

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! e t dt.
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3. Soit n P N.
‚ un ă un`1 car punqn est strictement croissante.

‚ Comme e ´ un`1 “

ż 1

0

p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! e t dt. Or, t ÞÑ
p1 ´ tqn`1

pn ` 1q! e t est une fonction positive sur r 0 ; 1 s, par
croissance de l’intégrale, e ´ un`1 ě 0, ainsi un`1 ď e.

‚ Pour tout t P r 0 ; 1 s, p1 ´ tqn

n! e t ď
p1 ´ tqn

n! e, par croissance de l’intégrale,

e ´ un “

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! e tdt ď

ż 1

0

p1 ´ tqn

n! dt “

„

´p1 ´ tqn`1

pn ` 1q!

ȷ1

0
“

1
pn ` 1q!

Ainsi, e ď un `
1

pn ` 1q! .

On a donc bien un ă un`1 ď e ď un `
e

pn ` 1q!

4. En utilisant l’inégalité de la question précédente, pour tout n P N, e ´
e

pn ` 1q! ď un ď e. Comme

e ´
e

pn ` 1q! ÝÝÝÑ
nÑ8

e D’après le théorème d’encadrement, un ÝÝÝÑ
nÑ8

e.

5. Comme un ă
p

q
ď un `

e
pn ` 1q! , multiplions par n!, on obtient n!un ă n!p

q
ď n!un `

e
n ` 1. Or comme

n ą e, e
n ` 1 ă 1. Ainsi, n!un ă n!p

q
ă n!un ` 1. De plus, n!un “

n
ř

k“0

n!
k! est un entier. Comme n ě q, n!p

q
est un entier compris strictement entre deux entiers consécutifs. On obtient donc une contradiction. En
conclusion, e est un nombre irrationnel.

Correction de l’exercice 9. 1. Soit n ě 1.

In`2 “

ż 1

0
xn`2e x2 dx “

ż 1

0
xn`1xe x2 dx

Posons alors u : x ÞÑ xn`1 et v : x ÞÑ
e x2

2 . Les fonctions u et v sont de classe C 1 sur r 0 ; 1 s, u1 : x ÞÑ pn`1qxn

et v : x ÞÑ xe x2 ainsi par intégration par parties :

“
e
2 ´ pn ` 1qIn

2. I1 “

ż 1

0
xe x2 dx “

«

e x2

2

ff1

0

“
e ´ 1

2 .
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