Correction de ’exercice 1.
Correction de ’exercice 2.

Correction de ’exercice 3. Corrigé sur Youtube : https://youtu.be/6mwftyUHhHk

b

Correction de ’exercice 4. 1. Partons de Ip41,4-1 = f (t—a)P*! x (b—t)?~1dt. Posons u: t — (t—a)P*?
a

La fonction u est €1 sur [a;b] et w': t — (p+ 1)(t — a)?. Posons v: t — — (b —t), la fonction v est €*
q

sur [a;b] et v': t — (b—1)97! ainsi par intégration par parties :

1 borb 1 1
Ipiig-1 = [(t = a)pH?(b — t)q} - J (p+1)(t—a)P x 7(1} —t)4dt = P —5 X Ipg

a a
2. Ainsi, I, = % X Ipi1,-1 En appliquant cette relation, non pas a I, , mais a I,414-1, on obtient
p
I _a-1 w7 -4 ¢—1 En réits
ptl,g—1 = m X Ipi9 g2 soit 1y, , = m X m X Ipy9 q—2. En réitérant, encore, on trouve
g g—1q—-2

_ Ippag-
PET plp+2p+ 3P

En continuant jusqu’a ¢ = 0, on obtient :

qlg—1)(g—2)...1

Ipg = Iptq,0
P+ +2)(p+3) . (o)
En multipliant par p! en haut et en bas, ceci se simplifie en
b
q'p! plg! Jb plq! 1 1
Ly, = ——1, = —— | t-aPtidt= t—a)Ptat
A a1 A R CE i1 R e AU
_ plgt (b—aptett  plg! (b— ayp+otl
P+a)! p+g+1)  (P+q+1)
Le probléme, c’est que 'on a pas été tres rigoureux en affirmant 1’égalité avec les «...». Pour justifier,

on va donc faire une récurrence en posant I’hypothese de récurrence Z(q) : «pour tout p € N, I, , =

1g!
%(b — a)p+‘I+1 ».
pTq

b (t— a)p+1 b (b— a)P+!
Si g = 0, alors pour tout p € N, I, = t—apfdt = |—————| = ———, tandis que
* Sig p p 0 L( ) { | L T q
L( —q)Ptatl = L‘(b —a)Ptatl = —— (b — a)PL. Ainsi, P(q) est vraie.
(p+qg+1)! (p+1)! p+1
e Soit ¢ € N, supposons Z(q) vraie. Soit p € N,
qg+1 q+1 « ql(p+1)! '(b o a)p+q+2 _ (¢ +1)ip! (b — a)p+q+2

pg+l = P+ 1 X dp+1,q =

p+l (p+2+q) (p+q+2)!

Et ce, pour tout p € N, donc Z(q + 1) est vraie.
e Par récurrence, pour tout ¢ € N, #(q) est vraie. Ainsi, pour tout (p, q) € N2,

plg! 1
I,=—>"" (b—aq)Ptit

$3
Correction de ’exercice 5. Notons, pour z € R, ¢(z) = J f(t) dt La fonction f est continue, d’apres le
1172

théoréme fondamental de ’analyse, f admet au moins une primitive. Notons F' une primitive de f. Alors, pour
tout 7 € R, ¢p(z) = F(z3) — F(2?). Or F est dérivable (car est une primitive de f) ainsi que z +— 23 et  — 2.
Par composée, = — F(z%) et x — F(2?) sont dérivables sur R, par différence, ¢ l'est également. De plus, pour

tout ¥ € R, ¢/(x) = 322 F'(2%) — 22 F'(2?) = 322 f(23) — 22 f ().
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Correction de I’exercice 6. Posons, comme f est continue, d’apres le théoréme fondamental de I'analyse, f
admet une primitive notée F. Ainsi, I est dérivable et F’ = f. Or, pour x # 0,

1 (e  F(x) - F(0)

F'(0) = f(0)

Correction de ’exercice 7. 1. Soit n € N*. Comme l'application In" est strictement croissante sur [1;2],
pour z € [1;2], In"(1) < In"(x) < In"(2). Par croissance de l'intégrale,

2 2
f 0der < up < J In"(2)dz = In"(2) —— 0

1 1 n—o0
(en effet 0 < In(2) < 1). D’apres le théoreme d’encadrement (théoréme des gendarmes), u, — 0
n—
2. Soit n € N. Pour tout z € [0;1], —1 < sin(cos(y/z)) < 1. En multipliant par 2™ > 0, on —z" <
x™sin(cos(y/x)) < ™. Par croissance de I'intégrale

1

1 1 :L,nJrl 1
j—x"dx<vn<fx”dx=[ ] =
0 0 n—l—l 0 n—l—l

-1 1
SUp <

+1 n+1
3. La fonction f: ¢ — et est continue sur R donc admet une primitive, soit F' une primitive de t — e

Ainsi,

Ainsi, . D’apres le théoreme d’encadrement, v, —— 0.
n—aoo

t2

1y _
v (F (1> —F(O)> ) F (n) 0F(O)

n

F'(0) = £(0) = 1

n—0o0

Correction de D’exercice 8. 1. Soit n € N, alors upy1 — up = > 0. Ainsi, (uy), est strictement

1
(n+1)!

1
1—¢)"
2. Procédons par récurrence. Posons, pour n € N; Z(n) : «e = u, + J %
0 .

croissante.
el dty.

e Pour n =0,

ll_tn 11—t0 1 1
un—l—f(')etdt—uo—i-f( ‘)etdt——i—fetdt—l—i-(e—l)—e
0 n: 0 0! 0' 0

Ainsi, Z(0) est vraie.

_(1 _ t)n+1
(n+ 1)

fonctions de classe ¢! sur [0;1], en intégrant par parties, on obtient :

e Soit n € N. Supposons & (n). Posons alors u: t — et v:t — e'. Ainsi, u et v sont des

1

o = o [[O=0" g 2O A=
" 0 n! ~— " (n+1)! —~— 0o (m+1)! —~—
T () —— v(t) —_— V(¥
w'(t) ult) 0 u(t)
1 1 1—1¢ n+1
= u,+ +J ( ) et dt
(n+1)!  Jo (n+1)!
1(1_t)n+1
= u + | ———etdt
il JO (n+1)!
Ainsi, Z(n + 1) est vraie.
1
1-t)"
e Par récurrence, pour tout n e N, e = u,, + f #et dt.
0 mn.
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3. Soit n € N.
® U, < Upy1 car (uy), est strictement croissante.
1 (1 _ t)n+1 (1 _ t)nJrl
e Comme e —u = ——— -—
i JO (n+1)! (n+1)!
croissance de l'intégrale, e — u,41 = 0, ainsi u,41 < €.
(1—1¢t)" ‘o (1—1¢t)"
[SAEES

etdt. Or, t — e! est une fonction positive sur [0;1], par

e Pour tout t e [0;1], e, par croissance de 'intégrale,

n! n!
1 1 +11
1—-H)" 1—-H)" —(1=t)" 1
Y [y LAl
o n! g n! n+1)! ], (n+1)
Ainsi, e < + L
insi, e < u —_
" (n+1)!
e
On a donc bien u, < u e Uy + ——
n n+1 n (n T 1)|
e
4. En utilisant l’inégalité de la question précédente, pour tout n € N, e — m < u, < e. Comme
n !
e
e — ——— — e D’apres le théoreme d’encadrement, u,, —— e.
(n+1)! n-o S
p € .. . P e
5. Comme u, < = < u, + ———, multiplions par n!, on obtient nlu, < n!= < nlu, + ——. Or comme
q (n+1)! q n+1
o P non! . P
n > e, < 1. Ainsi, nlu, < n!= < nlu, + 1. De plus, nlu, = ] pl est un entier. Comme n = ¢, n!=
q k=0 Iv: q

est un entier compris strictement entre deux entiers consécutifs. On obtient donc une contradiction. En
conclusion, e est un nombre irrationnel.

Correction de ’exercice 9. 1. Soit n > 1.

1 1

2 2

Lo = f 2" 2 dz = J 2" Mre™ dx
0 0

1.2

e
tletv: ze - Les fonctions u et v sont de classe € sur [0;1], u': & +— (n+1)z"

Posons alors u: x — x

2 .. L . .
et v: x — xe™ ainsi par intégration par parties :
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