Exercice : cinq fonctions pour faire un gateau!

arccos est une bijection de [ —1;1] vers [0; |, dérivable sur | —1;1[ et pour tout x € | —1;1],

1. , 1
arccos \r) = ——.
(v) T

2. Pour tout x € R, ch(z) —sh(z) = e ™ > 0, ainsi, sh(z) < ch(z). De méme, ch(x) + sh(z) = e” > 0,
ainsi, sh(xz) > —ch(x). Ainsi, on a montré que ‘pour tout « € R, —ch(z) < sh(z) < ch(z). ‘

3. La question précédente montre que pour tout = € R, sh(x)/ch(x) € | —1;1[ (car ch(z) > 0) et donc
sh(z)/ch(x) est dans ’ensemble de définition d’arccos. Ainsi, pour z € R, on pose

sh(x)

ch(z)

f(z) = arccos ( ) + 2arctan(e®)

R—]-1;1]
Or, pour tout x € R, est dérivable sur R (comme quotient de fonctions dérivables
x — sh(z)/ch(x)
sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. De plus, arccos est dérivable sur | —1;1[, par
composition x +— arccos(sh(x)/ch(x)) est dérivable sur R. Par composition de fonctions dérivables
sur R, x — arctan(e”) est dérivable sur R. Par somme de fonctions dérivables sur R, la fonction f est

dérivable sur R. De plus, pour tout x € R :

, ch?(z) — sh?(x) y -1 o x
(z) Ch2(x) - <Sh(m)>2 2 1+ (e®)?
ch(x)
I T -1 L2
ch?(z) ch?(z) —sh?(z) € " +e”
ch?(z)
_ —ch(z) 2
© ch®(z) e *+et
I N
ch(xz) = ch(x)
-0

Ainsi, la dérivée de f est nulle sur R. La fonction est constante sur lintervalle R. De plus, f(0) =

arccos(0) + 2arctan(l) = g +2 x % = 7. Ainsi, on en conclut que :

sh(z) o
VreR arccos <Ch($)> + 2arctan(e®) =«

Probléme : les homographies en folie !

1. |La fonction z — In(|z — 2|) est une primitive de x — sur |2;+00[ et sur | -00;2].

xr —

[\)

. Soit x € R, alors h(x) est définie ssi x—2 # 0ssixz # 2. Ainsi, ‘ I'ensemble de définition de h est D = R\{2}. ‘

3. def Fonctionh(x):
return (2*x-5)/(x-2)

4. |h(0) = g h(1) = 3, h(3) = 1.

5. Pour tout x € D n R*,
x(2—-5/x) 2-5/z
h = =
@) = i =2m) " 1=2
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2| et |h(z) —— 2| De plus, 20 —5 —— —1 et

Ainsi, par quotient de limites finies, | h(x) — = "
r— T—— xr—2

x —2 —— 0T, par quotient | h(z) —— -00| De méme, 22 — 5 —— —1l et 2 —2 —— 0~ par
r—2t r—2+ T2~ T2~

quotient | h(x) —— +o0|.
T2~

6. La fonction A est le quotient de deux fonctions dérivables sur D dont le dénominateur ne s’annule pas
sur D, ainsi ‘ h est dérivable sur D ‘ et

, 2 —2)—(2x -5 1
Ve e D h(x) = ( (x)—2()2 ): @2

7. L’équation de la tangente de h en 0 est |y = h(0) + 2/ (0)(z — 0) = g +

8. Posons = 1 et 2/ = 3, alors on a bien x < 2’ et f(x) =3 > f(2') = 1, ainsi la fonction f n’est pas
croissante sur D. Posons maintenant x = 0 et 2’ = 1, alors on a bien z < 2’ et f(z) =5/2 < f(a’) =3,

ainsi la fonction f n’est pas décroissante sur D. Ainsi, ‘h n’est pas monotone sur D ‘
9. Pour tout z € D,

20 —4—1 2¢ — 4 —1 -1
h(x) = = =9
(:c) xr—2 x72+x72 +9372
On obtient alors le résultat voulu avec ‘a =2etb=-1 ‘

10. La dérivée de h est strictement positive sur U'intervalle |2;+o0[ donc la fonction h est strictement
croissante sur |2;+oo[. La dérivée de h est strictement positive sur l'intervalle | -c0;2[, donc h est
strictement croissante sur | -00;2 .

Il découle de I'étude des limites que la droite x = 2 est une asymptote verticale a h. et que la droite
d’équation y = 2 est une asymptote horizontale en +00 et en —00. On obtient donc le graphe suivant :

F1GURE 1 — La courbe représentative de h en rouge, les asymptotes en violet et la tangente en 0 en bleu.

11. En utilisant 'expression de h trouvé a la question 11 :

Fh(x) d — f22 - o= 20~ In(Jr — 2)]F = 3~ In(2~3/2) ~2+ In(1) = 1 + In(2)
1 1 L=
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3

Donc fz h(z) dz =1+ In(2)
1

12. Effectuons un changement de variable, posons = = e’.

. ﬁ=et,donc dtzﬁzﬁ7
t et T

e Sit=0,alors x =1

e Sit=1In(3/2), alors z = 3/2,

On obtient donc :

In(3/2) 9o 2t _ 5ot 2922 —5r d Sor — 3
f e oy wazr v 5dx:J2h(x)dx:1+ln(2)
1 1 1

0 et —2 x—2 =x x—1
In(3/2) %62t _ Ret 11
Ou on a utilisé le résultat de la question précédente. Ainsi, J i 9 dt =1n(2) — 5|
0 e -
13. Posons, pour tout t € [0;1n(3/2)], u(t) = e — 5el et v(t) = t_ 5 Remarquons que les fonctions
e —_—
t
u et v sont de classe € sur [0;1n(3/2)]. De plus, v/: t — 2e2' —5el et v/: t > (75672)2, ainsi, par
e J—
intégration par parties :
In(3/2) o2t _ 5ot In(3/2) 02t _ 5ot In(3/2) In(3/2) 1
t / 2t t
——e'dt = tw'(t)dt = | ———+ - 2e" =5 dt
L (et_2)2e fo u(t)v'(t) [ 5 o ]0 fo (2e e)xet—2
9 5 % 3
1 9 9—-30 11
=4 244414 m(2) = S 5+ In(2) =In(2) - o
9_°2
2
In(3/2) e2t _ get 11
Ou on a utilisé le résultat de la question précédente. Ainsi, f Wet dt = 1In(2) — 5
0 e -

14. e Soit z € [1;+00][, alors 3 + 22 < 3 + z3. De plus, pour tout ¢ € [3+x2;3+m3], t = 3, dont
2t —5>=0et t —2 > 0, par quotient h(t) = 0, par positivité de I'intégrale, ‘si x[1;0[, p(z) =0 ‘

3422
e Soitx €]0;1[,3+2% < 3+22, ainsi, p(x) = —J \ h(t)dt, h est aussi positive sur [3 + 233 + 2 ],
3+x
3+

par positivité de 'intégrale f h(t) dt = 0, ainsi, ‘si ze€]0;1[, p(x) <0 ‘
3+x3

15. Comme la fonction h est continue (car dérivable) sur |2;+00 [, d’apres le théoreme fondamental de
Panalyse, il existe une primitive de h notée H sur |2;+00[. Par conséquence, pour z > 0, ¢(x) =

R* — ]3;+00] {Rj—>]3;+oo[

H(3 4 23) — H(3 + 22), comme{ , et H: ]3;+00[ — R sont

x —> 3+ 23 r — 3+

et pour tout x > 0,

dérivables, par composée et par somme, ‘go est dérivable sur R*

¢ (x) = 32°H'(3 + 2°) — 22 H' (3 + 22) = 32%h(3 + 2°) — 2zh(3 + 2?)

16. Comme —4 = 4ei™, le cours affirme que les racines n-itmes de —4 sont | ¥/4e' TeifE pour ke [0;n—1]|

En particulier, les racines carrées de —4 sont | 2i et —2i |.

17. Soit x € C\{2}

2¢ — 5
(a) ;_ 5 = 0 ssi 2z — 5 = 0 ssi z = 5/2. La seule solution est .

20 -5

(b) ° 5 =1ssi2c—5=a—2ssiz=—2+5ssi z=3. La seule solution est [z = 3].
x_
2 —5

(c) 5 = 2881 20—5 = 2(x—2) ssi 20—5 = 2x—4 ssi —5 = —4. ‘ Cette équation n’a pas de solution.
Tz —
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2r — 5

=xssi 22 —5=z(xr—2) ssi 22 —4x +5 = 0. Ceci est une équation du second degré dont

(d)

r—2
le discriminant vaut A = 16 — 20 = —4, en posant alors § = 2i, on a A = §2, ainsi les solutions
sont 4+ 2i 49
i —2i
=2+ et =2—1i
2 2

. . . , . x—5

Remarquons qu’aucune de ces solutions ne vaut 2, ainsi les solutions de 1’équation 5 =7
a:‘ —

sont |2 —iet 2-+1]|

18. On dit que f est bijective de I sur J si :

VyedJ 3lzel yzf(x)‘

19. Supposons f: I — J est bijective. Soit y € J, alors il existe un unique z € I tel que y = f(x), on pose

alors | f~1(y) = |, et ce pour tout y € J, on a donc défini .

20. Comme I’équation h(z) = 2, on peut déja affirmer que h: D — D. Soit y € D et x € D, alors :

20 —5
y=h(z) <= y= x 5 — (z—-2)y=2r-5 <= ay—2y=2x-5
T —
2y —5
— z(y—2)=-5+4+2y <= x= i
y— 2
Remarquons que la derniére équivalence est bien licite car y # 2. Ainsi, pour tout y € D, on a trouvé
-5
un seul antécédent de y par la fonction h qui vaut x = 5 = h(y), comme 'équation h(y) = 2

n’a pas de solution, on en déduit que x € D. Des lors, pour tout y € D, il existe un unique x € D tel
que y = h(x). De plus, z = h(y). Par conséquent, ‘h: D — D est bijective‘ et h=1:y — h(y). Ainsi,

=1

21. Soit n € Z n D Supposons que h(n) € Z, alors h(n) = 2 +

-1 1
2eZdonc 2=2—h(n)eZdone

n
n—2divise 1, doncn—2=1oun—2= —1doun =3 oun = 1. Réciproquement, si n = 3, alors

h(n) =1€Z et sin =1, alors h(n) = 3 € Z. Dés lors, ’ensemble des n € Z n D tels que h(n) € Z est
exactement | {1, 3} |

92, uy = hug) = h(0) = 5/2, us = h(5/2) = =0, uz = h(up) = h(0) = 5/2.

23. On conjecture que u, = 0 dés que n est pair et que u, = 5/2 si n est impair. Posons I’hypothese de
récurrence, Z(p), «ug, = 0» Alors, #(0) est vraie, car ugp = 0. Soit p € N,supposons Z(p) vraie.
Calculons ug (1) :

Us(py1) = Uzpt2 = h(uzpt1) = h(h(uzp)) o) h(h(0)) = h(5/2) = h(u1) = uz =0
Des lors, Z(p + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout p € N, ug, = 0. Soit n € N, si n est pair, alors
il existe p € N tel que n = 2p et alors u, = ug, = 0, si n est impair, alors il existe p € N tel que
n =2p+1 et alors u, = ugpr1 = h(ugy) = h(0) = 5/2.
24. On conjecture que pour tout n € N, u,, = ug si n est pair et que u,, = u; si n est impair. Posons
I'hypothese de récurrence, Z(p), «ug, = ug» Alors, Z(0) est vraie, car ug = ug. Soit p € N,supposons
P (p) vraie. Calculons uy(y4 1) :

Ug(pr1) = U2p+2 = h(ugpi1) = h(h(uzp)) o) h(h(ug)) = h™" (h(uo) = uo

Ou 'on a utilisé que h = h~! d’apres la question 20. Dés lors, Z(p+ 1) est vraie. Par récurrence, pour
tout p € N, ug, = up. Soit n € N, si n est pair, alors il existe p € N tel que n = 2p et alors u, = ug, = uo,
si n est impair, alors il existe p € N tel que n = 2p + 1 et alors u, = ugpt1 = h(ugp) = h(ug) = u1.
2u0 -5
ug — 27

Avec u; =
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25.

26.

27.
28.

29.

30.

d
Soit w € C, h(w) est défini ssi cw +d # 0 ssi w # —— (¢ # 0). Ainsi, I'ensemble de définition de h est
c

po-c -1}

Soit w € Dy, alors h(w) = w ssi aw+b = w(cw +d) ssi cw? +w(d—a)—b = 0. Or, ceci est une équation
du second degré, il y a donc deux solutions complexes lorsque le discriminant A = (d — a)? + 4bc # 0
et une seule solution complexe si A = 0.

, d
Cependant ', on cherche les solutions non pas dans C mais dans Dj,. Or, si —— était solution de

c
I’équation du second degré, cela ne serait pas pour autant une solution de l’équation h(w) = w.
Calculons, alors

c(_d)2+ (‘i) (d_a)_b:d2—d(d—a)—bc:ad—bc7&0

C C

d
Ainsi, —— n’est jamais solution de I’équation du second degré, on obtient donc autant de solution a
c

I’équation h(w) = w sur Dy, que de solution de cw? +w(d—a)—b = 0 dans C. Ainsi, si (d—a)?+4bc = 0
I’équation h(w) = w a une seule solution, et si (d —a)? +4bc # 0, 'équation h(w) = w a deux solutions
distinctes.

L’image de f est f(I) = {f(x)|x € I}.
Soit y € C et x € Dy, alors :

ar +b
cr +d

y=h(r) <= y= > ylex+d)=ar+b < z(cy—a)=b—dy

Il y a alors deux cas :
e Siy=a/c, alors 0 = x(cy — a) tandis que

ad bc—ad
= #

b—dy=b— — 0
C

c
et équation y = h(x) n’a donc pas de solution. Ainsi, y = a/c n’est pas dans I'image de h.
e Siy # a/c, alors cy — a # 0 et on peut diviser par cy — a, ainsi en reprenant nos équivalences,
y = h(z) ssi z = (b—dy)/(cy — a). Il reste donc a vérifier que (b — dy)/(cy — a) € Dy,. Or,
b—dy d

= e = C(b_dy>:—d(cy—a) < ad—CbZO
Cy—a C

Ce qui est exclu, ainsi, = (b — dy)/(cy — a) € Dy, et donc y est bien dans I'image car y = h(x)
avec x € Dy,.
On peut en conclure que h(Dp) = C\{a/c}.

La question précédente a montré que h: Dy — h(Dp) = C\{a/c}. De plus :
b—dy

cy—a

Vy e h(Dy) Vze Dy y=h(z) < z=

Ceci montre que h est une bijection de Dy, vers h(Djy) et que sa bijection réciproque est :

o\{2} — C\{-d/e)

—dy+b
Yy >
cy—a
adw+ b
Onnotea’ = —d, ¥/ =b, ¢ =cetd = —d, alors h™': w — Jwid est bien une homographie.
dw

Soit w € C, alors (g o h)(w) est bien défini ssi w € Dy, et h(w) € Dy = C\{—d'/c'}. Il y a deux cas :

1. Et c’est assez subtile.
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31.

32.

33.

34.

e Si —d'/d = a/c, alors pour tout w € Dy, h(w) # a/c = —d'/c, ainsi dans ce cas, g o f a pour
ensemble de définition Dy.y = C\{—d/c}
e Si —d'/c # a/c, alors il existe un unique w € Dy, tel que h(w) = —d'/c’ (c’est h~1(—d'/c')), dans ce
cas, g o f a pour ensemble de définition Dyor = C\{—d/c, h~(—d'/c)}.
Soit w € Doy,

a,aw+b+b,
_ Cdflw)+Y T ewtd _d'(aw +b) + ' (cw + d)
(9o Nw) = glfw) = Trosa = b daw +d) + dcw+ d)

cw+b
(da+bc)w+db+bd
(cda+dc)w+ b+ dd

oaw + B

est bien une
Yw + §

En posant a = d'a+Vc, B=ad'b+bd,vy=a+dcetd=cb+dd, gof:w—
homographie.

Soit n € N, alors :

av, +b
Unt1— 21 cop +d L qup + b — zi(cvp +d)  (a—cz1)vn, +b—dz

w = — — —
ntl Upyl — 22 QU + b ., avy, +b— za(cvon +d) (@ —cz2)v, +b—dzo

co, +d 2

Remarquons que comme h(z1) = 21 € h(Dp,) = C\{a/c}, ainsi z1 # a/c, ceci prouve que a — cz; # 0.
Pour les mémes raisons, a — czy # 0, ainsi :

b— d21
Un
w _ a—Cczp % a—cz1
T ez _— b—dz
" b— le
. 1 . 1 —d2’1 + b N e .
Comme h(z1) = z1, en appliquant A", on obtient z; = h™'(2;) = ————, de méme pour zs, ainsi
cz1 —a

a—cz V,—2 a—c#
Wp+1 = X = Wn,
a—czg  Up—22 Q—CZ

a—cx

Ceci prouve que (wy,), est une suite géométrique de raison .
a— czy

n
L a—cz
Ainsi, pour tout n € N, w,, = < > wo.

a— czo
s N . ;s Unp — 21 .. .
D’aprés ce qui précede, = Wy, ainsi v, — 21 = (v, — 22)Wy, dés lors, v, (1 — wy,) = 21 — 20wy,
Un — 22
Notons alors que w,, est différent de 1, en effet si w, = 1, alors v, (1 —w,) = 0 tandis que z; — zow, =
.. .. N 21 — 22Wn
z1 — z9 # 0. Ainsi, on peut diviser par 1 — w,, dés lors, et donc v, = T avec la valeur de w,,

trouvé a la question précédente, on a alors une expression explicite de v,,.
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