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Chapitre 1

Autour de 'espérance et de la variance

Exercice 1

Variable positive d’espérance nulle

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (£2, 7, P), et possédant une espérance.
Montrer que

X20etEX)=0 <<= P(X=0])=1,
autrement dit une variable positive d’espérance nulle est presque-stirement nulle, et réciproquement.

Solution (Ex.1 — Variable positive d’espérance nulle)
On sait que : Vo € X(2), x> 0.
Supposons que : Jzg > 0 tq P([X = zp]) > 0.
Alors E(X) = Z zP([X = z]) = 2oP([X = z¢]) > 0 : absurde.
zeX(Q)
Donc : Vo € X(Q) tqg x #0, P([X =2z])=0.
Or Z P([X = z]) =1 (systéme complet d’événements), donc P([X = 0]) = 1.
zeX(Q)

Exercice 2

Caractérisation de la nullité de la variance

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, 7,P), et possédant une variance.
Montrer que

VX)=0 < P(X=EX)) =1,
autrement dit la variance de X est nulle si, et seulement si, X est presque-sirement constante, égale (du coup) a
son espérance.

Solution (Ex.2 — Caractérisation de la nullité de la variance)
V(X)=0+=E((X-E(X))?) =0<=P((X - E(X))? =0) =1 car (X — E(X))? est une variable aléatoire réelle
positive. On poursuit :

V(X) =0 <= P(X —E(X) =0) = 1 « P(X = E(X)).

Exercice 3

Espérance d’une variable bornée

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, 7,P). On suppose que X est bornée, i.e.
IM € R, Vw € Q, |X(w)| < M.
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CHAPITRE 1. AUTOUR DE L’ESPERANCE ET DE LA VARIANCE

Autrement dit : X(2) C [-M; M].
Montrer que E(X) existe, et |E(X)| < M.

Solution (Ex.3 — Espérance d’une variable bornée)

Vo € X(§), |z| P([X = z]) < MP([X = z]),
or la série Z P([X = x]) converge car ([X = az])x ex(n) oSt un systéme complet d’événements (et sa somme vaut
zeX(Q)
1).
Par comparaison, Z 2P([X = z]) est absolument convergente, donc E(X) existe.
zeX(Q)
De :

Vo e X(), —MP(X = 1) xP([x 2]) < MP([X = a))
et Z =z])=1
zeX(Q)
on tire :
M < E(X) <M.
1 Ce dernier encadrement est une conséquence directe de la croissance de l’espérance car
Si E(X) existe, alors —-M < X <M = —M < E(X) < M.

Exercice 4

FEspérance par domination

Soit X et Y deux variable aléatoire réelle définies sur un espace probabilisé (€2, 7,P). On suppose que :
(i) IX] <Y, i.e. Vw € Q, |X(w)| < Y(w),

(il) E(Y) existe.

Montrer qu’alors E(X) existe, et |[E(X)| < E(Y).

Solution (Ex.4 — Espérance par domination)
La, il faut revenir & une expression encore plus fondamentale de K espérance
) EX) = S yP(Y=g) = > Y(@P({w}),
yeY(Q) weN
toujours la méme idée : E(Y) est la moyenne, pour chaque résultat w possible de I'expérience, de la valeur Y(w)
prise par Y pondérée par la probabilité que ce résultat w se réalise.
Au passage, a méditer, pour y € Y(Q),

PB(Y=yD)=y > P{uh= D  YwP({w})

weNY (w)=y weNY(w)=y
donc
ST yP(Y=y)= > > YP({w}) | =) Y(wP({w})
yeY(Q) yeY(QQ) \we,Y(w)=y weN

car les deux sommes imbriquées constituent une partition de I’ensemble €2 : on classe les éléments de €2 suivant la
valeur de y = Y(w), mais au final on somme pour tous les éléments de €.
Alors : Vw € Q, | X(w)|P{w}) < Y(w)P({w}),
or par hypothése la série Z Y (w)P({w}) converge,
weN

donc Z |X(w)|P({w}) converge.

we
Ainsi, E(X) existe, et par croissance de I'espérance,

Y <X <Y = —E(Y) < E(X) <E(Y).



Chapitre 2

CAUCHY-SCHWARZ et coefficient de corrélation

linéaire

C’est deux inégalités reposent sur le méme procédé :

Exercice 5

Trindome de signe constant

Montrer que si le trinéme P : A — aA? 4+ b\ + ¢ est de signe constant sur R, alors A = b? — 4ac < 0.

Solution (Ex.5 — Trinéme de signe constant)
...car sinon P admettrait deux racines distinctes et changerait de signe entre ces deux racines.

Exercice 6

Inégalité de Cauchy-Schwarz en algébre euclidienne

Soit E un R—espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
Montrer que

V(u,v) € E2 [(u,v)] < [[ul] ||l

avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires.

Solution (Ex.6 — Inégalité de Cauchy-Schwarz en algébre euclidienne)

Soit (u,v) € E2.

@ Soit P: R — R, A = [|u + ||

@VAeR, P\ =0et PO =||v]]* A2 42 (u, v) A+ |[u||* est un trinome du second degré en A.
® Donc A = 4 (u,v)* — 4 ||u|]* ||v]]* <0, donc |(u,v)| < |Ju||||v]] : c’est 'inégalité !

@ S'il y a égalité, alors A = 0 et P posséde une racine (double) Ag. Or P(A\g) = 0 donne ||u + A\pv|| = 0 donc

u = —AgV : u et v sont colinéaires.
® Réciproquement, si u et v sont colinéaires avec u = kv, alors
2
[, v)| = |k {u, w) = k[ [[ul|" = [[ul| [|kul] = [|u]] [v]].

Exercice 7

Inégalité de Cauchy-Schwarz pour le coefficient de corrélation linéaire

Soit X et Y deux variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé¢ (€2, 7,P). On suppose que X et Y admettent

un écart-type non nul.

On pose : p(X,Y) = m.



CHAPITRE 2. CAUCHY-SCHWARZ ET COEFFICIENT DE CORRELATION LINEAIRE

Montrer que

p(X, Y)[ <1
avec égalité si, et seulement si, 3(a,b) € R?, P(Y =aX +b) =1

Solution (Ex.7 — [Inégalité de Cauchy-Schwarz pour le coefficient de corrélation linéaire)
@ Soit P: R =R, A= V(AX+Y).
@ VYA €R, P()\) >0 (toute variance est positive!) et P(\) = V(X)A? 4+ 2Cov(X, Y)A + V(Y) est un trinéme du
second degré en .
® Donc A = 4Cov(X,Y)? — 4V(X)V(Y) < 0, donc |Cov(X,Y)| < o(X)o(Y). Les écarts-types étant positifs
(toujours) et non nuls (par hypotheése) :

XY < 1.
@ S’il y a égalité, alors A = 0 et P posséde une racine (double) Ag. Or P(A\g) = 0 donne V(XX +Y) = 0 donc la
variable \gX + Y est presque stirement constante.
Donc : Ju € R, PAX+Y =pu) =1, soit P(Y = —\gX + p) = 1.
® SiP(Y =aX+b) =1, alors P(Y —aX =b) =1, donc V(Y —aX) = 0 : P posséde une racine, nécessairement
double car il est toujours positif. Donc A = 0, donc |Cov(X,Y)| = o(X)o(Y).
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Chapitre 3

MARKOV et BIENAYME-TCHEBYCHEV

[CCP - 2018 — PSI — Pb 2]

Exercice 8

Inégalité de MARKOV

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, 7, P).
On suppose que X est positive et posséde une espérance.

Montrer que

E(X)

a

Va > 0, P(X}a)g

Solution (Ex.8 — Inégalité de MARKOV)
Le raisonnement repose sur une magjoration assez grossiére : dans la somme définissant l’espérance, on oublie une
partie des termes, puis on minore ceur qui restent.
EX)= ) aP(X=2z]
zeX(Q)
> Y aP(X =2
zeX(Q), z>a
> Y (X =4
eX(), z=a
>a ) P(X=2z])>aP(X2>d)
zeX(Q), z>a

8

Exercice 9

Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, 7, P).
On suppose que X posséde une variance.

Montrer que

V(X)

Ve >0, P(X-EX)|>¢) < =

Solution (Ex.9 — I[négalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV )
Le résultat est immédiat : on applique l'inégalité de MARKOV pour
Y = (X - E(X))? et a = &2,
On a alors :
Y est positive, E(Y) = V(X), a =%, et [Y > a] = [(X — E(X))? > £?] = [|X — E(X)| > €], donc I'inégalité découle
de celle de MARKOV.

11



CHAPITRE 3. MARKOV ET BIENAYME-TCHEBYCHEV
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Chapitre 4

Lois hypergéométrique et multinomiale

Deux lois d’utilisation fréquente prolongent la loi binomiale. La loi hypergéométrique envisage de compter un
nombre de succes lors de tirages sans remise, donc non indépendants. La loi multinomiale s’intéresse aux successions
d’expériences indépendantes pouvant se solder par des succés de plusieurs types, et non une issue binaire succeés vs
échec.

Exercice 10

Loi hypergéométrique

On considére un ensemble E de N objets (avec N > 2), dont un nombre r > 1 est de couleur rouge et un nombre
b > 1 est de couleur bleue, de sorte que r + b = N.
On note par ailleurs p et r/N et q et b/N la proportion initiale d’objets rouges respectivement bleus de cet

ensemble, de sorte que p+ ¢ = 1.
Soit m € [[1; N]]. Dans cet ensemble E, on tire successivement et sans remise n objets de cet ensemble et on

s'intéresse au nombre R d’objets rouges parmi ces n objets.
Notons que, vu la définition de R, il reviendrait au méme de tirer simultanément ces n objets.

)

La loi de R s’appelle la loi hypergéométrique et est fréquemment notée H (N, n, p).

1. Montrer que la loi de R est donnée par

vk € [[0; n]],

2. Interpréter le paramétre p comme une probabilité.

> (1)) =0)

4. Calcul des moments en décomposant R en somme de variables indicatrices
On note, pour tout i de [[1; n]], X; la variable indicatrice de I'événement « le i—éme objet tiré est rouge ».
a) Déterminer la loi de chaque X;. On pourra déterminer la loi de Xy et justifier que les autres variables X;
sutvent la méme loi.
b) En déduire I'espérance de R.
c) Déterminer, pour i # j, la loi de X;X;.
d) En déduire la variance de R.

5. Calcul des moments par la formule de Vandermonde

—1
a) Justifier que, pour tout k € [[1; n]], k<2> = T(; _ 1)'
b) Calculer E(R).

3. Démontrer la formule de Vandermonde

13



CHAPITRE 4. LOIS HYPERGEOMETRIQUE ET MULTINOMIALE

c) Calculer E(R(R — 1)) et en déduire V(R).

6. Convergence de H(N,n,p) vers B(n,p)
Heuristique : si I'on tire un petit nombre d’objets n dans un grand ensemble E, on peut penser que les tirages
modifient peu la composition de ’ensemble, les proportions p = /N et ¢ = b/N restant sensiblement égales au
cours des tirages. Donc on peut penser que tout ce passe comme si les tirages avec lieu avec remise, auquel cas
R suit une loi binomiale.

a) Que dire, pour n et p fixés, de lim E(R)et lim V(R)?

—>+oo' N—+o00
. %
b) Soit i fixé. Montrer que <j> ~ L.
i) jo+oo 1!
c) En déduire que, pour n, p et k fixés, P(R = k) —— < >pkq” k.
N—+4o00 k
On dit que, lorsque N tend vers +o00, H(N,n,p) converge en loi vers B(n,p).

Solution (Ex.10 — Loi hypergéométrique)
1. On tirage peut étre modélisé par une partie & n éléments de I'ensemble E. Soit 2 I’ensemble des parties & n

N
¢léments de E. Alors Card(2) = .

Soit k € [[0; n]]. Les parties favorables a I’événement [R = k| sont obtenues en choisissant k éléments parmi les
r rouges puis n — k parmi les b bleus.

Donc Card([R = k) = (;) (n E k)

Les tirages étant équiprobables,

()2
k)\n—k
P(R=k]) = —F——%.
(R = k) s
n
2. p est la probabilité de tirer un objet rouge au premier tirage, mais pas au-dela car la composition de ’ensemble
E est ensuite modifiée.

3. Comme ([R = k])

est un systéme complet d’événements, on a

kEZ:OP([R = k]) = 1, donc ki:o (;) (n b k) = <1:>

4. Calcul des moments en décomposant R en somme de variables indicatrices

Ici, il devient nécessaire de changer €) qui ne tenait pas compte de 'ordre en €’ ensemble des n—listes (ordonnées,

donc) d’éléments distincts de E.

a) e X, suit la loi de Bernoulli B(p).
e Soit i € [[2; n]].
Soit o : [X; = 1] — [X3 = 1] lapplication qui a chaque tirage w faisant apparaitre un objet rouge au i—éme
rang (donc favorable a [X; = 1]) associe le tirage w’ obtenu en permutant le premier objet et le i—éme de w,
donc W’ est favorable a [X; = 1.
Alors o est une bijection de [X; = 1] sur [X; = 1].
Par conséquent, Card([X; = 1]) = Card([X; = 1]), donc P([X; = 1]) = P([X; = 1]) = p et X; — B(p).
C’est assez moral, car si on prend au hasard un objet de notre tirage sans connaitre son rang, on sera enclin
a penser qu’il y a une probabilité p qu’il soit rouge.

(jg:zx> lin. EE:IE
c) e X;X9(Q2) ={0,1} donc X1X2 suit une loi de Bernoulli.
P([X1Xg =1]) = P([Xy = 1] N [Xy = 1]) = P([Xy = 1])Px, =1)([X2 = 1])
(il n’y a pas indépendance!!!)

0<k<n

P([X;Xy =1]) = p{\}_ car au second tirage il reste r — 1 objets rouges parmi les N — 1 restant.
Donc X;Xs < B ( pr—
onc
1482 PN 1

14



r—1
e Un argument analogue a la question précédente montre que, pour tout ¢ # j, X;X; — B <p>

N-1
d) V(R (Zx ) = znjw(xi) +) Cov(X;, X;),
or Vi € [[1; n]], V(X) p(1— p)weégV1 <i<j<n,

Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(Xy)E(X;) = PN — p?, donc
VR = np(1 )+ nln — 0 (= )
=np(l—p)+n(n—1)p (1]\91:11) puisque pN = r

5. Calcul des moments par la formule de Vandermonde
a) k ") = ! =r (r— 1) =r Tl
k) (k—D'(r—k)! " (E-Dr-1)—-((k-1) \k-1

b) E(R) = §I>Hk(,:) (nfk> - <1§> ;(2:1) (nfk>

-1
e (T ) ( (i k)’ et par la formule de Vandermonde
n — i

n
et en déduire V(R). De fagon trés analogue,

c) ERR
(R(R

ro(r+b—1 r (N=1\ rn
~ /N <n—1 >: N (n—l):N:np
L
E )

k=0

I

Cr(r—1) =~ (r—2 b
o
n
n—1
_ r(r—1) r—2 b
_ <N> k=0 ( k ) (n -2- k)’ et par la formule de Vandermonde
n

_ r(EN>1) <r :ﬁ; 2> _ <1<1) (1;1— 22) _r(r ;Ié\)ln(r;)— 1)

Z
—

Comme par lindarité E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X), la formule de Kénig-Hyugens donne
V(X) = E(X(X - 1)) + E(X) — E(X)?
. <(7" —1)(n—1)

+1-— np> et comme r = Np

N-1
Npn—Np—-n+1+N—-1—npN+np
- N-1
N1—-p) —n(l—0p
np (N=8) 1))
B N—n
_nqu—l

6.a) lim E(R)=mnpet lim V(R) = npq, qui sont respectivement ’espérance et la variance de la loi B(n,p).
N—+oco N—+oo

15



CHAPITRE 4. LOIS HYPERGEOMETRIQUE ET MULTINOMIALE

b) Soit 7 fixeé.
. . . _ 1 o . _ . 1 .74'
<‘7> = iU =1) .‘(‘7 i+1) o~ ‘7—' (produit de 7 facteurs tous équivalents a j).
(3 2! J—+oo 1.

c¢) Pour n, p (donc q) et k fixés,

N N
PR =k) = <pk )<1<\]3q k> N—rtoo (plil\gli‘(glN)_nk:‘m N—+00 (Z)pkqn_k-

n

Exercice 11

Lot multinomiale et matrice de covariance

Une urne contient des boules de r couleurs différentes Cy, ..., C,, en proportion respective p1, ..., p, de sorte que :
p1+ -+ p- = 1. On tire au hasard et avec remise n boules dans cette urne et on note, pour chaque ¢ entre 1 et
r, v; le nombre de boules de couleur C; obtenues au cours des n tirages, de sorte que : v + - - - + v, = n (étonnant
non 7).
1. On note X le vecteur aléatoire (v1,...,v;,).
a) Décrire I'ensemble X(€2) des valeurs possibles de X.
b) Donner la loi de X.
c) Qu’obtient-on lorsque r = 27
2. a) Donner, pour chaque i entre 1 et r, la loi, I'espérance et la variance de v;.
b) Donner, pour chaque i et j distincts entre 1 et r, la loi de v; + v;. En déduire la covariance du couple (v;, v;).

. Vi — np; . T 2
3. a) Pour chaque i entre 1 et r, on pose y; = ———. Les v.a.r. y; sont-elles centrées, c¢’est-a-dire d’espérance

\/1Pi
nulle ? Sont-elles réduites, c¢’est-a-dire de variance égale & 17

b) On note C la matrice de variance-covariance des (y;)1<i<n :
deéf.
C= (COV(yi7 yj>)1<i,j<r'

Montrer que C =1, — N ot N = *L.L avec L = (/p1, - .., /pr) € M1,(R).
c) Montrer que : N? = N et que : rg(N) = 1.
d) Que dire de rg(C)?

Solution (Ex.11 — Loi multinomiale et matrice de covariance)

1. On note X le vecteur aléatoire (v1,...,v;,).
a) X(Q) = {(k1,...,k) € NT,Zki =n}.
i=1

b) Donner la loi de X.
Soit 7 = {(c1,...,¢n) € [[1; r]]"} =[[1; r]]" ensemble des tirages possibles.
Dénombrons les tirages favorables a X = (ki,..., k) € X(2).

n
Pour construire un tirage favorable, il faut choisir les rangs de k; tirages amenant la couleur C; et il y a (k: )
1

possibilités.

1) possibilités.
ko

n
Puis il faut choisir les rangs de k; tirages amenant la couleur Cy et il y a (

En itérant le procédé, il y a :

n\ (n—k n—ky—-—ke—1\ n!
k1 ke )77 k,  kilko! k)

tirages favorables & X = (kq,...,k,), et chacun d’eux a une probabilité plflpé€2 .. .pfr de se réaliser, par

indépendance des expériences.
Les tirages étant deux & deux incompatibles, la loi de X est

n!
V(ki, ... k) € X(Q),P(X = (ki, . .. ‘p’flpl§2 phr

k) = kol .. K

16



n!
c) Pour r =2, IP’(X = (kq, k:g)) i 'I'{ P1 p’;? = <:1>p1f1(1 —p1)" ¥, on retombe sur la loi binomiale.

. a) v = B(n,pi), E(v;) = np; et V() = np;i(1 — p).
b) v; +v; — B(n,p; + pj).

Cov(vi,v;) = %(V(yi +vj) = V() = V()
%(n(pi +p;)(1 = pi — pj) — npi(1 — pi) — np;(1 — pj))
- %( — 2npipj) = —npip;
.a) e E(y) = ! (E(v;) — np;) =0 : y; est centrée.

VP
1
o V(y;) = nTg»V(”i) =1—p; #1:y; n’est pas réduite.
b) e Vi e [[1; r]],cii = Cov(yi,yi) =V(yi)) =1 —pi =1 — /pipi
e V(i,j) € [[1; r]]* avec i # j, comme Cov(aX + b, ¢Y + d) = acCov(X,Y), on a

1
Cij = COV(yz’ayj) = WCOV(M,%) = —/PiDj
4 J

oOnabien:C:IT—NOGN:(,/pz-pj)1<”<r:tLLavecL:(\/pT,...,\/pT).

c) e N2 = ‘LL'LL = *L(L'L)L or L'L = Zpl = (1) donc N? = 'LL = N,

e Les colonnes de N sont toutes proportionnelles & sa premiére colonne qui est non nulles : C; =

rg(N) = 1.
d) Remarquons que N est une matrice de projecteur et C est la matrice du projecteur complémentaire. Ce sont
méme des matrices de projecteurs orthogonaux pour R” muni du produit scalaire canonique car elles sont

@Cl, donc
VP1

symétriques.

En effet : C2 = (I, - N)2=1, - 2N+ N> =1, - N = C.

Voici deux arguments pour le rang.

o Soit X € M, (R).

X € Ker(C) <= CX = 0 <= X — NX = 0 <= NX = X <= X ¢ Im(N)

Donc Ker(C) = Im(N) et rg(C) = r — dim(Ker(C)) =r —rg(N) =r — 1.

e C est une matrice de projecteur donc diagonalisable avec Sp(C) C {0, 1}, donc semblable a une matrice

I 10
010
Alors rg(C) =k = Tr () C) = Y (1 —p)=r— Y pi=r—1
=1 1=1

Exercice 12

Premier changement dans une distribution multinomiale

Soit n un entier au moins égal & 2.
Une urne contient des boules numérotées de 1 & n. Pour tout k£ de [[1; n]], on note Nj, le nombre de boules portant
le numéro k, et pr la proportion de boules portant le numéro k, de sorte que

n
Zpk =L
k=1

Dans cette urne, on effectue des tirages successifs avec remise jusqu’au premier changement de numéro et on note
X, le nombre de numéros identiques obtenus avant ce premier changement.
Ainsi, si les premiers tirages aménent les numéros 2 puis 2 puis 2 puis 1, alors X,, = 3.
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CHAPITRE 4. LOIS HYPERGEOMETRIQUE ET MULTINOMIALE

1. a) Montrer que
VEEN', P(Xp=k) =Y pi(l-p).
i=1

b) En déduire l'existence et la valeur de l'espérance de X.

2. Dans cette question, on se propose de démontrer de deux fagons différentes la propriété suivante

n
Yo > 0,1 > 2,V (2;)1,c, €10; +oo[" tel que Y a; = a,
i=1
— >
- @
avec égalité si, et seulement si, V € [[1; n]],z; = iy
n

a) Premiére méthode —
Pour m € N* et § > 0, déterminer le minimum de
m? 1

B—x—i_;

gmp )05 Bl — R,z +—

Etablir alors la propriété par récurrence sur n.
b) Seconde méthode —

Etablir la propriété en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz & deux vecteurs bien choisis de R™.

3. Montrer que

en précisant le cas d’égalité.

Solution (Ex.12 — Premier changement dans une distribution multinomiale)
1. a) En notant P; I'événement « la premiére boule tirée porte le numéro i », Pp, (X = k) = p§_1(1 — p;) puisqu’il
sagit de tirer successivement et indépendamment k£ — 1 boules numérotées 7 puis une différente.
Par la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet (P;)1<i<n, on a bien P(X,, = k) =

n
> pi(l—pi).
=1
+00 1

b) Par dérivation de la série géométrique, on sait que pour z € |0; 1], Z kak—1 = W
—x
k=1
On en déduit la finitude de I’espérance de X avec

n

= —_— = — N
o A-p) Hl-p H1-p

2
2. a)og;nﬂ(x):(BTLW—;Q>0(:>(6—:U)2<m2332<:>ﬁ—:v<mxcara:6]0; Al

) =

, ce minimum vaut g, g(

m—+ 1

B B
! 0& _—
I 5(T) > z> T

+1
mim+1) m+1 _ (m+1)>

. gm, s atteint un minimum global strict en

e Passons a la preuve de la propriété. L’é¢tude de g1 o établit la propriété au rang n = 2.

Supposons la propriété vraie pour un rang n > 2 quelconque. Soit n + 1 réels strictement positifs tels que
n+1

E Tr; = Q.
i=1

n
On a, par hypothése de récurrence puisque g Ti=Q— Tptl :
i=1

18



+

n

1 n
1 1 n? 1 (n+1)2
Loyl 1 e s (o 3 D
1 X i1 Zg Tn41 & — Tnitl Tn41 «

.
Il

(n+1)32

De plus, pour qu’il y ait égalité il faut que gn o(n+1) = donc que T, =

« "1
et que — =
+1 d Zl‘z
=1
n
X; @
: . 2

(6]
O — T4l n+1 a

P donc que pour tout i de [[1; n]], z; = Zin = - = o =7

>

La propriété ebt donc établie au rang n + 1, ce qui achéve la récurrence.

1
et v = T; . donne
vy 7 i

n

b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz (u|v)? < ||ul|? ||v||* pour u = <

n2< (i;>a

i=1
n 2
1 n
donc Z —, avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires donc si, et seulement si, il existe
— e}
k € R tel que, pour tout i, \/r; = — i.e. x; = k. Comme Z x; = «, la seule possibilité est :

w =1
Vel[l; n)], zi=2.

n
n

1
3. En posant pour tout i de [[1; n]] z; = 1 — p;(> 0), on a E(X) = E — —n avec g x; = n — 1, donc
— Ty
i=1 i=1

n2

E(X) >

, avec égalité si, et seulement si, les z; sont égaux entre eux, i.e. les p; sont

—nie E(X) >
n—1 (X) 2 n E
égaux entre eux, i.e. tous égaux a —.

Autrement dit, E (X) > avec égalité si, et seulement si, les n numéros sont équirépartis dans 1'urne.

n —

19



CHAPITRE 4. LOIS HYPERGEOMETRIQUE ET MULTINOMIALE

20



Chapitre 5

Matrice de covariance, Analyse en
Composantes Principales

[CS - 2022 - PC |

Exercice 13

Généralités sur la matrice de variance-covariance, Analyse en Composantes Principales

Soit Xy, Xo, ..., X;, n variables aléatoires discrétes possédant chacune une variance et X le vecteur aléatoire de
M, 1(R) défini par
T
X =(Xy,X9,...,X,) "

On appelle matrice de variance-covariance, ou plus simplement matrice de covariance, du vecteur X la matrice

2 = (Cov(Xi, X;j))1,<ij<n € Mn(R).

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice X soit nulle.
2. On pose
X =X —E(X)),Xs —E(Xa),.... X, —EX )"
Que vaut la matrice de covariance du vecteur X' ?
Dans toute la suite, on suppose les n VAD X; centrées

c’est-a-dire d’espérance nulle, ce qui ne modifie pas >.
3. Justifier que la matrice X est diagonalisable.
4. Pour A = ()", € M, 1(R), exprimer ATSA 4 I'aide des coordonnées de A.

5. On rappelle que la covariance est bilinéaire. Justifier que

n
VA == (Oéi)z-bzl € Mn,l(R)a \% (ATX) =V (Z Oéle) == Z OéiOéjCOV(Xi,Xj).
i=1 1<,5<n
6. En déduire que X est une matrique symétrique positive.

7. Montrer que 0 est valeur propre de ¥ si, et seulement si, une des variables aléatoires X; est presque siirement
égale a une combinaison linéaire des autres.

8. On note C l'ensemble des colonnes unitaires
C={AcM,1(RJATA =1}.

Justifier que V (ATX) atteint un minimum et un maximum lorsque A parcourt C.

9. a) On note 0 < A\; < A2 < --+ < A\, les n valeurs propres de ¥ classées par ordre croissant et répétées autant de

fois que leur multiplicité et A la matrice diagonale diag(A1, ..., A\p).
Justifier I'existence d’une matrice orthogonale de O, (R) telle que
> =PAPL.
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CHAPITRE 5. MATRICE DE COVARIANCE, ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

b) Pour B = (3), € M,,1(R), que vaut BTAB?
c) En déduire que
VAeC, V(ATX) <A,

d) Pour quels vecteurs y a-t-il egalité dans I'inégalité précédente ?

e) Déterminer de méme I/{lilgV (ATX) en précisant en quels vecteurs ce minimum est atteint.
€

10. a) On considére deux combinaisons linéaires UTX et VIX des VAD X;, ott évidemment (U, V) € M,, 1(R)2.
Justifier que

Cov(UTX, VIX) =UTxV.

b) On note (U;) les n colonnes de la matrice P introduite dans la question précédente. Que peut-on dire de la
famille (Ui)lgign ?

c) Pour tout i de [[1; n]], on note Y; la VAD U;*X. Déterminer la variance de chaque Y; ainsi que la covariance
de chaque couple (Y;,Y;).

d) Quelle est la matrice de covariance du vecteur aléatoire Y = (Y7, ... ,Yn)T ?
n

Commentaire — Appelons combinaison linéaire normalisée toute combinaison E a;X; telle que |[|(a)]], =
i=1

n
Z a? =1, ce qui est une condition nécessaire pour pouvoir comparer les variances.

i=1
A partir des n VAD X;, on a créé n VAD Y, toutes combinaisons linéaires normalisées des VAD X, décorrélées
(c’est-a-~dire deux a deux de covariance nulle) et de variance croissante, Y, et Y; étant respectivement des
VAD de variances respectivement maximale et minimale parmi les combinaisons linéaires normalisées des X;.
Cette décomposition est & la base d’une technique courante d’analyse des données, appelée Analyse en Com-
posantes Principales (ACP). Les nouvelles VAD Y; sont appelées azes principaux et classés par variance
décroissante.

Cette technique repose donc sur 'orthodiagonalisation de la matrice de covariance du vecteur aléatoire X =
(X)™.

Solution (Ex.13 — Généralités sur la matrice de variance-covariance, Analyse en Composantes Principales)
Soit X1, Xo, ..., X,, n variables aléatoires discrétes possédant chacune une variance et X le vecteur aléatoire de
M, 1(R) défini par
T
X=(Xy,X9,...,X,)" .

On appelle matrice de variance-covariance, ou plus simplement matrice de covariance, du vecteur X la matrice
= (COV(X,‘,X]')).

1. e Si ¥ =0, toutes les variances sont nulles donc les n variables sont presque-siirement constantes.
e Si les n variables sont presque-stirement constantes, leur variance est nulle, ainsi que leurs covariances deux
a deux par indépendance (exercice : montre que si A est une VAD presque-sirement constante, alors A est
indépendante de toute VAD, y compris d’elle-méme).

‘E est nulle si, et seulement si, les n VAD X, sont p.s. Constantes.‘
2. Comme Cov(X; + b,X; + d) = Cov(X;, X;) pour tout (b,d) € R2?,

‘la matrice de covariance de X’ est encore X, insensible au centrage... ‘

3. X est symétrique par symétrie de la covariance, et réelle, donc diagonalisable.

4. Calcul classique : | ATSA = Z a;0;Cov (X, X;).

1<i,5<n

5. On développe la variance, qui est une covariance, par bilinéarité :

n n n
Y (Z OéiXi> = Cov ZaiXi,Zanj = Z OziajCOV(Xi,Xj).
=1 =1 7=1

1<i,j<n
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6. Des deux questions précédentes on déduit :
n
VA € M, 1(R), ATYSA =V (Z oaiXi> > 0 puisque toute variance est positive.
i=1
‘ > est une matrique symétrique positive. ‘

7. 510 € Sp(X), soit A = (a;) € My, 1(R) un vecteur propre de ¥ associé a 0. Alors V <Z aiXZ) =ATYSA=0

=1

n
donc Z a; X; est p.s. constante.
i=1

n
Et comme E (Z aiXi> = 0 par linéarité puisque les X; sont supposées centrées,

i=1
n
=1

Comme A # 0 puisque vecteur propre, il existe j € [[1; n]] tel que a;; # 0. On a alors

1
it
X, est donc presque stirement égale & une combinaison linéaire des (X;);;.

e Réciproquement, si P | X; = E:BZXZ =lalors P | X; — E:BZXZ =1ldoncV | X; — Zﬂ,Xl = 0 donc
i#j i#j i#j

en posant aj = 1 et o = —f3; pour i # j, ATYA = 0. Si toutes les valeurs propres de ¥ étaient strictement

positives, 3 serait positive définie, et comme A # 0, on aurait ATXA > 0, ce qui est absurde. Donc 0 est valeur

propre de X.

‘0 € Sp(X) ssi une des X; est p.s. égale & une combinaison linéaire des autres. ‘

8. Avec le produit scalaire canonique de M, 1(R), C = {A € M, 1(R),||A]| = 1} est fermé car toute norme est
continue et borné (c’est le cercle unité). Comme A — V (ATX) est une forme quadratique des coordonnées de
A, elle est polynomiale donc continue.

\% (ATX) atteint un minimum et un maximum lorsque A parcourt C.

9. a) ¥ € S,,(R) donc par le théoréme spectral
3O, (R) telle que ¥ = PAPT.

b) Pour B = (3,)"; € M, 1(R), que vaut | BTAB = Z A2
i=1

c) Soit A € C.
V(ATX) = ATSA = ATPAPTA P2 A BTAB = ST 082 < A 382 = A IIBIP < A
=1 =1

car puisque PT € O,(R), |[B|| = ||PTA|| = ||A]| = 1.
VAeC, V(ATX) <A,

d) ‘Il y a égalité lorsque A est un vecteur propre de X associé a A,. ‘
car alors V (ATX) = ATSA = ATA\A =), IIA]]? = An.

n n
e) Le méme raisonnement en minorant E A2 par A E 32 donne
=1 =1

I/{ligV (ATX) = )1 | atteint en tout vecteur propre de X accosié a 1.
€

10. a) Retour de la bilinéarité de la covariance.
Justifier que

Cov(UTX, VTX) = UTxV.
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CHAPITRE 5. MATRICE DE COVARIANCE, ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

Cov(UTX, VTX) = Cov (Z w; X, mg-) = uw;Cov(U;, Uy) =UTEV
=1
Cov(UTX, VIX) = UTnV.

b) ‘ (Ui)1<i<n est une famille orthonormale de vecteurs propres de X. ‘

1,J

c) Pour tout i de [[1; n]], on note Y; la VAD U; 'X. Déterminer la variance de chaque Y; ainsi que la covariance
de chaque couple (Y;,Y;).

COV(Yi,Yj) = UiTZUj = UiT)\jUj = >‘j ([JZ | U]) = )‘jéi,j (symbole de Kronecker).

Vi € H 1; TLH ) V(Xz) = \; et Vi # 7, COV(XZ‘,XJ') =0.

d) ‘La matrice de covariance du vecteur aléatoire Y est A ‘
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Chapitre 6

Formule de 'espérance totale, probléme du
collectionneur et vagues d’appels

La formule de lespérance totale, qui est la jumelle de la formule des probabilités totales, fournit des réponses
élégantes a un certain nombre de problémes pour lesquelles la détermination explicite de lois peut étre tres fasti-
dieuses.

Définition — Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, 7,P). Soit A € T un événemet de probabilité
non nulle. On appelle espérance conditionnelle de X sachant A, notée E(X|A), 'espérance de X pour la probabilité
conditionnelle P4, sous réserve qu’elle existe :

E(X[A) = ) aPA([X =2]).

zeX(Q)

Exercice 14

Formule de ’espérance totale

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, 7,P). Soit (A;)i<i<n, un systéme complet d’évé-
nements tous de probabilité non nulle.

1. Montrer qu’il y a équivalence entre
(i) E(X) existe et
(ii) pour tout i € [[1; n]], E(X|A;) existe.

2. Dans ce cas, montrer qu’on a la formule de l’espérance totale

E(X) =Y P(A)E(X|A;).
=1

Solution (Ex.14 — Formule de l’espérance totale)

1. e Supposons que E(X) existe. Alors Z zP([X = z]) converge absolument.
zeX(Q)
Soit i € [[1; n]]. Par la formule des probabilités totales

2| P(IX = o) = || S B(A;)Pa, ([X = 2]) > P(A;) o] Pa, (X = 2])
j=1

donc )
P ((X = al)| < g (X = )
Par comparaison, Z |zPa, ([X = )| converge, donc E(X]|A;) existe.

zeX(Q)
e Réciproquement, si E(X|A;) existe pour tout i, alors par linéarité
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CHAPITRE 6. FORMULE DE L’ESPERANCE TOTALE, PROBLEME DU COLLECTIONNEUR ET
VAGUES D’APPELS

Z P(A;)E(X]A;) Z P(A;) Z xPa, ([X = z]) converge absolument. Or
’ z€X(Q)

ZIP’ E(XA) = Y ZIP’ DaPa (X =2]) 'E Y aP([X =4]).
zeX(Q zeX(Q)

Donc E(X) existe.

2. Formule obtenue dans la réciproque ci-dessus...

Exercice 15

Vagues d’appels

Une secrétaire doit contacter n clients (n € N*) par téléphone. Elle tente de les appeler les uns aprés les autres.
Pour chaque client, la probabilité que I’appel téléphonique aboutisse est p (p € |0; 1[) et est indépendante des
autres clients. A lissue des n tentatives, on note Y; le nombre de clients que la secrétaire a réussi & contacter.
Un peu plus tard, la secrétaire tente a nouveau d’appeler les n — Y7 clients non joints lors de la premiére vague
d’appels. On suppose que la probabilité d’aboutir de chaque tentative reste égale a p et indépendante des autres,
et on note Yo le nombre total de clients contactés au cours de ces deux vagues d’appels.

La secrétaire procéde ensuite & une 3-éme vague d’appels, puis une 4-éme,... et ainsi de suite jusqu’a avoir contacté
les n clients. On suppose qu’au cours de chacune des ces vagues d’appels, la probabilité d’aboutir de chaque
tentative reste égale a p et indépendante des autres.

On demande 'espérance Y, le nombre total de clients contactés a 'issue de la k-éme vague.

1. En notant, pour tout k € N*, Xj le nombre de tentatives fructueuses lors de la k-éme vague d’appels, déterminer

la loi conditionnelle de Xy sachant [Yy = j].

est binomiale de paramétres n — j et p.
2. Montrer que, pour tout k£ € N,

E(Ygt+1) = (1 — p)E(Yk) + np (en convenant que Yo = 0).
3. En déduire que, pour tout k € N, E(Yy) =n —n(1 — p)*.
4. Que vaut lim E(Y})? Commentaire ?
k——+o0

5. Reprendre depuis le début en raisonnant avec le variable Zj égale au nombre de clients non contactés a 'issue
des k premiers essais.

Solution (Ex.15 — Vagues d’appels)

1. Si[Yy = j] se réalise, Xj1 compte le nombre de succés de probabilité p lors de n — j expériences indépendantes,
donc la loi conditionnelle cherchée est la loi binomiale B(n — j, p).

2. Il s’ensuit E(Xgy1|Yr =J) = (n—j)p.
Par le formule de ’espérance totale avec le systéme complet d’événements ([Yk

n

. .1y transfert lin.
E(Xp1) = > _(n— HpP([Yi = §]) “E" E((n — Yi)p) = np — pE(Yy)
j=1
Or YkJrl =Y.+ Xk+1, donc

lin.
E(Yi+1) = E(Yi) + EXgy1) = (1 —p)E(Yg) +np
Cette relation est vraie pour k = 0 puisque Y; < B (n;p).

= j])léjén’

3. (E(Yk))k est une suite arithmético-géométrique de point fixe n. (E(Yk) — n)k est géométrique de raison 1 — p,
de premier terme —n.

4. Puisque |1 —p| < 1, E(Yg) k—) n, ce qui prouve que les efforts de la secrétaire devraient finir par étre
—+00
couronner de succés, et méme de n succés, 'espérance fait vivre, en quelque sorte...

5. L’application de la formule de I’espérance totale donne
E(Z+1) = (1 — p)E(Zy)
d’ot1 une suite géométrique donnant E(Z) = n(1 — p)*. Et Y;, = n — Zj, induit E(Yy) =n —n(1 — p)*.
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Exercice 16

Probléeme du collectionneur

Une collection est constituée de n images distinctes numérotées de 1 & n. Un collectionneur achéte des images une
a une, dans des emballages opaques. On suppose le marché suffisamment grand pour considérer que chaque achat
du collectionneur est une expérience indépendante des autres, de sorte que, & chaque achat, la probabilité d’obtenir

1
I’image numéro ¢ de la collection est —.
n

On note :
=T, la variable aléatoire réelle égale au nombre d’achats nécessaires pour achever la collection ;

=X, le nombre d’image(s) distincte(s) acquise(s) a lissue du k-iéme achat, de sorte que, lorsqu’on commence
une collection vide, Xg =0 et X; =1;

m
wH,, = Z — le m-iéme nombre harmonique;
k=1
m
I 1 | s } olle de la série de Ri 1
Ry, = 12 a m-iéme somme partielle de la série de Riemann Z 72
k=1 E>1
wy la constante d’Euler : v = lim H,, — mln(m).

m——+00

1. Montrer que

E(T,) = nH,, et o(T,) = vV/n’R,, — nH,,.

1 1 2
2. On admet que H,, =In(m) +v+ —+o <> et Rpyy ——— T
m

2 m m—too 6
Montrer que

nm

E(T,) = nln(n) +yn + E +o(1) et o(Ty) Mete 75

2

Voici un apercu des espoirs que ’on peut nourrir :

n 10120 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 150 | 200

E(T,) | 29| 72 | 120 | 171 | 225 | 368 | 519 | 839 | 1 175

o(Ty) |11 [ 24 | 36 | 49 | 62 | 94 | 126 | 190 | 254

3. Par la formule de 'espérance totale, montrer que (E(Xk)) ;. est une suite arithmético-géométrique et que

k
Vk € N, E(Xk):n—n<1—1> .

n
4. Que vaut lim E(Xj)=n?
k—+o00

5. Et si ’on raisonnait sur le nombre Y} d’images non encore obtenues a l'issue du k-éme tirage 7

Solution (Ex.16 — Probléeme du collectionneur)

1. On note Yi le nombre d’achat(s) nécessaire(s) pour obtenir une k-iéme image distincte des autres lorsqu’on
posséde déja k — 1 images distinctes.
Alors : T, = Y1+ Yo +---+Y,.

1. ... et cela devrait faire partie de notre culture mathématique...
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CHAPITRE 6. FORMULE DE L’ESPERANCE TOTALE, PROBLEME DU COLLECTIONNEUR ET
VAGUES D’APPELS

—k+1
Les Y}, suivent des lois géométriques respectivement de paramétre u, d’espérance E(Yy) = ++1
n n—
k—1
et de variance V(Yy) = _lk=1) et sont indépendantes. Par linéarité,
(n—k+1)2

Par indépendance des variables (Y)}_,
n n

indép. o n(k —1) n—j a1 1,
V(Tn) = ZV(YI@):Zm:nZT:n Z_—Z—nzf:an—an.
k=1 k=1 =/ =17 =1

Ainsi o(T,,) = Vn?R,, — nH,,.
1 1 2
2. Obtenus a partir des développements H,, = nln(n) + v + o +o <> et R, = % +o(1).
n n
s

3. Ennotant Xj le nombre d’images distinctes du collectionneur & ’issue du k-iéme achat, j’ai, par un dénombrement
immédiat :

1 sifd=j
n- .
Pr=i) X =0 =979 gp=j+1
0 sinon
. . J . n—j n—1,
Pour j dans X;(92), E(Xp41|[Xk = 7]) :j% +(+ I)Tj =1+ J.

Avec le systéme complet ([Xk = j]) la formule de 'espérance totale donne

JEXK(Q2)?

n—1, .\ transfert n—1 lin. 1
]E == = = — - .
(Xps1) = <1 +— g> P(Xg = j) E (1 +— Xk) 1+ (1 n) E(X})
JEXk(R)
Par conséquent, (E(Xy))r est une suite arithmético-géométrique, de point fixe n, (E(Xy) — n)i est géométrique

1
de raison [ 1 — — ), de premier terme E(X;) —n=1—n.
n

1 k
Pour tout k de N, E(X;) =n—n (1 - > .
n

4. La limite (rassurante!) est n puisque

1
1—’ <1.
n

1
5. On obtient E(Yy1|[Yr =4]) =J (1 — >,
n

1
puis E(Yys1) 2" <1 - n) E(Y})

1 k
dou B =n (1- 1)

n

k
1
et on retrouve E(X;) =E(n —Yy)=n—n <1 - >
n

2. Pour mémoire, rang d’obtention du premier succés dans un schéma de Bernoulli, d’espérance 1/p et de variance (1—p)/p?
si la probabilité de succés est p.
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Chapitre 7

Probléme du scrutin et marche aléatoire dans 7%

[CCP - 2020 — PC — Exo no3|[MP-M1 - 2016 — PC-PSI — |[CS-M1 — 2018 — PC — Partie IV]
Propos du « Probléme du scrutin »
Deux candidats A et B s’affrontent lors d’un scrutin. A Iissue du scrutin, A a obtenu p voix et B ¢ voix, avec
p>q.
On suppose que tous les ordres de dépouillements sont équiprobables.
Alors la probabilité que A ait toujours été en téte lors du dépouillement est
p—q

p,q p _|_ q'

Nous allons étudier deux démonstrations trés différentes.

Exercice 17

Probléeme du scrutin par la démonstration de Joseph BERTRAND

Soit n = p+ ¢ le nombre total de voix. Notons D(n, p) le nombre de dépouillements ot A est toujours en téte, avec
du coup D(n,p) =0si p<n/2ousip>n.
On va démontrer par récurrence sur n € N* que
n—1 n—1
) wellln/2l+1inl. D= ("7 1) - ("),
p—1 p
1. Montrer que : V(n,p) € (N*)2,  D(n,p) =D(n —1,p—1) +D(n —1,p).
2. En déduire (#,) pour tout n € N*.

3. Montrer que ce résultat conduit bien a

Solution (Ex.17 — Probléeme du scrutin par la démonstration de Joseph BERTRAND)

1. D(n,p) se décompose en deux types de dépouillements
(i) ceux qui se terminent par un bulletin du vainqueur A, et il y en a D(n — 1,p — 1) car A doit étre en téte au
cours du dépouillement de n — 1 premiers bulletins,
(ii) ceux qui se terminent par un bulletin du perdant B, et il y en a D(n — 1,p) (& Pavant derniére ouverture
d’enveloppe il y avait ¢ — 1 bulletins du perdant sortis).
On a donc la relation D(n,p) =D(n—1,p—1) +D(n —1,p).

2. C’est parti pour la récurrence...

1| Pourn=1,pe[[1;1]],D1,1)=1= (8) - <(1]>
Pourn =2, pe[2; 2], D(2,2) =1 = G) - @)

Supposons la propriété vraie pour n > 2.
Soit p € [[[(n+1)/2] +1; n+1]], donc p > 2.
D(n+1,p) = D(n,p — 1) + D(n, p)
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B <n—1> B (n—l) N (n—l) B <n—1>
\p-2 p—1 p—1 p

y compris sip=mn-+1...
=(,0)-()
p—1 p

Donc la propriété est établie par récurrence sur n.

3. C“J>_<”_v__@+q—nl P+q-1)! _ (p-g)(p+q—1)

p—1 P (p—1)lq! pl(qg —1)! plg!
Donc D(n,p):u Pta .
p+aq\ p

Et comme il y a <p + q> ordres de dépouillements possibles — il suffit de choisir la place des p bulletins parmi
p

les p + ¢ bulletins —, la probabilité cherchée vaut bien P ; a4
pPTq

Y(n,p) € (N*)2, D(n,p) =D(n—1,p—1)+D(n—1,p).

Exercice 18

Probléme du scrutin par le principe de symétrie

< SR /(p+%p—®

0. . of
0.. ..0 N P 4
(0’ 0) - - o < 7 X
" ... s\/t .... A + B
.

Chaque dépouillement est représenté par un chemin joignant (0,0) & (p+ ¢, p — ¢) en suivant des déplacements du
type (1,%1), ce qui fait <p + q) chemins possibles : il faut choisir les p déplacements du type (1,+1) parmi les
p

p + q déplacements.

Un chemin favorable est un chemin passant par (1,1) et ne rencontrant pas I’axe des abscisses.
ptqg—1
p—1
2. Parmi ceci, on va dénombrer ceux qui rencontrent 'axe des abscisses par symétrie. A un tel chemin I' qui
rencontre 'axe des abscisses pour la premiére en (k,0), on associe le chemin I symétrique de T' jusqu’a (k,0)

et identique & I' au-dela.

1. Justifier qu’il y a exactement ( ) chemins joignant (1,1) a (p + ¢,p).

A-B
T
(r+q,p—q)
1) (+.0) /\/
(0,0) #; > n
Yo (1,—1) . R +B

Montrer que le nombre de chemins passant par (1,1) sans rencontrer I’axe des abscisses est
<p+q—1> B <p+q—1>
p—1 p '
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3. Conclure.

Solution (Ex.18 — Probléme du scrutin par le principe de symétrie)
1. II suffit de placer les p — 1 voix de A parmi les p + ¢ — 1 bulletins restants.

2. A chaque chemin T joignant (1,1) et rencontrant 1’axe des abscisses correspond un unique chemin I" joignant
(1,—1), ceci établit une bijection et il y a autant de chemins I' que de chemin I, or le nombre de chemins I

—1
joignant (1,—1) a (p + ¢,p) est exactement <p +a ) (placer les p voix de A parmi les p + g — 1 bulletins
p
restants).

Finalement, le nombre de chemins passant par (1,1) sans rencontrer 'axe des abscisses est ( ]
p—

)

3. Le nombre de chemins possibles est le nombre de fagons de placer les p bulletins de A au cours des p + ¢
p+q

p+q—1>_

dépouillements, soit

Le nombre de chemins favorables est
pta—1\ p+q—1>:(p+q—1ﬂ_(p+q—U!:p—q<p+q>
p—1 p (p—Dlg"  pll¢—1!  p+q\ p
Les chemins sont équiprobables, donc

_p—q

pvq_p+q’

Exercice 19

Application & une marche aléatoire dans Z

On considére un mobile se déplacant sur un axe gradué suivant le protocole :

(i) a 'instant ¢ = 0, le mobile est a P’abscisse 0;

(i) & chaque instant ¢ € N*, le mobile se déplace d’une unité, équiprobablement dans le sens croissant ou dans le
sens décroissant ;

(iii) & chaque instant, le sens du déplacement est indépendant des autres déplacements déja effectués.
n

On note X; la variable modélisant le :—éme déplacement et S,, = Z X;.
=1
Soit J 'événement « le mobile ne revient jamais & l'origine du repére ».

1. a) Justifier que (X;) sont indépendantes, de méme loi & préciser.
b) Que représente S,, 7

2. Justifier que
1 (2n
Vn € N*, ]P)(SQn—l = 0) =0 et P(SQTL = O) = ( )

2"\ 'n

3. En utilisant le probléme du scrutin, justifier que Vn € N*,Vr € [[1; n]],
2
P(S2>0,....520-2 > 0,82, = 2r) = o5 ( " )

22np \n+r
N 2n —1 2n—1 2
4. A l'aide de l’identité( " >_<n >:r< " ),montrer que Vn € N*,
n+r—1 n4r n\n-+r
(2n)!
P(SQ>O7’SQn>O):W

5. En déduire que P(J) = 0. Commentaire ?

Solution (Ex.19 — Application a une marche aléatoire dans 7Z)
1. L’énoncé indique que les X; sont indépendantes avec
Vie N,  P(X;=-1)=P(X;=1]) = =.
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S,, est I'abscisse du mobile a l'instant n.

e Soit g (reps. d) le nombre de déplacements a gauche (resp. & droite). Le nombre total de déplacements est
g + d et la condition sine que non pour étre & 'origne est g = d, donc le nombre de déplacements g + d = 2g

doit étre pair : [Sg,—1 = 0] = 0.

2n
Les déplacements étant équiprobables, il y a 2" déplacements possibles, dont < ) correspondent & exactement
n

n déplacements a gauche parmi les 2n déplacements (les 2n — n restants étant fatalement a droite).

e A noter : en posant D,, le nombre de déplacements a droite (i.e. positifs), alors D, < B(n;1/2). Et comme

[Son, = 0] = [Da,, = n], on a bien

om0 2 (0 (- £(2)

En appliquant le probléme du scrutin pour 2n voix avec une différence de voix valant 2r,

2r r
Pisy, =2, (S2 > 0,..., S0, 2 > 0) = o=
Par la formule des probabilités composées,

P(Sg >0,...,59,_2>0,S9, = 27‘) = P(Sq, = QT)IP)[S%ZQT] (SQ >0,...,59,_2 > 0)
r 2n
]P)(SQ > 07 . ,SQn_Q > O, SQn = 27‘) = 22, <’I’L n ’I“)'
En remarquant la réunion d’événements deux & deux incompatibles,

(SQ>O,...,SQn>O) = U (SQ>0,...,SQn,2>O,Szn=27“)

1<r<n

P(S2 > 0,...,S2, > 0) :ZP(SQ>0,...,Sgn_2>0,S2n:2T)

- Z 22y, (n+r)

Essayons d’arranger ce calcul
2n—1 2n — 1Y (2n —1)! (2n —1)! B
n+r—1 n+r _(n—l—r—l)!(n—r)! n+r)l(n—r—1)"
n+r/ 2n n—r( 2n '\ _ 2n
2n \n+r 2n \n+r/ n+r
1 2n —1 2n —1
P(Sy > 0,...,59, >0
(5> an )= 22”21<n+r—1> <n+r>
1 2n —1 2n —1
_22”;<n+r—1> <n+r>
1 i 2n —1 2n —1
_22"7":1 n+r—1 n+r
b -1 2n —1
-2 2n
Soit J, I’événement « le mobile ne retourne pas a l’origine au cours des 2n premiers déplacements ». De
Jn:(SQ>07-"7SQN>O)U(SQ<07"'7SQH<O)7
réunion de deux événements incompatibles, et de méme probabilité par symétrie, on déduit :

2n)! 2n)!
P(Jn) =2 x 22n(+1()n!)2 = 22(n(n)!)2'

3

\3
3l

Or
J — ﬂnEN* J?’L
Et la suite (J,,)nen+ est une suite décroissante d’événements :
VTL S N*, Jn+1 C Jn,

car s'il n’y a pas de retour a 'origine au cours de 2n + 2 premiers déplacements, il n’y a pas eu de retour au

cours des 2n premiers...
Par continuité monotone de la probabilité,



PJ)=P( N J,)= lim P(J,) =0.

neN* n—-+o0o

En effet, par la formule de Stirling

(2n)! 47n(2n)%ne=2n 1
P() = gy o e —)
n: n (e8] n Nna—mn n o] T n o]
227 (nl)? n—too 92 (V2mnnre—n)” nt el
P(J) = 0 et il est presque-certain que le mobile reviendra a l'origine du repére au bout d’un nombre fini de

déplacements.
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Chapitre 8

Marche aléatoire dans Z et séries entiéres

[CCP - 2020 — PC — Exo no3|[MP-M1 — 2016 — PC-PSI — |[CS-M1 - 2018 — PC — Partie IV]

Le § « Probleme du scrutin et marche aléatoire dans Z. » présentait une marche aléatoire équiprobable. Ici
s’intéresse aux marches aléatoires non mécessairement équiprobables, en s’appuyant techniquement sur les séries
entieres.

Définition — Marche aléatoire sur Z

Soit p € ]0; 1[ et ¢ = 1 — p. On considére une suite de variables (X;);en+ indépendantes toutes de lois définies
par

Vie N, X;(Q)={-1,1} et PX;=1)=p, PX;=-1)=gq.
On pose

So=0 et VneN'", S,=X;+ - -+X,.

On peut se représenter la situation par un mobile se déplagant sur Z, considéré comme axe gradué, situé en
0 & l'instant ¢ = 0, et se déplagant & chaque instant ¢ € N* de X; = +1 unité. S,, est alors I’abscisse du mobile &
Iissue du n—iéme déplacement, Sg = 0 caractérisant I’abscisse nulle au début de I’expérience.

On s’intéresse au premier retour a 'origine du mobile.

Bien que les X; ne suivent pas exactement une loi de Bernoulli B(p), elles s’en rapprochent et cette observation
permet de trouver sans fatigue la loi des S,,.

Exercice 20

Petite considération préliminaire, ou ’enfance de ’art

of. X;+1
1. Donner pour tout 7 € N*, la loi de Y; det. %

2. En s’appuyant sur les Y;, expliciter la loi de S,,.

3. Expliciter en particulier P(S,, = 0), probabilité d’un retour en 0 a l'issue du n-iéme déplacement.
Le cas n impair se médite :
(1) d’une part, S1(2) = {—1,1}, S3(2) = {-3,—-1,1,3}, etc., et 0 € S,() si n est impair,
(i1) d’autre part, [S, = 0] exige autant de déplacements « +1 » que de déplacements « —1 », donc un nombre
pair de déplacements, donc n pair.

Solution (Ex.20 — Petite considération préliminaire, ou l’enfance de ’art)
1. X;,=-1<=Y;=0,et X; =1<=7Y; =1, tout est dit...

n
2. Les (Y;) sont indépendantes et toutes de lois B(p), donc par stabilité de la loi binomiale, ¥, det. Z X; < B(n,p).

i=1
Done %,(2) = [[0; nl) et, vk € [[0; n]], P(Z, = k) = @p%n—k.
Or:S,=>» X;=)» (2Y;—1)=2) Yi-n=2%,—n.
i=1 i=1 i=1
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Donc : S, (Q) = {2k —n|k € 2,(Q)} = {2k —n|k € [[1; n]] }

Et:Vke[[1; N, P(Sp=2k-—n)=P(S,=k) = <Z)pkq”_k.

3. 2k —n =0<= k =n/2, impossible si n est impair, et sinon on applique la formule précédente :
0 si n tmpaar,
P(S, =0) = n
"2 §in pair.
n/2 (pq) p
Exercice 21
Retour a l’origine par les séries entiéres
On pose

Vn € N,p, = P(S, = 0),
fo=0 et VneN* fu=P(S1#0,...,S01#0,S, =0).

On note les sommes de séries entiéres associées

Vse]-1; 1], ans et F(s an

= [ ne s’agit pas pour autant de fonctions génératrices puisqu’elles ne sont pas du type Z P(X =n)s". Cependant,

n>0
Ipn| < 1 et |fn] <1 pour tout n

assure un rayon de convergence valant au moins 1.

Montrer successivement :

1.

vn > 1, pnzzpnfkfk-
k=1

Vse|—-1; 1], E’(s) =14 P(s)F(s).

1
OrvVsel]—1; 1], P(s) = \/ﬁw, donc F(s) =1 — /1 — 4dpgs?.

La probabilité que le mobile revienne a l'origine au moins une fois vaut 1 — |p — ¢|. En particulier, on est
" . y . . s s ,
presque-siir que le mobile repasse par l'origine si, et seulement si, p = 5 c’est-a-dire les sens de déplacement

sont équiprobableslﬂ Ici, on recourra & une fonction génératrice.
1 . . . :
Dans le cas p = 3 le temps moyen de retour & ’origine, défini comme espérance de la variable T égale a I'instant

du premier retour en 0, est infini, i.e. donc E(T) n’existe pas au sens de notre coursﬂ

Solution (Ex.21 — Retour a l'origine par les séries entiéres)

1.

Commencons par nommer les événements sur lesquels nous allons raisonner.

Soit pour n > 0, A, et [Sr, = 0] « le mobile est en 0 a l'instant n »,
et pour k >1 By et [S1 #0,...,Sx_1 # 0,S; = 0] « le mobile repasse pour la premiére fois en 0 a l'instant k.

Soitn >1.De A, = | (An N Bk) (le passage en 0 & I'instant n n’étant pas nécessairement le premier retour
1<k<n
en 0...), on tire par incompatibilité deux & deux :

pn = P(A Z]P’ (An N Bg) =) P(Bi)Ps, (An)

Or

e P(Bg) = fi par définition,

o P, (A)) =P(Xpg1 + Xpr2+ - + X, =0) =P(S;— = 0) = pp—s, car les X; sont indépendantes et de méme
loi, donc la somme de n — k quelconques (distinctes) d’entre elles suit la méme loi que S,,_.

1. Ce cas est aussi celui étudié au §« Probléme du scrutin et marche aléatoire dans Z ».
2. Lorsqu’une série a terme général positif diverge, ses sommes partielles tendent nécessairement vers 4oc.
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n
D’ou pp, = an—kfk~
k=1
. Par le produit de Cauchy et comme pg =1let fo =0,

+o0 n
P(S)F<S> = Z <ankfk) an - -1

Wse]—1: 1], P(s)= 1+ P(s)F(s).

1
. Vse]-1; 1], P(s)= ——— et F(s) = /1 — 4pgs?
] [, P(s) e (s) = V1—4pq

On sait par la propriété préliminaire que
0 si n impair
si n pair
n/2 (pq) p
y compris pour n = 0.

1
Le développement en série entiére de = (1 —u)"2est
PP Nie (1—w)
lu 3u?2 3x5ud =
_ )12 = - 24 = n
(1 —w) —1+21‘+222'+ 53 3!—1— nz;)anu

. 2n) 1 1 <2n> 1
ou a, = X — X — = —.

n

1 _+OO 4 2n_+oo 2n n2n_+oo k k/2 k
T~ e =3 (e =3 Y

k=0

Et F(s)=1— ——=1—+/1—4pgs?.
s

. Soit B I'événement « le mobile revient a l'origine au moins une fois ».
B = Upen Bk, réunion d’événements deux a deux incompatibles. Par o—additivite,

+oo
=N "PBy) =D fr=F(1)=1-/T—dpq,

- =1

or1—4dpg=1—4p(1—p)=4p* —4p+1=(2p-1)*> = (p— (1 -p))* = (p — ¢)?, donc
P(B)=1—Ip—ql. .

Du coup, P(B) :1<:>p:q<:>p:§.
. Soit la variable T égale a 'instant du premier retour en 0, ce qui suppose p = 1/2!
Eneffet on a : VkEN* P(T =k) =P(Bg) = fi et

Z}P’ (T =k) ka =1—|p—gq| # 1sip# 1/2, ce qui signifie que T n’est pas correctement définie si

k=1
p 7& 1/2.
Alors F est la fonction génératrice de la variable T, et d’aprés le cours, T posséde une espérance si, et seulement
si, F est dérivable en 1.
Or, comme p=q=1/2, F : s = /1 — s% n’est pas dérivable en 17 :
F(s) - F(1) V1—s2 /(1—s)(1+s) V2

= ~ —— —0

s—1 s —1 s—1 s—=1— /1 —8 s—=1-
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Chapitre 9

Lemmes de BOREL-CANTELLI et marches
aléatoires

La « limsup » et ’infiniment souvent

On se donne une suite infinie d’événements (A, ),en et on cherche la probabilité que, lors de la réalisation de
I’expérience aléatoire, une infinité de A,, se réalisent.

Par exemple, on lance indéfiniment une piéce de probabilité d’obtention de pile valant p € ]0; 1] et on cherche
la probabilité d’obtenir une infinité de piles au cours de ces lancers. p étant strictement positive, I'intuition peut
nous laisser penser qu’il est certain qu’une infinité de piles sortiront.

L’événement « une infinité de A,, se réalise » signifie que, pour tout m € N, 'événement U,, = |J A, : aussi
n=m

grand que soit m, I’'un au moins des A,, au-dela de m i.e. avec n > m s’est réalisé. Autrement dit, cet événement

N U A

meNnzm

se formalise

Comme les événements (Uyy,)m>o forment une suite décroissante, (| U,, = Uy et () U,, peut étre envi-
0<m<M meN

sagéEI comme une limite ensembliste de (Uy,).
De plus, U,, = U A, = {w €QTIn=>m,w e An} peut étre envisagé comme une borne supérieure des

n=m
(An)n2m

Aussi I'ensemble précédent est souvent appelé « limsup » des (Ay,).
limsup(A,,) 4 ﬂ U A,
meNnzm
Une autre notation pour cet événement est
. déf.
{A, :is} = m U A,
meNn=m

ol « i.s. » signifie « infiniment souvent ».

Exercice 22

Lemmes de BOREL-CANTELLI

1. Premier lemme de Borel-Cantelli
Soit (Ay)nen une suite d’événements.
On suppose que la série ZIP’(An) converge.

n=0

1. Il ne s’agit pas ici de donner une définition rigoureuse des notions de limite et de borne supérieure ensembliste, mais

d’expliquer l'origine du terme limsup.
+oo

2. Ce que de nombreux auteurs écrivent Z P(A,) < 400 car il s’agit d’une série a terme général positif.

n=0
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On va montrer que
P({A,:is.}) =

Autrement dit, on est presque-certain que seulement un nombre fini de A, se réalisent.
a) Soit, pour tout m >0, U, = |J A,.

nzm

Montrer que lim P(U,,) = 0.
m—+00
b) Conclure

2. Second lemme de Borel-Cantelli
Soit (Ap)nen une suite d’événements indépendants.

On suppose que la série ZIP’ dlverge

n=0
On va montrer que

P({A, :is.}) =

Autrement dit, on est presque-certain qu’une infinité de A, se réalisent.

a) Décrire {A,, : i.s.} al'aide des événements V,, et N A, (pour tout m de N).
n=m

b) Justifier que, pour tout m de N et tout p > m
P
m) < JT (1= P(A)

P
¢) Montrer que pour tout m de N nl;[n (1 — P(An)) m 0
d) En déduire P(V,,) pour tout m de N.
e) Conclure.
3. Que peut-on dire de général a propos de P({A,, : i.s.}) lorsque les (A,,) sont indépendants ?

On parle parfois d’une lot du « zéro ou un », ou du « tout ou rien ».

Solution (Ex.22 — Lemmes de BOREL-CANTELLI)

+o0
1. a) Puisque pour m >0 U,,, = U Ap,ona: P(U,) < Z P(A,).
nz=m n=m

Comme la série Z]P’(An) converge, Z P(A,) —> 0 en tant que reste d'une série convergente. Donc

30 m—s—+o00o
P(Uy,) —— 0.
M—+o00

b) La suite (U,,) est décroissante puisque pour tout m |J A, C U An.

n>m+1 n=m
Alors par continuité monotone

P({A, :is.}) :IP( N Um> = lim P(U,)=0.

m=0 m——+oo
2.2) {A,:ist=U NA=U V.

meNnzm meN
b) Pour p>m,onaV,,C () A,doncP(V,,)<P|l N A,]|.
mEn<p mn<p

Comme les (A,,) sont indépendants, les (A7) le sont aussi d’on
) < H P(A,) < H (1-

“+oo
3. Ce que de nombreux auteurs écrivent Z P(A,) = 400 car il s’agit d’une série a terme général positif.
n=0
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p

P
¢) In < H (1- ) Z In ((1— Z P(A,,) en vertu de I'inégalité classique In(1 +u) < u

n=m n=
pour tout u > —1.

p
Or par hypothése Z m 400, donc
n=m
P
In (nl:[m (1- P(An))> m} —00,

p
et finalement H (1-P(A,)) —— 0.

p—+o00

m
d) Par encadrement, on déduit de b) que pour tout m € N, P(V,,,) = 0.

) Z P(V,,) donc
)

P({A, :is.}) =1.

3. Dans ce cas, I’événement {A,, : i.s.} est soit de probabilité 0, soit de probabilité 1, donc soit presque-impossible,
soit presque-certain. Toute autre valeur pour cette probabilité est exclue.

e) Par sous-additivité, IP’(
meN

Par conséquent, P({A D LS. }) =0et

Exercice 23

Apparition d’un motif donné

Cet exercice répond et généralise 'exemple donné en introduction.
On lance indéfiniment une piéce de probabilité d’obtention de pile (noté P) valant p € ]0; 1] et on choisit un motif
donné par une succession de £ piles ou faces, ou £ € N*.
Par exemple, pour £ = 3, on se donne le motif P-P-F. Si les premiers lancers donnent P-F-P-P-F-F-F-P-P-F-P...,
on dit que le motif est apparu deux fois au cours de 11 premiers lancers, aux rangs 3 a 5 et aux rangs 8 a 10.
Montrer que ’événement « le motif apparait une infinité de fois » est presque-certain.

Solution (Ex.23 — Apparition d’un motif donné)
Notons pour tout n de N* A, ’événement « le motif apparait aux rangsn an—+£—1 ».
On souhaite montrer que {A,, : i.s.} est probabilité 1, donc utiliser le second lemme de Borel-Cantelli. Mais les
(A;)nen+ ne sont pas indépendants.
Considérons les événements Ay, A1y, A11o, ... A1ige, ... lls sont indépendants puisque définis par des lancers
distincts, et tous de probabilités p®(1 — p)¢=@
terme général P(A; ) est grossiérement divergente, et le second lemme affirme que
P({Al—i-ké . i.S.}) =1.
r:{Aj g : s} C{A, i is.}, done P({Aj g is.}) < P({A, :is.}).

Par conséquent
P({A, :is.}) =1.

ol a est le nombre de piles dans le motif choisi. Alors la série de

Exercice 24

Retour en 0 d’une marche aléatoire inéquitable

Dans les § consacrés auz marches aléatoires, on a vu que si p = 1/2, la probabilité d’un retour a l’origine vaut 1,
tandis qu’elle vaut 1 — |p — q| < 1 sinon. Dans le cas ot p = 1/2, la probabilité d’un second retour a l’origine vaut
a nouveau 1, etc.

Que dire lorsque p # 1/2 ¢

On reprend les notations des marches aléatoires :
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CHAPITRE 9. LEMMES DE BOREL-CANTELLI ET MARCHES ALEATOIRES

@ pelo; 1[\{;} et q=1-p;

@ (Xp)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi donnée par

Vn € N*, PX,=1)=p et P(X,, =—1) =q.

n
@ Pour tout n € N*, S,, = Z X}, de sorte que S;, est ’abscisse du mobile a l'issue du n-iéme déplacement.

k=1
Montrer que I’événement « le mobile ne revient & l'origine qu’un nombre fini de fois » est presque-certain.

Solution (Ex.24 — Retour en 0 d’une marche aléatoire inéquitable)

Soit F I'événement « le mobile ne revient a 'origine qu’un nombre fini de fois ».

Comme « le mobile revient a l'origine & 'issue du n-iéme déplacement » est 1’événement [S,, = 0], on a
F={[S,=0]:is.}.

Or

0 si n est impair

(7;;2) p"/2¢™?  sinon

puisqu’il faut exactement n/2 succés (déplacements positifs) et n/2 échecs pour revenir a l'origine, et les déplace-
ments étant indépendants, le nombre de succés suit une loi binomiale de paramétres n et p.
En notant n = 2k lorsque n est pair, la formule de Stirling conduit a

P(S, = 0] =

1
P([Sax, = 0]) = ﬁ(‘lp@k-
1 1 1
Or 0 <4pg < 4(p(1 —p) < 4<—(p— 5)2 + 4> <1-4(p- 5)2 < 1, donc

P([Szx = 0]) = o ((4pq)*)
ou la série géométrique de raison 4pq est convergente.
Par domination, la série ZIP’([S% = 0]) converge, et comme pour tout k& de N P([Sgry1 = 0]) = 0, la série
k>1
Z P([S,, = 0]) converge.
n>1
Le premier lemme de Borel-Cantelli assure alors que
P({[S, =0] : i.s.}) = 0.
Par conséquent,

P(F) = ]P’({[Sn = 0] - i.s.}) =1
Il est presque certain que le mobile ne repassera qu'un nombre fini de fois par l'origine, certainement pour finir par
s’échapper définitivement du c6té le plus probable... 00 si p > 1/2 et —oco si p < 1/2...

Exercice 25

Lot forte des grands nombres

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes toutes de méme loi possédant une espérance
E(X;) nulle et admettant un moment d’ordre 4 fini noté my e E(X}). On note de plus o2 et E(X?).

n
On pose S, det. Z X;.
i=1

1. Montrer que E(S:) = nmy + 3n(n — 1)o?.
2. Justifier a l'aide de 'inégalité de Markov que, pour tout € > 0,
Sn My 304
P22 >e) < o2 + 2.
( n 6) i3 T Az
S
3. Montrer que, pour tout € > 0, P({ Llxe: i.s.}) =0.

4. Dans cette question, on souhaite démontrer que
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]P’( lim S”zO) = 1.
n—+oo N

S
Autrement dit, on est presque-certain que — —+> 0. Ce résultat s’appelle la « loi forte des grands nombres
n n—4oo

», 1ci sous l’hypothése d’existence d’un moment d’ordre 4.

. . . S - S .. . .
On convient d’écrire « hr}rl — £ 0 » pour signifier que <"> n’a pas de limite ou a une limite distincte de O.
n—+oo M n

a) Justifier que
Sn

lim Sl7&()<:>3/<:eN*,VNeN*,an>N,

n—+oo n

1
> -
k

b) On note L 'événement [ lim Sn # O] .

n—4+oco N
S 1

Justifier que LC | { —
c) En déduire que P(L) = 0 et conclure.

keN* n

5. Application aux marches aléatoires inéquitables
Soit p € 105 1[\ {1/2}, ¢ =1 —p et (Y;);en+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes prenant la
valeur 1 avec une probabilité p et —1 avec une probabilité q.

n
On pose T}, det. ZYZ-.
i=1
a) En étudiant les variables X; = Y; — p + ¢, montrer que

P(Tn o~ nlp- q>> 1

b) Interpréter ce résultat pour une marche aléatoire.

Solution (Ex.25 — Loi forte des grands nombres)

1. On développe S2 = Z X;X; X X; et par linéarité
1<i,j,k,I<n
ESH = Y EXXXX).
1<i,5,k,I1<n
Maintenant, par indépendance, on a que E(X;X;X;X;) = 0, sauf si
e i=j=Fk=1 auquel cas on a E(X;X;X;X;) = E((X;)?) = mu,
e i=7j,7#kk =1 (et tous les cas semblables : i = k,k # j,7 =1, oui = 1,1l # j,j = k), auquel cas on a
E(X;X;XpX;) = (7?)2 = ol
Au final, on a donc E(S2) = nmy4 + 3n(n — 1)o? car il y a n cas du premier type et 3n(n — 1) cas du second type
(je choisis la valeur pour le couple contenant ¢, soit n choix, puis celle pour 'autre couple, soit n — 1 choix, et il
y a a chaque fois 3 jeux de couples possibles).

2. Soit € > 0. Par I'inégalité de Markov appliquée a St > 0,

E(S%) my 304
4 4.4 n
P(S; > n'e ) < el < cin3 T cap2

S
Comme Hn‘ > 6:| = [|Sy| = ne] =[Sy = n'e?], on a la majoration voulue.
n

25].

Par la majoration précédente, la série E P(A,,) converge par majoration de terme général positif, car les séries
n>1

of. ||
3. Posons pour tout n de N*, A, & [ Sn
n

1
Z — convergent pour « € {2,3}.
nOé
n=1
Par le premier lemme de Borel-Cantelli,

P({[ S > 5] : i.s.}> =P({A, :is.}) =0

n
4. a) Par définition de la limite, on peut écrire
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Sn S 1

lim — =0<=Vke N INeN" Vn>N|—| <.

n—+oo N k

Il n’y a qu’a nier cette proposition pour obtenir

Sn S 1

lim = #0<=3JkeN" VWNeN In>N, | =|>—

n——+oo n k

S
b) 3k € N*, VN € N* 3n > N, |—| > z peut aussi s’exprimer
1
dk € N*, pour une infinité d’entiers n, on a : ’"‘ > Z
n

1
Doan:LC U {Sn Z:i.s.}.
kEN* n k

c) La réunion étant dénombrable, par sous-additivité on a

w e e ({f]>5e))

1
Et par la question précédente ol € = T P(L) < 0, donc P(L) = 0. Donc

IP’( lim S _ )zP(L)zl.

5. Application auzx marches aléatoires inéquitables

Soit p € ]0; 1]\ {1/2}, ¢ =1 —p et (Y;);en+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes prenant la
valeur 1 avec une probabilité p et —1 avec une probabilité q.
n

On pose T}, det. ZYi'
i=1
a) ¢ Comme pour tout i E(Y;) =p x 1+ ¢ x (=1) = p — g, les variables X; sont centrées, i.e. d’espérance nulle.
e Les X; sont comme les Y; indépendantes et de méme loi.
e Les X; sont finies (ne pouvant prendre que 2 valeurs), donc posséde un moment d’ordre 4.
e On peut donc appliquer la loi forte précédente aux X; :

IP’< lim % :0> =
n—+o0o n

n

n
i—

n

e OrT, =Y (Yi—p+q)=S,—n(p—q), donc

=1
Sn T,
o 0= ——p—q<=T, ~ n(p—y9q).
n n—+oo n n—+oo n—+0o
e Ainsi

P(Tn o~ nlp- q>> 1
b) Quand n devient grand, on a toutes les chances de trouver le mobile au voisinage de n(p — ¢q), donc vers 400

sip>1/2et —oosip<1/2.
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Chapitre 10

Intervalles de confiance et grandes déviations
de BERNSTEIN

C’est pas juste ! Ca fait dix fois que je lance le dé et j’ai toujours pas de 6!

Dans ce probléeme, on étudie la probabilité que, dans un schéma de Bernoulli de probabilité de succés p, la
fréquence des succés s’écartent semsiblement de p. Si la loi faible des grands mombres nous assure que, plus le
nombre d’épreuves est « grand », moins la fréquence des succés a de chances de s’écarter de p, comment peut-on
quantifier plus précisément la probabilité que cette fréquence dévie sensiblement de p 2 C’est l’objet de [’estimation
des grandes déviations de Serge BERNSTEINE[, estimation qui peut déboucher sur des tests statistiques d’hypothése
et des intervalles de fluctuation.

Dans tout ce paragraphe, n désigne un entier naturel non nul, p un réel de |0; 1[ et ¢ ety p de sorte que
p+qg=1

On réalise une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes, toutes de probabilité de succés p, et on
note S, le nombre total de succés a l'issue de ces n expériences.

Dans les applications des résultats théoriques, on s’intéressera au cas de n lancers successifs d’une piéce dont la
probabilité d’obtention de « pile » est p, S, désignant alors le nombre de « piles » obtenus au cours des n lancers.

Exercice 26

Tests d’hypotheése et intervalles de fluctuation par Bienaymé-Tchebychev

1. Pour tout ¢ de N*, on note X; la variable indicatrice de de ’événement
« la i—éme épreuve est un succes ».
Vérifier que l'on peut appliquer la loi faible des grands nombres & la suite de variables (X;) et indiquer la
conclusion de cette application.

2. a) Justifier que :
w0, P2 sze) < 2
n

b) Dans le cas p = ¢ = 1/2, justifier que :

S, 1 S, 1
Pl—>- =P —<=-—
( n 2 + 5) ( n 2 €>
et majorer cette probabilité en fonction de n et de €.

3. Application & un test d’hypothése.
a) On suppose qu’une piéce ameéne « pile » avec une probabilité p = 1/2. On lance 1000 fois la piéce pour tester
cette hypothése.
A Tl'aide de 2.a) donner un intervalle [a; b] tel que
P(SIOOO € [a; b]) > 95%.
On dit que [a; b] est un intervalle de fluctuation de Sipgp au niveau de confiance de 95%.

1. In Sur une modification de l’inégalité de Tchebychev, 1924
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b) On note Y000 le nombre effectif de « piles » obtenus lors de ces 1000 lancers. On dit qu’on accepte [’hypothése
p=1/2, i.e. « la piéce est juste », au risque 5% (sous-entendu “risque de se tromper”) si Xip00 € [a; b].
Pour quelles valeurs de 31ggp rejette-t-on 'hypothése “p =1/277
4. Reprendre la question précédente avec un niveau de confiance de 99% (donc un risque de 1%).

5. Quelle majoration obtient-on en 2.a) pour p =1/2, n =25 et ¢ = 0,17 Et avec n < 25?7 Commentaire ?

Solution (Ex.26 — Tests d’hypothése et intervalles de fluctuation par Bienaymé-Tchebychev)

1. Les X; sont indépendantes, toutes de loi B(p) donc possédant une variance, donc la loi faible des grands nombres
s’applique.

n
L’espérance commune des X; est p. Et comme S,, = Z X, la conclusion de la loi faible des grands nombres est :

=1

Ve > 0, IP’(S

Qualitativement, lorsque n devient grand, la probabilité que la fréquence de succés — s’éloigne de p devient
n

trés faible.

&t S
2. a) Comme S,, < B(n;p), S,, posséde une variance, donc F, 4t 2n ussi. On peut appliquer l'inégalité de
n

Bienaymé-Tchebychev a F,,, avec E(F,)) = E (Sn> =pet V(F,) =V <Sn> = n—pzq =,
n n n n
Sn
Ve > 0, p<p'>e> <P
n ne

b) Notons E,, = n — S,, le nombre d’échecs. Dans le cas p = ¢ = 1/2, E,, < B(n;q) i.e. B(n;1/2), c’est-a-dire
la méme loi que S,.

Donc : n n n
P<sn> §+n6) :P<En> §+n5> :P(n—Sn> §+n5>
n
=P(S, < 5 na)
ce qui justifie
1 1
IP’S—”27+5 =P &g——e
n 2 n 2
Sp 1 S, 1 S, 1 L. o . .
Or | —2=-+4+¢e¢|U|—<=—¢| =||— — =| =2 €| avec une réunion de deux événements incompatibles.
n 2 n 2 n 2
. . S, 1 1
Et par la question précédente P | |— — =| > ¢ | < —, donc
n 2 4Ang?
Spn .1 1
2P| — > = ,
< n 2 + 8) 4ne?
et finalement . . )
P{—>< <
( 2" E) 8ne?

3. Application & un test d’hypothése.
a) On suppose qu’une piéce ameéne « pile » avec une probabilité p = 1/2. On lance 1000 fois la piéce pour tester
cette hypothése.
A T’aide de 2.a) donner un intervalle [a; b] tel que
]P(Sl()o() € [a; b]) = 95%.
On dit que [a; b] est un intervalle de fluctuation de Sygop au niveau de confiance de 95%.

En passant a I’événement contraire, 2a) peut s’écrire
P(np —ne < S, < np+ ne) > 1—p—q2
ne
i.e. avec a = np — ne et b =np + ne,

bq
p . >1-— 2L
(Sp €la; b)) =1 e

Onveutl—ﬂ:cavecc:%%:
n

-2
pq pq
l-—S=c<=e=,|———.
ne? \/ n(1 —¢)
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Avec n = 1000, p =g =1/2 et ¢ = 0,95, on trouve € ~ 0,0707 et
P(S1000 € [430; 570]) > 95%.
b) Pour 21900 < 429 ou Xqgpp = 571, on rejette 'hypothése que la piéce soit juste, au risque de se tromper de

5%.
4. Avec n =1000, p=qg=1/2 et ¢ =0,95, on trouve ¢ ~ 0, 158 et
P(S1000 € [342; 658]) > 99%.
Pour Y1000 < 341 ou X000 = 659, on rejette 'hypothése que la piéce soit juste, au risque de se tromper de 1%.
5. Pour p=1/2,n=25¢te=0,1, L

— =1 donc on majore la probabilité par 1, ce qui n’est pas fameux.
Et avec n < 25, on majore par un nombre plus grand que 1... bof

ne2

Exercice 27

Estimation des grandes déviations, application & la fluctuation

On peut observer que l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est établie pour toute variable aléatoire possédant une
variance, et ne tient pas compte de la loi de la variable. Or ici nous connaissons la loi de S,,. Cette connaissance
permet d’établir un résultat beaucoup plus précis, dit & Serge BERNSTEIN.
Dans tout cet exercice, € désigne un réel tel que

0 < e < min(p, q) de sorte que 0 < pte < 1.

1. Rappeler la loi de S,.

2. a) Soit X une variable discréte a valeurs positives possédant une espérance finie.
Justifier que P(X > 1) < E(X).
b) Soit t > 0. En remarquant que

P <Sn >p+ €> — P(et(Snfnpfna) > 1),
n
montrer que

n

c) Montrer que le maximum de f : ¢ +— t(p +¢) — In(

In(q + pe!) sur Ry vaut
déf. )

q
pt+e

—€
hi(p,e) = (p+¢)ln —i—(q—s)lnqq ,
et justifier que h(p, ) est strictement positif.
d) En déduire les inégalités suivantes, dites des grandes déviationsﬂ :
i— P <Sn Zp+ 6) < e i (pe)
n
.o Sn —nh ( — )
ii— Pl—<p—e) e ™M+P78)
n
(on pourra chercher un argument permettant d’utiliser le résultat précédent sans refaire de calcul)

S

iii— P < —-_p
n
iv — pour p=1/2,

Sn 1 2

o Zlze) < .
P( n 92 = 5> N (1 + 25)(n+na)/2(1 _ 25)(n—n5)/2
Ces inégalités montrent que la décroissance des probabilités de fortes déviations est au moins exponen-
tielle.

2 €> g e_thr(p’s) + e_nh+(p7_5)’

3. Application aux tests d’hypothese et intervalles de fluctuation —
a) Ecrire en Python une fonction fluctuation(n,p,c) qui, connaissant n, p et le seuil de confiance ¢, calcule
un intervalle de fluctuation [a; b] tel que
P(S, € [a; b]) >c¢
en s’appuyant sur 'inégalité de la question 2.d)iii

2. Ou des grands écarts.

47
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b) Reprendre les questions 3. et 4. du premier exercice en utilisant les inégalités des grandes déviations au lieu

de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Comparer et commenter les résultats obtenus par les inégalités des grandes déviations & ceux obtenus par
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Solution (Ex.27 — FEstimation des grandes déviations, application a la fluctuation)

1.

Sp — B(n;p).
2. a) Comme Yz € X(Q2), z > 0, on
]

<

EX)= ) aP(X=uz

J:EX(Q) xEX(Q)vq">1
> Y B(X=a])=B(X>1)
zeX(0),x>1
b) [S" >p—|-5:| = [Sp —np —ne = 0] = [t(S,, — np —ne) = 0]

c¢) L’étude de f révele que f(0) =0, f/(0) = > 0 et f’ s’annule uniquement au point ¢y = In

— [et(Snfnpfne) > 1]

Donc P <S7;L >p+ E) — [et(sn—np—ns) > 1] <E (et(Sn—np—ne)).
Par linéarité :
E (et(Sn—np—ne)) — e—tn(ZH-E)E(etSn)
Par transferg; : .

n) — k _ _ N\ thk k n—k _ n
E(ef) = kz_oet P(X =) =) (k)et """ = (pe' +q)

k=0
On a bien :

n

(1-p)pte)
pl—p—¢)

pte q—

+(¢g—¢)ln

Le maximum de f sur RT vaut f(tp) = (p+¢)ln

Comme f est nulle en 0 et strictement croissante au voisinage de 07, ce maximum est strictement positif.

d) i — En prenant t =ty > 0 dans U'inégalité de 2.b), on a
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P (Sn 2 P + 8) g efnh_’_(p,s)’
n
ii — En appliquant I'inégalité précédente a E, = n — S,, (nombre d’échecs) de loi B (n;q),

E
P -_n > q + e g efnh"v‘(qvg)7
n

E -S S

Mais [n>q+e]:[n n}q—ke}:["gp—e],et
n n n

p+e q—¢

hi(q,€) = (p+¢)ln
car £ < min(p, q). Par conséquent :

P <S" <p-— 5) L et (p—e)
n

iii — Comme [

bilité, on a

—= - p‘ > E:| est la réunion disjointe des deux événements dont on vient de calculer la proba-
n
Sn —nhy( —nhy (p,—

_pl ze) e o) 4 gmnhi(pi—e)

p( |2

iv — En substituant, avec p = 1/2, on a directement
P S—n — 1 > < 2
n 2|7 %) S (14 20) 921 — 2)(nn)f2”
Ces inégalités montrent que la décroissance des probabilités de fortes déviations est au moins exponen-
tielle.




3. Application aux tests d’hypothese et intervalles de fluctuation —
a) La question 2.d)iii fournit

<’ _p‘ < 8) > (e—nh+ D,E) —nh+(p,—5))’

P (np —ne < — Sn _ <np+ ns) — e nhipe) _ gmnhi(p—e),
n
Si on détermine ¢ tel que 1 — e ™+(Pe) — e=nht (=€) > ¢ alors
[a; b] = [np —ne; np+ nej
convient.
On peut partir de € = 0 puis faire croitre € en se donnant un pas de —, ce qui permettra d’obtenir une

amplitude de l'intervalle progressant de 1 en 1, puisque 'amplitude est 2ne.
Proposition :

def hplus(p,e):
return (p+e)*np.log((p+e)/p)+(1-p-e)*np.log((1-p-e)/(1-p))

def fluctuation(n,p,c):

e =0
while (1-np.exp(-nxhplus(p,e))-np.exp(-n*hplus(p,-e))) < c:
e +=1/(2%n)

return n*(p-e) ,n*(p+e)

b) e Avec n = 1000, p = 1/2 et ¢ = 95%, on obtient

IP’(457 < S1000 < 543) > 95%

e Avec n = 1000, p = 1/2 et ¢ = 99%, on obtient
]P’(448 5 < Sy000 < 551, ) > 99%

Comme S,, est a valeurs entiéres, on peut annoncer

P(449 < Si00 < 551) > 99%
e On constate que les intervalles que 'on peut assurer sont nettement plus serrés que ceux fournis en utilisant
uniquement l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Les inégalités de Bernstein exploitent la loi de S,,, tandis que celle de Bienaymé-Tchebychev est trés générale,
valable pour toute loi, donc du coup moins fine.
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Chapitre 11

Estimation ponctuelle et vraisemblance de
FISHER

Lorsque des raisons théoriques aménent & penser qu’une variable aléatoire suit une loi donnée, la question de
la valeur du ou des parameétres de cette loi se pose immédiatement. Par exemple, lorsque je lance un dé et note X
la variable aléatoire indicatrice de ’événement « le dé améne le numéro 6 », alors X suit la loi de Bernoulli de
parametre p, p étant la probabilité d’obtenir « 6 » en lancant une fois le dé. Mais quelle valeur donner a p ¢

La premiére idée intuitive pour estimer p est de lancer un bon nombre de fois le dé, de calculer la fréquence f
d’apparition du « 6 » et d’admettre que f est une estimation de p, d’autant meilleure que le nombre de lancers est
grand. Evidemment, il convient de fixer le vocabulaire pour préciser ces intuitions.

Définitions —

Dans les définitions qui suivent, on fait I’hypothése que les espérances rencontrées sont finies.

V.A.R.I.I.D. et n-échantillon

Une suite finie (X;)1<i<n ou infinie (X;);en+ de variables aléatoires est dite suite de variables aléatoires réelles
indépendantes identiquement distribuées, alias v.a.r.i.1.d. si ces variables aléatoires sont mutuellement indépen-
dantes et suivent toutes la méme loi. Une suite (Xy,...X,,) de v.a.r.i.i.d. de méme loi qu’une variable X s’appelle
un n-échantillon de X.

Statistique et estimateur

On appelle statistique du n-échantillon (X, ..., X,) de X toute variable aléatoire fonction de (Xy,...,X,). Par

n
S
exemple S,, = ZXZ- et M,, = — sont des statistiques. Un estimateur est une statistique construite dans le but
n
i=1
de s’approcher d’un paramétre lié & la loi de X.
Qualités d’un estimateur et convergence en probabilité
Soit 8 € R un paramétre.
On dit que T,, = f(Xy,...,X,) est un estimateur sans biais si

Vn e N*, E(T,)=0.

Si
E(T,) — 0
n—-+0o

on dit que T, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 6.
Le risque quadratique pg(Ty,) est 'écart quadratique moyen d’'un estimateur T,, de 6 est

po(Ty) =E ((T, — 0)?).

On dit d’une suite de variables aléatoires (T),) converge en probabilité vers la variable aléatoire L lorsque

Ve >0, P(|T,—L|>¢) ——0,

n—-+00
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et on écrit .
T, — L

En particulier une suite de variables aléatoires (T,,) converge en probabilité vers 6 lorsque

Ve >0, P(T,—-60>¢) ——0.

n—-+o0o

Enfin, un estimateur T,, est appelé estimateur convergent de 6 si
T, — 0
Objectif — L’objectif de I’esimation ponctuelle d’'un paramétre 8 est de construire des estimateurs coonvergents

de 6.

On utilisera librement les résultats du premier exercice dans les suivants.

Exercice 28

Biais, risque quadratique, variance et convergence

1. Si T, est un estimateur sans biais de 6, que peut-on dire de pg(T),).

2. On définit le biais de ’estimateur T, par le nombre
bo(Ty) =E(T,) — 0.

Montrer que
po(Tn) = bp(Tn)* + V (Tn) .

3. a) Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
b) A quelle condition siffissante sur le risque quadratique po(Ty) un estimateur T, sans biais est-il convergent ?

4. a) Rappeler l'inégalité de Markov.
b) A quelle condition sur le risque quadratique pg(T,) un estimateur T, asymptotiquement sans biais est-il
convergent 7

Solution (Ex.28 — Biais, risque quadratique, variance et convergence)
1. Si T, est un estimateur sans biais de 0,
po(Tn) =E ((Tn - 9)2) =E ((Tn —E (Tn))2) =V (Tn).
2. by(T,)2 +V(T,) =E(T, —0)> +E ((T, — E(Ty))?)
=E(T,)* — 20E (T,,) + 62 + E(T2) — 2E (T,,)* + E (T,,)?
=E (T2) — 20E (T,,) + 62 =E ((T,, — 0)*) = pp(Ty)

3. a) Pourvu que X2 posséde une espérance finie, Bienaymé et Tchebychev prétendent que

Ve >0, P(X-E(X)|>¢) <

b) Dans ce cas, pg(T,) = V(T,) donc il suffit que pg(T,) tende vers 0 lorsque n tend vers +oo pour que
I’estimateur T, soit convergent.

4. a) Pour une variable positive X possédant une espérance finie, Markov affirme que

Va>0, P(X>a)<
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b) L’inégalité de Markov appliquée a X = (T,, — 9)2 et a = 2 fournit

Ty
ve>0, P(T,—0>e) < 20n
e

donc il suffit que pp(Ty,) -—+—+ 0 pour que l'estimateur T, soit convergent.
n—-+0oo

Comme on sait que by(T,) . 0, il suffit par 2. que V (T,,) tende vers 0.
n—-+0o0

Exercice 29

M¢éthode des moments : moyenne empirique

Dans cet exercice, X est une variable aléatoire et (X;);en+ une suite de v.a.r.i.i.d. de méme loi que X.
On suppose que = E (X) et 0 = /V (X) existent et sont finies.
n

1
On note M,, = *Z X; la moyenne empirique du n-échantillon (X, ...,X,).
n
i=1
1. a) Rappeler la loi faible des grands nombres.

b) Que peut-on dire de M,, en tant qu’estimateur de p?
c) Comment estimer la probabilité p qu'un dé améne « 6 » ?

2. Proposer un estimateur sans biais et convergent du parameétre d’une loi de Poisson.

3. On suppose que X suit une loi binomiale de paramétre m € N* et p € |0; 1].
a) On suppose que m est connu. Proposer un estimateur sans biais et convergent de p.
b) On suppose que p est connu. Proposer un estimateur sans biais et convergent de m.

Solution (Ex.29 — Méthode des moments : moyenne empirique)
Dans cet exercice, X est une variable aléatoire et (X;);en+ une suite de v.a.r.i.i.d. de méme loi que X.
On suppose que = E (X) et 0 = /V (X) existent et sont finies.

n

1
On note M,, = — E X; la moyenne empirique du n-échantillon (Xy,...,X,).
n
=1

1. a) La loi faible des grands nombres dit exactement

Ve >0, P(M,—p|>e) —0.

n—+oo
b) e Par la loi faible des grands nombres, M,, est un estimateur convergent de .
1 n
e E(M,) =— ZE (X;) = p : M, est aussi un estimateur sans biais de p.
n
i=1

c) Les lancers successifs n fois de ce dé en considérant « obtenir 6 » comme succés constituent une estimation
d’un n- échantillon d’une variable de Bernoulli de paramétre p. En prenant la fréquence d’apparition du chiffre
6, alias M,,, on obtient une estimation convergente de la probabilité p que le dé améne « 6 ».

2. Si X suit P(A), la moyenne empirique M,, constitue un estimateur sans biais et convergent du paramétre .

3. On suppose que X suit une loi binomiale de paramétre m € N* et p € |0; 1].
1
a) On suppose que m est connu. E (M,,) = —nmp = u = mp et en posant P,, = —M,,, E(P,) =p et
n m
M
P(|P, — p| 25):IP’( -~

— P
P,, est un estimateur sans biais et convergent de p.

> 5) =P (|M,, — pu| = me) ——— 0 puisque me > 0.

m n—+4o00

1
b) On suppose que p est connu. Un raisonnement analogue montre que Q, = —M,, est un estimateur sans biais
p

et convergent de m.

Exercice 30

Unicité presque sire de l’estimateur sans biais de variance minimale
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On rappelle I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour les variables aléatoires :
|Cov(X,Y)| < a(X)o(Y)
avec égalité si, et seulement si, il existe deux constantes A et p telles que
PX=AY+p) =1
Soit T, et U,, deux estimateurs sans biais de variance minimale d’un paramétre §. Autrement dit, V (T,,) = V (U,,)

et tout estimateur sans biais V,, de 0 vérifie V (V) > V(T,,).

En considérant V,, = §(Tn + U,,), montrer que

autrement dit T, et U,, sont presque siirement égaux.

Solution (Ex.30 — Unicité presque sire de ’estimateur sans biais de variance minimale)
V(V,) = % (V(T,) + V (Un) + 2Cov(Uy, T,)) = % (V(T,) + Cov (U, T)), et de V (V) >V (T,.) il vient
Cov(Ty,Uy) = V(T,) =0(Ty)o(Uy)
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe A\ et u tels que
P(T, =AU, +u) =1.
Alors Cov(T,,U,) = Cov(AU,, + i, Uy,) = AV (U,,) avec Cov(T,,U,) > 0et V(U,) > 0 donc A > 0.
De plus V(T,,) = V(U,) donc A% =1, donc A = 1.
Enfin E(T,,) =E (U,) = 6 donc § = \0 + p, donc = 0.
Ainsi
P(T,=U,) =1,

autrement dit T,, et U, sont presque slirement égaux.

Exercice 31

Variance empirique et écart-type d’échantillon

Dans cet exercice, X est une variable aléatoire et (X;);en+ une suite de v.a.r.i.i.d. de méme loi que X.
On suppose que p=E (X), 0 = /V(X) et uy = E ((X - ,u,)4) existent et sont finies.
On définit les moyenne et variance empiriques respectivement par
1< 1< )
M,, = nzx et Vi, = = (X; — My)*.
1=

n -
=1

i N
1. a) Vérifier que V,, = (n 2X3> — M2,
1=

b) Montrer que V,, est un estimateur asympotiquement sans biais de o2
c) Proposer un estimateur sans biais W,, de o proportionnel & V,,.

2. On admet que la variance de V,, vérifie
(n—1)° (n=3)(n—=1) 4

\% (Vn) = 77,3 M4 — o .

n3
Montrer que V,, et W,, sont des estimateurs convergents de o2

3. Pour construire les estimateurs V,, et W, on a estimé ’espérance p par la moyenne empirique M,. Dans cette
question, on suppose p connue et on pose

T, = Z(XI — ).
i=1
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a) Montrer que T,, est un estimateur sans biais et convergent de 2.
b) Montrer que T,, est un estimateur de o2 plus efficace que W,,.

[ n
Le biais de V,, explique le choiz de corriger I’écart-type estimé sur un échantillon par un facteur 1 Selon

que l’on calcule Uécrt-type sur une population compléte ou que l'on cherche a ’estimer sur un échantillon extrait
d’une population - par exemple les résultats d’une expérience, on utilisera les formules

1 _
Opopulation = n Z(wl - $)2

=1
1 n
Oéchantillon = n—1 Z(xz - 5)2
=1
ou "
1
n -
=1
Solution (Ex.31 — Variance empirique et écart-type d’échantillon)

Dans cet exercice, X est une variable aléatoire et (X;);en+ une suite de v.a.r.i.i.d. de méme loi que X.
On suppose que p =E (X), 0 = /V (X) et pg =E ((X — p)*) existent et sont finies.
On définit les moyenne et variance empiriques respectivement par

ZX et V, = = Z(X,» —M,)2%

i=1
1.a)V 1y (X;—M )2:1§:(X2—2XM +M2)
. n n 4 1 n n 4 7 1 n n
i=1 i=1
Iq~y2 2My ¢ 2 2
1= 1=
b) e Par la formule de Komg—Huyggens
(i) pour tout i de [[1; n]], E (X?) = V(X;) + E (X;)* = 02 + 1i?;
2
(i) E (M2) = V(M,) + E(M,)* = = + s
1 2 -1
e Par lindarité, E (V,,) = —n(o? + p?) — - p? = S o?
n n n n—+00

Ainsi V,, est un estimateur asympotiquement sans biais de o2.
c) On corrige le biais de V,, grace a la linéarité de I'espérance :
W,, = ——V,, est un estimateur sans biais de 2.
n

-1
2.a)eby(V,)=E(V,)—02=—0%? ——0,
VVn) 72 0
donc par le premier exercice, V,, est un estimateur convergent de o2.

e W, est sans biais,

n2
V(Wy) = mv (Vi) 7= 0

donc W, est un estimateur convergent de 2.

3. Pour construire les estimateurs V,, et W, on a estimé ’espérance p par la moyenne empirique M,. Dans cette
question, on suppose p connue et on pose

1 n
R
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CHAPITRE 11. ESTIMATION PONCTUELLE ET VRAISEMBLANCE DE FISHER

WL SPTILS oD WL SIS P CRPY
a) n—z; 3 ernZ;M = z; = 2uM, + p
1= 1= 1= 1=
E(T,) =E (X?) — 2p* + p? = (02 + p?) — u? = 02 : T, est sans biais
1 n
V(Tn) = — 3 V((Xi—p)?) =-V(X-pn?
=1
1 2
=~ (BE(X=w") —E(X-p?*)
1
T (H4 - 04)
Comme V (T,) —— 0, T}, est un estimateur convergent.
n—+oo
b) e T, et W,, étant sans biais, leur risque est leur variance.
n2 1 n—3 4 .
[ pg(wn) = mv (Vn) = E,U,4 - mg tandis que
1
p@(Tn) = - (M4 - 04)
n
n—3 n-3 ,_ 1, , )
. < 1 donc ———— 0% > ——0*, donc py(W,) > pg(T,) donc lorsque 'on connait la valeur de p,
n—1 n(n —1) n

mieux vaut utiliser cette valeur plutét que I’estimer par M,, dans ’expression de la variance empirique.
e Effectivement, T,, est un estimateur de o2 plus efficace que W,,.

Exercice 32

Méthode du maximum de vraisemblance

En 1912, au moment ot Ronald Aylmer FISHER rédige son premier article consacré au maximum de vraisemblance,
les deux méthodes statistiques les plus utilisées sont la méthode des moindres carrés et la méthode des moments.
Dans son article de 1912, il propose l'estimateur du maximum de vraisemblance.

Définitions —

Fonction de vraisemblance

L’idée de Fisher est d’introduire la fonction de vraisemblance (« likelihood » in the text...) : supposons qu’apreés
n expériences notre n-échantillon (Xy,...,X,,) de la variable X ait fourni n réalisations (x1,...,z,), on cherche
qu’elle est la valeur du paramétre € qui rend ces n réalisations les plus probables, c’est-a-dire qui maximise la
vraisemblance définie par

L(z1, 20, 0) =P(Xy =a1,...,Xp = 2) = [[P(Xs = m3),

le produit étant justifié par 'indépendance mutuelle des X;.
Afin d’alléger les notations, on notera

L,(0) = L(x1,...,2p,0)

Estimateur du maximum de vraisemblance
S’il existe une valeur 6 = f,,(z1,...,x,) maximisant L, (6), alors

T, = fn(X1,...,Xy)

est Iestimateur du maximum de vraisemblance.

1. a) On suppose qu’on dispose d’un n-échantillon d’une variable X suivant une loi de Poisson dont on veut estimer
le paramétre A.
Exprimer L, (\) a l'aide de n, A et xy,...,x,.
b) Montrer que g, : ]0; +oo[ — R, A — In (L,())) atteint un maximum en un réel A que l'on exprimera a
laide des x;.
c) En déduire l'estimateur du maximum de vraisemblance de .

2. Reprendre la question précédente pour la loi de Bernoulli B(p) dont on veut estimer le paramétre p.
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Solution (Ex.32 — Méthode du mazimum de vraisemblance)

Y D VL
1.a) L,(\) = Ee i e T
b) Montrer que g, : ]0; +00[ — R,A — In (Ln(G)) atteint un maximum en un réel A que l'on exprimera a

l'aide des x;.
gn(A) = =An+ (32, @) In(A) = In ([, 1), .
gn(A)=-n+ Z;\CCZ et:g,(N) >0 A< Z;% : gp atteint un maximum strict en A\ = Z’Tllxz

Par stricte croissance de la fonction exponentielle, L, (A) atteint un maximum strict en ce point.

n

c) L’estimateur du maximum de vraisemblance de A est — Z X;, le méme que celui obtenu par la méthode des
n

i=1
moments.

2. Reprendre la question précédente pour la loi de Bernoulli B(p) dont on veut estimer le paramétre p.
n
La(p) = [[p" (1 =), gnlp) = (X, 2:) In(p) + (n — 32, 2:) In(1 — p)
i=1

Pl
_ > i Ti _ n—>,% _ > Ti —np

/

9n(D)

" p  1-p p(1—p)
atteint un maximum strict en ce point.

i

T
=470 et partant L,
n

donc g, atteint un maximum strict en p =

1 n
L’estimateur du maximum de vraisemblance de p est — ZXZ-, le méme que celui obtenu par la méthode des
n

i=1
moments.

Exercice 33

Méthode des moments vs maximum de vraisemblance

Soit m € N* et X une variable de loi uniforme sur I’ensemble [[0; m]]. On souhaite estimer le paramétre m & partir
d’un n-échantillon (Xy,...,X,) de X.

1. Méthode des moments —
a) Que vaut E (X)?
b) En déduire un estimateur M,, de m sans biais et convergent.
2. Méthode du mazimum de vraisemblance —
a) Expliciter L, (m) et montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance de m est

V, = 112&);(&)
m n
b) Justifier que m <1 — <+1> > < E(Vy,) < m. En déduire que V,, est un estimateur asymptotiquement
m

sans biais de m.
c) Encadrer de méme E (Vfb) et en déduire que V,, est un estimateur convergent de V,,.

3. Comparaison de ces deux estimateurs —

n
a) Montrer que p,,(V,) < 3m? <mwj_ 1) .

b) Montrer que pp,(Vy,) = ° (pm(My,)), autrement dit Pestimateur du maximum de vraisemblance est infini-
n—-+0o

ment plus efficace que I'estimateur issu de la méthode des moments.

Solution (Ex.33 — Méthode des moments vs maximum de vraisemblance)
1. Méthode des moments —

a)Eajzﬁékx L _m
k=0

m+1_ 2
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m
b) La méthode des moments indique que la moyenne empirique est un estimateur sans biais convergent de 5

2 n
P double : M,, = — X;.
renons son double - ZZ:;

2
Par linéarité E (M,,) = fn% = m, et par indépendance des X;,
n
4 2 2 1
V(M) = —nV (X), or V(X) = m(n;;—) puisque E (X?) = m(ng—k)
n
2
V(M,) = m(m +2) 0 : M,, est un estimateur de m sans biais et convergent.
3n n—++0c0

2. Méthode du mazimum de vraisemblance —

(;) SVe[1; ),z <m

a) Ly(m) = [[P(Xi =) =
=1

0 sinon
Donc pour que Ly (m) soit maximale il est nécessaire que Vi,m > x; donc que m > max(z;), et que m soit
7

n
le plus petit possible car m — <> est une fonction décroissante de m. Donc L, (m) est maximale pour
m
m = max(z;).
(2
Ainsi l'estimateur du maximum de vraisemblance de m est V,, = max (X;).

1<i<n

b) oE(Vn):ik}P’(Vn:k) <m§:]P’(Vn:k) <mx1l<m
k=0 k=0
¢ E(Vy) =) kP(Vy=k)=mP(V,=m)>2m(1-P(V,<m))
k=0

OI“]P)(Vn<m):P< ﬂ [Xi<m]> = (P(X<m))n: (anil)

1<i<n
m n
Ainsi 1—| —— <E(V,) <m.
o 1n51m< <m—i—1> > (Vp) <m
m n
e Comme m <1 — ( ) ) m, par encadrement on a :
m-+1 n—-+o0o

E(V,) —— m.
n——+oo

Autrement dit V,, est un estimateur asymptotiquement sans biais de m.

c) e De méme E (V2Z) = Z E’P (V,, = k) permet d’obtenir de facon analogue 'encadrement

k=0
2 _ m " 2 2
m<1 ( +1>)§E(Vn)<m

e V(V,)=E(V2)—E (V)2 — m? —m? = 0 donc V,, est un estimateur convergent de m.

3. Comparaison de ces deux estimateurs —
a) e Par le premier exercice : pp,(Vy) = by (V)2 + V(M)
2n
e On a immédiatement b,,(V,)? = m? (m)
m+1
o V(Vn) =E (V2) —E(V,)* avec

m n\ 2
E(VZ) <m? et E(V,)? = m? (1; g) > ,doncn
v et (1= (g2 )| o )

m n m 2n m n
* pm(Vn) < 3m* <m+1> puisque (m+1) <<m+1>

b) Des croissances comparées classiques ¢" = o < pour g = T
n m
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puisque V,, est sans biais, on a pn(Vy) = 0 (pm(My)), autrement dit lestimateur du maximum de
—T00

vraisemblance est infiniment plus efficace que I'estimateur issu de la méthode des moments.
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Chapitre 12

Incertitude ou entropie de SHANNON d’une
variable aléatoire

En 1948, Claude Shannon, ingénieur en génie électrique aux Laboratoires Bell, formalisa mathématiquement la
nature statistique de « linformation perdue » dans les signauzx des lignes téléphoniques. Pour ce faire, il développa
le concept général d’entropie de l'information, fondamental dans la théorie de linformation, ce qui lui permit
d’évaluer la quantité d’information mazimale qu’on pouvait transmettre dans un canal donné.

Définition — Incertitude ou entropie de SHANNON Pour tout réel strictement positif x, on désigne par
logy(x) le logarithme de base 2 de z :

' def. In(z)
Vo e]0; 4oof, logy(x) = n(2)"

On appelle distribution de probabilités toute suite finie de nombres strictement positifs dont la somme vaut 1.

Pour tout variable aléatoire X de support X(2) = {x1,...,2,} et de de loi la distribution de probabilités
(p1,--.,pn) (0w, pour tout i de [[1; n]], p; = P(X = z;)), on appelle incertitude ou entropie[l] de X, notée H(X),
le nombre

HX) E =3 pilog, (i),
=1

On notera que H (X) dépend uniquement de la distribution de probabilités (p;)i1<i<n et non du support X(€2)
de X.

Exercice 34

Quelques exemples usuels

1. a) Soit X une variable aléatoire constante. Que vaut H (X) ?
b) Pour p dans [0; 1], X,, désigne une variable aléatoire de loi de Bernoulli de parameétre p.
Etudier et représenter graphiquement la fonction p — H (Xp).
Justifier pour cet exemple 'appellation “incertitude” pour H (X,).
2. On suppose que X suit une loi uniforme sur un ensemble de cardinal n. Que vaut H (X)?

3. Quelle est l'incertitude d’un dé amennant le numéro « 6 » avec une probabilité 1/2 et amenant chacun des autres
numéros avec une probabilité 1/107 La comparer a l'incertitude d’un dé juste.

Solution (Ex.34 — Quelques exemples usuels)
1. a) Pour X variable aléatoire constante, n =1 et p; = 1. Donc H (X) = —1 x In(1) = 0.
b) Soit f:]0; 1[ = R,p— H (X,).

Vpe]0; 1, f(p) = —pln(p) — (1 —p)In(1 —p) et f'(p) = 111_@(1]“(1’) —In(1 - p)).

1. Cette derniére appellation provient de la coincidence entre 'incertitude de Shannon introduite ici et 'entropie définie
a la fin du XIX-éme siécle par Bolztmann en physique statistique.
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1
f'p)>0<=In(p) <In(l —p)<=p<l-p<=p<—.

2
b 0 1 1
2
f'(p) + 0 -
1
f(p) / \
0 0

M (X,) est maximale lorsque p = 1/2, autrement dit quand les deux valeurs de X sont équiprobables, tandis
qu’elle diminue lorsqu’une des deux issues devient plus probable, pour tendre vers 0 lorsqu’une des deux issues
devient certaine, d’ou son appelation d’incertitude.
1
Onaalors:Vie[[1; n]], pi=— etH(X)=1logy(n). Cette valeur coincide avec celle trouvée en a) o n = 1,
n
et en b) avec n = 2 lorsque p = 1/2.
En notant X la variable aléatoire égale au numéro donné par ce dé truqué.
1 1 1
H(X7) = —5 logy(1/2) — 5 x 1 logy(1/10) = 5(1 + log,(10)) ~ 2, 16.
L’incertitude du dé truqué est plus faible que celle d'un dé juste, celle-ci valant H(X) = log,(6) ~ 2, 58.

Exercice 35

Inégalité de Gibbs et encadrement de [incertitude

. Montrer que pour tout = de |0; +o0o[, In(z) < z — 1.

Pour quelle valeur de x y a-t-il égalité ?

On considére deux distributions de probabilités (p;)1<i<n €t (¢)1<i<n-

Montrer que — Zpi In & > 0, et donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait égalité.
i=1 !

En déduire I'inégalité de Gibbs :

si (pi)i<i<n €t (¢i)1<i<n sont deux distributions de probabilités, alors

n n
= pilogapi < =) pilogygi
i=1 =1

avec égalité si, et seulement si,
Vie([[1;n]],  pi=a
Montrer que, pour tout variable aléatoire X de support de cardinal n,
0 < H (X) < logy(n).

Préciser pour quelles lois les bornes 0 et logy(n) sont atteintes.

Solution (Ex.35 — Inégalité de Gibbs et encadrement de l'incertitude)

1.

62

L’étude de la fonction x +— x — 1 —In(x) sur |0; +oo[ montre que In(z) < x — 1 avec égalité si, et seulement si,
z=1.

C’est aussi une inégalité due a la concavité de la fonction In, y = & — 1 étant I’équation de la tangente & sa
courbe en 1.

n
q;
In pz 1d0uZlen—\Z qu Zp,\ Odou—Zlen—/
Di i—1 Di

Puisqu’on a sommé n megahtes il y a égalité Sl et seulement si, il y a égalités pour chacune des n inégalités,
donc si, et seulement si, Vi € [[1; n]], KU =1,de Vie[[l; n]],q=np:.
bi

)



3. Il suffit d’exploiter In 4 _ In g; — In p; pour obtenir

! n n
= pilogypi < = pilogy g;
i=1 i=1
avec égalité si, et seulement si,

vie[[l;nll,  pi=q

1
4. Soit X de distribution (p1,...,p,) et, pour tout i € [1; n]], ¢ = —.
n
e [’inégalité de Gibbs donne :
n

H(X) < =) pilogy(1/n) < logy(n) Y pi < logy(n).
i=1 =1

1
Et il y a égalité si, et seulement si, Vi € [[1; n]],p; = ¢ = —, donc si X suit une loi uniforme.
n

eOnaH(X)>=0car:Vie[[1l; n]],pilogy(pi) <O0.
Si H(X) =0, comme Vi e [[1; n]],p; >0,0ona:Vie[[l; n]]logy(p;) =0, donc Vi € [[1; n]],p; = 1.
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Chapitre 13

Fonction caractéristique d’une Variable
Aléatoire Réelle

[CS-M2 — 2020 — PC — |

Dans toute cette partie, on se donne un espace probabilisé (2,7, P).

Variable aléatoire a valeurs complexes —

On étend aux variables aléatoires complexes Z :  — C les notions et propriétés liées a 'espérance en posant
que Z est d’espérance finie notée E(Z) si, et seulement si, Re (Z) et Zm (Z) sont d’espérance finie. Et dans ce cas,
on a:

E(Z) =E(Re(Z)) +iE(Zm (Z)).
Il est équivalent de dire que Z posséde une espérance finie si, et seulement si, la série
> znP([Z = 2))
n>0

est absolument convergente, ou Z(Q2) = {zn eC, ne N}. Dans ce cas, E(Z) est la somme de cette série.
On admet dans la suite que la linéarité, I'inégalité triangulaire et le théoréme de transfert demeurent vrais pour
les V.A. a valeurs complexes, et que si Z posséde une espérance finie, alors 7 posséde une espérance finie vérifiant

E(Z) - B@).

Dans toute la suite, 'expression « posséder une espérance » sous-entendra « posséder une espérance finie ».

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle discréte est une forme de transformée de Fourier
discrete. Elle partage des propriétés analogue a la transformée. D’un autre coté, elle partage des propriétés de la
fonction génératrice, mais est plus générale car la fonction génératrice n’est définie que pour les variables dont le
support est inclus dans N.

Exercice 36

Définition et exemples

Soit X :  — R une variable aléatoire réelle discréte. On appelle fonction caractéristique de X, notée ¢x, la
fonction définie par

ViER, ¢x(t) L E(X).

1. a) Justifier que ¢x est effectivement définie sur R, et, pour tout ¢ € R, proposer une écriture sommatoire de

ox(t).

b) Montrer que ¢x est continue et bornée sur R, et préciser ||¢x||-
2. Soit (a,b) € R? et Y = aX + b. Exprimer ¢y & l'aide de ¢x, a et b.
3. Lorsque X(2) C N, quel lien existe-t-il en ¢x et la fonction génératrice Gx de X ?
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4. Soit pe]0; 1[et g=1—p.

)
b)

On suppose que n € N* et que X suit la loi binomiale B(n, p). Déterminer ¢x.
On suppose que X suit la loi géométrique G(p). Déterminer ¢x.

5. Soit A € |0; +oo[. On suppose que X suit la loi de Poisson P()\). Déterminer ¢x.

Solution (Ex.36 — Définition et ezemples)

1. a)

b)

Soit ¢t € R.
e Si X(Q) est fini, écrivons X(92) = {zp,n € [[1; N]]}.
Alors (e™%)(Q2) = {e®» n € [[1; N]]} est fini, donc e* posséde une espérance. Donc ¢x(t) existe.

N
Et par le théoréme de transfert, ¢x(t) = Z T P([X = x,)).
=1

e Si X(Q) est infini dénombrable, écrivong X(Q) = {zp,n € N}
Ona:VneN, [enP(X=z,])| <P(X=x,)).
Or la série Z P([X = x,]) converge (et sa somme vaut 1).
n>0
Donc par comparaison, la série Zeitx"IF’([X = x,]) est absolument convergente, donc par le théoréme de
n>0
transfert, e"* posséde une espérance, donc ¢x(t) est défini.
e Dans les deux cas,

itX

ox(t)= > "P(X =a]).

zeX(Q)

e Avec les notations précédentes, lorsque X(€2) est fini, ¢x est la somme des N fonctions continues ¢ — P([X =
xp))e®n (1 < n < N) donc ¢x est continue.

e Toujours avec les notations précédentes, lorsque X(2) est infini dénombrable, ¢x est la somme de la série
de fonctions continues

frn it = P([X = x,])e™™n,

chacune bornée sur R. Or

VneN, |[falle SP(X = 24])

Donc cette série de fonctions converge normalement, donc uniformément, et comme chacune est continue, ¢x
est continue sur R.
e Par l'inégalité triangulaire,

vieR, lex(tl< Y P(X =)

zeX(Q)

donc ||¢x||,, < 1.
De plus, ¢x(0) = E(1) = 1, donc ||¢x||,, = 1.

2. Pour tout t € R,

by (t) ) (eit(aX+b)) li:n. o) (eitaX) _ eitb(ﬁx (at) )

3. Comme pour u € C tel que |u| < 1, Gx(u) = E(u¥), on a

4. a)

b)

VteR, o¢x(t) =0x (eit).

En s’appuyant sur Gx (au programme!) ou en calculant la somme par la formule du binéme, ¢x : ¢ —
(a+pe’)".

De méme, lorsque X — G(p), ¢x : t — P

1 —get’

5. Et pour X < P(X), ¢x : t — exp (A(e” — 1)).
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Exercice 37

Périodicité et support

Soit X :  — R une variable aléatoire réelle discréte de support X(Q2) dénombrable : X(Q) = {z,,n € N}.
On pose pour tout n € N, p, = P([X = x,]). On n’exclut pas qu’il puisse exister n € N tel que a,, = 0, auquel cas
l’événement [X = x,,| est presque-impossible.
1. On suppose que X(£2) C Z. Montrer que ¢x est périodique.
Dans la suite, pour tous réels a et b, on note a + bZ ’ensemble

a+bZE {a+bk, ke,
2. On suppose qu'il existe ty € R* tel que |¢x(to)| = 1.

+oo
a) Montrer qu'il existe un réel a tel que Z ppettorn—toa) — 1.

n=0
—+oco
b) En déduire que an(l — cos(toxy, — toa)) =0.
n=0

2
c) Montrer finalement que P <X €a+ :Z) =1
0

2
3. On suppose qu'il existe (a,tp) € R x R* tel que P (X €a+ :Z) =1.
0
Calculer ¢x(to) et en déduire |px(to)] = 1.

Solution (Ex.37 — Périodicité et support)
1. Ona:VneN,x, € Z. Donc Vt € R,

400 ‘ +o00 ‘ ‘ +00 )
¢X(t + 27‘() _ anez(t+27r)xn _ anezt;rneﬂmcn — aneztacn _ ¢X(t)
n=0 n=0 n=0

¢x est 2m-périodique.
Remarque : les trois exemples de la fin de 'exercice précédent était de ce type-la.

2. On suppose qu'il existe g € R* tel que |px(to)| = 1.
a) Pour tout réel a,

+oo +oo
§ :pnez(tozn—toa) _ § :pneztomne—ztoa _ gbx(to)e_Zth.

n=0 n=0
Comme |¢x (to)| = 1, soit o € R tel que ¢x(tp) = €'“. En prenant a = a/tp, on a

+o0
§ :pnez(tgzn—toa) — ez(a—toa) — 0 =1,
n=0

+oo +oo +oo
b) On a alors anei(tox"_toa) =1= an, donc an(l — ei(t(’x"_to“)) = 0. . Prenons la partie réelle des
n=0 n=0 n=0

deux membres :
400

an(l — cos(toxy — toa)) =0.
n=0
c) La somme précédente de termes tous positifs est nulle, donc tous les termes sont nuls.
2k
Soit n tel que p,, # 0. Alors cos(tox, —tga) = 1, donc il existe k € Z tel que tox, —toa = 2kn, i.e. z, = a—i—t—ﬂ-.
0
2
Donc z,, € a + TTFZ.
0
o 27 )
Ainsi x, € a + t—Z entraine p, = 0. Alors :
0
P(X¢gatTz) = 3 - 3y 0=0
L) = P = =0.

n t.q. zn&a+27/toZ n t.q. zn&a+27/toZ

2
Et:IP’(Xea—i—tTrZ):l—O:l.
0
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3.

2 2
P (X €a+ :Z) = 1 entraine que si z, € a + tIZ, alors p, = 0.
0 0

—+00
¢X(t0) _ anez 0Tn _ Z pnel 0Tn Z Pn gito®
n=0 n t.q. zn€a+2m/toZ n t.q. Tn€a+2mw/toZ  _eitoa
=0 car pp,=0
. . 2w .
¢X(t0) — eztoa Z Pn — eztoa]P) <X ca+ Z) — eztoa.
to

n t.q. tn€a+2m/toZ
Et par conséquent : |px(to)| = 1.

Exercice 38

Développement en série entiere de ¢x

. Dans cette question, on suppose que X est une variable aléatoire réelle discréte de support X(2) fini

X(Q) = {zp,n € [[1; N]] }.
On pose pour tout n € [[1; N]], pp = P([X = z,)).

a) Justifier que ¢x est de classe C* sur R et que

VneN, ¢ (0)=i"EXM).

b) Montrer que ¢x est développable en série entiére de rayon infini et vérifie

400 (Zt)n
VteR, ¢x(t) = Z% SCE(X).

Soit X :  — R une variable aléatoire réelle discréte de support X(€2) dénombrable : X(€2) = {:Un, n e N}.

On pose pour tout n € N, p, = P([X = z,]).

On suppose de plus que X admet un moment d’ordre n pour tout n € N et qu’il existe une constante réel R telle
que

nn
Vn € N, IE( IX|") =0 (R”)
a) Etablir que, pour tout n € N et tout y € R,
= (iy)k |y
oy Z Y Y
— k! (n+1)!

b) En majorant |¢x () — > Zn, E(X")

+oo (t)n

, montrer que

n=0

+0 .o\n
we -2 8] o =Y Do

n=0

c) En déduire la classe de dérivabilité de ¢x sur [—R/e; R/e], et exprimer, pour tout n € N, une expression de

E(X"™) a 'aide des dérivées de ¢x.

Solution (Ex.38 — Développement en série entiére de ¢x)

—_

N

.a)eVte R, o¢x(t) =E(eX) transfert Z pre@+t donc ¢x est la somme de N fonctions exponentielles de classe

k=1
C*> donc est C*® sur R.

N
o Vi e R, ¢§?) (t) = Zpk(i:rk)”em’“t donc
k=1

N
63(0) ="y praf = i"E(X").
k=1

b) Développons en série entiére les exponentielles : V¢ € R,
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N 400 ;. 400 . N 400 /.

(ixpt)"™ (it)" (it)"

ox() =Y (m 2 ) T2\ S k) = 2 SRR
k=1 n=0 n=0 k=1 n=0

par linéarité des sommes finies de séries convergentes.

Donc ¢x est développable en série entiére de rayon infini et

+00 .
ox(t) = %tn-

|
= 0!
(n) (0)
Bien évidemment, on retrouve la série de Taylor puisque a,, = Xil
n!

2. a) Etablir que, pour tout n € N et tout y € R,
v Z": (i)*| _ "™
— k! (n+1)!

1l s’agit de 'INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE que l’on démontre & l'aide de la formule de Taylor avec reste
intégral.

n+1

AN

Soit n € Net y € R. f: ¢+ exp(it) est de classe C* donc C"*! sur R. Par la formule de Taylor avec reste

intégrale :
Y (y — )
F.TiR.I./ (y )f(”H)(t)dt‘
0

/y
0
1 (v
/ |y—t]”dt‘
n' 0
1 (v
/ |u|”dt’
n' 0
Yy yn+1
Or/ lul" dt = £————.
eiy_i(iy)’“ < vl
— k! (n+1)!

b) Soit ¢ € [—R; R] et n € N.
e’ e

i - (Zy)k
=2 il nl

k=0

LT.

< (y—1)" 1 it

n!

dt‘

<

u=y—t
<

n+1
Donc

n

i k
ox(t) — 3 U g xhy

k!
k=0 k=0
LT " (it)"
Xt _ k
<E < Xt %" X
k=0
a) ‘tX’n—H
SE({——F
((n +1)!
lin. n+1
(n+1)!
X n+1 t n+1 1 n+1
Or [¢"* E(Hl)') = | |( +(71L)?;{n)+1 , et par I’équivalent de Stirling, on a :
n ! n !
[t]" n™ [t]" x n™ [tle\™ 1
nIR"™ n—+oo \/2rn x n™ /e x R® n—+oo \ R V2mn
. |te]” R ltle\™ 1
Or:VneN* |—=| <lecar|t|]<—,donc|— | — ——0.
R e R V2mn n—4oo
tX n+1
i E( [#X] ) 0, et par encadrement, on a bien :
(n+ 1)l notoo
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X (i)

oxtt) = Y Ol p(xn),
n=0 )
c) Puisque ¢x est développable en série entiére de rayon non nul, ¢x est de classe C*™ sur [—R/e; R/e].

P3 (0)
n!

Par la formule de Taylor, les coefficients de la série entiére sont , d’otl par unicité de ces coefficients,

vneN, E(X")= z”go(n) (0).

Exercice 39

Caractérisation de la loi par ¢x

Soit X une variable aléatoire et m € R.

Pour tout T € |0; +oo[, on pose V,, = o7 / dx (t)e~™mtdt.

1. sinus cardinal

On définit la fonction « sinus cardinal » noté sinc par
sin(¢

1 sit=0.

Vt € R, sinc(t) =

a) Montrer que sinc est continue sur R.
b) Montrer que |[sinc|| =

2. Dans cette question, on suppose que X est une variable aléatoire réelle discréte de support X(€2) fini
X(9) = {a e [[1; N] .
On pose pour tout n € [[1; NJ|, pp, = P([X = z,]).
a) Montrer que, pour tout T € ]0; +o0],
N
Vi (T) = Z sinc(T(z, — m))pp.
n=1

b) En déduire que V,,,(T) —— P(X = m).

T—+o0
3. Soit X : 2 — R une variable aléatoire réelle discréte de support X(€2) dénombrable : X(2) = {z,n € N}.
On pose pour tout n € N, p, = P([X = z,]).

Pour tout n € N et tout h € ]0; +oo[, on pose
m

gn(h) = sinc <xn};) Dn.

a) Montrer que pour tout T € |0; +o0], Zgn < )
b) Montrer que, pour tout n € N, la fonction g, se prolonge en une fonction g, définie et continue sur [0; +o0].
+00
c) Montrer que la fonction G = Zgn est définie et continue sur [0; +o0[.
n=0
d) Etablir que V,,,(T) —— P(X = m).
T—+o00
4. Montrer que si X,Y : 2 — R sont deux variables aléatoires telles que ¢x = ¢y, alors X et Y suivent la méme
loi.

Solution (Ex.39 — Caractérisation de la loi par ¢x)

1. a) e Sur R*, sinc est un quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, donc est
continue.
e sin(t) ~ t donc sinc(t) P 1 = sinc(0) donc sinc est aussi continue en 0.
t— t—

b) e Notons que sinc est paire.
1
o Vt > 1, |sinc(t)] < n < 1 done |[[sincl[og 1, oo < 1.

e sinc est dérivable que |0; 1] avec
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2. a)

b)

3. a)

sinc/ (1) = cos(t)tt; sin(t)'

Or VvVt e]0; 1], cos(t)t <sin(t) <= tan(t) >t

L’é¢tude de f : ¢+ tan(t) — ¢t sur ]0; 1] montre que f est croissante (f = tan? > 0) et nulle en 0, donc f est

positive sur [0; 1[.

Donc sinc’ est négative sur | 0; 1], sinc étant continue sur [0; 1], son maximum est sinc(0) = 1 et son minimum

sinc(1) = sin(1) > 0. Donc [[sinc||y 1o, 7 = 1.

e Bilan : [|sinc|| [0 +oo[ = 1, et par parité [[sincl[, = 1.
Soit T € ]0; +o0l.
1
—zmt - zta:n —imt
V(D) = 37 / Px(t)e™™dt = o ane dt
1 /T it(xn—m) >
= Z nom [ et
EN: 1 eiT(xnfm) _ eiT(:}cnm)] T
n=1 2T Ip —M _T
e Si z,, # m, alors
1 T t(x m)d 1 eit(a:"_m) T 1 eiT(zn—m) fe—iT(xn—m) T
- n t i _
2T ,Te 2T | ©,, — m 2T Ty —m .
1 it(n—m) 1 | ¢ T(@n—m) _ —iT(zn—m) .
P " dt = — _ T _
2T J_ ¢ 2T Ty —m i Slnc( (Tn m))

e Si x, = m, alors

1T 1 /T
5T/ . eit@n=m)qs — o7 / . 1dt = 1 = sinc(0) = sin (T(z, — m))

e Finalement, on a bien

n=1
e Observons que, si x, # m,
1
sine (T (2, — < t 0,
jsine(T(an | T |z, —m| T |Tp, —m| To+oo
donc par encadrement sinc(T(z, —m)) — 0.
T—+o00
e Premier cas : si m ¢ X(Q).
Alors : Vn € [[1; N]],  sinc(T(z, —m)) — 0.
T—+o00

Donc V,,(T) ——— 0, or dans ce cas, P(X =m) = 0.

T—+o0
Donc V,,(T) —— P(X = m).

T—+o00
e Second cas : si m € X(12). Notons 7 tel que m = x;.
Vi (T) = Z sinc(T(xn — m))pn +1xp; m pi = P(X =m)

n tq TnF#m
Donc V,,(T) ——— P(X = m).
T—400
Soit T G]O' +ool.
T +oo

Vm 2T / (bX —zmtdt anezt:cn —zmtdt

T +o0

Z pnezt(xn m)

Nous avons : Ht — pne’t(w" m)Hoo = pp, car ‘eia‘ =1 (Va € R).

[=T; T]
400
Or an converge (et sa somme est 1).
n=1
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(zn—m)

Donc la convergence de série de fonctions ¢ — p,e’t est normale donc uniforme sur le segment [ —T; TJ.

On peut donc permuter intégration et sommation :

+oo
V. (T) = i B it(zn—m)q
m( ) = Z Pn 5T € t

n=1 =T

+o0
= ansinc (T(zn — m))
n=1
D’ou
+oo 1
Vi (T) = Z;)gn <T>
n—=
b) e Si z, = m, alors Vh € |0; +00[, gn(h) = sinc(0)p, = p, donc g, admet une limite finie en 0, & savoir py,.
e Si z, # m, alors comme sinc(x) —— 0 car |sinc(z)| < 1/ |z|, gn(h) — 0.
r—+o00 h—0
e Par conséquent, g, admet une limite finie en 0 donc se prolonge en fonction continue sur [0; +ool.

c) Comme |[sinc||, =1, Vn € N, ||gn]l,, < pn (il y & méme égalité car hlim gn(h) = pp).
—+00

Et comme la série de t.g. p, converge, la série de fonctions g Jn converge normalement donc uniformément,

n>0
donc G est définie, et comme pour tout n € N, g, est continue sur Ry, G est continue par convergence
uniforme.
d) e Ona: VT >0,V,,(T) =G(1/T) et G est continue en 0 donc V,,(T) —— G(0).

T—+o00
+oo
e G(0) = Z 9n(0), et 'étude menée en b) montre que g,(0) = p,, si z, = m et 0 sinon.
n=0

Donc s'il existe un entier n tel que z, = m, alors G(0) = p, = P(X = m), et sinon G(0) =0 =P(X =m).
Finalement, on a bien V,,(T) P P(X =m).
—+o00

4. Supposons que X, Y : Q — R sont deux variables aléatoires telles que ¢x = ¢y.
Soit m € R. -
2 1 .
VX (T) ¥ 77 / dx (t)e™ ™M dt —— P(X = m) et
-T

T—+o00

T—+o0
Comme ¢x = ¢y, on a aussi : VT >0, VX(T)=VY(T).
Donc par unicité de la limite, P(X = m) = P(Y = m).
Ceci étant valable pour tout m de R, X et Y suivent la méme loi.

o 1 [T ;
V() / ov(t)e ™Mt s P(X = m),

Exercice 40

Indépendance et stabilités

Dans cet exercice, on utilise l’exercice précédent ainsi que le premier exercice de cette partie.
1. Montrer que, si X,Y : 2 — R sont deux variables aléatoires indépendantes, alors ¢xivy = ¢xoy.

2. a) En déduire que si X,Y : 2 — R sont deux variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de paramétre
respectif A et u, alors X 4+ Y suit une loi de Poisson de paramétre A + pu.
b) Montrer de méme si X, Y : 2 — R sont deux variables aléatoires indépendantes de loi binomiale de paramétre
respectif (m,p) et (n,p), alors X + Y suit une loi de binomiale de paramétre (m + n, p).

Solution (Ex.40 — Indépendance et stabilités)

1. Puisque X et Y sont indépendantes, pour tout ¢ € R X et Y sont indépendantes, donc E(eXe®Y) =
E(eitX)E(eitY).
Par conséquent E(e?X+Y)) = E(e#)E(e*Y). Ainsi ¢x 1y = dxody.

2.a)Ona:

Px4y = dxdy 1 t — exp (A(e — 1)) exp (u(e — 1)) = exp ((A + p)(e — 1))
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Or ¢t +— exp ((A+p) (e —1)) est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi de Poisson P(A+ ).
Par la conclusion de l’exercice précédent, X +Y suit la loi P(A + ).

b) Montrer de méme si X, Y : 2 — R sont deux variables aléatoires indépendantes de loi binomiale de paramétres
respectifs (m, p) et (n,p), alors X +Y suit une loi de Poisson de paramétre (m + n, p).
On a, avec ¢ =1 — p,

dxiy = dxody : L (g +pe)™ (g + pe)" = (g + pe')" "

Ortw— (q + peit est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi binomiale de paramétre
(m 4+ n,p). Par la conclusion de 'exercice précédent, X + Y suit la loi binomiale de paramétre (m + n, p).

)m—l—n
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CHAPITRE 13. FONCTION CARACTERISTIQUE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE REELLE
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Chapitre 14

Triangle de PASCAL, bin6me de NEWTON &
formule de LEIBNIZ

Ces deux démonstrations sont semblables, et repose sur la formule de PASCAL et un raisonnement par récurrence
naturel puisque

(¢ +9)" " = @ty ety et (f9)") = ((f9)™)"

Exercice 41

Formule de PASCAL, bindme de NEWTON & formule de LEIBNIZ

Justifier les propriétés suivantes.

+1
® Y(n,p) € N?, n) <n>:(n > PASCAL).
mper. (M4 (1) =(07]) (easean
@ V(z,y) € K?,

n
n
@+y) =) <k> z*y"~%  (NEWTON).
k=0
Cette formule est encore valable pour deur matrices X et Y qui commutent.

@ Soit f,g: I — K deux fonctions n fois dérivables. Alors

() =3 ()£ (Lereis)

k=0

(50) =)
n—p p)
Solution (Ex.41 — Formule de PASCAL, binéme de NEWTON & formule de LEIBNIZ)

® Une démonstration instructive...
Soit E = [[1; n + 1]]. Parmi les parties & p + 1 éléments de E, il y en a :

@ Relicat : symétrie du triangle de PASCAL.
Y(n,p) € N2 tel que p < n,

n
. qui contiennent le nombre n + 1, car il faut et il suffit de choisir les p nombres de [[1; n]] pour créer une
telle partie ;

. < j_ 1 qui ne contiennent pas le nombre n + 1, car il faut et il suffit de choisir les p 4+ 1 nombres de [[1; n]]
p

pour créer une telle partie.

o (371) = ()« 1)

.. et si les calculs vous rassurent...
n n n! n!

p) T o+1) T o= T oI D D)
(p+Dn!+ (n —p)n!
(p+1l(n —p)!
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CHAPITRE 14. TRIANGLE DE PASCAL, BINOME DE NEWTON & FORMULE DE LEIBNIZ

(n+ 1)n! _ <n + 1>
P+ ((n+1)—(p+1))! p+1)

@[11=1

Petit regroupement de sommes :

ot =Y (3)atyt

k=0

:i<>k+1nk+z<>knk+l

Jr
j=k+1 ]n+1] <>kn+1k

x +

2 (0 )y
:$n+1+z<kil> kg 1= k+z(> hynl—k | ol
— on+tl - n n k,n+1-k n+1

e () ()]

n
PASCAL /41 3 (”Z 1>xkyn+1—k 4yt
k=1

_7§<n+1> ik
@ A vous de jouer...
@ Une démonstration instructive...
Il y a autant de parties a p éléments dans un ensemble & n éléments que de parties & n — p éléments : a chaque
partie & p éléments correspond exactement une partie & n — p éléments, & savoir son complémentaire.
Plus rigoureusement, I’application

0:E, = E, p,A—E\A

de 'ensemble des parties & p éléments dans I’ensemble des parties & n—p éléments est une bijection, donc Card(E,) =
Card(E,—p).

.. et si les calculs vous rassurent...

n n n! n
n—p) (m—pln—m—p)  plln—p) <p>

76



Chapitre 15

Autour des formules de TAYLOR

[MP-M2 — 2018 — PSI - Partie 1]

Exercice 42

Formule de TAYLOR-LAPLACE et cas des polyndmes

1. Formule de Taylor avec reste intégral ou Taylor-LAPLACE
Soit V C R un voisinage de 0 i.e. un ouvert contenant 0. Soit f: V — R de classe C"1.
Montrer que

veeV, @ =50+ Ty SO [Tl
0

1! n! e a

n!
Par translation, on en déduit pour toute fonction f de classe C"*! sur un voisinage V de a € R

Ve eV, f(z)=fla)+ 1Y )

T o @)

— a) 4+ -4+
+/ %f(n'i_l)(t)dt.
a n!
2. Cas des polynomes
Soit P un polynéme de degré n. Justifier que

/ P(”)(a) .
P(X):P(G)+P(a)(X—a)+...+ o (X—a)
.. ce qui constitue un excellent moyen de translater un polynome :
P
P(X+a)=P(a)+P'(a)X+ -+ #X".
n!

Solution (Ex.42 — Formule de TAYLOR-LAPLACE et cas des polynomes)

1. 1l s’agit d’une simple intégration par parties, en raisonnant par récurrence.
/0 fi@)dt = [f(t)]g = f(z) — £(0) d'ou f(z) = £(0) +/O f't)dt.

T —
Intéressons-nous a l'intégrale I,, = / Mf("ﬂ)(t)dt.
0 n:

Avec u : t —m et v = frth) ¢l
wp [ (@)™ iy ] [
b= [_ CESRA (“L_/O ECES AL
FD(0)

In = ZL’n+l + I7L+1-~- qud

(n+1)!

2. Le reste intégral est nul car P("+1) = (...
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CHAPITRE 15. AUTOUR DES FORMULES DE TAYLOR

Exercice 43

Approximations numériques des dérivées

Justifier les propriétés suivantes.

1. On suppose que f est une fonction de classe C? sur un segment [a; b].
Soit t € [a; bl et h € R tel que t 4+ h € [a; b]. Alors
fit+h)—f(t
TR0y
2. On suppose que f est une fonction de classe C? sur un segment [a; b].
Soit t € [a; bl et h >0 tel que [t —h; t+ h] C [a; b].
feem) —fe=h) il MOl o
2h 3

(L

‘ Commentaire — ‘

t+h) — f(t
1(t) ~ f(+}1f() est une approximation avec une erreur en O(h), tandis que

iy JE+h)— f(t—h)
Ce qui permet, notamment en informatique, d’estimer f' lorsqu’on connait f en certains points uniquement.

est une approximation bien meilleure car avec une erreur en O(h?).

Si je souhaite estimer la dérivée d’une fonction connaissant sa valeur en des points x; = a + ih, i € [[0; N]], je

peux procéder ainsi
) () o LELZIE) oy o

(i) f/(w) ~ L <%+l>2—hf<xi-1>

f(iv1) — f(@)
h

, méthode d’ordre 2.

, méthode d’ordre 1,

Solution (Ex.43 — Approzimations numériques des dérivées)

1. f” est continue sur le segment [a; b] donc bornée donc Hf(2)HOO existe.

Pour tout x de [a; b] tel que x +h € [a; b, on a :
z+h _ 1
fa+n) = @ +nr@+ [ S 0w
SR = f@) | 1] [
dou [FEEBIE _ pay| < [ - )@ 0|
z+h z+h
[ e arewa < [ - arm|a
<@l [ -

z+h
Et/ ’ (75—;U)d1€:h—2 donc flath) = f(@) —f’(:p)‘ng@)H m

N

Or :

27 h
2. f©) est continue sur le segment [a; b] donc bornée.
La formule de Taylor a I'ordre 2 donne :

et h) = f@ 4 hr+ e+ [T S o

2!
2 z—h _ 2
fa=1) = f@) - ') + e+ [ S O
La différence des deux expressions précéécentes donne :
fleat+h)—flz—h) 1 ”h(t—l’) 3)
et IEZD - p| < | [ S 0]

Il n’y plus qu’a majorer I'intégrale :

/m“:h(t 7 @) (gt ‘ /::h (t —2)?

2!

e <t>' at
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<

Hf(3)Hoo |:(t—l‘ :|4U+h Hf Hooh3
2 3

z—h 3

Exercice 44

Théoréme et inégalité de TAYLOR-LAGRANGE

1. Soit n € N. Soit f:[a; b] — R de classe C" sur [a; b] et n + 1 fois dérivable sur |a; b[.
On souhaite prouver le théoréme de Taylor-Lagrange :
, = b—a) (b —a)*!
<<E|C€]6L,b[, f(b)_kzok"f (CL)‘FW
a) Justifier que ce théoréme est vérifié pour n = 0.
b) Soit A le réel tel que

FO (). »

(b= )™ " (b—a)t
WA:f(b)_k:o X f( )(a).
Soit ¢ : [a; b] — R définie par
i (b t)n+1A—|—i f(k: )
(n+1)! prd

Justifier que ¢’ s’annule au moins une fois sur |a; b.
c) Conclure.
2. Soit n € N. Soit f: [a; b] — R de classe C"™! sur [a; b].
Justifier 'inégalité de Taylor-Lagrange :

n —a k _
« f(b)—Z(b k!) f““)(a)' < “Hﬂ”*l [
k=0

3. Les résultats précédents demeurent-ils vrais avec b < a, en remplacant [a; b] et |a; b[ par [b; a] et |b; af
respectivement ?

4. Etablir I'inégalité de Taylor-Lagrange en partant de la formule de Taylor avec reste intégral (qui est au pro-
gramme).

Solution (Ex.44 — Théoréme et inégalité de TAYLOR-LAGRANGE)

1. a) Pour n = 0, il s’agit du théoréme des accroissements finis :
b) —
«3Jce]a; b, f(b)=f(a)+(b—a)f'(c)ie f(c)= f(l))f(a). »
—a
b) e ¢(a) = f(b),
0 o(b) = F(b) (car 00 = 1 et FO = f),
e la régularité de f entraine que ¢ est continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b[.
Donc d’aprés le théoréme de Rolle, ¢’ s’annule au moins une fois sur |a; b.

c)Vite]a; b,
— )" n _ 1k
SDl(t) _ (b n‘t) A— Z (lzk: t)l) + Z k+1 (t)
k=1
:-ﬁbﬁpnA+‘b‘”"ﬂonw
(b—t)"

:_T(A fn+1 (t))
Soit ¢ € |a; b[ tel que ¢'(¢) =0 (qui existe d’aprés b)).
Alors b—c # 0 et f"(c) = A,
(b —a)"*! — (b—a)* )
D M (A () = _ WO —=a)" (k)
one (n+ 1) f (c) = f(b) kgo x f¥(a) et on a prouvé que

(b—

n ak _anl
seclas o, 1) =3 P 0@ ¢ OO0
k=0 '

(n+1)!

f(n—i-l)(c)
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CHAPITRE 15. AUTOUR DES FORMULES DE TAYLOR

Notons que la continuité de f*+1) sur le segment [a; b] assure l'existence de Hf(”‘H) H las b

Par le théoréme de Taylor-Lagrange,

- (b— a)k (k) (b—a)"* (n+1)
Jeela; b, b) = RS A
c€la; b, f(b) ;) A ORS (nﬂ)f (o).
Donc
n k n+1
F®(q)| = ‘Wf(”+1)(c) ,
— (n+1)!
Et comme b —a > 0 et ‘ f (”“ | < H ftD) H on obtient I'inégalité souhaitée.

a; b
Les résultats précédents demeurent-ils vrais avec b < a, en remplagant [a; b] et Ja; b] par [b; a] et |b; af
respectivement 7 e La preuve du théoréme de Taylor-Lagrange n’utilise pas I’hypothése a < b, donc il demeure
vral pour b < a, avec les modifications des intervalles indiquées.

e Dans 'inégalité de Taylor-Lagrange, si b < a alors |[b — a] = a—b. On peut en toute généralité donner I'inégalité
suivante :

«Si f:1— Restde classe C"! sur I, alors
n

—a)k
o) -3 O 00| <

k! =
k=0

|b—

b 12 —_
V(a,b) € I%, (n—l—l

Hf”“)H

Soit f de classe C"™! sur [a; b] ou [b; a]. La formule de Taylor avec reste intégral donne

~ (b—a) PO
f(b) — Z %l f(k)(a) = Tf( H)(t)dt
k=0 @
Et par I'inégalité triangulaire, en prenant garde & I'ordre des bornes,

b An f(n+1) . b
esia<bh: / uf("“)(t)dt < ! UO‘”[“’ d / (b— ) dt
a n! n! a
b (1 _ #\n f(nJrl) ) a
esia>bh: / G=O" pwi) (| < ! HO"’[“”’}/ (t — by"dt
a n' TL' b
Dans les deux cas, on obtient
) En: (b— a)kf(k:)( | < Hf(nJrl)H (a: 1 . b — a’n—H Caid
prt k! “ n! n+1 '

Exercice 45

Inégalités de KOLMOGOROV

On pourra utiliser librement ’inégalité de Taylor-Lagrange établie dans I'exercice précédent.

. Acte I -

Soit f: R — R de classe C2. On suppose f et f” bornées sur R et on note, pour toute fonction g bornée sur R,
|19/l la borne supérieure de |g| sur R.

a) Soit z € R et h > 0. Justifier que

|[f(@+h) = flo—h) = 2hf' ()| <P |||l

b) En déduire que f’ est bornée et vérifie

P o LA
/ g ©S) 0
11l < 2+ B8

c) Montrer finalement que

1 Nloe < V211f 1l 171l

. Acte I -

Soit n > 2 et f: R — R de classe C". On suppose f et f bornée sur R.

a) Soit V la matrice de M,,_;(R) définie par
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1 1 1

déf. 2 22 e 2n—1

n—-1 (n—-12 ... (n—1)""!
Justifier que V est inversible.
b) On munit M, _1(R) et M,,_11(R) des normes ||.||,, définies par
VM = (mi) € Mn1(R),  |IMl|og = max|mi;| et
VX = (21) € My_11(R), |IX[|o = in?x I
Montrer que, pour (M,N) € M,,_1(R)? et X € My,_11(R),
|IMN[[ o < (n = 1) [IM]| IIN||o, et [[MX]|, < (n—1) |[M][ [[X]|-

f(x)

c) Soit z € R.

On note X(z) la colonne de M,,_11(R) de coordonnées les réels pour 1<k <n—1.

k!
En appliquant 'inégalité de Taylor-Lagrange sur [z; x + i] pour i € [[1; n — 1]], montrer que
IVX(2)[|, <K
) n || )
ou k% 21|, + I e
n!
d) En déduire finalement que les dérivées f', f @ .., f=1 sont bornées sur R.

e) Démontrer I'inégalité de Kolmogorov

k
n

vke([0; all, ||£9)| < VR s |||

Solution (Ex.45 — Inégalités de KOLMOGOROV)
1. Acte I -

Soit f : R — R de classe C2. On suppose f et f” bornées sur R et on note, pour toute fonction g bornée sur R,
ll9]|,, la borne supérieure de |g| sur R.
a) Par l'inégalité de Taylor-Lagrange

1) — 1) — b)) < 2L

2 "
£la = h) = @) + b)) < I
ce qui permet d’écrire par I'inégalité triangulaire
|f(x+h) = f(z—h) = 2hf'(z)]
=|[f(@+h) = f(x) = hf'(x) = (f(x — h) = f(2) + hf'(2))]

h2 " h2 "
< HJ; oo HJ; Hoomcqfd.

b) On peut alors écrire
20f'(x)] = [(2hf'(x) = f(z +h) + f(z = ) + f(z + h) = f(z = h)]
<P |f"lo + | f (@ + )+ | f (2 = 1)
<P "o + 211 fll
D’ou

o< M e 1

Cette majoration est valable pour tout z € R, donc f est bornée et
Bl o, 111l

1 N0 < ;
h 1!
c) Soit g:]0; +oo[ = R, h+— ||f2 |loo + |f}|LOO'
i
2
g est dérivable avec ¢’ : h — HfQHOO — H];L|2’OO’ strictement croissante et s’annulant en hy = ||j|,;7j|||’°°
o
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CHAPITRE 15. AUTOUR DES FORMULES DE TAYLOR

9(ho) = /21 f|ls |1f"]]o> donc en prenant h = hg dans 'inégalité précédente, on a finalement
1 Moo < V211 oo 1o
2. Soit n>2et f: R — R de classe C". On suppose f et £ bornée sur R.
a) V est une matrice de Vandermonde associée aux nombres deux a deux distincts 1, 2, ..., n — 1, donc de
déterminant non nul.
Donc V est inversible.

b) e V(i,j) € [[1; n—1]]%,

n—1
> mignk,
k=1

eViec[[l; n—1]],

n—1
E My Tk

k=1

o),

n—1
<Y mipnn | < (n—1) M| [Nl
k=1

‘(MX)Z‘ =

n—1
<D Imigar] < (0= 1) Ml [1Xl
k=1
c) Soit z € R.
Soit i € [[1; n—1]].
Par l'inégalité de Taylor-Lagrange
Fla+i) = f(z) =if (@) =~
et par I'inégalité triangulaire

in—1 L
mf(n_ ()

Z'n—l

(n—1)!

f(nl)(x)‘ < % Hf(n)Hoo’

iff (@) e+ < 2|rf\|oo+%\|f(">Hoo, done
in—l
(n—1)!

f™=1(z) est la i—&me coordonnées de WX (), donc

IVX (@)l <K

if'(x)+ -+ ()

<2l + o7 (1701

. n || £(n)
ont K || + oo H";, oo
d) On a pour tout z € R :
X (@)oo = [[VTVX(@)]]

<=1 [V IIVX(@)ll < (n = 1) [V K

D’ou
(k)
vz e RVEE[1: n—1], fk,(”“’) < (n— 1|V K.
ce qui prouve que les dérivées f/, f@, ..., f=1 sont bornées sur R.

e) Montrons par récurrence forte que n € N* les inégalités de Kolmogorov

_k Ek
(Zo) « Whell0sall, |[F®]| < VREER g || ]
oo o
e Pour n = 1, les inégalités sont triviales, et sont en fait des égalités pour k =0et k =1 :|[f||, = ||f]], et

1 Moo = 11 Moo

e Méme si le raisonnement par récurrence n’oblige pas a envisager séparément le cas n = 2, je remarque que
les cas k = 0 et kK = 2 sont des égalités triviales et le cas k = 1 a été établi dans la premiére question.

e Soit n € N*. Supposons les inégalités de Kolmogorov (Z;) établies pour tout j € [[1; n]].

Soit f de classe C"*1 avec f et f("D bornées sur R.

Pour k£ =0 ou k = n + 1, les inégalités de Kolmogorov sont vraies, et sont toujours des égalités.

Soit j € [[1; n]].
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En appliquant (Z,) avec k=14 fU=1 ona :
) i1 4
A9 <2|[F9 V]| £V
Par hypothése de récurrence pour jet k=j7—1,on a:
) . 1 1=t
1799 < VIR 172 7
Utilisons les hypotheéses de récurrence pour faire apparaitre || || et || f (nt1) | ‘OO dans le majorant.
Par hypothése de récurrence pour n+1—j et k=1, sur f_(j), ona:

5 Hf(n+1)Hn+Lj
o0

) 1750 < VB 012
u coup : . v
179 <w/72n+1Hf|ﬁHf(j)H]J;'l*‘niﬁj [ £+ |75
. 1 . oo \+1 e8] [e’¢)
J— n—J _ 45 n )
Or 7 +n+1—j7 ji(n—kl—j)’donc'
5O [Z55 < VI )3 || 700
Et en élevant a la puissance ‘W, on aboutit a

Hf(j)Hoo < V2i(n+1-3) Hfl\l_"%l Hf(nﬂ)Hé
... Cqfd.
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Chapitre 16

Développements de sommes et de restes

Exercice 46

Constante v d’EULER

On pose pour tout n de N* :

Uy = ——Inn et vy, =uUpy1 — Up.

1. Quelle est la nature de la série Z Up !
n>1

=lnn+y+ o (1).

n—-+o0o

el

n
2. En déduire l'existence v € R telle que Z
k=1

3. Un encadrement de ~

) 1 1
a) Etablir, pour tout n € N*, T <ln(n+1)—In(n) < e
b) En déduire la variation de (uy,).
c) En déduire aussi, pour tout n € N*, u,, > 1 —In(2).

d) Montrer finalement que : 1 —1In(2) <y < 1.

Solution (Ex.46 — Constante v d’EULER)

1 1
1. v, —In(n+1)+In(n) = ———1In <1+>
n

:n—i—l n+1
1 1 1 -1 1 1
U"_n+1_n+0<n2>_n(n+1)+o<n?>_0<n2>

Comme g ) converge, par domination g vp, converge.
n>1 n>1

2. Comme E (Up41 — up) converge, la suite (uy) converge.
n>1

o =1
En notant v sa limite, nll)r_{loo (Z o In(n) — ’y) =0=o0(1), donc :

Z%:lnnJrqu o (1).

n——+o0o

3. a) eMéthode accroissements finis —
Soit n € N*. In: [n; n+ 1] — R est continue, et dérivable sur |n; n + 1[. Par le théoréme des accroissements

1
finis, il existe ¢ € |n; n+ 1] tel que In(n + 1) —In(n) = f'(c) = -.
c
1 1
Orcé€]n; n+1[, donc < -< —,dou
n+ c n
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1
i <Iln(n+1) —1In(n) < e
e Méthode croissance de l’intégrale —

1 1 1 1 1
SoitneN*.Ona: Vie | ——; —|, < - < —
n+1 n| n+1 t

n.

1
Par croissance de I'intégrale, 1< [n+ 1] In(t) < —, i.e.
n n

1
1 <ln(n+1)—ln(n)<5.

= [Vinégalité des accroissements finis ne donne malheureusement pas l'inégalité stricte.

b) Comme : Vn € N* upi1 — uy, = —In(n+ 1) +In(n) < 0, u est strictement décroissante.

n+1
c) Pour tout n > 2,
n 1 n
Un =) In(n) > 1+ Z (In(k + 1) —In(k)) —In(n) = 1+ In(n + 1) — In(2) — In(n) > 1 — In(2).
k=1 k=2
Comme u; = 1, I'inégalité est encore vraie pour n = 1.
d) Par prolongement des inégalités larges, v = lim w, > 1 —In(2).

n—-+4oo
De méme, Vn = 2, u, < us < u; =1, donc v < ug < 1.

Exercice 47

Développements en séries de In(2), In(3) voire In(p)

n

1

On continue de noter, pour tout n € N*, u,, = Z . In(n).
k=1
(_1 n+1
1. a) Justifier la convergence de la série de terme général
2n (_1 k+1
b) Montrer que, pour tout n € N*, Z T T U T Un + In(2).
k=1
+o0
-1 n+1
c) En déduire la valeur de Z =
n=1 n
2. Proposer une démonstration de l’identité
+o0o
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2
mB3)=14+- -4 -4 - _ -4 -_Z24.. .= i
B =lts -3t tsstr s o ;1(3k—2+3k—1 3k>
3. Et, pour p entier supérieur ou égal a 2, de
1 p—1 1 1 p—1

1
1 — 1=t — £ -
n(p) +2—|— +p—1 ’ +p+1+ +2p—1 o

Solution (Ex.47 — Développements en séries de In(2), In(3) voire In(p))

1
1. a) La suite (—) est décroissante de limite nulle, donc d’aprés le théoréme de Leibniz, la série alternée de t.g.

n=1
(_1)n+1
———— converge.
n
2n n n 2n n n 2n n
(—1)k+1 1 1 1 1 1 1 1
I i I Sl OIFTD JEC) B D SLED LR
=k 21 p=1 2p P 3 2p p=1 2 =P =17
2n (—1)k+1
Z = Uzn +In(2n) — (up + In(n)) = ugy — uy + In(2).
k=1
c) Comme la série alternée converge et la suite u converge vers v, I'égalité précédente entraine
+oo (_1)n+1
ZT =5 —v+1n(2) = In(2)
n=1
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2 n 1 + 1 2 1 -1 + In(3n) In(n) +1n(3), et
. - = — — — = n n(on) —u, —In(n) = n — Un n , €
kzzl 3%k—2 3%—1 3k kzzlk 2, s b Usn =4

+oo 1 ) )
;(3k—2+3k—1_3;€) =7 —7+n(3) =1In(3)

3. Remplagons les « 3 » des dénominateurs ci-dessus par « p » et les « 2 » des numérateurs par des « p — 1 ».

Exercice 48

Intégrales de WALLIS & formule de STIRLING

On souhaite établir I’équivalent de Stirling

n!
1. Onpose:VneN* v,=In|——5].
(ﬁ(n/e) )

En étudiant la série de terme général v,41 — vy, montrer qu’il existe une constante K telle que

s ()

n—-+o0o

2. On définit, pour tout n de N, l'intégrale de Wallis W, par
, w/2
W, déf'/ cos” (t)dt
0

a) Justifier que la suite (W,,) est décroissante.

b) Montrer que, pour tout n € N,
n+1

W p—
n+2 n+2 n (@)
c) En déduire que, pour tout n € N,
T
W, W, = ———
P T o+ 1)
d) En déduire que
\ Wt oo M
e) A laide de (©), montrer que, pour tout n € N,
 (2n)lr _22n(nl)?
Won = Ptz Wanv1 = (2n +1)!

f) Déterminer finalement la valeur de la constante K.

Solution (Ex.48 — Intégrales de WALLIS & formule de STIRLING)
1 1
1. Vne N*, vpp1 —vp,=1— (n+§)ln(1—|——).
n

1 1 1 1
Orln({l4+—-—)=—-—+4+0|— |, donc
n n  2n? n3

1 1 1 1

Comme E 2 converge, par domination g Un4+1 — Up, converge, donc la suite (v,) converge.
n>1 n>1

Soit ¢ sa limite. Alors e’» —— ¢f. En posant K = ¢,

n—+o0o
n\n"
n!  ~ K\/ﬁ<7>
(&

n—-+00

2. a) Pour n € N. Vt € [0; 7/2], cos™T1(¢) < cos™(t) induit Wy, 41 < W,

b) En intégrant par parties W, 1o avec u : t ~ sin(t) et v : t + cos™T1(t), on prouve W, 40 = (n+1)(W,, —W,,12)

1
n+W

d W =
onc Wn42 n+2

n-
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T
¢) On démontre soit en montrant que la suite ((n + 1)Wn+1Wn) est constante, égale & Wi Wgy = 5 soit par
T

2(n+1)
d) Par décroissance : (0 <) Wy, 12 < W, 11 < W, donc

récurrence, que W,4+1W,, =

n + 1 Wn+1
< <1, et d t W ~ W,
ntl < Wn X 1, et par encadremen n+1 oo n

e) Par récurrence, ou en itérant (1) pour faire apparaitre des produits d’entiers pairs et des produits d’entiers
impairs, on montre que

_ (2n)ln
T 22nFl ()2
Remarque : l'une peut se déduire de l’autre par c).

f) Dec)etd), W2 ~ T avec W, > 0 donec W,, ~ 1/%.

n—+oo 2N n—-+oo

22n(n!)2

Wan (2n +1)!

et Wo,1 =

T [T
g) De e), Wy, ete T et par f), W, IECOURY e donc K = /2.

Exercice 49

Un développement asymptotique du reste des séries de Riemann

Soit o un réel de | 1; 4oo[. On définit g sur [1; 400 par
Vo > 1, g(z) = —.

On pose, pour tout n de N*,

n +oo 400
deéf. 1 déf. 1 def. 1
Sn(a) g Z kiav S(Oé) é Z k.ia et Rn(a) é Z kioz'
k=1 k=1 k=n

Contrairement a l'usage courant, la somme R, () commence a n et nonn+ 1.

1. a) Montrer que, pour tout entier k > 2,

k+1 k
/ g(r)dz < g(k) < / g(x)dz.
k k—1

b) En déduire, pour n > 1, I'encadrement

1 1 1 1
— < < - .
a—1<1 (n—i—l)al)\sn(a)\a—l(l na1)+1

c) En déduire un encadrement de S(«).

2. a) Montrer pour n > 1, 'encadrement

a—1 n@ ne
1
3. Soit f la fonction définie sur [0; 4+oo[ par: V=1, f(z)= Aot
1
a) Par la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que, pour tout k > 1, flk+1)=f(k)+ o % X
1 ala+1)
W_‘_Ilw avecOéIkém.
1
b) En isolant T dans ’expression précédente, montrer finalement que

1 1 1 1
Rafa) = a—1 et o T (no‘>

Solution (Ex.49 — Un développement asymptotique du reste des séries de Riemann)

1. a) Soit k > 2. Par décroissance de g sur [k —1; k] et sur [k; k+ 1],
k
eVrel[k—1; k], g(z)>g(k)entraine g(k) < / g(z)dt.
k—1
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k+1
eVxelk; k+1], g(r)< g(k) entraine / g(z)dx < g(k).
k

b) Par la relation de Chasles appliquée aux encadrements précédents pour k allant de 1 & n sur la premiére
inégalité, et pour k allant de 2 & n sur la seconde, on a :

n+1 n
/ g(t)dt < S(a) < / g(t)dt + g(1).
1 1

En calculant les deux intégrales de cet encadrement, on obtient, pour n > 1, ’encadrement
1

1 L <S()<L 1 L +1
a—1 (n+1)a-1) = mYS G no—l '

c) En passant a la limite lorsque n tend vers +oo,

1 1
<S(a)<71—|—1

2. a) En sommant a I’aide de la relation de Chasles, pour n > 1,

+o0 400
/ g(t)dt < Ry (o) </ g(t)dt.

-1
Et en calculant ces deux intégrales, on obtient ’encadrement

1 1
<R < X
n(@) a—1" (n—1)a"1

1 1 1 1 1
b) Oan(a)_ a—1 X no—1 S a—1 ((n—l)o‘_l _na—l>'

1 < 1 1 >
_ _ 1)a—1  a—1 _ a—1
Or a—1\(n—1) n = L (1 - <nl) ) — 0, donc

1 a—1 n n——+o00
1

a—1

X 1
a—1 ne—

1 1 1
Rnfa) = a—1 " pol +n%OJroo (no‘_l)
3. a) Soit k € N*. f étant de classe C3 sur [k; k + 1], la formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire :
" k+1 t—k 2
flk+1) = f(k) F PR 1 k) + L 2( L1 -y +/ (2)f(3)(t)dt.
k

—Q

Or fi(k) = —, f"(k) = 7,
Rl — k:l;? ) +’f1+1 (t—k)?ala+1)

/ FO(t)dt = / 5 dt,
k k

2 tat+2
t—k)? 1 1
et Vt € [k; k+1], 0< ( 5 ) a(;j; ) < Q(Zatz ), ce qui donne par croissance de I'intégrale,
1 « 1 ala+1)
f(k+1):f(k)+k7a—* ka+1 +Ik, aVeCO \W

b) Soit n € N* et N >

Zka=2< k+1)—f(k)+2‘><k;+1—1k>

k=n

N
= N 1) = f) 4 5 ey~ Do ).

Que peut-on dire de chaque terme lorsque N tend vers +o0?

e lim f(N+1)=0, sans souci.
N—+o00
1 1
. NEI—EOO —f(n)=—f(n) = 1 % pa-io O problem.
N

. 1 « 1 1

ala+1)
2 % ka+2’

. . . . 1
eDe 0 < on tire, par comparaison avec la série de Riemann convergente g ) la, conver-
E>1
gence de E I, et on a, en sommant pour k£ > n ’encadrement,

E>1
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+o00
ala+1) a 1
=n
la derniére majoration résultant de 4.a).
R « n®
<n“ < —
Alors 0 < n Z I < 5 X CE e 0 montre que par encadrement,

k=n
+00 1
Z Ik =0 nia .
k=n
Conclusion : en passant a la limite lorsque N tend vers +oo, il vient

1 1 1 1
Rnle) = a—1 a1 T Tl <na>

Exercice 50

Equivalence des termes générauz, application d C(2) ety

Question préliminaire
Soit (an)nzng €t (bn)n>n, deux suites réelles ne s’annulant pas.
On rappelle qu’alors,

Montrer ’équivalence

anp ~ by,<=Ve>0,INg>ng,¥n >Ny, |ay—by| <elbyl.

n—-+o0o
. Soit E an et E b, deux séries convergentes a termes strictement positifs.

n>ng n>ng

+oo +oo
On note R, det. Z ar et R}, det. Z by, leur reste respectif.
k=n+1 k=n+1
On suppose que

Montrer que

R, ~ R.
n—-+o00
. Application a ((2).
+oo 1
On note, pour tout n > 1, R, = Z 72
k=n-+1
= 1 1

a) Montrer que : Vn € N Z FoDk =

k=n+1
b) En déduire un équivalent de R,,.

1
c) Déterminer le reste d’ordre n de la série ; =Dk 4 1)
. 1 1

d) En déduire que le reste d’ordre n de la série Z [ est équivalent a

k>2
e) En déduire que

1 1 1
annw“’(m)

f) En s’inspirant de ce qui précéde, déterminer une constante « telle que
1 1 « 1
Rn=——5+—=+0|—=

" n 2n2  nd <n3 )
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4. Application a la constante v d’Euler

1
Soit wy =1 et pour tout n > 2, w, =~ — (In(n)
n

—In(n —1)).

a) Déterminer un équivalent simple de wy,, lorsque n tend vers +o0.

b) En déduire que la suite (

n

k=1

Z % —1In(n)

) converge.
n=1

On note « sa limite, appelée constante v d’EULER.
c) Montrer que, lorsque n tend vers +oo

Zk

1 1
n)+vy+-—+o
2n n

Solution (Ex.50 — Equivalence des termes générauz, application a C(2) et )

1. eSia, ~
n—-+00

by, alors n 4,

n—-+00

Soit € > 0. Par définition de la limite
INg = ng, Vn = Np,

e Si Ve > 0,3Ng
alors Ve > 0,dNp >

Qp,
ng, vn = N,

> ng, Vn = No, |a, —

bn

an
donc = —— 1, de. a, ~ by,
n N—+oo

n—-+00

-1

2. Utilisons la caractérisation précédente.
Soit € > 0. Soit Ny

> ng tel que Vn >

+o00

€,

N07|an -

bn| < € bnl,
<

‘an — 1‘ < g, de |ay — byl < byl
br,
bn| < eby,.

Alors : Vn 2 No, R — R}l = > ax — b < eR;,
k=n-+1
Ce qui entraine, toujours par la caractérisation que R,, ~ R/.

3. Application a C( ).

a)z

k= n+1

b) En notant

N

R, =

N

- (i

k=n-+1

N

k=n+1
c) En décomposant en éléments simples :

N

1
Zm:*’

n—-+o0o

1y 1 1 1
k) n N Notoo n
1 1 . 1
comme Gy N i R Sy B e R
(k—1)

1 1/2 1 1/2
> gy 2 (i)
k=n+1 k=n+1
N N
1 1 1 1 1 1
> (912 (m1-8)
k=n+1 k=n+1
_Lr_ony /oot 1 11
~2\n N/ 2\N+1 n+1) Noto 20 2(n+1)
1 1 1 1
2n 2(n+1)  2n(n+1) notoo 2n?
1 1 1 1
d) m = = m k—)r:-oo CESVECES) donc par la question précédente le reste d’ordre n de la
série Z # — — est équivalent & i
k—Dk &2 oz
k>2
o0
1 1 1 -1 , o
e) R, — o Z (kz — (k‘l)kﬁ> o 3 due lon peut écrire

n —

1

1 n 1
—— +ol| = ).
2n2 n?
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f) Jexploite les restes que je sais calculer explicitement :

1 1 X /1 1 1 = -1 -1

n— = 79 = t o~
R ot 1) kznil (k;z =Dk (k= 1)k:(k:+1)> k;ﬂ kDR = DRE+ D) s
-1
K
J'introduis une série de t.g. équivalent dont je sais calculer le reste, par exemple :

1 1 16 1/2  1/2  1/6

u =

K koroo © T (k= Dk(k +1)(k + 2

“+oo +0o0
1 1 1
2L =) Hk_lk)
k=n-+1 k=n+1

1 1 1

6n 3n+l)  6(n+2)

k—1 k k+1 k+2

j
1 1y, 11
3\t k+1 6 \k+1 k+2

(n+1)(n+2)—2n(n+2)+nn+1)
6n(n+1)(n+2)
2
6n(n+1)(n+2)

+o00

. 1
d’ou Z U n_;\;oo %
k=n+1
Ceci permet d’écrire :
1 1 L
R.——+———+ ~ —, d’ou

n ' 2n(n+1) ntoo 303
1 1 1 1
Rn=—-———~—— — .
n  2n(n+1) 3n3 o (n3)
1

Il reste a transformer le terme

2n(n + 1) :
1 1 —1 —1 Ft
—_— - — = —, d’ou
2n(n+1) 2n2  2n%(n+1) nsroo 203’

1 1 1

1
n(n+1) 20 203 o <$), et finalement

4. a) Application a la constante vy d’Euler
1 1 1 1 1 1 1
wn= oI (1-0) :nnznﬁ"(na) Wi o2
b) Par équivalence de t.g. de signe constant et par la série de référence de Riemann de paramétre 2 (alias ((2)),
la série de t.g. wy, converge.

n n

télesc. 1 .

Or S, = wg = — —In(n)... c’est notre suite!
k=1 k=1
+00
c) Notons T, = Z wy, le reste de cette série, et toujours R, le reste de la série de Riemann de paramétre 2.
k=n+1

1 1 1 1 1

Dew, ~ on tireT, ~ —=R, ~ —— doncT,=——+o0(—].
hotoo  2K2 notoo 2 ' n—too  2n " 2n (n)

On peut écrire : S, + T,, = =, donc Sn =y — T}, et donc, lorsque n tend vers 400,

Z () 47+ +o(~).
ko L™ n
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Exercice 51

Convexité et encadrement du reste d’une série de Riemann

Pour tout o € ]0; 4o0[, on note f, la fonction

1
fa i [15 oo = R,z > —.

x
On note aussi, pour tout n > 1,
n 1 +o0 1
Sn(a) = Z v et Ry(a)= Z vt
k=1 k=n+1

1. Soit k € N* et I = [k; k+1].
a) Représenter I'allure de la courbe C, représentative de f, sur Ij.

b) Déterminer I’équation de la tangente & C, en k+ 1 ainsi que I’équation de la corde a C,, passant par (k, fo(k))

et (k+1, fo(k+1)), et les tracer sur le dessin précédent.
c) Montrer que, pour tout x € I,

fclx(k + 1)(1’ - (k + 1)) + foz(k+ 1) < fa(x) < (fa(k + 1) - fa(k))(x - k) + foz(k)

d) En déduire finalement

@ + 1 </k+1dl‘<1+ 1
20k + D)otl T (k+ 1) T fp xe T 2k 2(k+ 1)

2. a) Etablir, pour tout n € N*,

1 < 1
(a — 1)na—1 = 2pa

%Rn(a +1) + Ra(a) <

b) En déduire finalement
1 1 1 1
<

+ Ry (a)

(a—1)ne—1  2p

S (=)ol 2pe T e

3. a) Ce dernier encadrement est-il un résultat plus précis que ceux obtenus dans les deux exercices précédents ?

b) Sachant que S,,(4) —— ((4) = 79T—0, justifier que

n—+o00
4
T 1 1 1
~ il il = T A -3 5
R T I VU Ve
Solution (Ex.51 — Convezité et encadrement du reste d’une série de Riemann)

Pour tout o € ]0; 4o0[, on note f, la fonction

1
fa i [15 oo = R,z > —.

x
On note aussi, pour tout n > 1,
n 1 +oo 1
Sn(a) = Z v et Rp(a)= Z vt
k=1 k=n+1

1. Soit k € N* et I = [k; k+1].

k E+1

L’équation de la tangente correspond au membre de gauche, tandis que 1’équation de la corde correspond au

membre de droite, de I’encadrement
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folk+1)(@ = (k+1)) + falk +1) < fa(z) < (fa(k +1) = fa(k)) (@ = k) + f(k)
e Soit g la fonction obtenue en formant la différence du membre de droite et du membre central.
Sur Iy, ¢" = —f"” < 0, donc ¢ est strictement croissante, et comme g(k) = g(k 4+ 1) = 0, ¢’ s’annule au moins
une fois (Rolle), donc ¢’ s’annule exactement une fois entre k et k + 1. Donc ¢’ est strictement positive puis
strictement négative, donc g est strictement croissante puis strictement décroissante, donc est positive. Ce qui
fournit la majoration.
e Soit h la fonction obtenue en formant la différence du membre central et du membre de gauche.
Sur Iy, b = f” > 0 donc I’ est strictement croissante. Mais b’ = f' — f’(k + 1) donc h/(k+ 1) = 0, donc h’ est
négative. Donc h est décroissante, mais h(k 4+ 1) = 0, donc h est positive. Ce qui fournit la minoration.

k+1 1
e Par croissance de U'intégrale sur Iy, en remplagant f, et f/, par leur expression, puisque / r—kdz = 3 et
k+1 1 K
/ z—(k+1)dz =——,
k 2

oY L] </k+1 dr 1 1
2(k +1)otl (k4 1)> T, S e T 2(k + 1)«

o d 1
2. a) En sommant les encadrements précédents pour k allant de n & +o0o, comme / & - _on
n oz (a — 1)ne—t
obtient pour tout n € N*
e pour l'inégalité de gauche :
o 1
an(OK +1)+Ry(a) < m
e pour l'inégalité de droite, provoquons un télescopage :
X1 1 X1 1 X1
Y (5 swriye) = 2 (o~ o)V S e
k=n k=n k=n
1
=—+R,
= 5ya T Ral@)
St on n’a pas vu cette astuce, une récurrence sur n fonctionne, c¢’est moins élégant.
Bilan :
« 1 1
iRn(a +1)+Ry(a) < (@ = Dnot < o + Ry ()
b) On isole R, (a) :
1 1 1 «
— <R < —— =R 1
(a — 1)ne—1  2pe n(@) (a — )ne—1 2 n(a+1)
Mais comme ceci est vrai pour tout o« > 1, on a :
1 1 « 1 o
Ry(a+1) = %—W,donc —an(a—kl) <_27”7“+W
D’ou finalement
1 1 1 1 Q@

_ <R < _
(o — )ne—1  2pe n(@) (. — 1)ne—1  2pe + 4notl

3. a) Ce résultat est plus précis si 'on veut encadrer 'erreur commise. Il permet aussi d’écrire en particulier

1 1 1
Ru(a) = (@ — Dno—1 2p0 +0 (na+1>

Comme développement asymptotique, il est moins précis que tout développement en o

] (ou plus).

T 1 1
b) — =S4(4 R =1 R4(4
)90 4()+14() 1 + 4+34144+14()
~ _ 3 - = -3 N [N
OrR4(4)_3'43 2'44a445—210—1024<10 prés. D'ou :
t 1 1 1 1 3
% 1—1———1—?4—@4—@2110 pres.

+
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Chapitre 17

Série harmonique alternée et réarrangements a
la Riemann

Exercice 52

Sept méthodes pour la somme de la série harmonique alternée

L’objectif de ce probléme est d’établir

+o00
=" _
nZ:O n+1 In(2)

par sept méthodes différentes qui permettent de parcourir une grande partie des programmes d’analyse de premiére

et de seconde année.
n

+1

La série de terme général s’appelle série harmonique alternée.
n

Pour tout n de N, on note

et pour tout n de N*

1. Par une méthode élémentaire et astucieuse

On pose
1 241
vneN, I,= / dz.
0

1422

a) Pour n dans N, calculer I, + 1,41 et en déduire que la suite (I,,) converge en précisant sa limite.

b) Montrer que
Vn e N*, 2(-=1)""'I, =S, — In(2).

c) Conclure.
2. Par une SOMME[] de Riemann... .

a) Justifier, pour n > 1, que Hy,, — H,, = Z
k=1

et en déduire

n+k

1
dt
H2n—Hn oo A 1—|—t.

b) Montrer, pour n > 1, que Sg,—1 = Ho,, — H,,.

1. Je n’ai pas écrit une SERIE de Riemann.
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CHAPITRE 17. SERIE HARMONIQUE ALTERNEE ET REARRANGEMENTS A LA RIEMANN

c) En déduire la convergence de la série harmonique alternée ainsi que sa somme.

3. En passant par un développement asymptotique de H,,
a) Etablir la convergence de la suite (Hn — ln(n)) et en déduire ’existence d’une constante v telle que

H, = Inn)+~y+o(1).

n—-+o0o

b) A T'aide de Sa,,_1 = Hy, — H,, (établi dans la question précédente), en déduire la convergence de la série
harmonique alternée ainsi que sa somme.

4. En passant par une formule de Taylor avec reste intégral
a) Montrer que les suites (Sa;,—1) et (S2,) sont adjacentes.
b) Soit

g: [0;1] — R
x —  In(1+x)
Calculer, pour tout k de N, g¥) et vérifier que ¢¥)(0) = (=1)*1(k — 1)!.

c) Etablir par récurrence que, pour n > 1,

Ve el0; 1], g(z) = zn: (_1;:_19:’“ + /Om Mg<”+1>(t)01t.

n!
k=1

d) En déduire, pour tout n de N*,

2n _ 2n+1 _
—1)k-1 — 1)1

E ( ]2 zF < In(1+2z) < E ( ]z zF

k=1 k=1

e) Justifier alors que

f) Conclure.

5. A l’aide d’une écriture intégrale du terme général
1
a) Que vaut, pour n > 0, / (—t)"dt?
0
b) En déduire, pour n > 0,

c¢) Conclure.
6. A l’aide d’une seconde écriture intégrale du terme général
+oo
a) Rappeler, pour n € N*| la valeur de / exp(—nzx)dz.
0
b) On pose, pour tout n de N*, f,, : R* — R,z +— (—1)"e™"".
Montrer que la série de fonction Z fn converge simplement et préciser sa somme.
n=1
c) Peut-on appliquer le théoréme d’intégration terme a terme a la série Z fnsur R 7
n>1
d) Pour tout n de N*, on pose
n
Fp:RY — R,z +— ka(a:)
k=1
Expliciter F;, et montrer que 'on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions
(Fn)n>1~
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e) Conclure.

7. Du coté des séries entiéres
+oo  n

a) Rappeler la valeur de Z r pour z € | —1; 0].
n

n=1
n

x
b) Montrer que la série Z — converge uniformément sur [—1; 0].
n=1
c¢) Conclure.

Solution (Ex.52 — Sept méthodes pour la somme de la série harmonique alternée)

n
(—=1)*
Sn=2)_
Pt k+1
et pour tout n de N*
"1
k=1
1. Par une méthod? élémentaire et astucieuse
1
L+ T = [ 2*"de = :
a).n+ n+1 /(;x x on + 2
1
e Par postivité de l'intégrale, 0 < I, <L, + L,41 < .
2n + 2
e Par encadrement : I, ——— 0.
n—-+00
1 1 1/t 2 1
b) e Pourn =1:1; = 5—10 = 2—2/0 Txy@?d i(l—ln( )) donc 2I; = 1 —1In(2) = Sp — In(2) et la

propriété est vraie au rang n = 1.
e Supposons la propriété vraie & un rang n € N* fixé.

1 -n"
2(—=1)"p41 = 2(—1)" <2n i In> = Ez—i—)l +Sn—1 —In(2) =S,, — In(2) : la propriété est vraie au rang 2.
c)Ona:

Vn e N, S, =2(—1)"I,41 +In(2) avec [2(—1)"T,,41| = 2I,,11 —— 0
n—+o00

donc (S,,) converge et sa limite est In(2) :

+oo n
S ).

—n +1
2. Par une SOMMEM de Riemann..
2n 1 i n 1 n
Hy, — H, = — —
a) Han S i Zn—l—k‘ nzl k:/n —om
i=n+1 k=1 =1

ol 0, est la n-iéme somme de Riemann associée & la fonction ¢ —

1
1
Donc H,,, — H, P /0 T tdt = In(2).

b) Séparons les termes pairs des termes impairs de la série harmonique :

PTL: Z 7_222 'nv

k<2n,k pair

1 1
In: Z ‘%:HQH_PTL:H2TL_§HTL7
k<2n,k impair

Alors SQn—l = Pn — In = Hgn — Hn

continue sur [0; 1].

2. Je n’ai pas écrit une SERIE de Riemann.
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CHAPITRE 17. SERIE HARMONIQUE ALTERNEE ET REARRANGEMENTS A LA RIEMANN

c) e On a Sy, — In(2) par a).

® So, = Sop_1+ _ ln(2) +0= ln(?).

2n+1 n—+oo
e Donc la suite (S,,) converge et sa limite est In(2), i.e. la série harmonique alternée converge et sa somme

In(2).
3. En passant par un développement asymptotique de H,,
a) Posons u, = H,, — In(n) pour tout n > 1.

Lo o1+l L 1ol
Ups] — Uy = —— — In Z )= - -
ntl " n+1 n n+l n n2

sy *© () =0 ()

Par domination et convergence de la série de Riemann de paramétre 2, la série de terme général u,4+1 — un
converge, donc la suite (u,) converge. On notant «y sa limite, on peut écrire

H In(n) +~v+4o(1).

n pr—
n—-+o0o

b) Ss,,—1 = Ha, — H,, T In(2n) —In(n) + o (1) e In(2) +o(1)
donc Sg;,-1 ——— In(2).
n—-+o0o
On conclut comme dans la question précédente.

4. En passant par une formule de Taylor avec reste intégral
1 1
0,

— =
2n+2+2n+1
1 1 0

a) Yn > 1,S2p41 — Son—1 =

¥n > 0,S0m19 — Sop = _ <
n 2n+2 2n o +3 o + 2

B Ty gy

donc les suites (S2p,—1) et (Sa2p,) sont adjacentes.
b) Notons que g est de classe C* car In 'est sur [1; 2].
On montre par récurrence sur k que :

1ALk 1)
Vk‘EN*,g(k):xH( D™ (k 1)'.

(1+ )k

On a alors bien ¢ (0) = (=1)¥1(k — 1)!.
c) e Le second membre pour n = 1 vaut

T —(x—t) PP z—t|" o1
S —— dt=g—z+1In(1 — g(2).
x+/0 111 x + T 0+ 1t z—z+In(l+2z)=g(x)

Donc la propriété est vraie au rang 1.

e Supposons-la vraie & un rang n > 1 fixé. Alors

T AT ) _ \n+l T T _ f\n+1
/ (‘Tn‘t)g(n+1)(t)dt IPP [_Mg(n+1)(t):| +/ %gmm@dt
0 ! 0 0

. (n+11)! 1 (n+1)! 1
™ "z —t)"t znt " (2 — )t .
— (n+1) &Y (nt+2) _ Y (_1\n &Y (nt+2)
(n + 1)[9 0) + /0 (n+ 1) g (t)de — 1( D"+ /0 RSN g (t)dt ce qui prouve la

formule au rang n + 1.
. et je viens de démontrer la formule de Taylor avec reste intégrale...
Variante — On a le droit d’invoquer la formule de Taylor avec reste intégrale.
d) Toujours pour z € [0; 1],
e En prenant 2n dans la formule précédente :

2n (_1)k—1 T (x _ t)Qn
Z Tazk —In(l1+2) = —/ Wg@”“)(t)dt or g7 +1) est positive d’apres I'expression trouvée
1 0 n).
2n (—1)k-1
en b), donc cette intégrale est positive, donc Z Tazk —In(1+4+2) <0.

k=1
e De fagon analogue en prenant 2n — 1 dans la formule précédente :
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2n—1 (_1)k71 T (.CIZ‘ _ t)anl
Z ka —In(1+2z) =— / mg(%) (t)dt or g(>) est négative d’aprés ’expression trouvée en
k=1 0 '

2n—1 (_ )k,1
b), donc cette intégrale est négative, donc Z T:Uk —In(l1+2x)>0.

k=1
2n (_1)k—1 2n+1 (_1)k—1
e Donc pour tout n de N*, % Txk <In(l+2) < ; ka

e) En prenant x = 1 dans 'encadrement précédent et aprés un décalage d’indice,
Son—1 < In(2) < Sap.

f) (S2n—1) et (Sa2p) sont adjacentes donc convergentes de méme limite £.
Par prolongement des inégalités larges, en passant a la limite dans l’encadrement précédent, ¢ < In(2) < ¢
donc ¢ = In(2).
On en conclut, comme dans les deux questions précédentes, que la série harmonique alternée converge et sa
somme est In(2).

5. A l’aide d’une écriture intégrale du terme général

1 n
a)Pourn>O/( t)"dt = (—Il—)l

b) S, = Z / t)*dt et par linéarité de D'intégrale (il s’agit d’une somme finie),

Sn = / kdt et par somme de termes géométriques de raison —t différente de 1
0

l o n+1 _(_t)n+1
Sn:/ t—/ d—/ Y ¢, donc
0 1+t 1+t

1 n+1
Sy =1 -1 dt.
n(2) + >/01+t

1 tn+1 1 tn+1
c) |(=1) / dt| < /
0 1+t o |1

1 tn+1 1
dt </ dt <
¢ , 2 2(n +2)

donc par encadrement (—1)" /
0

La relation précédente fournit alors S,, = In(2) + o (1), donc (S,,) converge et sa limite est In(2).
1 in+1
t
Variante — / dt ——— 0 s’établit facilement avec le théoréme de convergence dominée.
o 1+t n—=too

6. A l’aide d’une seconde écriture intégrale du terme général

+o0 1
a) Pour n € N, / exp(—nx)dr = —.
0 n

b) Soit z € ]0; 4oo[. fu(z) = (—e™%)" donc la série an(:v) est une série géométrique de raison —e™? €
n=1
]0; 1[, donc convergente.
La série de fonction Z fn converge simplement, vers la fonction
n=1

“+o00
S:]0; 4oo[ =R,z — Z (—e )" = ©
n=1
Attentlon ! Cette serle commence avec I'indice n = 1.
c) / |fr(z)|dz = — donc Z / | fn| diverge et on ne peut pas appliquer le théoréme d’intégration terme
n>1
a terme a la série Z fn sur RY.
n>1
d) Pour tout = de | 0; +o0],
n

_ —x\k __ —xl — (_1)ne—nm
Fp(z) = Z(—e )F = —e I Epe—
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CHAPITRE 17. SERIE HARMONIQUE ALTERNEE ET REARRANGEMENTS A LA RIEMANN

Sur ]0; 4o0[, on a

@ pour tout n F,, est continue;
1
- ., . T .
@ Z F,, converge simplement vers F : z — —e ppe—y
® F est continue;
Y 1 — (_1)nefnw o

o 1+e™®
1+e®

1+4+e®

Par conséquent, le théoréme de convergence dominée s’applique a la suite (F,,) :

+00 +oo
/ F,(x)de —— / F(z)dz.
0 n—+oo  Jg

+oo n (_1)71
e) Par linéarité / Fp(z)dx = Z = —Sn—1
0 =1

@ Vn € N*Vx €]0; 400, < 2e77.

Fp(z)| < ‘—e

k
+oo n
et / F(z)dz = [In(1+ )]~ = —In(2).
0
Ainsi la suite (S,) converge, et sa limite est In(2).

7. Du coté des séries entiéres
+oo 2"
a) z:ln——ln(l—x) pour z € | —1; 0].
e

—1)(—z)" _a\n
b) En posant g,(z) = ()TE:C) pour x € [—1; 0], la suite <(;)

séries alternées, en notant Ry, (z) le reste d’ordre n de cette série, on a :

(coyt 1
Vn € N*, V. -1;0 n < < )

donc la fonction R, est bornée sur [—1; 0], et ||Ry|| <

) est décroissante et par le théoréme des

n+1
Donc par encadrement ||R,|| —+> 0 et la série de fonctions g gn converge uniformément vers g : x —
n—-+00

+o00

:L,TL
E — sur [—1; 0].

n
n=1
Attention! Le cours n’affirme pas qu’'une série entiére converge uniformément sur | —R; R[ ou R est son

wnJrl

rayon de convergence. Contre-exemple : E 2", Ry(z) = —7 400 donc R, n’est méme pas une
- T

fonction bornée sur | —1; 1].

+oo
—1)»
c) Par convergence uniforme et continuité des fonctions gy, g est continue sur [—1; 0], donc E (=1) existe et
n
=1
= n

=—g(—-1)=—- lim g(z)=—- lim —In(l —z)=In(2).
> Gy~ oY = - im, gle) = - lim, —ha(1 =) = (2

Variante — On peut invoquer le théoréme de la double limite en —1.

Exercice 53

Reliquat : reste de la série harmonique alternée

+o00 (_1)k:
On pose R, = Z 1
k=n+1

= In(2) — S,, pour tout n de N.

1. Montrer que la série de terme général R,, converge.

2. Montrer que
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1.

1.

On pose R, = Z

Solution (Ex.53 — Reliquat : reste de la série harmonique alternée)

+o00 (—l)k

il In(2) — S,, pour tout n de N.

k=n-+1
Reprenons la premiére méthode de ’exercice précédent avec les mémes notations :
R, =2(-1)"*"1,
ou on sait que (I,,) est une suite positive de limite nulle.
L p2ntl(] — g2)
Deplus:VneN, I,—1I,41 = /O T
Le théoréme de Leibniz permet d’affirmer que la série de terme général R,, est une série alternée convergente.

Sn =In(2) — R, = In(2) + 2(—1)"1,,4+1 : cherchons un équivalent de I, 4.
On a

dz > 0 par positivité de 'intégrale, donc (I,,) est décroissante.

1 1
<1 I <2I, <1 I <—d — <1, < —
o + 2 n T lnt1 n n +1lnt1 on onc in+ 4 n 14n

Par encadrement : 4nl,, — 1 donc I, ~ —, doncl,41 ~ —.
n—+400 n——+oo 4n n—+oo 4n

1 1 1 1
Autrement dit : I,,41 = — + 0 < ) + o0 <>, d’ou
4n n

in)  4n
In(2) + (_ziz)n +o (i) .

S

n =
+n—00

Exercice 54

Réarrangement de la série semi-convergente

. La série harmonique alternée est-elle absolument convergente 7

Une série convergente non absolument convergente est parfois qualifice de « série semi-convergente ». Une
particularité d’une telle série est qu’un réarrangement de l’ordre de la sommation peut modifier la somme, voire
faire diverger la série. Ce résultat s’appelle parfois le théoréme de réarrangement de Riemann.

Calculer la somme obtenue en réarrangeant I’ordre des termes de la série harmonique alternée comme ci-dessous :

URESE & O C O DU O U A ! LY,
2 4 3 8 2k+1 4k+2 4k+4

1 =a

=ag

On se donne deux entiers naturels non nuls p et ¢ et on s’intéresse a la série obtenue en sommant dans ’ordre
et successivement p termes positifs puis ¢ termes négatifs de la série harmonique alternée, de sorte que la série
harmonique alternée correspond & p = ¢ = 1 et que la série de la question précédente correspond p =1 et ¢ = 2.

Montrer que la série ainsi obtenue a pour somme In (2 \/ﬁ> On pourra utiliser H,, = In(n) +v+o0(1).
q n—-+0o0

Etudier la série obtenue en réarrangeant I'ordre des termes de la série harmonique alternée en sommant succes-
sivement 2% termes positifs puis un terme négatif comme ci-dessous :

IR ) B (L I
= "\3 2 57 4) T

=ug

=ul ;1:2
T (R LYy
21 2k 3 2kl 1 2k ) T
—u

Proposer un réarrangement des termes de la série harmonique alternée conduisant a une série divergente vers
—00.

Solution (Ex.54 — Réarrangement de la série semi-convergente)

1
Puisque la série harmonique Z Pl diverge, la série harmonique alternée n’est pas absolument convergente.
k>0
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_ 1 1 111 1
T ok+1 dk+2 4k+4 2\2k+1 2k+2
1 (_1)(2k+1)+1 (_1)(2k+2)+1

2 2k +1 2k + 2
donc 2a; est la somme de deux termes consécutifs de la série harmonique alternée.
In(2
La série de terme général a; est donc convergente de somme n( )
3. Il s’agit d’étudier la limite lorsque n tend vers +oo de :
S| US|
T, = — —
=2 2k — 1 2 2k
k=1 k=1
N N
1 1 1 1
Classi t — == —=—-H
assiquement, Z 5% = 5 Z = 5N
k=1 k=1
N 1 2N N
t = - — — = Hony — =Hn, d
©D ST T 2% ok AN T gHN, done
= | k=1 k=1 .
T = Hapn = SHpn = SHgn = In(2pn) — v — S (In(pn) +In(gn)) + v+ 0 (1)

T, = In <\/2}%) +o(l)=In (2\/9 +o(1) don

oy an D
-y — s m(2,/2).
D 3T ;21@ oo n(\/;)

1 + L 1 + 1+1 L +
~~ 3 2 5 7 4
—_—— —.—

=ug

4. Dans la définition de wuy :

=u1 =u2

+ ! + ! + -+ ! ! +
2k 11 2k 43 2k+1 1 2k
=Uup
. i 1 1 1 1
jobserve que up > 2% X —/——— > — — — donc uy ne tend pas vers 0 lorsque k tend vers 4oo.

%L1 2% 7 2 2k
Cette série a terme général positif diverge grossiérement, ses sommes partielles tendent vers +o0.

5. Un raisonnement analogue au précédent en réarrangeant 1’ordre des termes de la série harmonique alternée en
sommant successivement un terme positif puis 2¥ termes négatifs conduit & une série divergente vers —oo.
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Chapitre 18

Sommation par parties et transformation

d’Abel

b
On rappelle qu'une somme vide Z ug avec a > b est nulle.
k=a

Exercice 55

Transformation d’Abel

1. Soit (Un)n>0 €t (vn)ns0 deux suites de nombres de C. Etablir la formule de sommation par parties

n—1 n—1
Vn €N, ka+1(Uk+1 —ug) + Zuk(ka — V) = UpVp — UV (18.1)
k=0 k=0

2. Soit (an)n>1 €t (bp)n>1 deux suites de nombres de C.
n

On pose, pour tout n € N*, B, = Z bi, ainsi que By = 0 (comme toute somme vide).
k=1
Etablir, a 'aide de la relation (1), la formule appelée transformation d’Abel

n n—1
Vn € N*, Zakbk =a,B, — Z(ak_H — ak)Bk (18.2)
k=1 k=1

Un mot de cette intégration par parties discréte
En considérant que la sommation est le pendant discret de l'intégration et la différenciation discréte d’une suite
- définie pour une suite u par ugi; — ug - est le pendant de la dérivation, I’analogie entre la formule (1) et
I'intégration par parties est frappante :
n—1 n—1

D (k1 — w)vesn + Y uk(Vigr — k) = upvy — gug

k=0 k=0
b b
/ f'(t)g(t)dt+/ f()g' ()t = f(b)g(b) — f(a)g(a)

La méme remarque vaut pour la transformation d’Abel :

n—1

Z arpbr = a, B, — Z(ak_H — ak)By (18.3)
=1 =

k k=
b 1 b
/ F(g(Hdt = [FHGH)L - / (G (@t
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Solution (Ex.55 — Transformation d’Abel)
1. Cette formule s’établit par télescopages ou par récurrence sans difficulté.

2. Appliquons l'identité précédente avec vg = 0 et pour n > 1 v, = B,, de sorte que vg11 — v = bpy1 ainsi que
pour tout n > 0 u, = an4+1. On obtient :

n—1 n—1

Z Bryi(art2 — apq1) + Z ag+1bky1 = ant1Bp — 0.

k=0 k=0

D’ou : Zakbk = an+1Bn ZBk ap41 — ag) = anBy, ZBk: Ap41 — Q).
k=1 k=1

Exercice 56

Application aux calculs de sommes finies classiques

1. a) En prenant : Vk € N*,  ay =k et by, = 1 dans la formule (2), retrouver la valeur de la somme U,, = Z k.

n
b) En prenant : Vk € N*, ap = k*2—Fk et by = 1 dans la formule (2), retrouver la valeur de la somme C,, = Z k2.

2. On définit la suite de Fibonacci (Fp)n>0 par
Fo=F =1 et VneN, Froio=Fni1 +Fn.
a) En prenant : Vk € N*|  ap = Fy, ainsi que : by = 1 et Vk > 2, b = 0 dans la formule (2), montrer que,
n

pour tout n € N, ZFk =Fo2— 1.
k=0
b) En prenant : Vk € N*,  ay = Fy, ainsi que : by =0 et Vk > 2, by = Fx_o dans la formule (2), montrer que,
n

pour tout n € N, ZF2 =F,Fnt1.

k=0

Solution (Ex.56 — Application auzx calculs de sommes finies classiques)

n—1

Vn € N¥, Zakbk =a,B, — Z(ak+1 — ag)Bg (18.4)
k=1

1. a) En prenant : Vk € N*,  aj =k et by = 1 dans la formule (2),

n n n—1
Zakbk = Zk =Up,, @B, =n? et Z(akH —ap)Br = Z k=10, —n.
k=1 k=1 k:2 k=1
1
11 s’ensuit : 2U,, — n = n? donc U,, = i ;n = n(n;— )

b) En prenant : Vk € N*, aj, = k? — k et by, = 1 dans la formule (2),

Z apbp = Cp, — Up, anBp = n® —n? et

n—1 n—1
Z(ak+1 —ap)Br = Z 2k = 2C,, — 2n?.
k=1 k=1

Il s’ensuit : 3C,, — 2n? — U,, = n® — n? donc
c. = 1 (n8 + n?) +}(n2+n) _ n(2n? +3n+1) _ n(n—i—l)(?n—%—l).
3 6 6 6
2. On définit la suite de Fibonacci (Fy,)n>0 par
Fo=F =1 et VneN, Foio=Fni1 +Fa.
a) En prenant : Vk € N*,  aj = Fy, ainsi que : by = 1 et Vk > 2, by = 0 dans la formule (2),
n

> apbp =F1 =1, anB, =T, et
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n—1

n—1 n—2
D (ki1 —ar)Br =) Fr1=)» Fi
) k=0

k=1
n—2 n

Il s’ensuit : 1 =F,, — Z F; donc en décalant I'indice ZFk =Fp0—1.
k=0 k=0

b) En prenant : Vk € N*,  ay = Fy, ainsi que : by =0 et Vk > 2, by = Fx_o dans la formule (2), montrer que,
n

pour tout n € N, ZF2 =F,Fnt1.

k=0
Par la question précédente, B,, = F,, — 1 pour tout n > 1.

n n n n n
Zakbk = ZFka—Q = ZFk(Fk —Fp1) = ZF2 - ZFka—b
k=1 =2 =2 =1 k=1

anBp =F,(F,—1)=F2 —F, et

n—1 n—1 n—1 n—2 n—1
Z(akJrl —ay)B = Zkal(Fk -1)= ZFkaq - Z Fr = ZFkaq - F, + 1
k=1 k=1 k=1 k=0 k=1

Il s’ensuit, en simpliﬁr;nt les termes FrpFp_q :

n n
Y Fp—F.F, 1 =F,—F, +F, —1donc » Fj =F,(F,+F, 1) -1
k=1 k=1

n
Comme Fo =1 et Fyy + Fpy =Fpp1, Y F} =FFpp1.
k=0

Exercice 57

Formule sommatoire d’Abel et constante d’Euler

1. Soit (an)n>1 une suite réelle. Pour tout = réel strictement positif, on pose
Lz
A(z) = Z ap = Zan

1<n<z n=1
ou |z| désigne la partie entiére du réel z.
En particulier, si z < 1, cette définition entraine que A(x) = 0, comme toute somme vide.
Soit ¢ une fonction réelle de classe C! sur ]0; +ool.
Montrer, a 'aide de la transformation d’Abel (2), que

Vr €]0; +oof, Z anp(n) = A(x)p(x) — /j A(u)y (u)du (18.5)

1<n<x
Cette formule est connue sous le nom de formule sommatoire d’Abel.

2. Démontrer a ’aide d’une série que la suite v définie par
n

1

Vn e N*,  wu, = . In(n)
est convergente. =
On note ~ sa limite, appelée constante d’Euler.
3. a) Montrer que :  |z| e tie2
b) Déterminer la nature des intégrales /1+OO Luuzjdu et /1+OO u_uQLquu.

c) Montrer a l’aide de (3) que, pour tout = > 1,

1 x
3 :m+/ L%Jdu_
n T 1 U
1<n<x

d) En déduire
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Solution (Ex.57 — Formule sommatoire d’Abel et constante d’Euler)

1. Soit z € ]0; +oo[ et N = |z]. Par la transformation d’Abel (2) ou je substitue a,, & by, de sorte que B,, = A(n),
et on substitue p(n) a a,, j'obtiens

N N-1
S anp(n) = 3 ane(n) 2 AN)G(N) = 3 (0 + 1) — o)) A(n)
nggrfsiatons alorsn (Zr;le, puisque sur les intervgl:lés [n; n+ 1] A est constante égale & A(n), on a :
(p(n+1) —¢(n)) x A(n) = A(n) /n+1 o' (w)du = ™ A(u)¢(u)du, ce qui conduit &
> aupn) = ANP(N) - [ " A/ (u)du
1<n<e 1
De méme : p(N) = o(z) — (p(x) — p(N)) zgdm)— Af¢%uyh%etcmnmesur[Ng;ﬂ,A(N)::Aag,ona:

1 1 1 1 1 1 1 1
2 Ups —tp = —— —In(1+-)=—-40(=) = yo([=)=0(=
Untl Tl = 0T n Jrn) n+1 n+ <n2> n(n+1)Jr (n2> <n2>

1
Or la série de Riemann de t.g.— est absolument convergent donc la série de t.g. up41 — u, converge. Donc la
n

suite u converge.

2]

1 x
3.a)Ver >0,z —1 < |z] <2z donc1l—— < == < 1. Ce qui prouve par encadrement que
T x

LiJ T) 1, donc
=), e
Lu)

1 T duy
b) e f:u > =5 est c.p.m. et positive sur |0; +ool. De plus, f(u) ~ — et / — est divergente. Par
u u—+00 U 1 U

o . » oo |y .
équivalence de fonctions positives, =5 du diverge.
1 u

u— |uj

o Vue]l; +oo[,0 <u— |u] <1 donc 5
u

1
=0 <2> Comme u +— 1/u? est intégrable sur [1; +ool,
u

+o00 I_u J . '
= du converge par domination.
1 u

1
c) Prenons Vn € N*,  a,, = 1 de sorte que A(z) 221 = |z],et ¢:]0; 400 = R,z — —.

n=1 r
1 x
Alors (3) conduit exactement a Z — = L=] + %du.
n T 1 U
1<n<x
~ 1 " Lu
d) La formule précédente prise en 2z = n € N* quelconque donne Z P 1+ / —du.
k=1 o
n q no,
Retranchons In(n) = / T aux deux membres ; Up =1— / 4 2Luj du
1 U 1 u

Ty — |u . o
Comme (uy,) et / dw convergent, on obtient en passant a la limite
1

u2
+oo ,,
’yzl—/ 4 Lquu
1

u2

Exercice 58

Critére de Dirichlet et application
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1. On reprend les notations de la formule (2) et on suppose d’une part que la suite (a,) est une suite de réels
décroissante et convergente de limite nulle, et d’autre part que la suite (B,,) est bornée.
Démontrer que la série de terme général a,b, converge.
Cette propriété est connue sous le nom de critére de Dirichlet.

inT
(]

2. Soit x € [0; 27[ et p € ]0; 4o00[. On s’intéresse a la série Z
n>1
a) On suppose dans cette question que x = 0. Etudier la convergence de la série précédente.

Dans toute la suite de cette question, on suppose x € ]0; 27].
m

; 1
wmnx < .
Ze ‘ = sin(z/2)

n=1

np

b) Montrer que : Vm € N*,

inT
e

np

c) En déduire la convergence de la série Z
n>1
d) A quelle condition nécessaire et suffisante cette série est-elle absolument convergente ?
) sin(nz) cos(nx)
¢ e St 9
e) Quelle est la nature des séries Z>:1 o et Z:l ok
n= n-z

Solution (Ex.58 — Critére de Dirichlet et application)

1. Puisque (a,) converge, la série de t.g. a,, — ap+1 converge. Comme elle est & termes positifs puisque (a,,) décroit,
cette convergence est absolue.
Puisque (Bj,) est bornée, (ap+1 —an)Bn = O (ap — ant1).
n—+oo
Par le critére de domination, la série de t.g. (an+1 — an)B), converge.
Enfin comme (a,) converge vers 0 et (B,,) est bornée, (a,B,) converge vers 0.
Ainsi, le membre de droite de (2) admet une limite finie donc le membre de gauche aussi. Autrement dit la série

de t.g. a,b,, converge.
2. a) Lorsque x = 0, il s’agit de la série de Riemann de paramétre p, qui converge si, et seulement si, p > 1. Dans
toute la suite de cette question, on suppose x € |0; 2m]|.
b) Comme z € ]0; 27[, e # 0 et
i oine ipl—€n? /2 sin(na/2)
n=1

. —— X
1—e eir/2 sin(x/2)
1 n
c) Comme la suite <n!’> est décroissante de limite nulle et la suite (B,,)n>1 définie par B, = Zelkr est
n>1 k=1

mnx
e

e car sin(x/2) > 0.

S Sin(z/2)

bornée, le critére de Dirichlet entraine que la série g
n>1

d) Cette série converge absolument si, et seulement si, la série de Riemann de paramétre p converge, donc si, et

seulement si, p > 1.

. sin(nz) cos(nzx) L . - , L.
e) Les séries E — et g — étant les parties réelles et imaginaires d’une série convergente, elles
n n
n>1 n>1
convergent.

converge.
npP

= Si on a un doute, en notant (S,) la suite des sommes partielles de la série complexe précédente, puisque (Sy,)

. , . ) Sp +Sn S, — . ) .
converge, (S,,) converge, et par linéarité les suites (n2n> et (71271) convergent, i.e. les séries partie

réelle et partie imaginaire convergent.
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Chapitre 19

Convexité et applications trés classiques

Exercice 59

Converité, cordes & tangentes

[
Z1 Ary+ (1= N)zg P2

Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est dite conveze si toute corde joignant deux points de sa courbe
représentative Cy est située au-dessus de Cy.
Autrement dit, f est convexe si, et seulement si,

V(w1 w2) € PYA€[05 1], fAzr+ (1= Naa) < Af(21) + (1= A) f(@2)
f est dite concave si —f est convexe, autrement dit, si

V(w1,m2) €2 VA € [0 1], fOrr + (1= Nz2) = Af(z1) + (1 — A) f(22)

—_

. a) On suppose que f est dérivable et que f est croissante sur I.
Montrer que f est convexe. On pourra fizer x1 < x2 dans I et raisonner sur g : X — Af(x1) + (1 = \) f(z2) —
FQxr + (1= N)xo).
b) Que peut-on dire si f est deux fois dérivable et f” > 0?7 Et si f” <07
2. On suppose f dérivable et f’ croissante sur I. Soit z7 € 1.
Montrer que la tangente a Cy en x1 est située sous Cy,i.e.

Ve el, fl(z1)(x—mx1)+ f(z1) < f(2)

Solution (Ex.59 — Convezité, cordes & tangentes)

1. a) On fixe 21 < x2 dans I et on pose
g A= Af(@1) + (1= A) f(z2) — f(Azr + (1 = A)wa).
e g(0) = g(1) =0 et g est dérivable, donc par le théoréme de Rolle, ¢’ s’annule au moins une fois.
o g : A= f(x1)— fze)+ (22 — 1) f/(Az1 + (1 — N)xa), or f’ est croissante et A — Ax; + (1 — Ao est
—_— —
=cte >0
décroissante, donc ¢’ est décroissante.
e Donc ¢ est positive, puis s’annule, puis est négative sur [0; 1].
e Donc g est croissante, puis éventuellement constante, puis décroissante sur [0; 1] avec g(0) = g(1) = 0.
e Donc g est positive. Cqfd.
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b) Si f” > 0, alors f est croissante donc f est convexe. Et si f” < 0, —f” > 0 donc —f est convexe et f est
concave.

Soit h: 1 — R,z — f(x) — (f’(:cl)(x —x1) + f(a:l)).

e h(x1) = 0 (logique : point de contact entre la courbe et sa tangente)

o i/ = f"— f'(x1) donc comme [’ est croissante, h'(z) < 0siz < xq et A/ (z) > 0si z > 2.

e Donc h est décroissante puis croissante, en atteignant son minimum valant 0 en x1, donc h est positive. Cqfd.

Exercice 60

Quelques inégalités trés classiques

Justifier rapidement, & ’aide de I'exercice précédent et sans étude de fonctions auxiliaires, les inégalités suivantes :

1
2
3.
4

. VYneN, Vx>

. VzeR, e >x+1.
. Ve e]—-1; +oo[, In(zx+1)<x.

2
Ve e[0; m/2], —x <sin(x) < .
™
-1, (1+x)">nzx+1.

Solution (Ex.60 — Quelques inégalités tres classiques)

1.

2.

exp” = exp > 0 donc exp est convexe sur R. Or y = z + 1 est Péquation de la tangente & Cexp en 0.

d? -
—1 )= —
o2 n(r +1) CFSIE
tangente & Cy en 0.

< 0donc f: 2 In(x + 1) est concave sur | —1; 4oo[. Or y = z est I’équation de la

2
sin” = — sin donc sin est concave sur [0; 7/2]. Or y = x est 'équation de la tangente & Cgy, tandis que y = —x

™
est ’équation de la corde sur [0; 7/2].

Pour n = 0 et n = 1, I'inégalité est triviale (c’est une égalité).
d2

Pour n > 2, ﬁ(l +2)" =n(n—1)(x+1)""2donc f:z+ (z+1)" est convexe sur | —1; +ool. Or y = nz +1
x

est I’équation de la tangente a Cy en 0.

Exercice 61

Le plus court chemin...

Longueur d’une courbe

Intuitivement, par Pythagore, d¢? = dz? + dy? = (1 + (—)Q)de

ce qui donne d¢ = /1 + f/(x)?dz.

On se donne A = (a,a) et B = (b, 8) deux points du plan.
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On note F ensemble des fonctions f de classe C! sur [a; b] telles que {;EZ)) :; , autrement dit F est 'ensemble
des fonctions de classe C! joignant A a B.
L’objectif de I'exercice est de montrer que

est atteint par I'unique fonction affine de F, autrement dit que le plus court chemin C* de A a B est la ligne droite.
1. Etudier la convexité de ¢ : u +— /1 4+ u2 sur R et montrer que

V(u,m) € R?, \/1+u2—\/1+m2>L(u—m)
1+m?

2. Soit f € F et soit g 'unique fonction affine de F. Montrer que
b b
/ V14 f(x)?dz > / V1+ g (x)de
a a

Solution (Ex.61 — Le plus court chemin...)
1. e p est de classe C? sur R par composition, puisque Vu € R, 1+ u? > 1.
o Vu eR, ¢ (u) = u___ v
’ 2v/1 + w2 V14 u?
eVueR, ¢ (u)= ——=—==>0
2 ( ) (1 + u2>3/2
Donc ¢ est convexe sur R.
e Soit m € R. L’équation de la tangente a ¢ en m est, en appelant u la 'variable des abscisses’,
m
=——(u—m)++V1+m?
T
Cette tangente étant située sous la courbe de ¢, on a bien

Vu € R, \/1+u2—\/1+m22L(u—m)
14+ m?

2. g est la fonction affine joignant A a B :
b —«
b—a

g:x— (x —a)+ «

08—«

Posons m = ¢’ =

Soit f une fonction quelconque de F.
b
Ef,[a; b] _gg,[a; b = / v1+ f’(x)Q -V 1 +m2dx, et par 1.,
a

— mdx

m b,
b > s [ )
o{/f@%wa:ﬂm—ﬂ@—mw—@=ﬁ—a—w—m=a

Donc £y 14,45 —4g[a; b : le plus court chemin C! est le segment...

Exercice 62

NEWTON & la superattraction, algorithme de HERON

Soit [¢; d] un segment de R, f : [¢; d] — R une fonction de classe C? telle que :
(i) fe) <0< f(d);

(ii) Vz € [e; d], f'(z) > 0;

(iii) Va € [¢; d], f"(x) > 0.

f(x)

f'(x)

On pose pour tout = € [¢; d], F(z) =z —
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1. Justifier que f posséde un unique zéro dans [c; d.

max "
[C;d}f

2 min
[C;d}f

2. Méthode de NEWTON — On pose C =

a) Que valent F(a) et F'(a)?
Montrer que, pour tout x de [a; d],

F(z)—a=

fla) = f(z) = (a =) f'(z)
f'() '
b) En déduire grace a la formule de Taylor avec reste intégral que, pour tout = € [a; d],
0<F(z) —a<Clx—a)
c) Montrer que [a; d] est stable par F.
d) Soit z¢ € [a; d]. On construit par récurrence la suite (z,,) de la facon suivante :

« xpy1 est 'abscisse de l'intersection de ’axe des abscisses et de la tangente a la courbe de f passant par

(@n, f(zn)). »

Y

/ZEQ I

f(xn)

e) Donner une majoration de l'erreur x,, — a en fonction de n, de zy et de a.

Montrer que : Vn € N, 1z, =F(z,) =z, —

3. Méthode de HERON — La méthode de HERON d’Alexandrie (Premier siécle ap. J.C.) consiste a calculer une valeur
approchée de a = \/y ot y € | 0; +oo[ par la suite définie par :
1
o=y et VneN, xp41== <$n+y>
2 Ty
a) Montrer qu’il s’agit d’un cas particulier de la méthode de NEWTON appliquer & la fonction f : x + 22 — y.

b) Veérifi F(z) (x —a)? ¢ Fla) + (r+a)? . Ty —a z0—a\’
érifier que F(z) —a = ~~— et F(2) + a = ~——, puis que =
d 2z 9y PR Tn+a o+ a

c) Proposer une majoration de 'erreur dépendant de zg et a.
d) Ecrire un algorithme en Python calculant V¥ par l'algorithme de Héron.

Solution (Ex.62 — NEWTON & la superattraction, algorithme de HERON)

Soit [¢; d] un segment de R, f: [¢; d] — R une fonction de classe C? telle que :

(i) f(e) <0< f(d);

(i) Vx € [¢; d], f'(x) >0;

(iii) Vz € [¢; d], f"(x) > 0.

@)
f'()

1. f est continue, strictement croissante, donc réalise une bijection de [¢; d] sur [ f(¢); f(d)]. Or0 € [f(c); f(d)],
donc 0 admet un unique antécédent dans [c¢; d].

On pose pour tout x € [¢; d], F(z) =

max f”
2. Méthode de NEWTON — On pose C = L},
2 min f
, [e; d]
12 pn "
a)Fla)=a,FF=1- / f’fo = “;{2 donc F'(a) =
F(z)—a=F(z) —-F(a) =2z —a— }f/((:;)) puisque f(a) =0
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_ fla) = f(x) = (a —2)f'(z)
f'(x)

b) Ecrivons la formule de Taylor en x & I'ordre 1 pour calculer f(a) :

f@) + P@)a-a)+ [ (a0 @0t~ f@) - (- 27 (@)
Flz)—a= W

F(z) —a = fzx) /a(a _ ()t

Or:Vte|a; z],onaa—t<0,don
0< ") < [mal)ﬁf”, donc 0 > (a —t)f"(t) = (a —t) mac)ﬁ f”, donc puisque z > a, 0 < / (a—t)f"(t)dt <

c; [c;
a o 2
max f” a — tdt < max f”u
[e; d] z [c; d] 2
Dot 0 < F(z) —a < C(z — a)?.

c) Pour tout z € [a; d], F(z) > a.

Pour tout x € [a; d], F(z) =z — }f/((x)) <z car f(x) =2 0et f/(z) > 0.
x
2 e 1"
Enfin F/ =1 — ! ,2ff = J;{z > 0 sur [a; d], donc F est croissante.

Donc [a; d] est stable par F.
d) Tangente en x,, : y = f'(xn)(x — x,) + f(xn).

TP T )

y=0—uzx—x,=

e) On a:
0< 21 —a<Clrg—a)?
0< 29 —a<Clr; —a)? <C3(xg—a)?
0<23—a<Clrg—a)?<C(zg—a)®

= F(xn)

0< 2, —a<C¥ Yag—a)?
3. Méthode de HERON — La méthode de HERON d’Alexandrie (Premier siécle ap. J.C.) consiste a calculer une valeur
approchée de a = \/y ot y € | 0; +oo[ par la suite définie par :

1
o=y et VneN, xp41== <azn+y>
2 Ty
a) Soit f: x> 2% —y.
f(x) -y P4y 1 y
Alors F(z) = 2 — — - - :f( f>,c d.
ors F(z) =@ f(x) v 2x 2z p \F x af
2 2
_9 _
b) F(z) —a = Tt g:n ar 2: (@ 2;) puisque y 2: a2,
2
et de méme F(x) 4+ a = rAytlar (z+a) .
2x 2x
ITpt+1 —Q (:En - a)Q ?
1l s’ensuit = < > , puis par récurrence sur n
Tnt+1t+a (xn + a)

n

Tpn—a  [(x—a 2
Tp+a N Ty +a
¢) On a déja vu que (x,) est décroissante de limite a. Donc

0<z,—a< (xg+a) (:Eo_a)

2Tl

o+ a
o —a < . . .
Comme n < 1, la convergence est trés rapide. On parle de convergence quadratique, car si on note
T+ a
0 5
o —a 2 . . . L, e . y
Ep = n , alors e,41 = €7, par exemple si z,, est une approximation avec une précision de l'ordre
i) a

de 1077, alors x,41 sera une approximation avec une précision de l'ordre de 10727 : on double le nombre de
décimales & chaque itération.

113



CHAPITRE 19. CONVEXITE ET APPLICATIONS TRES CLASSIQUES

d) Vu la rapidité de la convergence, on peut prendre comme test d’arrét z,41 — x, < €, ol € est la précision
recherchée.

import numpy as np

def Heron(y,e): # e : pr\’ecision

X =y # xO=y

xx = (y+1)/2 # x1=(x0+y/x0)/2=(y+1)/2
while np.abs(xx-x) > e: # pr\’ecision non atteinte 7

X, xx = xx, (xx+y/xx)/2 # termes suivants
return xx

Exercice 63

Inégalité de JENSEN

1. Soit f: I — R une fonction convexe.
Démontrer 1’inégalité de JENSEN discrete :

V(zk)1<h<n €17, N .
Vn > 1, V(g )1<k<n € [0 1] f (Z )\kl’k> < Aef(z1)
avec A\ + -+ Ay =1, k=1 k=1

2. a) Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, 7,P), I un intervalle tel que X(Q) C I et
f : T — R une fonction convexe et continue.
On suppose que X et f(X) possédent une espérance. Montrer que

F(EX)) <E(f(X))

b) Quelle propriété retrouve-t-on en prenant f : x +— 22

3. Soit g : [a; b] — R continue et soit f : g([a; b]) = R convexe et continue.
Démontrer ’inégalité de JENSEN continue (qui raconte la méme histoire — image de la moyenne inférieure a
moyenne de 'image) :

i (bi / bg(x)dx> < abf(g(:v))dff

On pourra penser aux sommes de Riemann et commencer par le cas [a; b] =[0; 1].

Solution (Ex.63 — Inégalité de JENSEN)

1. Par récurrence sur n.
Pour n =1, A\; = 1 et 'inégalité est vérifiée.
Pour n =2, Ay =1 — \; et I'inégalité est vérifiée par définition de la convexité.

Soit n > 2. Supposons la propriété vraie. On se donne n + 1 points et n + 1 coefficients.
n

n

Idée : couper eanSoitA:Z)\k:I—)\nH ety:k:T
k=1

n+1
f <Z )\kxk> =f(Ay+ (1 = Mzny1) SAf(Y) + Angr f(@nga)
k=1

ATk
1

A n n
Or en posant uy = Xk’ Y= Zukxk avec Z,uk = 1. Donc par convexité :

k=1 k=1

Fl) < (wn), et Af(y) <D S ()
k=1

k=1
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n+1 n+1
On a bien prouvé f (2 )\kazk> < Z Mo f (zg).
k=1

k=1
Par récurrence, on a gagné.
2. a) Notons X(Q) = {z,/n € N} et, pour tout n € N, \,, = P([X = z,]).
Comme l'inégalité de Jensen est valable pour un nombre fini de valeurs, on va raisonner sur les sommes
partielles.

Soit N € N*,
N

Afin d’avoir une somme de coefficients égale & 1, soit pxy = Z An.

n=0
N A N A
Par convexité : pxf (Z p;xn) < PN Z pTZf(xn)

Par les hypothéses :
pn — 1

N—+4o0
AlpY
Z P, =— Z Anxy, — E(X) et par continuité
n—o PN pN N—+o00
Al
= E(X
N f (T;)pN%z) m FEX))

Z f Ty) = Z Anf(zn) e E(f(X)) par transfert

<E(f(X))
b) (E(X))2 < E(X?) donc par Kénig-Huygens V(X) > 0 : positivité de la variance...
1
g et
a

1
b— p_al oY

Soit S, = b;azbiag(cH— k(bn_ a)) = Zig(a%—k(bn_ a))

k=1 k=1
et TnZZ:Lng(aJrk(b_a)).

n

Par prolongement des inégalités larges : f (E(X))

3. Ecrivons les sommes de Riemann pour les fonctions

1
Par convexité, puisque E = 1, f(Sp) < Ty.
k=1

Comme

g est continue que [a; b], la somme de Riemann S,, tend vers / big(a:)dx et par continuité
—a

de f, f(Sp) tend vers f <b—1a /bg(x)da:>.

1 b
Comme 5 f o g est continue que [a; b], la somme de Riemann T, tend vers / fg(z))d.
—a .

Par prolongement des inégalités larges,

(555 [ o) < s [ ro)ar

Exercice 64

Moyennes arithmétique, géométrique € harmonique

Cet exercice utilise 'inégalité de JENSEN.
1. a) Justifier que la fonction In est concave.
b) En déduire que, pour tout (a,b) €]0; +o0f,

\/%ga;b-
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c) Déduire de I'inégalité précédente
2
ﬁ < V ab.
— + —
a b

. Soit n > 1 et soit x1,...,x, n nombres réels strictement positifs.

Montrer que

Solution (Ex.64 — Moyennes arithmétique, géométrique € harmonique)
1.a) Vo >0, In"(z)=-1/22<0.
1 1 1
b) Par I'inégalité de concavité avec A = 3 In(v/ab) 3 In(a) + = 1n(b)) < ln(ia + ib)’ que 'on compose par

< Vab.

exp, croissante.
1 1 a +b 1 i+
¢) En prenant @’ = ~ et ¥’ = — dans va't/ < on a —— < 2% qui donne par inversion
1
2. En appliquant I'inégalité de Jensen a In (concave) avec Vk € [[1; n]], \x = — aux points (z), on a
1 I
In| — > — 1
(330 a) = St
k=1 k=1
qui donne en composant par exp qui est croissante
n n 1/n
1
LS s (H xk> .
k=1 k=1
Et pour obtenir I'autre comparaison, il suffit d’appliquer cette inégalité aux points — qui sont bien dans

]0; 4o0[, comme en 1.c).

Exercice 65

Inégalités de HOLDER & de MINKOWSKI, normes |[.[,

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1 1
Soit (p,q) €]0; +oo[2 tel que — + — = 1. On dit que p et ¢ sont deux exposants conjugués.

p

1. Justifier quep>1,¢g>1let qg= T
p_

uP vl

2. a) En exploitant la convexité du logarithme...

Montrer, en exploitant la concavité de In, que
V(u,v) €]0; +oof*, wuw
p q

N

Qu'en est-il siu=0o0uv =07
ou par un argument géométrique
Soit (u,v) € ]0; +oo[%. Considérons dans le plan la courbe définie par y = 2?1, I'aire A; située entre la

b) ...
courbe, 'axe des abscisses et la droite d’équation x = u, ainsi que aire Ay située entre la courbe, I'axe des

ordonnées et la droite d’équation y = v,
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As
Ay

‘ :E

u

uP 9
En observant que A; + A > uv, montrer que uv < — + —
p q

c) Soit (ug)i1<k<n €t (Vk)1<k<n 2n réels.
n n

On suppose que Z lug|? = Z |vg|? = 1. Montrer que

k=1 k=1
n
Z lugvg| < 1.
k=1

d) Soit (2k)1<k<n € R™ et (Yk)1<k<n € R™.
Démontrer I'inégalité de HOLDER

n n 1/p n 1/q
D kel < (Z !$k1p> (Z \xk\q>
k=1 k=1 k=1

e) Quelle inégalité obtient-on lorsque p =27
3. a) On prend encore p € ]0; +oo| et ¢ I'exposant conjugué de p.
Soit (Zl?k)lgkgn € R"” et (yk)lgkgn c R"™,

En écrivant
Vi e [[1; n)], ok 4+l < okl loe +yelP" + gl Joe + oyl

déduire, de I'inégalité de HOLDER, 'inégalité de MINKOWSKI

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z |k +yk|p> < (Z |xk|p> + (Z|yk!p>
k=1

k=1 k=1

b) Sur R", on définit ||.|[, par

n l/p
I = (k) 1<hen = (Z kalp)
k=1

Veérifier que ||.||,, est une norme sur R".

4. ||.||; définie sur R™ par

n

1117 : (2x)1<kan — Z ||

k=1
est-elle une norme sur R™?

5. Soit (z)1<k<n € R™. Montrer que

deéf.
[(zk) 1<hsnllo = sup |z

Tk )1<k< —_—
||( )1< <n||p p—+00 1<k<n

|-« est-elle une norme sur R™?
6. Soit E=R? et pc]0; 1[. Soit
N:E =R, (21,2) = (|21]” + |22 ) 7.
Soit A = (1,0) et B = (0,1). Calculer N(A), N(B) et N(A + B). N est-elle une norme ?

Solution (Ex.65 — Inégalités de HOLDER & de MINKOWSKI, normes ||.|[,)
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1
1. p€]0; 1]= - >1= — + — > 1 : impossible, donc p > 1. Idem pour q.
p
1 1 —1
le—f:pidoncq:i
q p -1
2.a) Ve >0, In"(z)=

1
— < 0 donc In est concave. L’inégalité de concavité appliquée a u” et v? donne
x

In <1up + 1vq) > 1ln(up) + 1ln(vq) (=Inu+Inwv)
p q p q
En composant par exp (croissante) :
9 uP v
V(u,v) €]0; +oo[”, ww < —+ —

p
Avec la convention usuelle 0% = 0 pour tout « > 0, I'inégalité demeure lorsque u = 0 ou v = 0.

ou par un argument géométrique
p
U
2P ldr = —,
D

Ensuite : y = 2P~ oz = yl/(p—l

v g1 q
Ay = / y /PNy = [y} _v
0 q 1o q

Alors A1+ As > uv donne I inégalité Voulue

c)vakr Z(‘“;‘ ul) - Z| o+

b) ...
D’abord : A1 = /
0

), donc puisque

n
S ST
k:l

d) On pose pour tout k € [[1; n]], up = % et v =
n
()
i=1
I'inégalité précédente. Alors
n
|| ||

Yk

n 1/q
(Z |yi|q>
=1

MEHNC

=1 i=1

1/q
\fﬂi|q>

. de sorte qu’on puisse appliquer

qui conduit (les dénominateurs sont indépendants de k) a l'inégalité de Holder
e) Lorsque p = 2, on reconnait I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique de R".

n
3.a) e Y |ag| |z + up 7' <
k=1

n
o > lunl o +unl ' <

= 1 1
eOna:l=-4+-
q

En sommant les inégalités précédentes :

n n 1/p n 1/p n
> e+ ul” < <Z |~”Ck|p> + (Z |yk\p> <Z |2k + Yil
=1 k=1 k=1 =1

n 1/p n 1/q
(Z !:rkrp> (Z J + yk|<“>Q>
k=1 k=1
n l/p n 1/‘1
(zw) (zxﬁykr@“q)
k=1 k=1

p+q ,, .
ZWdoupquJrqet (p—1)g=

1-1/p
p)

En faisant passer le second facteur du membre de droite & gauche, on obtient 'inégalité de Minkowski.

1/p n
| +ykz|p> < (Z

k=1

>
b)

e Donc |[.||,, est une bien norme sur R".
4. D’aprés le cours, ||.||; est une norme sur R".
5. Soit M = sup {|xg|} et m le nombre de zy, tels que |zx| =

1<k<n
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1/p n 1/}7
|1»‘k|p) + <Z !ykz|p>
=1

e ||.|[, vérifie 'axiome de positivité, I'axiome de séparation et 'axiome d’homogénéité (aucun probleme).
e [’inégalité de Minkowski n’est autre que 'inégalité triangulaire pour ||||p



n 1/p

On a: (Mi”)l/p < (Z |:ck|p> < (n.M”)l/p,
k=1

c’est-a-dire : M < [|(zg)1<h<nll, < n'/PM.

|
Or : n!/? = expIn(n)/p — 1, donc par encadrement :
p—+oo
[(@k) 1<kl l, p—— [(@r)1<k<n|oo-

|-« est, d’aprés le cours, sur R™.
1
6. N(A)=1,N(B) =1, N(A+B) =27 > 2 car - > 1, d’ot
p
N(A +B) > N(A) + N(B)

et N n’est pas une norme car elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire.

Exercice 66

Ezxtremum global sur un conveze, application a la régression linéaire

La premiére partie de cet exercice fournit une condition suffisante d’extremum global éventuellement strict du
second ordre lorsqu’on travaille sur une partie convexe.

1. Cas d’une variable
Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction de classe C.
a) On suppose : Veel, f’(z)>0.
Justifier que s’il existe a € I tel que f/'(a) = 0, alors f atteint un minimum global en a.
b) Quen est-ilsi: Vzel, f’(z)<07?
¢) Que dire si 'inégalité vérifiée par f” est stricte, i.e. f” > 0 (resp. f” < 0) sur I?
2. Cas de plusieurs variables
Soit d > 2, U un ouvert convexe de R% et f : U — R une fonction de classe C2.
a) Petites généralités a digérer et savoir retrouver
i— SoitaecUetheR?tel quea+heU.
Exprimer f(a + h) a 'aide la différentielle df(a) et de la hessienne H¢(a).
ii — On pose g:[0; 1] = R,t+— f(a+ th). Justifier que
g'(0) = df(a)(h) et ¢"(0) = hHf(a)h™.

b) On suppose, de fagon analogue a 1.a), que
Ve € U, Hy(z) € SH(R).

Soit a € U. On suppose que a est un point critique de f. Soit b € U. On pose
g:[0; 1] =R, t— g((1 —t)a—+td).

Justifier a 'aide de la formule de Taylor avec reste intégral que

1
g(1) = g(0) + /0 (1— ) (1),

et en déduire que g atteint un minimum global en a.
c) Quenest-ilsi: VzeU, Sp(Hy(z))€]—o0; 0]7?
d) Que dire si de plus Hy(z) est définie pour tout « de U?
3. Application a la régression linéaire par la méthode des moindres carrés
Soit n > 2. On dispose d’une série statistique S = {(z;,v;),1 < i < n} de n points tels que les z; ne soient pas
tous égaux. On souhaite déterminer une droite A, d’équation y = ax + b passant aux plus prés des n points
de S.

On mesure la distance de A, au nuage de points S par
n
2
d(a,b) = Z (azi +b—y;)"
i=1
L’objectif est de trouver, s’ils existent, les réels a et b minimisant cette distance.
a) Faire un dessin et justifier le nom de cette méthode : « méthode des moindres carrés en y » , due a Gaup.
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b) On pose, pour k € [[0; 2]],
n n
S = Z:vf et tp = Z:Ufyz
i=1 i=1

Montrer, & I'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que sgsg — s3 > 0.

c) En déduire que d posséde un unique point critique.

d) A T'aide de la question 2., montrer que d posséde un minimum global strict, atteint en un unique point (ag, bg)
que 'on explicitera & l'aide des s et t.

Solution (Ex.66 — FExtremum global sur un conveze, application a la régression linéaire)
1. Cas d’une variable
a) f’ est croissante et s’annule en a donc est négative sur IN]—oo; a] et positive sur IN[a; +oof, donc f est
décroissante sur IN|—oo; a] et croissante sur IN[a; +ool.
Ainsi f atteint un minimum global en a.
b)Si: f”"<0et f'(a) =0, alors f atteint un maximum global en a.
c) L’extremum en a est alors strict, et par conséquent f atteint cet extremum uniquement en a.
2. Cas de plusieurs variables
a) Petites généralités a digérer et savoir retrouver

i f(ath) = f(a) +Af(@)(h) + L hH ()b + o (|[AlF)
ii — On pose g:[0; 1] = R,t+— f(a+th).
2

t
g(t) = f(a) +tdf(a)(h) + Eth(a)hT + 0 (t?) (df(a) est linéaire...)
or le développement limité a ’ordre 2 de g en 0 est

2
9(t) = 9(0) + g'(0)t + g"(0) 5 + o ().
Par unicité du développement limité d’une fonction de classe C?,
9(0) = f(a) (fatal), ¢'(0) = df(a)(h) et ¢"(0) = hHf(a)h™.
Notons que g(t) = g(a + t(b — a)) = g(a + th) en posant h = (b — a).

La formule de Taylor avec reste intégral fournit
1

(1) = 9(0) +9/(0) x (L+0) + [ (1= g (1),
0
g'(0) = df(a)(h) = 0 puisque a est critique.
Pour t € [0; 1], g (t) = hH (a + th)hT.
En effet, pour ¢ fixé dans [0; 1], quitte a poser ¢ : & — g(t + z) = f((a + th) + zh), ¢"(0) = ¢"(t) =
hHp(a + th)hT.

1
Par I'hypothése sur Hy, Vt € [0; 1], ¢"(t) > 0 donc / (1—t)g®(t)dt > 0.
0
Ainsi g(1) > g(0) ie. f(b) = f(a).

Ce résultat étant vrai pour tout b € U, f atteint un minimum global en a.

o) En appliquant ce qui précéde a — f, on montre que si a est un point critique de f alors f atteint un maximum
global en a.

d) En reprenant le raisonnement précédent avec des inégalités strictes car hH f(a)hT = 0 pour tout h # 0, on
montre que 'extremum en a est alors strict, et par conséquent f atteint cet extremum uniquement en a.

3. Application
Soit m > 2. On dispose d’une série statistique S = {(x;,4;),1 < ¢ < n} de n points non tous égaux.
On souhaite déterminer une droite A, ; d’équation y = ax + b passant aux plus prés des n points de S.
On mesure la distance de A, au nuage de points S par

n

d(a,b) = Z (azi +b— yi)Q.

=1

L’objectif est de trouver, s’ils existent, les réels a et b minimisant cette distance.
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a) On projette verticalement (suivant 'axe de y) les point sur Ag ) et d est la somme des carrés des distances,
on cherche & minimiser les carrés des distances en y.

2
n n n
2 .
b) sgso—sT = a7y 1- (Z x) = [IX|[*.|U|I* = (X | U)® ot X = (2)1<icn et U = (1)1<i<n.
i=1 =1 i=1
Comme les z; ne sont pas tous identiques, X et U ne sont pas colinéaires, donc I'inégalité de Cauchy-Scwarz
assure que sgsg — 5 > 0.
c) Pour tout (a,b) de R2,

d(a,b) = s9a? + sob? + 2s1ab — 2t1a — 2tob + Z yf

(2
Vd(a,b) = (2s9a + 2s1b — 2t1,2s0b + 2s1a — 2t)
Vi(a,b) = 0 < soa+ s1b=1
s1a + sob = tg
Le déterminant de ce systéme est sas9 — s3 # 0 donc il admet un unique solution. d posséde un unique point
critique (ag, bp).
d) Pour tout (a,b) de R?
282 251 "
Hy(a,b) = donc det (Hy(a, b)) = 4(s280—s2) > 0 et Tr (Hy(a,b)) = 2(s2+5¢) = 2 <Z x? + n) >
281 280 =1
0. Donc les valeurs propres de Hy(a, b) sont strictement positives :
V(a,b) € R?, Hy(a,b) € S T (R)
donc d atteint un minimum global strict en son point critique, strict car s’il était atteint en un autre point,
cet autre point serait un point critique, ce qui est impossible.
La résolution du systéme donne

sot1 — s1to Soto — s1t1
apg — D et bO - - o5 -
5250 — §7 5250 — S57
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Chapitre 20

Extremums liés et multiplicateurs de
LAGRANGE

On s’intéresse a la recherche des extremums d’une fonction lorsque les variables elles-mémes liées par certaines
relations, ce qui est souvent le cas dans les problémes pratiques d’optimisation.

Exercice 67

FExtremum lié en réduisant les variables

Soit T=[0; +oo[* et
fil—R (r,y)— 22+ et g:1—R (z,y)— z+y

On note £ = {(z,y) € I/f(x,y) = 1} et S = {(x,y) € I/g(a,y) = 1}.
1. a) Justifier que g atteint un maximum et un minimum sur X.

b) Déterminer les extremums de g sur ’ensemble .
c) Pour l'extremum atteint a 'intérieur de I, comparer le gradient de f et celui de g.

2. a) Justifier que g atteint un maximum et un minimum sur X.
b) Déterminer les extremums de g sur ’ensemble .
c) Pour l'extremum atteint a 'intérieur de I, comparer le gradient de f et celui de g.
On dit qu’on a déterminé les extremums de f (respectivement g) liés par la contrainte (ou sous la contrainte)

g=1 (resp. f=1).

Solution (Ex.67 — Extremum lié en réduisant les variables)

1. a) g est continue et ¥ est une partie fermée et bornée de R2.
b) (z,y) € X< (x € [0; 1] et y =1 —z) : il suffit d’étudier
h:[0; 1] — R x+— g(x,1 —2) =222 22+ 1.
1

h(z) =2(x —1/2)? + 3

1 1
Donc h prend ses valeurs entre —, atteinte en — et 1 atteinte en 0 atteinte en O et en 1.

Le minimum de g sur ¥ est 1 atteint en %, % et son maximum est 1 atteint en (0,1) et en (1,0).
c) Vf(1/2,1/2) = (1,1) et Vg(1/2,1/2) = (1,1) : ces deux gradients sont égaux.
2. a) f est continue donc atteint un maximum et un minimum sur le fermé borné S.
b) Déterminer les extremums de g sur I’ensemble 3.
c) Pour extremum atteint a U'intérieur de I, comparer le gradient de f et celui de g.
d) (z,y) e S< (x €[0; 1] et y =1 —2?) : il suffit d’étudier
h:[0; 1] —mRz+—g(x,1 —z) =2+ V1—2
—2x  V1l-z?-x
2V/1 — x2 \/1—x12

Pz) >0 1-22>22 < —

V2

W(z)=1+
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Donc h prend ses valeurs entre 1, atteinte en 0 et en 1, et /2 atteinte en 1/+/2.
Le minimum de f sur S est 1 atteint en (0,1) et en (1,0), et son maximum est v/2 atteint en (1/v/2,1/v/2).
e) VF(1/v2,1/v2) = (v/2,V2) et Vg(1/v/2,1/+/2) = (1,1) : ces deux gradients sont proprtionnels.

Exercice 68

Multiplicateur de Lagrange pour une contrainte

Dans cette approche, on admettra quelques résultats de géométrie différentielle liés aux (hyper-)plans tangents a
une (hyper-)surface. Pour mieux visualiser cela dans 'espace usuel de la géomeétrie classique, on peut omettre le
préfixe « hyper » dans les énoncés.

On travaille dans R™ et pour tout x de R™, on note (x;)1<i<n ses coordonnées dans la base canonique, de sorte que

x = (x1,T2,...,2y).

Soit © un ouvert de R, et f,g: Q@ — R deux applications de classe C'.
On note C 'ensemble des points de €2 satisfaisant la contrainte g =0 :

C={xeQ/g(x)=0}.

On s’intéresse aux points de €2 ot f atteint un extremum sous la contrainte g = 0, autrement dit aux extremums
locaux de la restriction de f a C.
Visualisation : C peut étre vue comme une hypersurfacelﬂ de R"™.

1. On suppose que a est un point ou f atteint un extremum sous la contrainte g = 0, vérifiant Vg(a) # 0 (a est
un point régulz'eTE[).
Soit v un arc dérivable tracé sur C passant par a a dérivée non nul en ce point. Autrement dit, soit un intervalle
ouvert I et
~v: 1 — R™ dérivable, tel que

vtel, g(v(t)) =0 (quitraduit y(I) C C i.e. v tracé sur C)
Jto € I,y(to) = a (qui traduit « -y passe par a)
v (to) #0 (qui traduit que le vecteur tangent est non nul)

a) Justifier que Vg(a) L +/(to).
b) En considérant h : T — R, ¢ — f o7(t), montrer que V f(a) L ~'(to).

On note H, 'hyperplan tangent a ’hypersurface C en a.
On admet :

@ comme larc v est tracé sur C, son vecteur tangent v/(tg) appartient a H, ;

@ lorsqu’on consideére tous les arcs v possibles satisfaisant les hypothéses précédentes, les vecteurs tangents
~'(to) parcourt H, tout entier. Dit autrement, tout vecteur de H,, peut étre obtenu comme vecteur tangent
4 un arc « passant par a.

c) Justifier que Vg(a) est orthogonal & H, (donclﬂ a I'hyperplan tangent en a a ’hypersurface définie par g = 0).
d) Justifier de méme que V f(a) € (Ha)J'.
e) En déduire l'existence d'un réel A tel que

Vf(a) = AVg(a).

1. Comme pour le terme hyperplan, ce terme généralise la notion de surface dans ’espace. Ainsi une hypersurface d’un plan
est une courbe, une hypersurface de l'espace géométrique de dimension 3 est une surface (dans le sens usuel du terme). Par
exemple, dans R?, I'hypersurface d’équation 3 —x? = 0 est une parabole, et dans R3, ’hypersurface d’équation 22 +y?—1 =0
est la sphére unité.

2. Lorsque le point a de 'hypersurface C vérifie Vg(a), on dit que a est régulier ou que 'hypersurface C est lisse en a. En
particulier, C admet un hyperplan tangent en a.

3. Cette propriété est déja manifeste pour un plan de l'espace. Si ax + by + cz = d est 'équation d’un plan P, alors
P= {(a:,y, 2) €R3/f(w,y,2) = O} ou f(z,y,z) =ax +by+cz—d. On a alors Vf = (a,b, c) et il est de notoriété publique
que le vecteur (a,b,c) est normal au plan P.
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Le réel A est appelé multiplicateur de Lagrange.

Bilan : Si a est un extremum de f sous la contrainte g = 0 tel que Vg(a) # 0, alors il existe un multiplicateur
de Lagrange X tel que V f(a) = AVg(a).
Un point a de € vérifiant

gla) =0
dAeR, Vf(a)=Vyg(a)

est appelé point critique de f sous la contrainte g=0.
Ainsi, étre un point critique de f sous la contrainte g = 0 est une condition nécessaire d’extremum sous la
contrainte... mais pas suffisante.

Reprendre 'exercice précédent et déterminer les points critiques pour les fonctions et les contraintes de chacune
des deux questions.

On généralise I'exercice précédent & n > 2 quelconque.
Soit J =10; +oo[", et
n n
f:J—>R,xr—>Zx% etg:J—)R,mr—)in.
i=1 i=1

a) Déterminer les points critiques pour f sous la contrainte g = 1 puis les points critiques de g sous la contrainte

f=1

b) A laide de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, conclure quant & la nature de ces points.

Solution (Ex.68 — Multiplicateur de Lagrange pour une contrainte)

1.

2.

a) Soit k = g o~. k est dérivable par composition. On a d’une part :

vt € LK(t) = dg(y(1)) (v (1)) =< Vg(v(1)),7'(t) >,
et d’autre part &’ = 0 puisque g o v = 0 par hypothése.
Donc : Vt €I, < Vg(y(t)),7(t) >= 0 et en particulier en t =ty : < Vg(a),v'(to) >=0, i.e. Vg(a) L v/ (to).

b) h est dérivable par composition. On a d’une part :
Vi e TI(1) = df(4(0) (7' (1) =< VF(2(8)), 7(t) >,
et d’autre part h/(tgp) = 0 puisque f atteignant en a un extremum sous la contrainte g = 0, h atteint un
extremum en ty vu que (tg) = a et y(t) satisfait la contrainte g = 0 pour tout ¢.
Donc : < Vf(a),~ (to) >= 0, i.e. Vf(a) L ~(to).

¢) Vyg(a) est orthogonal & tout vecteur +'(tp) pour tout arc v et tout vecteur de H, est un +'(tp) pour au moins
un arc v, donc Vg(a) est orthogonal a tout vecteur de H, : Vg(a) € (’Ha)L

d) Pour exactement les mémes raisons, V f(a) € (Ha)J'.

e) H, étant un hyperplan, dim ((Ha)l) = 1, donc Vf(a) et Vg(a) sont colinéaires, et comme par hypothése

Vg(a) # 0, il existe un réel A tel que
V/(a) = \Vg(a).

e g sous la contrainte f =1 :
Notons que f = 1 au lieu de f = 0 ne change que peu de chose : on peut considérer f1 = f — 1 et alors f =0
devient f; =0, tandis que Vf =V fi.
Soit a = (z,y) € ]0; +oof* = I (on a raisonné sur des ouverts dans tout ce qui précede!). On a Vf(a) =
(2z,2y) # 0.
fla)=1 L +y=1
N eR, Vg(a) =AVf(a) dNeR, (1,1) = A(2z,2y)
rty=1 _ [e=1/2
T=1y y=1/2
f=1

e f sous la contrainte g =1 :
Soit a = (z,y) €]0; +oo[* =1. On a Vg(a) = (1,1) # 0.

: on retrouve le seul point intérieur & I ayant amené un extremum de g lié par
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gla) =1 L +y =1

dNeR, Vf(a) =AVg(a) A eR, (2z,2y) =A(1,1)

{x2+y2:1 {le/\/i
= -

: on retrouve le seul point intérieur a I ayant amené un extremum de f lié

r=y y=1/Vv2
par g = 1.
3. a) Les mémes raisonnements que dans la question précédente conduisent & 1 = x9 = -+ - = x,,, donc
e 'unique point critique pour f sous la contrainte g = 1 est

1
b) e Soit u=—(1,1,...,1) et z = (x1,...,z,) € J tel que g(z) =
n

1 1 o 1
L’inégalité de Cauchy-Sch liquée & u et = d — — ? done — < ie. <
inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a u et  donne (n g ) . Z:xl one — f(z) ie. f(u)

1
f(x) : sous la contrainte g = 1, le minimum de f est f(u) = — et est atteint en u, et uniquement en u par a).

3

1
o Soit u=—=(1,1,...,1) et z = (z1,...,2p) € J tel que f(z) =

vn
1 < - 1
L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & u et = donne (\/HZ:Q) < Zazf donc ﬁg($)2 < 1 ie.

g(x) < g(u) : sous la contrainte f = 1, le maximum de g est g(u) = y/n et est atteint en wu, et uniquement en
u par a).

Exercice 69

Une démonstration du théoréme spectral

Le théoréme spectral assure que tout endomorphisme symétrique U de R™ est diagonalisable On le démontre par

/////

clé.
On suppose n > 2 et on se donne un endomorphisme symétrique u de I'espace euclidien canonique R™.
Soit S = {z € R"/||z|| = 1} la sphére unité de R™.
Soit f:R® — R,z — (u(x),z) et g : R" — R,z — ||z||?
1. Justifier que f atteint un maximum sur S.
2. Justifier que V f(z) = 2u(z) et Vg(z) = 2.

3. En déduire, a I'aide d’un multiplicateur de Lagrange, que u admet une valeur propre réelle A.

Solution (Ex.69 — Une démonstration du théoréme spectral)

1. f est continue car u est linéaire et S est fermée (puisque S = {x € R"/||z|| = 1} et ||.|| est continue) et bornée.
Donc f est bornée et atteint un maximum sur S.

2. Comme u est linéaire et (.,.) est bilinéaire, la différentiation donne

df(z).-h = (u(z),h) + (u(h), z) = 2 (u(z), h)
car u est symétrique. Cette derniére écriture montre que V f(x) = 2u(x).
Comme g est polynomiale, on a directement Vg(z) = (2z1,...,2z,) = 2.

3. Notons x un vecteur de § ot f atteint son maximum. Il existe un multiplicateur de Lagrange A € R tel que

Vf(x) = AVg(z) donc u(z) = Az.
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Comme x € §, = est non nul et A\ est une valeur propre de u.
On peut méme justifier que X est la plus grande valeur propre de ...

Exercice 70

Généralisation a p contraintes

On se donne cette fois p contraintes indépendantes et on cherche les extremums d’une fonction liés & ces p
contraintes. Concrétement, soit 2 un ouvert de R™, et

faglag2a'-'7gp:Q—>R
p + 1 fonctions de classe C! telles que

Ve e Q, (Vgi(z),Vga(x),...,Vgy(x)) est libre.

Cette derniére hypothése exprime l'indépendance des contraintes.
On note C 'ensemble des points vérifiant les contraintes :

C={re€Q/gi(z) =0,92(x) =0,...,gp(x) =0}.

On peut aussi voir C comme une intersection d’hypersurfaces :

¢ =) {reQgl)=0}.

i=1
De méme qu’en général I'intersection de deux surfaces est une courbe, et l'intersection de deux courbes sont des

points, on admet que la condition sur les Vg; assure que C est un objet de dimensionlﬂ n—p, et que son sous-espace
tangent en un point a estE|

p
1L
T=()(Vgila)"
i=1
On admet, et on le justifierait que la méme fagon en considérant des arcs v parcourant C, que si f admet en a un
extremum lié & la contrainte C, alors

Vf(a) e T+

1. Montrer que, si Fy, Fa, ..., F,, sont p sous-espaces vectoriels d'un espace de dimension finie m, alors
p p +
(E =2 F
i=1 i=1
2. En déduire I'existence de p scalaires (\;)1<i<p tels que
) =

Vf(a) = MiVgi(a) + AaVgi(a) + - - + A\ Vgi(a).

Les réels \;(1 < i < p) sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Exercice 71

Inégalité de Hadamard

Pour n € N*| on souhaite établir 'inégalité de Hadamard
V(ut,ug, ... un) € (R™M™, |det (w1, ug, ..., un)| < |Jur]] [Jugl] - - [|un]|

ou [|.|| désigne la norme euclidienne canonique de R™.

4. Les notions « objet » et « dimension » introduits ici sont étudiés en géométrie différentielle. L’objet en question ici qui
généralise les notions de courbes et surfaces s’appelle une variété différentiable, et celle de dimension généralise la dimension
définie pour les espaces vectoriels, mais c’est une bien longue histoire...

5. Pour p =1, on retrouve H, = (Vg(a))J' de P’exercice précédent.
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CHAPITRE 20. EXTREMUMS LIES ET MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE

1. Pourn=17

2. On s’intéresse au cas n = 2 : objectif
V(u,u') € R?, |det(u, u')| < [ul|||v]|

ott la norme employée est la norme euclidienne canonique de R2.

/
T x
Pour v = (z,y,2',7y') € R*, on pose f(v) =

/

y 'y
On note C ’ensemble

C={v=(ay2,y) eRY/[|(wy)l| = Let ||(z',))]| = 1}

On pose enfin, toujours pour v = (z,y,2’,y') € R?*, g1(v) =22+ 9% — L et go(v) =22 +y? -1

a) Justifier que f atteint un minimum et un maximum sur C.

b) En utilisant les multiplicateurs de Lagrange, montrer que les extremums de f sous la contrainte C ne peuvent
étre atteints que si u = (z,y) et v’ = (2/,13') forment une base orthonormale.

c) En déduire les extremums de f sur C.

d) En déduire I'inégalité de Hadamard et préciser les cas d’égalité.

3. On s’intéresse maintenant au cas général avec n > 3.
On utilise la version différentielles plutdt que gradients des multiplicateurs de Lagrange, dont ’énoncé est le

suivant :

Soit €2 un ouvert d'un R-espace vectoriel E, g1, g2, ..., 0p
et f des applications de classe C' sur €.

Alors une condition nécessaire pour que f admette en un
point u de  un extremum sous la contrainte

91=0,92=0,...,9p-1=0¢et g, =0

et tel que les différentielles dg;(u) pour 1 < i < n soient
linéairement indépendantes est

P
I(Ni)1<i<p € RP tel que df(u) = Z)\idgi(u)-
=1

Soit E = (R™)". Soit
C={u=(u1,...,un) € E/N€[[1; n]],||uil| =1}

Soit pour tout i de [[1; n]]
gi:BE—Eu=(u1,... up)— ||ul?* -1

et
fE—Eu=(up,...,uy) —> det (ug,...,up).

a) Justifier que f atteint un maximum sur C, et que ce maximum est au moins égal a 1.
b) Justifier que f et les g; sont de classe C!.

On pourra utiliser les projections p; : w = (U1, ..., Up) — U;.
c) Montrer que, pour tout ¢ de [[1; n]], et tout u et h de E,

d) Soit u un point de C. Justifier que les formes linéaires dg;(u) pour i € [[1; n]] sont linéairement indépendantes.
e) Soit u € E. On suppose que f atteint un maximum sous la contrainte C en u. On note (\;)1<i<n les multipli-
cateurs de Lagrange liant la différentielle de f en u a celles des g;(u).
Justifier que, pour tout i de [[1; n]], et tout h; € R™,

flur, oo izt by w1y ooy un ) (0,000, 0, Ry, 0,000,0) = N (ug, hy)
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f) En déduire que les multiplicateurs \; sont tous strictement positifs, puis que (uq,...,u,) forment une base
orthonormale de R™.
g) En déduire I'inégalité de Hadamard et préciser les cas d’égalité.

Solution (Ex.71 — Inégalité de Hadamard)

1.
2.

3.

4.

Sin=1onaVueR, |det(u)|=|ul=|lu|]| donc l'inégalité est vérifiée et est une égalité.
a) C est fermée et bornée donc f qui est polynomiale donc continue atteint un minimum et un maximum sur C.
b) f, g1 et go sont de classe C' et

Viw)=(,—2, —y,z), Vgi1(v) = (22,2y,0,0) et Vgo(v) = (0,0,22',2y).

La condition nécessaire d’extremum sous contrainte s’écrit

(y/) _xla Y, l‘) = )\(217, 2y7 07 0) + M(()? Oa 21‘/7 2y,)'

On a alors z2’ + yy' = x(—2\y) + y2Az) = 0 donc u L o'
Comme u et u’ sont unitaires puisque dans C, (u,u’) est une base orthonormale de R2.

c) Réciproquement, si (u,u) est orthonormale, f(v) = £1 selon que cette base est directe ou indirecte. Comme
par 1l.a) les extremums sont atteints, j’en déduis que les extremums de f dans C sont —1 et 1, atteints si, et
seulement si, (u,u’) est orthonormale indirecte ou indirecte respectivement.

e Si u ou v est nul, alors I'inégalité de Hadamard est vérfifiée : c’est méme une égalité.

L 1 1 . .
e Sini u ni v ne sont nuls, alors avec k = —— et k' = puisque ku et k’u’ sont unitaires,

1 ']
’det (ku, k’u')| < ||kul] Hk/u'H

Par bilinéarité du déterminant et homogénéité de la norme,
[det (u, /)| < ffull ||2]|

e [’étude des extremums liés montre qu'il y a égalité si, et seulement si, ils forment une famille orthogonale (ce
qui inclut le cas ot 'un d’eux est nul).

a) f est continue et C est une partie fermée bornée donc f y atteint un maximum. Et en prenant e = (eq,...,e,)
les n vecteurs de la base canonique de R™, f(e) =1 et e € C ce maximum vaut au moins 1.

b) Par n-linéarité du déterminant, f est de classe C!.
”H2 est polynomiale dans de classe C' sur R et les projections p; : E — R™ sont linéaires donc de classe
C'. Par composition, chaque g; = ||.||* o p; — 1 est de classe CL.

c) gi : u— (pi(u),pi(u)) — 1 donc par différentiation de la forme bilinéaire produit scalaire, et puisque les p;
sont linéaires :

dgi(u)(h) = (pi(h), pi(w)) + (pi(u), pi(h)) = 2 (ui, hi).

n

d) Supposons que Z,ujdgj(u) =0 ().
j=1

Soit ¢ € [[1; n]]. En prenant h = (0,...,0,u;,0,...,0) (u; en i-éme place), Z'“’j (ui, hj) = 2p; HuZHQ = 2,
j=1

et (V) donne pu; = 0.

Ainsi la famille de formes linéaire (dgl(u))Z est libre.

e)Ona:df(ur,...,up)(h1,...,hy) = Z)‘i (ug, hi).
i=1

Comme le déterminant est n-linéaire par rapport & ses colonnes v;,
df(ul, ey un)(O, v ,0, hi, 0, v ,0) = det (ul, ceesUs—1, hi,uﬂ_l, v ,un).
On en déduit f(ul, ey Up—1, hi, Ui+1y .- ,un) = )\z <’LL1'7 hz>
f) Soit 7 € [[1; n]].
En prenant h; = u; dans Pégalité précédente, f(u) = \; |Jug]|> = \i, et d’aprés a), f(u) > 1, donc A; > 1.
Et en prenant h; = u; avec j # i,
flut, ..o wim1, wy, Wig1, .., uy) = 0 = A (w4, u;) avec A\; # 0, donc (u;, uj) = 0.
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g)

130

Ceci étant valable pour tout ¢ de [[1; n]], la famille (ui,...,uy) est orthogonale. Comme les u; sont tous
unitaires puisque u € C, la famille (uy,...,u,) est une base orthonormale de R™.
e Le maximum de f sur C est obtenu pour une base orthonormale de R™. Or si u est une telle base, f(u) = £1

selon que u est directe ou indirecte. Donc le maximum de f sur C est vaut 1 et est atteint pour toute base
orthonormale directe de R".

Ainsi : Yu € C,  f(u) < [|Jwil] ... ||unll|-

Quitte & remplacer u; par —u;, on a :

Vuel, —f(u)<luill...||unl].

Donc : Vu € C, |f(uw)] < ||wil] ... [|un|-

e Soit maintenant une famille u = (uq, ..., u,) quelconque de n vecteurs de R™.

Si 'un des u; est nul, 'inégalité de Hadamard est vérifiée : c’est 1’égalité 0 = 0.

Si tous les u; sont non nuls, posons : Vi € [[1; n]],u, = ”J“ui, et u' = (u},...,ul,). Alors ' vérifie C. Donc
7

|f(W)] <1, ie. |det (u)| < 1.
Par linéarité du déterminant par rapport a ses n colonnes,

|det ()| < [Junl] - [Junl] -

e Dans ce dernier cas, c’est-a-dire si aucun des u; n’est nul, il y a égalité si, et seulement si, u’ est une base
orthonormale, donc si, et seulement si, u est une base orthogonale.

e On conclut comme dans le cas n = 2 qu’il y a égalité dans I'inégalité de Hadamrd si, et seulement si, la
famille (uq,...,u,) est orthogonale.



Chapitre 21

Variation des constantes et wronskien

Dans ce paragraphe, on étudie les équations différentielles linéaires scalaires. Les fonctions considérées sont
définies sur un intervalle ouvert éventuellement non borné I de R et & valeurs dans K = R ou C.

Par convention, la variable de ces fonctions sera notée t, et on I'omettra fréquemment lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité. Ainsi « t2y’ — 2ty = f » signifiera « t2y/(t) — 2ty(t) = f(t) ».

De méme, U'intervalle de définition des fonctions ne sera pas systématiquement rappelé. Ainsi, si a, b, c et y
sont définies sur un intervalle I,

«y'+ay +by=c»
doit s’interpréter
«Vtel, y'(t)+a(t)y'(t) +b(t)y(t) = c(t) ».

Enfin, pour désigner une primitive quelconque de la fonction continue f : ¢ — f(t), on écrira éventuellement
t

F:t»—>/ F(5)ds

en vertu du théoréme fondamental de 'analyse, puisque la borne inférieure de 'intervalle ne sert qu’a fixer une
constante.

Exercice 72

Wronskien : définition et propriétés essentielles

Soit a,b : I — K continues. On considére I’équation différentielle homogéne
v ' +ay +by=0 (H)

d’inconnue y : I — K deux fois dérivable.
On note H I'ensemble des solutions de (H).
Soit y1 et yo deux solutions de (H). On appelle wronskien de y; et yo la fonction définie sur I par

Yy Y2
w = ,
/

n yé

autrement dit
w:l—-K, t— y1(t)yé(t) - yg(t)yi(t).

1. Annulation du wronskien — I
a) Justifier que si y; et ya sont liées, alors w est nul sur L.
b) Soit ¢ € I. Soit ¢ : H — K,y — (y(to); ¥/ (t0)).
Justifier que ¢ est un isomorphisme.
En déduire que si (y1,y2) est libre, alors w(tp) # 0.
c) Justifier que (y1,y2) est systéme fondamental de solutions de (H) si, et seulement si, il existe ¢y € I tel que
w(to) # 0, et que dans ce cas,on a: Vt €1, w(t) #0.
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2. Annulation du wronskien — II
On se propose de retrouver la propriété précédente par une explicitation du wronskien.
a) Former une équation différentielle du premier ordre dont w est une solution.
b) En déduire que pour tout ¢ fixé dans I, on a

Wl w(t) = w(t)exp (- /t: a(s)ds) .

c¢) Retrouver alors qu’on a l'alternative :
o soit Vit € L,w(t) =0;
e soit Vt € I, w(t) # 0.

Solution (Ex.72 — Wronskien : définition et propriétés essentielles)
1. Annulation du wronskien — I
L o Yy2(t) y1(t)
a) Supposons pour fixer les idées qu'il existe A € C tel que y2 = Ay;. Alors pour tout ¢ € I, =
/ /
Ya(?) y1(?)

donc w(t) = 0.

b) On sait que dim(H) = 2 = dim K2.
D’apreés le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire, (H) admet une unique solution y vérifiant y(¢o) = 0 et
y'(to) = 0, i.e. p(y) = 0. Comme la fonction nulle vérifie cette propriété, Ker(y) est réduit a {0} et ¢ est
injectif.
Avec I'égalité des dimensions, cela prouve que ¢ est un isomorphisme.
Si (y1,y2) est libre, c’est une base de H et son image ((y1), @(y2)) par I'isomorphisme ¢ est une base de K2.
Donc det (() ¢(y1), p(y2)) # 0. Or det (() @(y1), p(y2)) = w(to) par définition de ¢ et w. Donc w(ty) # 0.

c) (y1,y2) est systéme fondamental de solutions de () si, et seulement si, (y1,y2) est une base de (H) — et
comme dim(H) = 2 — si, et seulement si, (y1,y2) est une famille libre de (#).
a) et b) donnent alors la propriété voulue.

2. Annulation du wronskien — II
On se propose de retouver la propriété précédente par une explicitation du wronskien.
a) Former une équation différentielle du premier ordre dont w est une solution.
On observe que : Vt € I, w'(t) = y1(t)yh (t) — y2(t)yf (t)

w'(t) = y1(t) (= a()ya(t) — b()y2(t)) — 12() (= a(t)yi(t) — b()yr(2))
= —a(t)w(t)
Donc w est solution différentielle linéaire homogéne d’ordre 1

w' + aw = 0.

b) On sait que les solutions de cette équation sont toutes les fonctions

£ s kexp (- /tt a(s)ds>

Vtel, w(t)=uwlto)exp (— /tt a(s)ds> .

ol k est une constante de K.
Donc

c) Soit tg € L.
e Si w(tp) =0, alors w = 0 sur L.
e Si w(ty) # 0, alors w # 0 sur I puisqu’'une exponentielle ne s’annule jamais.

Cafd.

Exercice 73

Recherche d’une seconde solution & (H)
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1. Un exemple -
a) Soit o € K. A quelle condition
y' +ay +by=0

admet-elle t — exp(at) comme solution ?
b) On considére sur I =]0; +oo[ I'’équation

1 1
y”—<1+t>y/+ty=0 (H)

Donner une solution y; (quasi-)évidente de (H).
c¢) Soit yo une solution de (H) et w le wronskien de y; et yo. Montrer qu’il existe k € K tel que
w:t s kte™t.
d) En déduire une solution yy de (H), indépendante de y;.
e) Donner les solutions de (H).

2. On suppose que y; est une solution ne s’annulant pas sur I de I’équation

v ' +ay +by=0 (H)

t
Soit tg € I et w : t — exp (—/ a(s)ds).
to

a) Montrer que

" w(u) du

vo 1> (1) /t o
est une solution de () linéairement indépendante de y;.
b) Explication —
Expliquer l'origine de cette formule, en analysant ’exemple initial.
3. Application —
On considére sur I =] 1; +oo[ I’équation

At + 1)y —(t -1y +y=0 (H)

ol y : I = R est deux fois dérivable.
a) Déterminer les solutions polynomiales de (H).
b) Déterminer deux constantes a et b telles que

VeI u? +1 a n b
u €1, = .
W12 (@—12  @+1p
c) Déterminer un systéme fondamental de solutions de (H)
i — en suivant la démarche de la premiére question ;

ii — en appliquant la formule de la deuxiéme question.

Solution (Ex.73 — Recherche d’une seconde solution & (H))
1. Un exemple -

a) y : t — exp(at) est solution de I'équation y” + ay’ + by = 0 si, et seulement si, a® + aa + b = 0, puisque y
n’est jamais nulle.

b) On observe que 1+ a + b = 0 donc exp est solution de (H).

¢) On sait que w est solution de w’ + aw = 0, donc qu'il existe k € K tel que

w:t— kexp(—A(t))

ou A désigne une primitive de a : t — —1 — n
Donc w(t) = kexp(t + In(t)) = kte’.

d) Or w(t) = y1(t)yy(t) — ya(t)y; (t) donne

elyl, — elys = ktel. )

Comme toute fonction proportionnelle & ya est encore solution de 'équation HOMOGENE (#), on peut faire
I’hypothése que £k = 1. D’ou :

133



CHAPITRE 21. VARIATION DES CONSTANTES ET WRONSKIEN

/
yp—y2 =t (&)
Si on ne voit pas de solution évidente, utilisons la méthode de la variation de la constante et posons yo = A(t)e
avec A fonction dérivable sur I. On a : yh = (X + A)e'.

¢
yo vérifie (£) si, et seulement si, Ne! =t si, et seulement si, \' = te™".

En intégrant par parties, A = —(¢ + 1)e~! convient donc ys = —(t + 1) convient. H étant un espace vectoriel,
on peut proposer ys : t +— ¢+ 1.

Comme on a raisonné par implication, on vérifie réciproquement que s : t — t+1 est bien solution, clairement
indépendante de y; = exp.

e) H:Vect(exp,t»—>t—|—1).

t
2. a) Soit v:t— u;(u) du.
to Y1 (u)
Pour plus de lisibilité, j’omets la variable t(€ I). On a :
Y2 = y1v
vh=yio+ Yy =ylv+ —
Y1 Y
/ /
" 1" ; W w wyy 1" aw
Yy =yvtyi 5+ ———5 =yfv——
2 1 1 2 2 1 "
aw  aw
Dou : yy + ayh + bys = v(y{ + ay) + by1) — a—l—a =vx0=0.
y2 est bien solution de (H).
De plus : y2 = y1v avec v/ = % = 0 par définition de w. Comme v n’est pas constante, yo est linéairement
Y1

indépendante de ;.

b) Par l'exercice 1, w est le wronskien de y; et y2 donc ys est solution de I’équation

ny —viy=w (&)
y1 est une solution évidente non nulle de ’équation homogéne associée a (£). Cherchons une solution de (&)
par variation de la constante. Soit f dérivable et y = fy;.

w
y1y’—y’1y=w<:>f’y%=w<:>f’=?
i
b w(s) ‘ o w :
Donc f:t— / 5ds (i.e. une primitive de —) convient.
y1(s) Yi

D’ou la formule annoncée.

3. Application —

a) Soit y une solution polynomiale non nulle (s’il en existe!) de (H). Je note d son degré et ag son coefficient

dominant.
Le coefficient de degré d de 2t(t + 1)y" — (t — 1)y’ + y est
2d(d — 1)ag — dag + aq.
Il vaut 0 puisque y vérifie (H) et comme a4 # 0, on a :
2d? —3d+1=0.
La seule solution entiére est d = 1, donc s’il existe une telle solution, elle est de degré 1.
Posons y(t) = at + b.
yeH< —(t—1)a+at+b=0<= (a=1,b=—-1).
L’unique solution polynomiale de (H) est y : t — ¢t — 1.
u?+1 1/2 1/2

b) Vu €1, =

@-12 (-1 " D

c) Déterminer un systéme fondamental de solutions de (H).
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Soit y1 : t—t — 1.
(H) s’écrit sous forme « normalisée »

"y 1-t n 1 _0
Yo r )Y T+ )Y T
o 1—t¢ In(t) ) .. .
Une primitive de a : t — m est A it — 5 = In(t + 1), obtenue par la décomposition classique

1 1 1

tt4+1) t t+1°



Soit yo une autre solution indépendante de y;. Comme yo est définie & une constante multiplicative prés, je
peux choisir pour wronskien

t+1
w:t— exp(—A(t)) = ——.
Vi
] Y1 Y2 1 t+1
1— ) ,:w<:>(t+1)y§—y2=w<:>y§—t_1y2= : 1\/i
Y1 Y2 (_)

L’équation homogene v} — y2 = admet ¢ — ¢ — 1 comme solution.

t—1

Par la méthode de variation de la constante, en posant y(t) = k(t)(t —1) ou k est dérivable, y est solution
articuliére si et seulement si (t — 1)k (¢)(t —1) =0, i.e. K/(t) = ———.

p (t—DE )t —1) (t) TR

Primitivons cette derniére fonction.

t 1 s—u Vo241
Lds :22/ (u—{—du

V(s 112 1)
vVt 1
‘/ (w—12 w2

1 1

Vi—1 Vi+1
2Vt
t-1
Donc y(t) = —2+/t est une solution. Donc ys : t + /t est une solution de (), indépendante de y;.
(t =t — 1, V/t) est un systéme fondamental de solutions de (H).
ii — Soit j’utilise la formule de la question précédente

/t w(s) bos+1 2¢/t

) Vss—12YT Tio1

w2 ") a1y
Donc y2(t) = 1 (t)/ yqf((j)é
Vt.

(t =t — 1, V/t) est un systéme fondamental de solutions de (H).

Remarque : on constate - sans surprise - que les « deux » méthodes conduisent exactement auxr mémes
calculs.

par le calcul précédent.

ds = —2V/t convient, et on peut simplifier par linéarité en prenant Yo it

Exercice 74

Variation des constantes alias méthode de Lagrange

1. Un exemple -
On considére sur R ’équation

y" +y=cos(t) ()

ou y : I — R est deux fois dérivable.
a) Donner 'ensemble H des solutions de 1’équation homogene (H) associée a ().
b) Soit A, 4 : R — R deux fonctions dérivables sur R telles quel
N sin+p/ cos = 0.
On pose
y = Asin+p cos.
Montrer que y est une solution de (€) si, et seulement si,
N sin+p/ cos =0
N cos —p’ sin = cos
¢) Résoudre (&).

2. Méthode de Lagrange, ou variation des constantes —
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Soit a, b, c: I — K continues. On considére ’équation différentielle
v +ay +by=c (&)

d’inconnue y : I — K deux fois dérivable.
On note (H) ’équation homogeéne associée.

Soit y; et yo formant un systéme fondamental de solutions de (#H). On note w le wronskien de y; et yo, défini
sur I par

w= """t ) — w0y ).
W Y
On suppose connus les résultats du premier exercice.
Soit A, i : R = R deux fonctions dérivables sur R telles quel
Ny + p'ya = 0.
On pose
Y = Ay1 + pye.
a) Montrer que y est une solution de (£) si, et seulement si,
Nyp + p'y2 = 0
Ny +1'yy = c
b) Justifier que ce dernier systéme posséde un unique solution.
¢) Exprimer X et p/ a Paide de ¢, y1, y2 et w.
d) Montrer que si y est solution, alors on peut I ecrire

Y t»—)/ y1()y2(t) = vals )yl(t)c(s)ds.

w(s)
e) Réciproquement, soit ty € I et

Y tr—>/ yi(s)ya(t ?;2( )yl(t)c(s)ds.

Vérifier que y est une solution de ( prudence dans la dérivation...
f) Soit tp € 1. Justifier que le probleme

y'+ay +by=c
y(to) =y'(to) =0
posséde une unique solution et indiquer cette solution.
3. Application —
On ne retient en général pas la formule intégrale précédente et on préfére raisomner en faisant varier les
constantes.
Soit sur I =]0; +o0o[ I'’équation
2y + 4ty + 2y =In(t) (€)
d’inconnue y : I — R deux fois dérivable.

a) Déterminer les solutions du type ¢ — t* (ot a € R) de I’équation homogéne (H) associée a (£).
b) Résoudre (&).

Solution (Ex.74 — Variation des constantes alias méthode de Lagrange)

1. Un exemple —
a) H = Vect(cos,sin) = {t — Acos(t) + psin(t)/(\, ) € C?}.
b) y = Asin+pucos,
y' = N sin+\cos+p’ cos —psin = A cos —psin car X sin +p/ cos = 0,
y” = N cos —Asin —p' sin —p cos, d’on
y" +y = N cos—pu sin
On a bien

N si 'cos =0
y solution de (&) ssi (S) sin i C?S
N cos —p sin = cos
c) e Déterminons une solution particuliére de (£).
Dans (S), sinLj + cos Ly — L; et cosL; — sin Ly — Ly donne
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N = cos?
p' = —sin cos

Primitivons en prenant

At) = % N Sinft)
u(t) = Cosft)

t in(2t
Posons alors f : ¢ +— B + Smi )) sin(t) + 1 cos(t).

_ tsin(t) n cos(t)

cos
f(t) 5 1 et comme — € H, on peut proposer
tsin(t)
Ayant raisonné par implication et fixé quelques constantes au passage, je vérifie la réponse obtenue.
tsin(t)
g:t— 5
sin(t) + t cos(t
gy SO sl
t t) — tsin(t
g’ it cos(t) + 6082( ) sin(t) = cos(t) — y(1)

donc g est bien solution de y” + y = cos.
e Par le principe de superposition, I’ensemble des solutions de (&) est

E = {t — Asin(t) + pcos(t) + tSi;(t) J(A\ ) € R?}

Yy =Ny + M+ wy2 + pyy = My + ph car XNyn + plys = 0,

y" =Ny M+ 'y, + s, d'on

Yy +ay +by = Myi + ayi + byr) + pu(ys + ayy + byz) + Nyy + p'ys

= Ny + p'yb car (y1,y2) € H2,

On a bien :

N "9 = 0
y est une solution de (&) ssi YLt Y2
Ny + 1y =c
N ()1 () + 1/ ()ya2(t) =0

b) Soit ¢ € I. Le déterminant du systéme { } L
N0y (t) + 1/ ()5 (t) = c(t)
MZIONSZI0

() ys(t)
Donc ce systéme posséde un unique solution.

= w(t) # 0 par l'exercice premier.

c) La résolution du systéme conduit a

/ o _C(t)?JZ(t)
e (t;ﬂ(?t)
/ _ c Y1

d) En primitivant,

y(t) = (1) </ _c(jzg;(s)ds + k1> + y2(t) (/ (st - k2>,
et comme kjy; + kayo est solution de (), on peut simplement écrire
o= [ 1RO O,

w(s)

t t
yQ(S)c(s)ds et vy it — yi(s)

to ’LU(S) to ’LU(S)
Yy = n1y1 + vay2.

e) Soit vy : t— — ¢(s)ds de sorte que

Y = v1y1 + v2Y2, Y y
2 1
y' = viy1 +v1y) + vhys + voyh = —Ecy1 +vy) + Ecyz + vayh = vy} + vayh
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—y2cy) + y1cys

+U /! —|—U /!
w 1Y 2Y2

y" = vy +ory] + vy +yh +veyy =

= % + vy +vayy = ¢+ vryf + vy
Il vient alors :
Y +ay + by =vi(y] + ayl +by1) + va (v + ayh +by2) +c=c
Donc y est solution de (£).
f) D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, ce systéme posséde une unique solution.

En reprenant les calculs précédents, vi(tg) = 0 = wva(tp) donc y et 3 s’annulent en ty, donc la fonction

précédente est la solution cherchée.

3. Application —

On ne retient en général pas la formule intégrale précédente et on préfére raisonner en faisant varier les

constantes.
1 1 .
4. a) t— — et t — — sont solutions de (). Etant non colinéaires, elles en forment un systéme fondamental.

b) Attention a normaliser l’équation!!!
_ In(t)
Ici: c(t) = 5
Avec les mémes notations qu’en 1.

N(t) =1n(t), p/'(t) = —t1n2(t),

2 t*In(t
A(t) =tln(t) —t, p(t) = T 121( ) (LP.P...)
1 In(t) In(t
Et y(t) =In(t) — 1 + 1 né) = r12() — z est une solution particuliere.
L’ensemble des solutions de (&) est donc
n»g+é+g@—§@w%eW}
t o t? 2 4’

Exercice 75

Sur une autre application du wronskien

On suppose & nouveau connus les résultats de ’exercice premier.
Soit a,b : I — K dérivables. On considére ’équation différentielle homogéne

' +ay +by=0 (H)

d’inconnue y : I — K deux fois dérivable.

1. Dans cette question uniquement, on suppose que a et b sont constantes.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que () admette un systéme fondamental de solutions (y1, y2)

tel que ya : t — tyi(t).

2. On suppose dans cette question uniquement que (H) admet un systéme fondamental de solutions (yi,y2) tel

que, pour tout ¢ de I, yo(t) = ty1(t).

a) Expliciter le wronskien de w et en déduire une équation différentielle d’ordre 1 faisant intervenir a dont y;

est solution.
b) En déduire que les fonctions a et b satisfont I’équation

2d' +a®> —4b=0.

3. On suppose dans cette question uniquement que 2a’ + a®> — 4b = 0.
a
Soit y; une solution non nulle de y] + QUL = 0.

Soit yo : I — K, t — tyi(t).
Montrer que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de (H).

4. Résoudre I’équation d’inconnue y : I — C deux fois dérivable

Y —day + (422 =2y =0 (H).

138



5. Résoudre ’équation de la question précédente en cherchant les solutions développables en série entiére.

Solution (Ex.75 — Sur une autre application du wronskien)
1. D’aprés le cours, si I'équation caractéristique (&) : 22 + ax + b = 0 posséde deux solutions distinctes r; et ro,

alors ’ensemble des solutions est

Vect(t — et t s e2t)
et aucune solution n’est du type ¢ +— tyi(t) avec y; elle-méme solution non nulle.
En effet, si ya(t) = t(Ae™+pe™?) alors y(0) = 0 entraine = — X, puis yh(t) = A(e™F —e™2!) +t\(r1e! —roe™?)
donne y5(0) = 0, donc y2 est la fonction nulle par unicité de la solution du probléme de Cauchy

{y” +ay' +by=0

y(0) =0, y'(0) =0

Ainsi si yp 0 t — et + pe™t et yo 1 t — ty1(t) sont solutions, alors y; = yo = 0.
Mais si (£) admet une solution double r, alors (t + €™, ¢ — te’) est un systéme fondamental satisfaisant la
condition cherchée.
Donc une condition nécessaire et suffisante est A = 0, i.e.

a’? —4b = 0.
2. On suppose que (H) admet un systéme fondamental de solutions (y1,y2) tel que, pour tout ¢ de I, yo(t) = tyi(t).
y1 (1) ty1(t)
a) w(t) = " =)

ni(t) w(t) +ty(t)

/ 2 /
Par lexercice 1, puisque w ne s’annule pas, v —a donne y12y1 = —a donc y| + gyl =0.
w Y3

b) En dérivant & nouveau cette équation
/

a a
y/1, + §yi + 9 y1 =0.
Or y{ = —ay} — by1, donc

Ory, = —gyl, donc

a? d
T )y =0
<4+2 )yl

Si y1 s’annulait en un point, w s’annulerait aussi, ce qui est exclus.
Donc les fonctions a et b satisfont 1’équation
2a' +a® — 4b = 0.

3. e Comme y; = —%yl, y1 est deux fois dérivable.
a a a a?
yi = b 5?/1 = (—2 AL donc
ad a® a® —2a' —a® +4b
e = (5B ) (),

y1 est bien solution de (H).
o yo 1t = tyi(t), vy 1t =y () + 1y (t) ety £ 2y (¢) + tyy (t), donc

Yo (1) + a(t)ya(t) + b(t)y2(t) = t(y1 (1) + a()yi (t) + b(t)ya(t) ) + 2y1 () + aya(t)

~

=0 =0

et y2 est bien solution de (), linéairement indépendante de y; puisque w = y? n’est pas la fonction nulle.
4. (H) satisfait la relation 2a’ + a® — 4b = 0.
a
Soit y1 est solution non nulle de y' + QY= 0 i.e. y —2xy = 0, par exemple y; : t — . Et soit Yo 1t tet”.
Alors par la question précédente (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de (H).
+oo
5. En écrivant y = Z anz" que l'on suppose de rayon non nul, on obtient

n=0
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2&2—2&0:0
. 6as — 6a; =0
vérifie (H) <— (S
y vériie (1) <= (5) 3 1

(n+1)(n+2)ant2 — (4n+2)a, + 4ap—2 =0
Le calcul des premiers termes de la suite (a,) donne

B 1 1 1
a2 = ag, a4 = 2@0, ag = 6a07 ag = 24(1(]...

_ 1 1 1
az = ay, a5 = 2&1, a7 = 6“1; ag = 2111011‘-'

. . . 1 .
ce qui peut laisser conjecturer as, = —ao et aspyr1 = —at, conjecture que 1’on peut prouver par récurrence.
n! n!

On obtient alors
+oo _on +00  op+1

z 2 2
y(z) = ao g —+a E = ape® + ayze” .
‘ n! n!
n=

n=0
L. . 2 2 . . . .
On vérifie sans peine que z — e*” et z — ze*" sont solutions (de rayon infini), et comme I’ensemble des solutions
est un espace vectoriel de dimension 2, ces deux fonctions (indépendantes) engendrent toutes les solutions de

(H).

Exercice 76

Jouons au colleur

M. M souhaite proposer des exercices de résolution d’équations différentielles linéaires du second ordre aux solutions
pas trop compliquées.

Il se donne deux fonctions yp,y2 : I — K deux fois dérivables et linéairement indépendantes et note (H) une
équation différentielle homogene dont (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions. Par ailleurs, il note w le
wronskien de ce systéme.

1. a) Soit y : I — K deux fois dérivable. Justifier que y est solution de () si, et seulement si,
v Y2y
v ove ¥ |=0

! /! /"

Y1 Y2 Y
b) En déduire une équation (H) normalisée, i.e. dans laquelle le coefficient de y" vaut 1 dont (y1,y2) est un
Y
systéme fondamental de solutions. On exprimera les coefficients a I’aide de w, w’ et roo2
! /!
Y1 Y2

c) Justifier que cette écriture normalisée est unique, i.e. que si Y1 et yo sont aussi solutions d’une équation
y'+ay +by =0,
alors les fonctions a et b sont exactement celles trouvées dans b).

1
2. a) Donner une équation différentielle linéaire normalisée d’ordre 2 sur I =]0; +oo[ dont ¢ — v/ et t — — soit

Vit
solutions.
b) Donner une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec second membre sur I =]0; +oo[ dont 'ensemble
des solutions est

O,

EZ{tHcl\/E—F\/E

+ta (01,02) € RQ}

Solution (Ex.76 — Jouons au colleur)

1. a) e Par structure de I'ensemble des solutions de (H), y est solution de (H) si, et seulement si, y € Vect(y1,y2).

yir o y2 Y
o (H'): vy vy y'| =0 définit clairement une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre car
yi/ yé/ y//
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le coefficient de 3" est S w # 0.

/ /
Y1 Y2
e y; et yo sont clairement solutions de (H'), et étant linéairement indépendantes, y est solution de (H’) si, et
seulement si, y € Vect(y1, y2).

Cqfd.
. Y1 Y2 Y1 Y2
b) En développant le déterminant, avec =w#0et =,
/ / /! /!
Y1 Yo Y1 Y2
Yyi y2 ¥y , ,
’ , s ) LA _
Y1 Ys Y =0 wy w'y + ; ”y—O
/! /! /! yl y2
Y1 Y2 Y
Donc
'LU/ 1 yl y/
M) v ——y+=|" Zly=0
w w /! i

Y1 Y2
c) Justifier que cette écriture normalisée est unique, i.e. que
Supposons 1 et ys solutions de
y" +ay + by = 0.

Par différence, y1 et y2 sont solutions de ’équation différentielle homogéne d’ordre 1

’ / /

(H1) : <a+q:) Yy + b—% y/l/ yi y=0.
Y1 Y2

Si (H1) est une vraie équation différentielle homogéne d’ordre 1, ’ensemble de ses solutions est un sous-espace

vectoriel de dimension 1, or il contient au moins y; et y» qui sont indépendantes, donc est au moins de
/
w'(t)

dimension 2. Cette contradiction induit que : V¢ € I, a(t) + wib) =0.
w
. 1|y1 v : . ,
Donc (H1) devient [ b— — y = 0. Et comme y; et y2 ne peuvent s’annuler simultanément (car
w y:/l/ yé/
1 / /
w # 0), cela induit que sur I, b — — N 0.
w /! /!
Y1 Y2
/ 1 / /
Dotla=—— eth= — Nt . Cqfd.
v Yl wg
1, 1y % 1
2. a) w(t)=——, W (t)= = et = —,dou
t 12 oo 4¢3
Y1 Y2
1 1
(H): ¥+ ;y' ~ YT
b) La partie homogene est (H).
1
En prenant y = ¢, on a y” + Ey’ w2V E don; l’équa;tion sui')l)vante
&) - T
E): V'Y - my=g

admet

C
E={t— Cl\/f+72£+t, (C1,Cs) € R},

pour ensemble de solutions.
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Chapitre 22

Irrationalité de constantes célébres

Le programme de la filiere PC n’est pas orienté vers les questions d’arithmétique, mais donne des outils suffisants
pour aborder la question de l’irrationalité de certaines constantes.

Définition —
e Rappelons qu'un nombre réel x est dit rationnel, s’il existe un unique couple (p,q) € Z x N* tel que z = P
q
et la fraction £ soit irréductible.
q
Autrement dit tel que p et ¢ n’aient pas de diviseurs entiers communs en dehors de 1 et —1.
e Un nombre réel z est dit irrationnel lorsqu’il n’existe pas de couple (p,q) € Z x N* tel que z = b
q
Exercice 77
Irrationalité de /2
On suppose que /2 = P ot 1a fraction £ est irréductible.
q q
1. Justifier que p?, puis p, est pair.
2. En déduire que ¢2, puis ¢, est pair.
3. Qu’en déduire?
Solution (Ex.77 — Irrationalité de \/2)
2
1. Ona p—Q = 2 donc p? = 2¢? donc p? est pair. Or le carré d’un nombre impair est impair : (2k+1)2 = 4(k2+k) +1.

Donc p est nécessairement pair.
2. En posant p = 2p/, on a 4p? = 2¢? donc ¢% = 2p’? donc ¢? est pair, donc ¢ est pair.

3. p et ¢ sont pairs, donc P n’est pas irréductible, ce qui est absurde. Donc il n’existe pas de fraction irréductible
q

P telle que V2 = b
q q

Exercice 78

Irrationalité de log;y(2)

On rappelle que log;(2) est le nombre tel que 108102 = 2,
In(2)
In(10)

Son lien avec le logarithme néperien est log;¢(2) =

Montrer que log;((2) est irrationnel.

Solution (Ex.78 — Irrationalité de log;o(2))

Supposons log(2) = P it 2 est une fraction irréductible. Comme logp(2) €]0; 1, 0 <p < gq.
q q
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Alors 10P/9 = 2, donc 107 = 29, donc 57 = 2977, Or si p > 1 alors 57 est impair tandis que 2977 est pair. C'est
exclu. Donc p < 1 ce qui est absurde. Donc log;((2) est irrationnel.

Exercice 79

Irrationalité de e

ZZ al

On suppose que e = est une fraction irréductible.

q
On pose s = ¢! (e—zk'>

1. Justifier que s est un entier strictement positif.

+o00 q' +o00
2. Justifier que s = Z il et montrer que s < Z ok
k=q+1 k=1

3. Conclure.

Solution (Ex.79 — Irrationalité de e)

1. ¢gle = q'f (¢ — 1)!p est un entier.

q a |

q! Z Z% or pour tout k € [[0; ¢]] ,% est un entier.

k= k=0 ’
Don c s est un entier comme différence d’entiers.
q 1 +oo 1
Comme e — Z =i Z i > 0 et ¢! >0, s est strictement positif.
k=0 k=q+1
q 1 +o0o 1 +o0 q!
Z'G_ZE: Z Hdones: ik
k=0 k=q+1 k=q+1

OrVk > q+1,

z _ ¢ _ L

koglg+1)(g+2)...(¢+(k—q) (¢+1)(g+2)...(q+ (k—q))

1
< ok car nous avons k — g facteurs supérieurs a 2.
De plus, I'inégalité est stricte dés que k > q + 2.
400 q 400 1
Donc s = Z T < Z o=k
k=q+1 k=q+1
e O D = S R |

3. Z Fh—q :ZW = 5227 = 51_1/2 =1, donc s < 1. Or d’aprés 1., s > 1. Ceci est absurde et e est

k=q+1 k=0 k=0

irrationnel.

Exercice 80

Irrationalité de w

La premiére démonstration de l'irrationalité de 7 est due & Jean Henri LAMBERT en 1766. Nous étudions ici une
démonstration plus accessible attribuée & Ivan NIVEN en 1946E].
Pour tout entier n > 0, on considére la fonction
2"(1 —x)"
fn:]05 1] 5> Rz — —
1. Montrer qu’il existe n + 1 entier ¢,, ot m € [[n; 2n]] tels que

1. Les idées utilisées par Niven ne sont pas nouvelles en 1946 mais il fournit une synthése trés condensée des démonstrations
précédentes.
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Ve e [0; 1], fal 'Zcmaj

2. Montrer que, pour tout m € N, fflm) (0) est un nombre entier.

3. En observant que f,(1 —x) = f,(x), justifier que pour tout m € N, fT(Lm)(l) est un nombre entier.

a_P ol P est une fraction irréductible.

q q
On considére, pour tout n > 0, la fonction g, sur [0; 1] :

g i@ > ¢ [0 falw) = 7202 ) + 2O @) e (1) ()],

4. On suppose que 7

Soit n € N*.
a) Calculer la dérivée de hy, : z — ¢, (z) sin(rz) — mgn(x) cos(mx) et en déduire que
1, & 7r/ p"sin(mx) i (z)dx
0
est un entier.

. mp"

b) Montrer par ailleurs que 0 < I,, < -
n!

c) En déduire une contradiction.

5. Justifier finalement que 7 est irrationnel.

Solution (Ex.80 — Irrationalité de )

n
1. La formule du binéme donne (1 — z)" Z ( )
k=0

2n
d’ou f(x n12<> kk+”:n'Zcmaz
Cm = (—1)m"< " ) cZ.

m—n
2. e 0 est racine de multiplicité n de z™(1 — )™ donc f,(Lm)(O) =0 € Z pour tout m € [[0; n — 1]].
2"(1 — x)™ étant de degré 2n, f,sm) est nulle pour tout m > 2n donc f,sm)(O) = 0 € Z pour tout m > 2n.
e Pour m € [[n; 2n]], fém)(()) = l'cmm! = ﬁ"cm (terme constant de la dérivée m—iéme de f,,). Donc fT(Lm)(O) €
7 n! n!
3. En dérivant m fois la relation f,(1 —x) = fu(x), on a obtient
()™ (1 = 2) = K (@),
donc fT(Lm)(l) = (=™ ém)(O) € Z.
4. a) e Vz € [0; 1],
Rl (z) = g"(z) sin(rx) + 7g, (z) cos(nz) — mg!, () cos(wx) + 72gn () sin(7x)
= (g;{(:r) + 7T29n(:1?)) sin(mx)

Or gn(z) =¢q Z Yer2(n=k) £(2) (2) " donc

) =g Z 1)kr2(n=h) (2k+2 ) =g Z 1)k+ 20— k+1)fT(sz:)(x)

2 _ puisque deg(f,) = 2n.)

(la sommation s’arréte a n car fn
gn(@) = =g (z) + ¢"7*" fu(2)
et par conséquent hl,(x) = ¢"7*" 2 f, (z)sin(rx) = ©2p" fu(x) sin(7z).

e Alors

) 1
I, def. 77/0 p" sin(mx) fir (x)da = % [hn(m)](l)

= % lg),(z) sin(7z) — wg,(x) COS(Tmf)](lJ
= gn(l) + gn(o)
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CHAPITRE 22. IRRATIONALITE DE CONSTANTES CELEBRES

n

gn(x) —_ qn (71)kp2(n—k)q2(k—n)f7(12k) (a;')
k=0
_ Z(*l)kp%n_k)qu_n 7(12143) (l‘)
k=0

et comme pour 2k < n, f,(L%)(O) = fqg%)(l) = 0, dans cette somme, pour z = 0 ou x = 1, les termes tels que

2k < m sont nuls, et ceux pour lesquels 2k > n sont tous entiers. Finalement, g(0) et g(1) sont entiers, et I,
est bien un entier.

b) L, 4 7r/ p"sin(mx) fr(z)dx et
0
. mp" . e L p"
Ve e [0; 1], 0<mp"sin(mx)frn(x) < — donc par croissance de I'intégrale 0 < I, < —-
! n!
Comme z — 7p" sin(mz) f,(x) est continue positive mais n’est pas la fonction nulle (Vz € |0; 1[, mp" sin(mx) frn(z) >
0), I, > 0.
. . mp" . mpN
c) Par les croissances comparées, — ———— 0, donc il existe N € N tel que —— < 1.
n! n—+4oo N!
On a alors :
e Iy est un entier;
e 0<In<1.

Ceci est absurde.
5. Ce qui précéde montre par I'absurde que 72 est irrationnel.
2

Si 7 était rationnel, disons ™ = 3 avec (a,b) € Z x N*, on aurait 72 = rationnel. Ceci est absurde, donc m

b2
est irrationnel.
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Chapitre 23

Calcul de ((2) et ((4)

La fonction ¢ de RIEMANN est définie sur | 1; 4o00[ par
+oo
déf. 1
() =D T
k=1

Dans cette partie, nous allons calculer ¢(2) en n’utilisant que des connaissances de premiére année. On retrou-
vera un calcul de ces valeurs dans la partie consacrée aux séries de Fourier. La démonstration suivante est due a

Ioannis PAPADIMITRIOU, 1973.

Exercice 81

Calcul de ¢(2)

On rappelle que la fonction cotangente notée cot est définie sur |0; /2] par

def. cos(6)
sin(6)

V0 €]0; w/2[, cot(f)

1. a) Etablir

1
VO €]0; /2], cot?(f) < 7z <1 + cot?(8).

b) En déduire, pour tout n € N*,

n n n
km (2n +1)2 1 o km
E t2 — E t .
k_lco <2n+1> < 72 pt k2 <n+k_1co 2n+1

2. Dans cette question, on se propose de démontrer que pour tout n € N*
n
km n(2n —1)
cot? = @
; (2n + 1> 3 ©)
Soit n € N*.

a) A laide de la formule de DE MOIVRE, montrer qu’il existe un polynéme P,, de degré n tel que
V9 €]0; m/2[, sin((2n+1)8) = sin** ()P, ( cot?(0)).
b) Quelles sont les racines de P,, ?

n
c) Justifier que si Q = Z aX* est un polyndéme de degré n admettant exactement n racines distinctes, alors la
k=0
somme de ses racines vaut —

d) Justifier la relation (©).

an—1

Qn

2
3. Montrer finalement que ((2) = %

Solution (Ex.81 — Calcul de ((2))
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CHAPITRE 23. CALCUL DE ¢(2) ET ((4)

1
1. a) e Ici, cot() > 0 et # > 0, donc cot?(0) < 2= tan(0) > 6.
Cette derniére inégalité se démontre en étudiant 6 — tan(d) — 6.
e De méme

1
< —5— <=0 >sin(0)

1 1
— <1 t2(0) = —
+ cot™(6) 62 ~ sin?(9)

02
qui se démontre par ’étude de 6 — 6 — sin(6).

ot. K
b) En sommant les n encadrements précédents aux n points 6y et 5 j_ 1€ 105 /2] ot k parcourt [[1; n]], on
n
a
km (2n + 1)? - 1 . km
2 2
kglcot <2n—|—1> kgl2<n+,§100t M1

2. Dans cette question, on se propose de démontrer que pour tout n € N*

gCOtQ <2nk—7|l: 1) - n(2n3_ : ©)

Soit n € N*.

a) cos ((2n + 1)0) + isin ((2n + 1)8) = (cos(6) + @'sjn(g))%ﬂ
= (sin(6)(cot () + i))>" "
= sin(0)*" ! (cot(6) + i))QnH

2n+1
2 1
—sm( 2n+1 Z < n]:_ ) t2n+1 k(@)

En prenant la partle 1mag1na1re de chaque membre

. n 2n+1 2n—2
sin ((2n 4 1)6) = sin(g)?" Z <2p N 1> 1)? cot“"*P(0)
car si k = 2p + 1, alors i* = ( 1)pz.
Alors P = Z 2n 41 (—1)PX""P convient
2p + 1 '
b) Pour 0 €] O, 7r/2[, sin?"*1(9) # 0 donc
P, (cot?(f)) =0 <= sin ((2n+1)0) =0
<~ Jkel[l;n]], @n+1)f8=kn

km
<— dke|[1; , 0=
| . l 2n + 1
car si k > n ou k <0, alors 5 i 1 Z10; w/2[.
n
Comme cot est strictement décroissante et positive sur |0; 7/2[ (c’est I'inverse de tan!), les n nombres

Ty def cot?(6,) = cot? kel[[1; n]

T
on+1)’
sont deux a deux distincts et sont n racines de P,,.

P, étant de degré n, il admet au plus n racines distinctes, donc les nombres zj pour k € [[1; n]] sont
exactement les racines de P,,.

c) En notant oy pour k € [[1; n]] les n racines de Q :
Q=a,X"+a, 1 X" 1 +a, X" 24+ ..
:an(X—al)(X—ag) ...(X—an)
:an(X"—(a1+a2—|—---+an)X”_1—|—...)
Par unicité du coefficient de X»1, —ap(a1 +ag + -+ ay) = ap_1, i.e.
n—1
o t+ag+---Fay =— .

Qn
d) Justifier la relation (©). En appliquant cette relation a P,

ZcotQ( kn > Z <2n+1> __CntyeEn)@e-1
P 2n+1 — <2n+1) (2n+1) x 3!

1
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k=1
3. L’encadrement de 1/b) devient alors
2n—1)n  (2n+1)2 &1 (2n —1)n
< > i e
k=1
donc .
(2n—1)nﬂ2<zi< n_ (2n—1)n ,
3(2n +1)? k2 (2n+1)? 3(2n+1)?

1 s
Par encadrement, on obtient lim Z 2=

n—-+00

Exercice 82

Calcul de ¢(4)

On continue en cherchant cette fois la valeur de (4).

On utilise les mémes notations que dans 'exercice précédent.
n

o 1 .
1. En élévant au carré ’encadrement initial, proposer un encadrement de g — a l’aide des nombres zy.

E4
k=1
n
2. a) Justifier quesi Q = Z a,X* est un polynome de degré n admettant exactement n racines distinctes o, . . ., o,
k=0
alors
n—2
S ajog = 72
J#k
b 6dui 7o~ —nh
) En déduire que Z T
k=1
o
3. Montrer finalement que ((4) = 90"

Solution (Ex.82 — Calcul de ((4))

km (2n +1)* 1 = km
4 2
1. E cot < )< - 1k4<n—i-2k§1(:ot 1

k

donc ————— @ +1 (Zxk)<zk4 M<n+22$k+2wk>

2. a) On reprend le développement de I'exercice précédent en précisant le coefficient de X"~2 :
Q=a,X"+a, 1 X" 1 +a, X" 24+ ..
:an(X—al)(X—QQ) ...(X—an)
=ap (X" — (1 + g + -+ + ap) X"
+(a1a2 +oajazg+ -+ an_lan)X”*2 + .. )
Par unicité du coefficient de X" 2,

Zoz]ak—

J#k

)
_<Zwk> 42‘”]“( 2n3 1)> -2 Qni-l

=)

e
Il
—
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CHAPITRE 23. CALCUL DE ¢(2) ET ((4)

n?(2n —1)>  _2n(2n —1)(2n —2)(2n — 3)
9 2 5!

4 25 8
4 4 4
=l-=-=)(n*"+0(n ~  —n
(5-3) 0t o)
"1
3. Finalement, on a : u, < Z 7 < vy, avec
k=1
mt 8 4 t
~ _— X — ~ -
" n—-+o0o 24n4 45n n—+oo 90
e dans la somme de termes de la parenthése, les deux premiers termes sont négligeables devant le dernier, donc

® U

4
on a aussl vy TH"J’FOO 90
n 1 7I'4
P d t, ¢(4) = i 90
ar encadrement, ((4) n_1>I_~I_loo ; k* 90

Exercice 83

De ¢(2) a ¢(4), d’aprés Don ZAGIER

D’apres |Quelques conséquences surprenantes de la cohomologie de SLo (Z)E] de Don ZAGIER.

Idée

Le mathématicien Don ZAGIER a proposé a la fin des années 1990 une méthode trés élégante pour déduire la
valeur de ((4) de celle de ((2) (et réciproquement), méthode qui peut se généraliser et donnant une relation entre
C(2p + 2) et ¢(2p) pour tout p de N*.

On pose :

V(m,n)ze(N*)Q, f(m,n) = 2 + ! + 2

mn3  m2n?2  mdn’

On vérifie que :

Y(m,n)% e (N*)Q, fim,n) — f(m+n,n)— f(m,m+n) =

Alors en sommant ’égalité précédente pour (m,n) parcourant (N*)Q, on obtient :

+00 9
> fmm)y= > a2 (2)
m=1

(m,n)€(N*)?

car, de tous les couples (m, n), seuls les couples tels que m = n ne sont pas simplifiés. En effet, si m > n alors (m, n)
est du type (m’ +n,n) ot m’ =m —n € N*, et si m < n alors (m,n) est du type (m,m+n’) on n’ =n—m € N*.
Or (2) s’écrit

et il vient

1. Vérifier I'identité (1).
2. Les familles
(f(ms 1) (mmyemz » (Fm 4 1,1)) 6 ez et (Fm,m+n)) g, neme2

sont-elles sommables ?

1. Pour le texte originel, c’est ici :
https://people.mpim-bonn.mpg.de/zagier/files/tex/ConsequencesCohomologySL /fulltext.pdf
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3. a) Pour k € N*| soit Si défini par

Z flm,n) —

0<m,n<k

Montrer que

b) En déduire

c) Justifier finalement que

Z f(m+n,n)—

0<m,n<k 0<m,n<k
k k+m
Sp=>5 Z = -2 E g f(m,n)
m=1 m=1n=k+1

o W

5((4) = 2¢(2).

Solution (Ex.83 — De ((2) a ((4), d’aprés Don ZAGIER)

1. lidentité (1) n’est qu’une vérification fastidieuse dont ma vieille hp-48SX de 1994 s’est affranchi sans broncher.

2. Les trois familles (f(m,n)), (f(m + n,n)) et (f(m,m + n)) ne sont pas sommables :

Z fim,m+n)

pour n = 1, les deux

premiéres contiennent un terme harmonique en 1/m et pour m = 1 la derniére contient un terme harmonique

en 1/n.

Un petit détour par les sommes partielles valide néanmoins ’idée.

3. a) Pour k € N* et Sy, défini par

Z flm,n) —

Z fim+n,n) —

0<m,n<k 0<m,n<k 0<m,n<k
les zones de sommations de ces trois sommes sont :
n
2k + X
X X
X X X
X X X X (m,n)
X X X X X
k+ ® B ® ® 0 + + + + +
B ® B O 4 + + + +
B ® 0 & & + + +
B O 4 & & + +
0 4 & & & +
} t m
k 2k
Il en résulte
k k+m
Sk:Zf(k,k: Zmen Z men
m=1 m=1n=k+1 m=k+1n=m—k

Z f(m,m+n),

et par symétrie des points X et + par rapport a la premiére bissectrice et symétrie de f par rapport & m et

n, et comme f(k,k) = L

b) Il reste a se convaincre que la somme double tend vers 0 lorsque k tend vers +oo.

On a sans finesse :

k+m

k_52ﬁ_2z Z flm,n).

m=1n=k+1
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CHAPITRE 23. CALCUL DE ¢(2) ET ((4)

k+m 1 k+m L 1
0< D o Smx g done 0 < > Y < S E
n=k+1 m= 1n k+1
k+m 1 k4+m k
0< Z o STX (k: 3 donc 0 < Z Z m2n2 S (k + 1)2
k+m k—l—m
1 ¢2) _ <2
0< —— < d 0< < < .
D i SmX (k onc ZZMQ TS %
n=k+1 m=1n=k+1
1l s’ensuit par encadrement
k+m
> 3t o
m=1n=k+1 hteo

On a finalement
Sk — 5¢(4).

k——+o0
Bk, Eog 2
c) Mais par l'identité (1), S = Z Z —— =2 <Z 2) donc
m2n m
m=1n=1 m=1

2
Sk e X2

Conclusion, par unicité de la limite,

5((4) = 2¢(2)".
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Chapitre 24

Les intégrales de Frullani

Dans une lettre datée de 1821, Giuliano FRULLANI indique sans démonstration le résultat qui fait 'objet de

Iexercice 2 ci-aprés. On trouve une démonstration de ce résultat par Louis-Augustion CAUCHY, datant de 1823.

Exercice 84

Premier exemple trés classique : avec la fonction exponentielle

Soit a et b deux réels strictement positifs. On s’intéresse, sous réserve d’existence, & I'intégrale

+o0 ,—ax _ —bx
I(a,b) :/ S 1
0 xr

b
1. On pose ¢ = —. Montrer que I(a, b) est de nature semblable, et égale en cas d’existence, a
a

+oo e U _ g—qu
= S ;)
o= [

2. Justifier l'existence de J(q) et de I(a,b).

3. Pour tout £ > 0, on pose

a) Montrer successivement :

qe —u € o—u _ q
J(q) :/ eudu:ln(q)+/ c du.
€ €

est bornée sur |0; 1].

I(a,b) = In (2) |

Solution (Ex.84 — Premier exemple trés classique : avec la fonction exponentielle)

1. 11 suffit de poser u = ax, C' strictement croissant donc bijectif.

—U __ A—qu 1
2. En +o0, eezo().
U

e — e e (1 — el-0w)

~Y
U u—0 u u—0

e v —1

b) Justifier que u —
c) En déduire

u

En 0,

+oo —u +oo ,—qu +oo —u +oo —u g —u qe 1
3. a) J-(q) :/ edu—/ ©  du :/ edu—/  du :/  du :/ du+/
15 u &€ U 15 U qe u € u 15 u €

9 ou _
ln(q)—i—/ ° " du.
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CHAPITRE 24. LES INTEGRALES DE FRULLANI

e % —

b) f:ur— u siu€]0; 1] est continue sur le segment [0; 1] donc bornée, donc a fortiori bornée sur
1 siu=0
J0; 1]

c¢) Soit M un majorant de |f] sur [0; 1[. Pour & <

€ o—u _
/ ¢ du
. U

*®e v -1

, e qe] € [0; 1] donc

1
q
<M(ge —¢) <M(g—1)e

Ainsi par encadrement du 0 donc J.(¢) — In(q).
€ u e—0 e—0
b b

Donc J(q) =In(g) = In <> Donc I(a,b) = In ()
a a

Exercice 85

Propriété générale des intégrale de Frullani

Soit toujours a et b deux réels strictement positifs.
Soit f vérifiant les hypothéses suivantes :

®f € CO([0; +oo[,R);

@f admet une limite finie £, en +o0.

T flax) — f(bx
I(a,b) = /0 flaz) - f(bx) \

T

[T o) - o ().

T a

Nous allons justifier que

existe et vaut

Puis en remplacant la seconde hypothése par
® [ admet une primitive F bornée sur |0; +ool,

/Om Flaz) = 102) 4, — foymm <b) .

T a

nous montrerons qu’alors

1. Un résultat préliminaire
a) Montrer que

lim |[f = f(0)[loo 0; o) = O-

a—0t

b) Montrer que
L 1 = Loolloo,z; +oof = O-

2. En reprenant la démarche du premier exemple

a) Pour 0 < € < X, on pose
X _
sty = [0Sy,

u

Montrer que
©f) [

JE,X(Q) = ; » . »
b) Déduire de la premiére question que
qe
Mdu — f(0)In(q) et
e u e—0
[ (u)
d loo 1 .
x u “ Xotoo C n(9)
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c) Conclure.

3. Une variante
On suppose que f vérifie toujours les conditions @ mais on remplace la condition @ par
® f admet une primitive F bornée sur |0; +o0l.
a) Montrer que
X £y
it )du 0.

X u X—+4oc0

b) En déduire que I(a, b) existe et vaut

[ s (2).

Solution (Ex.85 — Propriété générale des intégrale de Frullani)

1. Un résultat préliminaire

a) . Comme f est continue en 0, f(z) 5 £(0), ‘11 existe A > 0‘ tel que = € [0; A] entraine

|£(x) = £(0)] <&, donc | pour tout a € [05 Al|, [[If = £(0)l]oc fo: o <

b) . Comme f(x) e loo, ‘il existe A > 0 ‘ tel que z € [A; +o0o[ entraine |f(x) — lso| <

‘pourtouth[A;—l—OO[‘ Hf Coolloo[a; 41

2. En reprenant la démarche du premier exemple

g, donc

a) Couper l'intégrale par linéarité et poser u := qu dans la seconde pourrait bien amorcer 'affaire. Ensuite la

relation de Chasles permet de conclure.

by [T Way - [TORIO IO gy [T IO,
IO o] <1 = SO g @] 0.
X
Raisonnement analogue pour ! fiu)du
X

+oo _
c¢) On en déduit 'existence de J(¢) = / Mdaz et savaleur : (f(0)—loo)In(q)...
u

0
et la valeur de I(a,b) par changement de variable.

3. Une variante

On suppose que f vérifie toujours les conditions @ mais on remplace la condition @ par

® f admet une primitive F bornée sur |0; +o0l.
a) L’hypothése @ autorise une intégration par parties.
gX F aX X |
1, [F0]™, [ E,,
u

3 0 puisque F est bornée.
X u X u

X X—+00

* flu)

u
&€
fagon analogue a 2. que I(a,b) exmte et vaut

[ o ()

a

b) En 0, on a toujours

Exercice 86

Quelques exemples d’intégrales de Frullani

On admet la propriété démontrée dans l’exercice précédent.
Soit a et b deux réels strictement positifs.

1. Justifier Pexistence et donner la valeur de

qui induit I'existence

——=du —> 0 qui est lié & 'hypothése de continuité de f en 0, donc on conclut de
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CHAPITRE 24. LES INTEGRALES DE FRULLANI

a) /+°° Arctan(az) — Arctan(bx)d

x,
x
+o00 —ax _ —b22
b) / —dz,
+0o0 _ b
o) / cos(a : cos( x)dx

2. a) Retrouver l'intégrale du premier exercice.

Lyb=1 _ a1
b) Existence et valeur / dy.
0

Y
In(y)
Remarque : Pour a =1 et b = 2, on retrouve le résultat trés classique
1
y—1
dy = In(2).
/0 In(y) @

3. a) Soit 0 < p<q. A Daide de 1.c), justifier I'existence et donner la valeur de

+OO . .
S,y :/ sm(px)xsm(q:r)dx.

b) Justifier que les intégrales

/+°° SinZ(w)dx ot /+°O cos? () da

T Z

sont de méme nature, et en déduire cette nature.
c) Soit 0 < p. Quelle est la nature de
+00 (112
sin”(px
Spp = / s (pe) 4o,
0

7p - x

Solution (Ex.86 — Quelques exemples d’intégrales de Frullani)

/*O" Arctan(az) — Arctan(bx) de =" (g)
0 T - 2 .

b) x — e™* vérifie @ et @ donc

/+oo e—ax2 o e—bac2 e u::xz 1/+oo e—au _ e—bu Qi — lln <b)
0 T 2 Jo U 2 a

Variante : ¢ — e~%" vérifie ® et @ donc

400 efa:p2 o efbe 4 “+oo ef(\/am)Q _ ef(\/ga:)Qd | \/B 1 |
/0 o m_/o x T Ve T2t

c) cos vérifie @ et @ donc

/+oo cos(az) — cos(bx)dx —1n <b>
0 v ’

2. a) Voir 1.b) premiére version.
b—1 a—1

fy -y
b) Existence et valeur / ——dy.
0 In(y)

1,b6—1_ ,a—1 r=—In +oo ,—ax __ ,—bx
/ Y~V gy (y)/ C "% dr=In <b>
0 In(y) 0 x a

3. a) sin(pz) sin(qx) = % (cos ((g — p)x)) — cos (p + ¢)z) donne par 1.c)

1 q—0p
:—1 _—
Spa 2n<p+Q>

b) Justifier que les intégrales

1. a) Arctan vérifie @ et @ donc

/+°° sinQ(x)dx of /+°° COS2<$)dm

xT xT

sont de méme nature, et en déduire cette nature.

156



2

y : T . _ cos”(u)
e Ces intégrales sont impropres en 4+00. En posant x = u + — dans la premiére, et puisque —_—
2 w4 — u—too
2

cos?(u) . .
———, ces intégrales sont de méme nature.
400 1
e Par linéarité, si elles convergeaient, alors leur somme / —dx convergerait, ce qui est faux. Donc ces
x
K
intégrales divergent.

sin?(x)

.2
sin”(px
dz, donc diverge. Notons que & ~ p’z

“+oo
c) En posant u = pzx, S, est de méme nature que
0 Z T z—0

induit que S, est faussement impropre en 0.
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Chapitre 25

Quelques expressions sommatoires et intégrales
de la constante ~y

On s’intéresse dans les exercices suivants a l’expression sous forme de sommes et d’intégrales de la fameuse
constante v de Léonard Euler (1707—1783).

La premiére apparition de cette constante dans I'ccuvre d’Euler date de 1731. Il en donne la définition classique
rappelée dans le premier exercice.

Dans toute cette étude, on définit, pour tout n € N*, le n-iéme nombre harmonique H,, par

"1
H, :ZE'
k=1

Exercice 87

Définition et intégrales utilisant la partie entiére

On pose, pour tout n € N*,
u, = Hy, — In(n).

1. a) Montrer la convergence de la série de terme général w11 — Uy,
b) En déduire l'existence d’une constant 7, appelée constante d’Euler vérifiant

H, = Inn)+~v+0(1).

n—>-+4oo

1 1
2. a) Déterminer un équivalent de — — In <1 + >
n n
b) En déduire

3. Montrer que

4. Montrer que

Solution (Ex.87 — Définition et intégrales utilisant la partie entiére)
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CHAPITRE 25. QUELQUES EXPRESSIONS SOMMATOIRES ET INTEGRALES DE LA
CONSTANTE ~

1.

2.

3.

1 1 1 1 1
a) “nﬂ‘“n—m‘ln<1+n> —n+1‘n+0<n2>
—1 1 1
‘n<n+1>+o<vﬂ>‘o(7ﬂ>

Z(U"H — uy) converge.
n>1

n>1

b) ¢ Comme Z(Un+1 — uy,) converge, u converge (c’est du cours).
n>1
e u, — v donc u, =7+ o(1) donc H,, —In(n) =
n—+oo

n—-+4oo
)1 | 1+1 1 1+ 1 to 1
a) — —1In )l ===-"4
n n n 2n2 n2)’

1
donc — — In 1—1—l ~ i
n n ) n—+oo 2n2

1
donc par domination, puisque Z —
n

v+ o(1) donc H, et

est une série de Riemann convergente,

. In(n) + v+ o(1).

b) On en déduit déja que la somme proposée existe par le critére de négligeabilité.

1) - S (tnr + 1) - In(w)

n=1
N+1
=Hy —InN —1In ; =uny —In

N1
;(n—ln<1+

= HN —1Il(N—|— 1)

doncw§<1—1n<l+1)>
—=\n n

e Notons que 'intégrande est continue par morceaux et :
1 1 z—|x] 1 1 1 1
Ve 22, — — — = donc 0 < — — — < 5 < 5
lz] = |aw lz] 2 ) T (1)
1
Comme —, 'intégrale proposée existe.

(z — 1)% a—rtoo 22
. 8011: N e N*.

/1 ] xd””_z/

-1

/n+1 1 1
= g :E

n
n:l n=
N1
——d 1—In(N) = In(N-1 1) — In(N
=S ) = (N=1) 7+ 0 (1) - In(N)
m () (1) +o(1)
= In|[—— = o
N—+o00 i N oofy
teo 1l 1
d’oflv:/ — — —dx.
1 lz] =
o S . xr — |x] 1
e [’intégrale proposée existe puisque Vx > 1,0 < 7 S -
x x
e Soit N € N*.
N N-1 pt1 N-1 py1
x — |x] / 1 LxJ / 1 n
dz = - — = — — —dz
/1 x? nzz:l n T x2 nz::l n a2
N-1 n
= | 1) —1 -1
Z(n(n—i—) n(n)+n+1 )
n=1
N N-1
x— |z] 1
dr =In(N) — =In(N)-S 1
[ =m0 - X g = m s
= In(N)—y—In(N)—o(1)+1 = - 1 1
LS MM =y —mM) o+ = —y+T+o()
+00 .
dou’y—l—/ :1: 2L$de
1 i

N-1
1
< —In(n+1)+ ln(n)> , et par télescopage des logarithmes
1



Exercice 88

En passant par une intégrale de Frullani

1 1
On pose, pour tout = € |0; +ool, p(x) = - —.
pose, p ] Ll@)=1— =~

1. a) Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.
On appelle encore ¢ le prolongement ainsi obtenu.

b) Justifier que ¢ est bornée sur RT.

+oo
c) En déduire la convergence de 'intégrale / e Yp(z)dx.
0

2. Dans cette question, a € |0; +oo[ et n > 2, et on pose
+oo e~ _ o nT
L,(a) :/ —dx.
a

x
a) Montrer que I, (a) existe.

b) Montrer successivement

na o—w naq_ %
I,(a) = / —dx =1In(n) — / dz.
a € a €T
TO T e
3. Montrer que, pour n > 2, —————dx existe et vaut In(n).
T

0
Cette derniére intégrale fait partie de la famille des intégrales de Frullani.

—T —nx

4. a) Montrer successivement que, pour n > 2,

1 -1 +oo —x —nxT
1—¢n -
Sp_1 = / L dt= / S ;T
0 1—t¢ 0 l—e*

b) Justifier que

5. Montrer que

—/1 R
= o In(z) 1-—=z -

Solution (Ex.88 — FEn passant par une intégrale de Frullani)
Lo e PR rel) e
. a xXr) = = ~ ~  —
v z(l—e™?) rx(l—e%) 20 22 202
¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1/2.
b) ¢(x) Py 1 donc 3X € Rt ,Vz > X, 0 < ¢(z) < 2, ¢ est bornée sur [X; 4o00o[ et comme ¢ est continue sur
T—r+00

[0; X], elle est aussi bornée sur [0; X]. Donc ¢ est bornée sur RT.
c) f:x— e Pp(x) est continue sur [0; +oof, et par b), f(z) = O(e™™). Comme = — e~ % est intégrable sur

+o0
[0; 4o0[, f est intégrable par domination : / e “p(x)dx existe.
0

2. a) I,,(a) n’est impropre qu’en +oo et I'intégrande est o (e™*) en +oo, donc par I,,(a) existe par négligeabilité.
b) Chacune des intégrales ci-aprés existent par le méme argument que précédemment (o (e™%)) :

+oo ,—x +oo ,—nzx
I.(a) :/ eda:—/ S
a x a x

Avec le changement de variable u = na bijectif C' strictement croissant dans la seconde intégrale :

+oo ,—x +oo ,—u na ,—
I.(a) :/ eda:—/ ° du :/ ° da.
a x na u a x

In(a):/ 1_(1_6)dx:/ 1d:c—/ 1= dx:ln(n)—/ L= dz.
a x a x a x a x

six >0,

1—e™)/x
3. f:RT R,z {(1 )/ est continue sur RT. Soit F une de ses primitives, donc continue en

0.

siz=0
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CHAPITRE 25. QUELQUES EXPRESSIONS SOMMATOIRES ET INTEGRALES DE LA
CONSTANTE ~

+00 e~ _ o nT
I,(a) = In(n) — F(na) + F(a) — In(n) — F(0) + F(0) = Inn, ce qui prouve que /0 le’ existe et

vaut In(n).
1n—2

n—1 1 n—1 tk 1 n—1 .1
— _ _ k-1 _ k
4. a) S“‘ZVZMO‘Z/O dta= [t
k=1 k=1 k=1 k=0
1—-¢t"
s = [ A
o 11—t

Posons alors ¢ : ] 0; +oo[ —]0; 1[,z — e~% changement C! bijectif strictement décroissant.

0 _ a—(n—Dz +00 ,—x _ ,—nz
1
Su-1 :/ (e )da :/ L da
4o 1—e7® 0 1—e?

b) On soustrait les deux résultats précédents :
+oo
Sp—1 —In(n) = / (e —e ™) p(z)dx
0

+oo +oo
= / e Yo(r)dr — / e "p(x)dx car ces intégrales existent (cf. 18.a))
0 0

n—1

S, 1—In(n)=S,-1—In(n—1)+1n

+oo +oo
/ e "o(xr)dx
0

K
<K e "dr < — —— 0 ou K majore |¢|.
0 n n—+oo
Donc en passant a la limite dans la relation précédente :
+oo
o :/ e Yo(r)de.
0

—_— .
n n—-+o0o

+o0 +oo e % e T
5. v = / e “p(x)dr = / 1 — — ——du invite & poser u = e™”, changement de classe C! strictement
0 0 — € x
décroissant donc bijectif de | 0; +oo[ sur ]0; 1].
—d
On obtient, avec z = —In(u), dz = -,
U

1 1
7:/ < v v >1du:/1+ ! du donc
o \1—u —In(u)/ u o 1—u In(u)

—/1 ! + ! dx
fy_oln(x) 1—z

Exercice 89

En lien avec la fonction Gamma d’Euler

1. a) Montrer que
n x\n—1 +o0
lim (1 - —) In(z)dx = / e “In(x)dz.
n—-+0o0o 0 n 0
b) En effectuant le changement de variable u = 1 — E, montrer que
n

n x\n—1
1-= In(z)dzx =1 — H,.
/0 ( n> n(z)dzx = In(n)
c) En déduire

+oo
v = —/ e “In(x)dz.
0

2. a) On rappelle que la fonction I' d’Euler, définie sur |0; +oo[ par

+o0
I'(z) = / t*le~tdt
0

est de classe C™ et se dérive par dérivation sous l'intégrale.
Que vaut (1) ?
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b) Montrer que I'(x + 1) = 2I'(z).
c) En déduire

3. Montrer que

Solution (Ex.89 — FEn lien avec la fonction Gamma d’Euler)
1. a) On pose pour n > 1,
-1 )
fn:]0; 400 — R,z +— (1_§> In(z) siz<n
0 sinon
@ Pour tout n > 1, f, est continue par morceaux.
@ Pour tout = de |0; 4o00|, fn(z) . e " In(z), donc la suite (fy,) converge simplement vers f : x —>
e " ln(x).
@ f est continue sur |0; +o0].
@ Deln(l14+u) <wupouru>—1,ontirepourn>2et0<ax<n
(n—1)In(l—z/n) < —xz(n—1)/n
puis 0 < (1 - %)nil In(z) < e =1/ In(z) < e*/2In(z),
d’ott Vn > 2,Vx > 0, | fu(z)| < e/ In(z).
Or ¢ :z+— e */?In(z) € L'(]0; 4o00[,R) puisque équivalente a In en 0 et négligeable devant z — 1 /22
en +oo.
Le théoréme de convergence dominée s’applique et

n

n—1 +oo
lim <1 — E) In(z)dz = / e “In(z)dz.
0 0

n—-+4oo n

" n—1 u=l-a/n (1
b) / (1 - E) Inzds = = / nu" 1 1n (n(1 — v)) du
0 n

0
1
=In(n) + n/ u" (1 — w)du puis
0

1 ) 1 . Xk 1500, ntk—1
n— J— n— _
n/ou ln(l—u)du——n/ou deu——n/oz ’ du
k=1
ntk—1 n+k 1 1 1 1
4 du = [u] —_— la série de terme général /
0

k=1
1
C = ~
Omme/o k kn+k)|, k(n+k) kstoo k%’

converge et I'intégration terme & terme est licite, donc

/1 n—ll (1 )d io 1 io 1 1 znzl
n U n(l —w)du = —n - = - - _ iy
0 P k(k+n) k' k+4+n Pt k

k=1

/0" (1 - £>n_1 In(z)dz = In(n) — Hy,.

n

un-l—k—l

Ainsi

c) On a alors :
n x\n—1
v= lim H, —In(n) = lim —/ (1 — —) In(z)dz donc
0

n—-+oo n—-+oo

+oo
v = —/ e “In(x)dz.
0
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400
2. a) Par dérivation sous l'intégrale, I (x) = / In(t)t* " te~tdt et
0

+oo
I'(1) = /0 In(t)e tdt = —.

b) Une intégration par parties montre directement I'(z + 1) = zI'(x).
c) I étant de classe C! au voisinage de 1, elle admet le développement limité :
P(+2) = )+ (e +o(x) = 1-7w+o()
T—>

T—

Donc zI'(z) =, 1 — vz + o(x) puis en divisant par
r—r

M) = = —7+o(1).

3. En posant u =e™* (& = —In(u)), on a immédiatement

4]::) e “lIn(x)dz = /01 In (ln (i)) du,
1
v = —/0 In <ln <i>> dx.
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Chapitre 26

Intégrale de GAUSS et fonction I' d’EULER

[E3A-M1 - 2016 - PC — Exo 1-D] [CCP - 2015 - PC - Partie 1] [CCP — 2015 — PSI - Partie 3] [CCP - 2019 —
PSI - Pb 1-P1] [CS-M1 — 2016 — PC — Partie |

Exercice 90

Calcul de l'intégrale de GAUSS
+oo

e Pdt = NZs
—00
Une méthode couramment rencontrée s’appuie la démarche suivante, qui serait indiquée dans un sujet.
1. Soit f,g: R — R définies par :

1 —z(1+2)
fa) = [ St et gla) = ),

Justifier que f de classe C' et calculer f’.
2. Déterminer f(0) et lim f(z).
T—+00

e 2
3. Montrer que x — g(z) + </ etzdt> est constante sur R.
0

4. En déduire la valeur de I'intégrale de GAUSS :

+oo 9
G—/ e Udt = /7.

Solution (Ex.90 — Calcul de l'intégrale de GAUSS)

e—ac(1+t2)
1. Soit h: R x [0; 1] = R, (z,t) — T e

Ate€0; 1] fixé, x > h(z,t) est de classe C! sur R.

Comme aucune intégrale n’est impropre car nous travaillons avec des fonctions continues (de t) sur le segment
[0; 1] donc bornées, le théoréme de transfert de la classe s’applique.

f est de classe C! sur R avec :

1 1
Ve eR, f(z)=— / o248 gy _ o / ot g

0 0
1
dt T
2. 0) = —_— = —.
* f(0) /0 1+¢2 4

e Soit x > 0.Vt € [0; 1], 0 <

encadrement, lim f(z)=0.
T—+00

e 2
3. Soit j:axw— g(z)+ (/ etzdt> :
0

Par composition, j est dérivable et : Va € R,

e—x(1+t2)

Tie < e %, donc par croissance de l'intégrale 0 < f(x) < e*. Par
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CHAPITRE 26. INTEGRALE DE GAUSS ET FONCTION I' D’EULER

x

1 T
§'(x) = 2z f'(a2) 4 2 / et = —2:ce_x2/ et + 26_:02/ e dt
0 0 0
Posons u = xt dans la premiére intégrale :

1 €T €T

j'(z) = —2mex2/ e " du + 20" / e dt =0
T Jo 0

Donc j est constante sur R.

4. j(x) — g(0) = f(0) = E, donc j est constante égale a T
z—0 4 4

x 2

. o . —t2 o . . o E

Org(z) 7 Jim f(z) =0, done lim ( /0 ¢ dt) = Mim j(=) =7
2

Too T Too
Donc </ et dt) = et comme / e dt >0,
0 0

—+00
/ e dt = ﬁ
0 2

400 5 400 5
/ et dt:2/ e Vdt = /7.
0

—0o0

Et par parité de 'intégrande :

Exercice 91

Fonction T' d’EULER

On appelle fonction gamma d’EULER la fonction définie par :
. “+oo
Vo €]0; +oof, T'(z) dgf'/ t*le~tde,
0

1. Montrer que I' est de classe C* sur | 0; +oo[ et exprimer ses dérivées successives.

2. Montrer que
Ve €]0; +oo[, DNz+1)=2'(z), etVneN*, TI'(n)=(n—-1)!

3. Monter que
1 (2n)!
I'(1/2) =/m, etVneN, T(n+ 5) = .anﬁ'
n!

1
4. Justifier T'(z) ~ —

x—0 1'.

On pourra consulter la partie consacrée aux expressions de la constante v d’Euler pour préciser la comportement

de I' au voisinage de 0.

Solution (Ex.91 — Fonction I' d’EULER)
1. Ewistence —
Soit f(x,t) = t*"le~t définie sur R x ]0; +ool.
Pour x € R, t — f(x,t) est continue par morceaux et positive sur |0; +oo[ et f(x,t) ot =1,
—
1

1
Or l'intégrale de Riemann t*~1dt converge si, et seulement si, x — 1 > —1, i.e. > 0. Donc / f(z,t)dt
0

0
converge si, et seulement si, x > 0.

+oo
De plus : t*f(z,t) — 0 car t**1 = o ('), donc f(z,t) = o (1/t?) et / f(z,t)dt converge.

“+o0
Donc / t*“Le~tdt existe si, et seulement si, z > 0.

Classe et dérivées successives —
Pour ¢t € ]0; 400, x +— f(z,t) est de classe C* sur |0; 4oo| avec
13

0 f(:v,t) = (In(t))"t= e .

ox"
n

e Soit z € |0; +ool. La fonction ¢ > ——-(x,1) est continue par morceaux et intégrable sur | 0; +oo| car
x

(i) prenons a € |1 — z; 1[. t*(In(t))"t* e~ = (In(t))"t*T*"le™ — 0,
t—0
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n 1
donc %(x,t) =0 <t°‘> avec a < 1, ce qui assure l'intégrabilité sur | 0; 1],
(ii) tQ@"f( t) 0, ce qui assure l'intégrabilité sur [0; +oo]
if) ¢* 55 (2,) 5= 0, ce qui assure 'intégrabilité sur [0; +ool.
e Soit [a; b] C]0; +ool.

Va € [a; b],Vt€]0; +ool, g {(:c,t)‘ < (In(e)"(#e L + 0 1)e det. )
x
: L e O of
et 4, 5 est continue par morceaux et intégrable sur | 0; +oo[ (par intégrabilité de %(a, t) et %(b, t))

Par domination, I' est C* sur tout [a; b] C |0; +oo[, donc sur |0; +oo[, et on a :

+00
¥n € N,Vz €]0; +oo[,T () :/ (In(t)) "t 2e~tdt.
0

+oo
2. Soit x € ]0; 4oof. I'(z+1) = / t*e~'dt. Effectuons une intégration par parties avec : t — t% et t > —e ™t
0

Clsur]0; +oof et
—tTe t — s 0 et —t%e !t ——— 0.
t—0 t——+o00

“+oo
Dz+1)=[- txe_t}aroo + :c/ t*le7tdt = 2T(z).
0

400
1) = / e 'dt = 1, et par une récurrence immédiate
0
VneN*, T'(n)=(n—-1).
3. On passe par l'intégrale de GAUSS.

ﬁ /+Oo 2, u=t? /—l—oo e ¥ 1
— = dt = du==I'(1/2) d I'(1/2) = .
En itérant la formule de 3.a),

1 1 1

T(n+5)=(n-5)T(n-5)==—F—(-)r(n-3)
R CENTRLE
F(n—i—%) _ (2n—1)(2n—23n X o0 X 3 X 1r(1/2) _ S;);ﬁ
4. Vx> 0,T(z) = 1“(:1;;1) or I(z +1) —— I'(1) = 1 par continuité de I' en 1. Done
@)~y 7
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Chapitre 27

Intégrale de DIRICHLET et sinus cardinal

1.
2.
3.

[CCP — 2020 — PSI — Pb nol||CCP — 2020 — PC — Exo nol|
Définition — Intégrale de DIRICHLET et sinus cardinal
Sur R, on définit la fonction sinus cardinal par

M six #0

1 six=0.

Vz € R, sinc(z) =

L’intégrale de Dirichlet est définie par

., 100 din(t +o0
Ddif'/ Smt()dt—/ sinc(t)dt.

—0o0 —00

Exercice 92

sinc est de classe C*°

Justifier que sinc est continue en 0.

Justifier que sinc est développable en série entiére de rayon infini. Quelle est sa classe de dérivabilité ?

Justifier que l'intégrale de Dirichlet n’est impropre qu’en +oc0.

Solution (Ex.92 — sinc est de classe C*)

1.

La continuité en 0 découle de sin(z) ~ .
z—0

+o0 n +o0 n
P _ (71) 2n+1 . _ (71) 2n
2. Vx € R*sin(z) = g — donc sinc(z) = E —— "

3.

| |
2 2n+ 1) 220+ 1)

Cette formule étant encore valable pour x = 0 car sinc(0) = 1, sinc est DSE sur R tout entier donc C*.

D est faussement impropre en 0.

Exercice 93

Un calcul de lintégrale de Dirichlet

Soit f:[0; +oo[ — R définie sous réserve d’existence par :

s = [ e ar

Justifier les propriétés suivantes.

1. f est définie et continue sur [0; +ool.
2. xll)riloof(x) =0.
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CHAPITRE 27. INTEGRALE DE DIRICHLET ET SINUS CARDINAL

3. f est de classe C% sur | 0; +oof et
VeeR, f'(z)=

L
x
4. Vz €]0; 4o0[, f(z)=xlnz— gln(aﬁ2 + 1) — Arctan(z) +
Donc f(0) = g
5. Finalement

+oo t +00
D :/ %d —/ sinc(t)dt = .

—0o0 —00

Solution (Ex.93 — Un calcul de l'intégrale de Dirichlet)
1 — cos(t
;Os()e_f”t et h:]0; 4+oo] = R, ¢t —
e Pour z € [0; +o0[, t — g(x,t) est continue par morceaux sur |0; +ool.

e Pour t € ]0; +oo[, z — g(x,t) est continue sur [0; +o0ol.

o (1) € [0; +oo[ x ]0; +ool, |gla, )] < h(t),

ou h est continue par morceaux sur |0; 4o00[, avec
2

1 t !
(1) %gr(l) h(t) = 5 car 1 —cost o3 donc /0 h(t)dt converge (faussement impropre),

1. Soit g: [0; +oo[ x ]0; +oo] = R, (z,t) 1 cos(t)

2 +oo
(ii)) V& > 1,0 < h(t) < o) donc / h(t)dt converge,
1

donc h est continue par morceaux et intégrable sur |0; +oo.
Ainsi, f est définie et continue sur [0; +oo].

2. tlir+n h(t) =0, il existe T tel que V¢t > T, h(t) < 1.
—+o0
Comme h est continue sur |0; T] et est prolongeable en une fonction continue sur [0; T], h est majorée sur
[0; T].

Donc h est majorée sur ] 0; +ool.

Soit M € R tel que : V¢t € ]0; —i—oo[,O h(t) < M.
Ve € [0; +oo[,Vt€]0; +oo[, 0<g(z,t) < Me™
M
Par croissance de 'intégrale, Vo € [0; +o00[,0 < f(z) < —.
x

Par encadrement, f(x) —— 0.
r—+00

3. Pourt €]0; +oo[, x + g(x,t) est de classe C* sur | 0; +oo].
Regardons les dérivées par rapport a x de g :
dg cost — 1 1 —cost
Ve e]0; , =@, t)| = |——— _—
o Vz €]0; +oo] e (z,1) " ”
hq est prolongeable par continuité en 0 (limite nulle) et négligeable devant 1/t en +o0o donc continue et intégrable
sur ] 0; +ool.

—xt| _

e —xt def hl()

82
o Vze]0; +ool, ag(m t)’:(l—cost)e”’tg%xt
Plagons-nous sur [a; +oo[ C ]0; +oo[ afin de majorer par une quantité indépendante de .
0?%g

Vo € [a; +oof,

W(Z,t)‘ = (1 — cost)e™®t L 274t

et hy : t — 2e~% est intégrable d’aprés le cours car a > 0.

Par le théoréme de dérivation, f est de classe C? sur tout [a; 4+oo[ C ]0; +ool. Donc f est de classe C? sur
]0; +oo] et f” se calcule par dérivation sous 'intégrale.

Soit x € ]0; +ool.

+oo 1 +0o0 1 +0o0 .
f(x) = / (1 —cost)e "dt = o / coste *tdt = T Re (/ e(_x“)tdt)
0 0 0
1 1 1
f”(SC):—Re( .>: x
x

T —1

4. Pour z € ]0; +oo,
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1 T
! =1 — =1 241 k=1 k k.
f(z) = In(zx) 5 n(z®+1)+ n = + .

1
Or on démontre comme en 2. que f est tend vers 0 en +o00. Donc k =0 et f/(x) = In(z) — B In(x? + 1).

En primitivant & nouveau grace & des intégrations par parties,
1
fz)=zlne —z— iacln(:):2 +1) +x — Arctan(z) + &
1
flz)=xzlnz — gxln(mz + 1) — Arctan(z) + &

Déterminons « grace a la limite en 400 :
In(z? + 1) = In(z?) + In(1 + 1/2?) = 2In

D'ou : f(z) = N + o(1/z) — Arctan(z

—

z) +1/2% + o (1/2?)
bk otk

\_/

2z - r—4o0 2
Or d’apreés 2., f(z) —— 0, donc kK = —.
T—400 2
Finalement : f(z) = zlnx — gln(:nQ + 1) — Arctan(z) + g
Comme f est continue en 0, f(0) = lim f(z) = T
z—0 2

00 1 _ cost 1—cost] ™™ + gin ¢
5. T = f(0) = L VL L SBE 4t done
2 2 ¢ t
0 0 0

Et par parité,

Exercice 94

La fonction sinc n’est pas intégrable sur R

1. Justifier que

(n—l—l)ﬂ' 2
Vn € N, / sinc(t)|dt > ———
eI G
2. En déduire que sinc n’est pas intégrable sur R.
Autrement dit, l’intégrale de DIRICHLET converge, mais pas absolument. On parle alors d’intégrale semi-convergente.

Solution (Ex.94 — La fonction sinc n’est pas intégrable sur R)

1 1
1. Soitn e N.Vz € [nm; (n+ 1)7],— > > i donc par croissance de l'intégrale
(n+l) 1 (n+1)m
/n i)t > e /n I

Or |sin| est m—périodique donc

(n+1)m T T
/ |sin(t)| dt = / |sin(¢)| dt = / sin(t)dt = 2
n 0 0

T
2. En sommant les inégalités précédentes

(n+1)w
Vn e N inc(t)| dt >
neN, /0 |sinc(t)| Z R

1

Or par divergence de la série harmonique, Z ) —+> ~+00
n—-—+00o

k=0

L 1
(on sait méme que T e In(n+1) Mete In(n)...)

k=0

n

(n+1)
Donc / |sinc(t)| dt ——— 400 et sinc n’est pas intégrable.
0 n—-+00
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CHAPITRE 27. INTEGRALE DE DIRICHLET ET SINUS CARDINAL

Exercice 95

sinc et la transformée de FOURIER

sinc est un exemple courant de transformée de Fourier non intégrable d’une fonction trés simple (et intégrable).
Soit II la fonction porte définie par
1 =i <1/2
I:R—> R,z e <1/
0 sinon
IT est clairement intégrable.
Montrer que cependant sa transformée de Fourier
“+oo _2i7r£x ) Sln(ﬂ—é) Si g ?é 0
FI) : & —~ II(z)e dz = sinc(n§) = Urs
- 1 si€=0

n’est pas intégrable.

Solution (Ex.95 — sinc et la transformée de FOURIER)
—omitw 1/2 .
1/2 | e 2mi€x / _ s1n(7r§) g 5 7& 0
F(I)(¢) = / le 2™y = ¢ | =2mi€ | ) 3
12 1 siE=0
Par le changement de variable affine z = 7€ C! strictement croissante, la non-intégrabilité de sinc entraine la
non-intégrabilité de F(II).
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Chapitre 28

Linéarisations et sommes trigonométriques

[MP-M2 — 2018 — PC — Partie I

Exercice 96

Linéarisations

Toute expression du type
cos™(t), sin™(t) et cos™(t)sin™(t)
peut se linéariser comme somme de termes du type cos(kt) et sin(kt).
Pour cela, on développe les formules d’EULER grace a la formule du binéme de NEWTON, puis on regroupe les
termes deux & deux conjugués pour utiliser a nouveau les formules d’EULER.
En particulier :

cos’(t) = (cos(2t) + 1), cos®(t) = (3cos(t) + cos(3t)),

o~ NI
B ]

sin®() = = (1 —cos(2t)), sin®(t) = —(3sin(t) — sin(3t)).

1= [ndispensable pour primitiver notamment.
1. Linéariser sin(t) cos?(t).

) 1 (2
2. Etablir : cos?’(t) = % Z (;) cos ((2k — 2p)t)
k=0

Solution (Ex.96 — Linéarisations)

1. Etudions un cas particulier, a titre d’exemple.
eit — o7t [eit 4 omit\? 1 : . .
sin(t) cos?(t) = 5 ( +2 ) =< (et — e ) (et 42 4 e211))
? 1

1 . . . . 1
sin(t) cos?(t) = §(63” +elt —e —eT)) = Z(sin(3t) + sin(t))
i

2. Etudions un cas général, a titre d’exemple.

it 4 a—it\ ™
cos"(t) BULeR (2 >

binme 1 — (n ikt —i(n—k)t _ L — (n i(2k—n)t
— 2771 Z <k>e (§] = on - k (&

k=0

_ i(2(n—k)—n)t _ Li(n—2k)t _ Li(2k—n)t
(n _ k> <k> et e e e

Donc on peut grouper les termes 2 par 2.
e Si n est impair, disons n =2p+ 1, il y a 2p + 2 termes :

et 1 | & . P . A
cos™(1) "= ' on Z <Z> el(Zhmmt 4 Z <n T—L J) ! (2(n=j)=njt

k=0 Jj=0
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CHAPITRE 28. LINEARISATIONS ET SOMMES TRIGONOMETRIQUES

p
_ 2% > (Z) [ei(%—n)t +m}
1 & (/2p+1
ZQTpE <pk >cos((2k:—2p—1)t)

k=0
e Si n est pair, disons n = 2p, il y a 2p + 1 termes :

[’i<:> R

Exercice 97

Sommes trigonométriques

1. Pour t € R tel que t # 0[27] (<= e # 0 <= sin(t/2) # 0), établir les égalités :

sin (n + 1t)
def Z cos(kt) 2 cos (%t)
sin (3)
. +1
sin t
def Zsm kt) ( 2 ) sin (%t)
sin ()

2. En déduire Z k cos(kt) et Z ksin(kt).
k=0 k=0

Solution (Ex.97 — Sommes trigonométriques)

1. On écrit une somme geometmque compleme PULS on utilise les arguments moitiés.
n

e S (kt) (kt) ikt n k géom. |
Yp = n-i—zn—Zcos —l—zZsm Ze kzoe P

sin (n42— 1t)

sin (3)

eio — 1 PIPR gia/29; sin(a/2), donc %, = eint/2

n+1

sin( t)
Cu(t) = Re (Sn(t) = ——2—
sin (3)
n—+1
o
sin (;)

cos ('3,

sin (

Su(t) =Im (Xa(t)) =
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Chapitre 29

Polynémes de TCHEBYCHEV

[CCP — 2019 — PSI — Pb2-P1]
Je ne me consacre ici qu’aux polyndémes de T'CHEBYCHEV dit de premiére espéce.
Définition — Version relation de récurrence
Soit (T),)n>0 la suite de polynémes de R[X] définie par

To=1,Ty =Xet, pour tout n > 2, Tpio=2XTp41 —Th.
Définition — Version trigonométrique

Il existe une unique suite de polynémes (T,,),>0 de R[X] vérifiant
VO € R, T,(cosf) = cos(nb).

Exercice 98

Ces deux définitions coincident

Justifier que les deux définitions précédentes définissent la méme famille de polynémes.

Solution (Ex.98 — Ces deuz définitions coincident)
La version trigonométrique affirme une existence et une unicité non évidente. Commencons par la.

@ Ewxistence — Soit n € N. Soit # € R. On a : cos(nf) e Movee p o ((e")m).

n
G Z <Z> i* sin® () cos™ *(0), et i* est imaginaire pur pour k impair et réel pour k pair.
k=0
Ln/2] n
cos(nf) = Z <2k> i2k sin?k () cos™ 2k (t)

k=0
[n/2]

=2 <272><—1>’“<1 — cos”(t))* cos™ " (2).
k=0

[n/2]
Donc en posant T,,(X) = Y <27;> (—1)F(1 — X2)kxn—2k,

k=0
cos(nf) = Ty (cos(0)).
@ Unicité — Soit T,, et U,, deux ploynomes tels que :
VO € R, T, (cos(f)) = cos(nh) = Uy, (cos(h)).
Alors : V0 € R, (T,, — U,)(cos(#)) = 0, donc
Ve e [—1; 1],(Typ —Uy)(z) =0
car tout x € [—1; 1] peut s’écrire x = cos(6).
Ainsi, T,, — U,, a une infinité de racines, donc est le polynéome nul, donc U, = T,,.
® Equivalence des deuz définitions —
Montrons que les polynémes définis trigonométriquement vérifient la définition par récurrence. Par unicité, ces
deux familles seront identiques.
Raisonnement : une récurrence double s’impose, vu la définition de la suite (T,).
e Vo R, Tp(cost)=1=cos(0.0).
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CHAPITRE 29. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

eV e R, Ti(cosh) = cos(f) = cos(1.6).

e Soit n € N. Supposons la propriété vrai aux rangs n et n + 1.

Rappelons que cos(a + b) 4 cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b).

Donc : cos((n + 2)0) + cos(nf) = 2 cos((n + 1)8) cos(6).

Ainsi : cos((n + 2)8) = 2cos(0)Tp41(cos(0)) — Ty (cos(8)).

Donc : Tp42(X) = 2XTy,11(X) — T, (X) puisque T, 12 est 'unique polynéme vérifiant T,,12(cos(0)) = cos((n+2)0).

Exercice 99

Premieéres propriétés

1. Calculer Ty et Tjs.

2. Justifier que
1 sin=20

2n—1

Vn € N,deg(Ty,) =n et dom(T,) = .
sin>1

o, pour tout polynéme P non nul, dom(P) désigne le coefficient dominant de P.
3. Montrer que, pour tout n de N, T,, a la méme parité que ’entier n.

4. Montrer, en partant de la définition par récurrence des polynémes (T,,) et en développant cos((n + 2)t), que
Vn e N,V € R, Ty(cos(d)) = cos(nf) (9).

On notera que cette relation induit
Vn e N,Vz € [—1; 1], Tp(z) = cos (nArccos(z)).

5. Que valent, pour n € N, T,,(1) et Tp,(—1)?

6. En dérivant deux fois (V) par rapport a 6 la relation précédente, montrer que

VneNVee|[-1; 1], (1-2)T/(z)— 2T, (x)+n’T,(z) =0.

7. En déduire
vneN, (1-X*)T/!-XT), +n’T, =0.

Solution (Ex.99 — Premiéres propriétés)

1. Ty =2X2—1et T3 =4X3 - 3X

2. Montrons la propriété par récurrence sur n € N.
e La propriété est vraie pour n =0 et n = 1.
e Soit n € N. Supposons-la vraie aux rangs n et n + 1. Alors il existe Q tel que T, 11 = 2"X"*t! 4 Q avec
deg(Q) < n.
Donc Ty42 = ntIXnt2 L oX(Q — T, avec deg(2XQ—T),) < n+1, donc T) 42 est de degré n+ 2 et de coefficient
dominant 2"*! : la propriété est vraie au rang n + 2.
e Par récurrence j’ai démontré

1 sin=20

2n—1

Vn € N,deg(T,) =n et dom(T,) = { _
sin>1

3. Notons que la propriété voulue peut s’écrire
VneN, T,(-X)=(-1)"T,(X).
Raisonnons & nouveau par récurrence sur n. L’initialisation est acquise. Soit n € N. Supposons cette propriété
acquise pour n et n + 1.
Tpsa(—X) = 2(=X) Ty (=X) = Tu(=X) = — (1) 12X Ty 1(X) = (—1)" T (—X) = (1) 22X T,y — Ty) =
(—1)"*2T,, 15 donc la propriété est vraie au rang n + 2.
Par récurrence, j’ai établi que
pour tout n de N, T, a la méme parité que I'entier n.

176



4. Une ultime récurrence sur n dont je ne détaille que les points essentiels.
e Ty(cos(f)) =1 =cos(0.6) et T1(cos(f)) = cos(1.0).
e cos((n + 2)0) = cos(nh) cos(26) — sin(nh) sin(26)
= cos(nf)(2cos?(0) — 1) — 2sin(nf) sin(f) cos(f)
= 2cos(0) ( cos(nf) cos(#) — sin(nb) sin(d)) — cos(nb))
= 2cos(f) cos((n + 1)0) — cos(nh)
= 2cos(0)Ty+1(cos(0)) — Ty (cos(0))
e Par récurrence, on a
Vn e N,V8 € R, Tp(cos(d)) = cos(nb).
5. T,(1) = Tp(cos(0)) = cos(n.0) =1 et T),(—1) = Ty (cos(m)) = c
VneN, Tp(l) =1et Tp(—1) = (-1)".
6. Vn € N,V0 € R,
T (cos())(—sin(f)) = —n sin(nh) puis
T” (cos(6)) sin?(#) — T’,(cos(8)) cos(f) = —n? cos(nh) d’ou
(1 — cos?(0)T” (cos(#)) — cos(6)T! (cos(f)) + nT,(cos(d)).
Comme tout = de [—1; 1] peut s’écrire = = cos(f) avec 0 € R,
vneN, Vo e[-1; 1], (1-2?)T!(z)— 2T, (z)+n?*T,(x) = 0.
7. Le polynéme (1 — X3)T” — XT/, + n?T,, admet une infinité de racines (tous les z € [—1; 1]), donc
vneN, (1-X2)T/—XT), +n?T, =0.

Exercice 100

Les polynéomes de Tchebychev vus comme vecteurs propres

Soit m € N*. B désigne la base canonique de R,,[X] et on considére I'application ¢ définie sur R,,[X] par

VP € R, [X], ¢(P)=(X*-1)P"+XP"

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].

2. Déterminer la matrice M représentant ’endomorphisme ¢ dans la base B. On donnera explicitement les coeffi-

cients (mi’j)léidém-i-l en fonction de i et j.

3. ¢ est-il un automorphisme de R,,[X]?

4. Justifier que ¢ est diagonalisable et préciser son spectre, son polynéme caractéristique et la dimension de chacun
de ses sous-espaces propres.

5. Déterminer une base 7 de R,,[X] formée de vecteurs propres de ¢ échelonnée en degré.

6. On note II la matrice de passage de B a T et D la matrice II"!MIL. Que vaut D ?
Soit ¢ 'endomorphisme %gp.
On note N la matrice repTésentant 1 dans la base B et A la matrice II7!NII.

7. Déterminer lim A".
n—-+o0o

8. Justifier que 'endomorphisme lir_ir_l 1" est un projecteur et préciser son rang.
n—-—+0oo

Solution (Ex.100 — Les polynomes de Tchebychev vus comme vecteurs propres)

1. e Soit P € R,,[X]. ¢(P) est clairement un polynéme et
deg(P") < deg(P) — 2 donc deg((X? — 1)P") < deg(P) < m,
deg(P’) < deg(P) — 1 donc deg(XP’) < deg(P) < m,
donc deg(p(P)) < m et p(P) € R, [X].
e Pour (P,Q) € R,[X] et A € R,
(AP + Q) = (X2 = 1)(AP + Q)" + X(AP + Q) = Ap(P) + ¢(Q) par linéarité de la dérivation.
¢ est un endomorphisme de R,,[X].
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CHAPITRE 29. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

2. e p(1)=0,p(X)=X
ek c[[2; m]], @XF)=(X2-1Dk(k—1)XF2 4 XkXF1 = B2XF — k(k — 1)XF2
00 -2 0 ... .. 0
01 0 -6 . (0)
4
o M=
0
(0) —m(m —1)
(m —1)? 0
0 oo 0 m?
(-1 sij=i
. V@i, j) € [[1s m+ 1], mig=q-j(G+1) sij=i+2

0 sinon

3. ¢(1) =0et 1+# 0 donc ¢ n’est pas injective, donc n’est pas un automorphisme.
Ou encore, vu sa matrice, rg(p) = m < dim(R,,[X]), ou encore det (() ¢) = det (() M) = 0...
© n’est pas un automorphisme de R,,[X].

4. Comme M est triangulaire supérieure,

Sp(y) = Sp(M) = {k*,k € [[0; m]] },
donc ¢ posséde exactement m + 1 = dimR,,,[X] valeurs propres distinctes, donc
m

¢ est diagonalisable, avec x, = H(X — k%) =X(X - 1)(X =2?)... (X —m?).
k=0
Enfin, puisque ¢ est diagonalisable,

Vk € [[0; m]], dim (Egp)=w(k?) =1
5. D’aprés la derniére question de la partie précédente,
vk e [[0; m]], @(Tk) = kT,
donc Tx(# 0) est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre k2.

Comme la famille (Ty)o<k<m est échelonnée en degré d’aprés la premiére partie, c’est une base de R,,[X].
T = (To,T1,...,Ty) est une base de R,,[X] formée de vecteurs propres de ¢ échelonnée en degré.

6. D représente ¢ dans la base de vecteurs propres T, donc
D = diag(0,1,2%, ..., m?).
1 1 , k?
7. N= WM et A = WD = diag W’k € [[0; m]]

2 n
Vn € N*, A" = diag ((;) ke [0; mﬂ), donc

lim A" = diag(0,...,0,1).

n——+o00o

8. Soit L = lim A" =diag(0,...,0,1). L = MT( lim ¢”) et L2 = diag(0?,...,02,1%) = L donc
n—-+o0o

n——+o00

lim 9" est un projecteur et rg( lim ¢") =rg(L) = 1.
n——+0oo

n—-+4o0o

Exercice 101

Racines et extrema de T, sur [-1,1]

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
La norme infinie ||.|| ., d’'un polynéme désigne son maximum que le segment [—1; 1].

1. A Taide de (V), déterminer toutes les racines de T, et justifier que T, est scindé a racines simples.
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Al S

Justifier que ||T,|| =
Montrer que, dans [—1; 1], I'équation |T,,(z)| = 1 posséde exactement n + 1 solutions.
En déduire les racines de T7,.

Montrer que
Vk e N,V e R, Ty (ch(@)) = ch(k0).

En déduire que, si x € [—1; 1], alors [T, (z)| > 1.

Solution (Ex.101 — Racines et extrema de Ty, sur [-1,1])

1.

e Cherchons les racines de T,, dans [—1; 1]. Soit € [—1; 1] et 6 = Arccos(x) € [0; .

k
Tn(ac):0<:>cos(nt9):0<:>E|l<:€Z,19:21+77r
n._n
1 1
De plus : —+k—7r€ [0; 7T]<:>—§<k<n—§, or § € [0; 7], donc
k
T,(z) =0 <= cos(nf) = 0 < Ik € [[0; n—1]], 9_27;+%
O
() =0<=3Jke€[[0; n—1]],x cos<2n+n>
. m km ) . ‘ ‘
La suite (2 + ) est strictement croissante a valeurs dans [0; 7| et la fonction cos est strictement
" 0<k<n—1

T T

décroissante sur [0; 7] donc les n nombres cos <2 + ) pour k € [[0; n— 1]] sont deux a deux distincts
n n

(suite strictement décroissante).

e Comme deg(T,) = n, T, posséde au plus n racines distinctes.

e Finalement, T,, a exactement n racines distinctes, toutes dans [ —1; 1] et est scindé a racines simples puisque

deg(T,) = n
)

Vo € [—1; 1], Typ(x = cos(nArccos(z)) € [—1; 1]. De plus, T, (1) = 1. Donc

Soit z € [—1; 1] et 6 = Arccos(x) € [0; 7.
k
T (z)] = 1 <= cos(nf) = £1 <= Ik € Z,nf = kr <= 3k € [[0; n]],0 = "~
n
k
|Tp(x)] =1<«= 3k €[[0; n]],z = cos <7T>

n
Ces n + 1 nombres étant deux & deux distincts,

|T,,| = 1 posséde exactement n + 1 solutions.

e Sur ] —1; 1], chaque fois que T), vaut 1, T,, atteint un extremum local puisque ||Ty||,, = 1, donc T}, s’annule.
Donc les n — 1 nombres cos <k:> pour k € [[1; n — 1]] sont n — 1 racines distinctes de T},.
e Comme deg(T},) = deg(Ty,) — 1 =n — 1, T,, n’a pas d’autre racine.

Les n — 1 racine de T, sont cos (T) pour k € [[1; n—1]].

On raisonne par récurrence sur k comme dans la premiére partie.
e Ty(ch(f)) =1 = ch(0.0) et T1(ch(#)) = ch(#) = ch(1.09).
e Soit n € N. Supposons la propriété vraie aux rangs n et n + 1.
ch((n + 2)0) = ch(nf)ch(26) + sh(nd)sh(20)
= ch(nf)(2ch?(#) — 1) + 2sh(nd)sh(#)ch(d )
= 2ch(6) (ch(nb)ch(8) + sh(nbd)sh(6)) — ch(nb))
= 2ch(@)ch((n + 1)0) — ch(nd)
= 2ch(6)Ty4+1(ch(0)) — Ty (ch(0))

e Par récurrence, on a
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¥n €N,V €R, T,(ch(6)) = ch(nf).
6. ech:]0; +oo[ = ]1; +oo[ est une bijection car continue strictement croissante (ch’ = sh > 0 sur ] 0; +oo et
ch(]0; +oof) =]1; +o0]).
Soit z > 1. Il existe un (unique) 6 € |0; 4o0[ tel que z = ch(f). On a alors Ty, (x) = ch(nf) > 1 car nf > 0.
Ce qui prouve que : Vx > 1,|T,(z)| > 1.
e Par parité de T,,,
Ve < 1,|Ty(z)| = |(=1)"Th(—2)| = |Tp(—2x)| > 1 car —x > 1.
Vo & [—1; 1], alors [T (x)] > 1.
Variante sans utiliser la question précédente —
e S'il existe z > 1 tel que Ty, (z) = 1, comme T, (1) =1 et T,, est dérivable, application du théoréme de Rolle
montre qu’il existe y € ]1; z[ tel que T} (y) = 0. Ceci est impossible car toutes les racines de T}, sont dans
[—1; 1]. Donc
Ve > 1, Tolz) # 1.

e Supposons maintenant qu’il existe > 1 tel que T,(xz) < 1. Comme T, (t) et on—lgn ﬁ 400, le
—+00 —+00

théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a T, continu sur [z; 4o0o[ montre qu’il existe y € |z; 4o0[ C
]1; 4o0[ tel que Ty, (y) = 1, ce qui est exclu par le point précédent. Donc
Ve >1, Tp(z)>1
e Donc finalement Vo > 1, Ty, (z) > 1.
e it on conclut comme par la premiére méthode en invoquant la parité pour x < —1.

Exercice 102

Meilleure approximation uniforme de degré n de la fonction nulle

Soit n € N*. La norme infinie ||.||, d'un polynéme désigne son maximum que le segment [ —1; 1J.
Dans cet exercice, on montre que le polynéme

est I'unique polyndme unitaire de degré n réalisant le mimimum de la norme infinie sur [—1; 1], i.e. tel que pour
tout polynéome P # ¢, tel que deg(P) = n et dom(P) =1, ||P|| > ||tnll -
1. Justifier que ||t,||,, = 2T1—1
2. Soit un polynéme P unitaire de degré n. On raisonne par I’absurde en supposant que ||P|| < ||tn||,, et on pose
Q=t,—P.
a) Justifier que deg(Q) < n — 1.

k
b) Pour tout k£ € [[0; n]], on pose : x = cos <7”7LT>

Montrer que Q change de signe dans chacun des n intervalles [zyy1; zx] (on k € [[0; n—1]]).
c) Justifier que Q posséde au moins n racines distinctes.
d) En déduire une contradiction.
e) Qu’a-t-on démontré 7
3. Dans cette question, on se propose de démontrer que t,, est 'unique polynéme unitaire de degré n de norme
infinie minimale sur [—1; 1].
Soit P un polynéme unitaire de degré n vérifiant ||P|| = ||tn|] -
a) On pose Q =t, — P.
Montrer que, pour tout k € [0; n]], (=1)*Q(xx) > 0.
b) Montrer que, pour tout k € [0; n]], (—1) H (2 — ;) > 0.

c) On pose

[T (—=)

0<i<n,i#k
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Justifier que pour tout k € [[0; n]], A\ > 0.
d) On pose

LQ—iAk I[[ &-=)

0<i<n,i#k
Montrer que, pour tout j € [[0; n]], Lq(z;) = Q(z;).

n
e) En déduire que Lo = Q. Que peut-on en déduire pour le degré de Lg ? Et pour Z Ak ?
k=0
f) En déduire finalement que P = t,,.

Solution (Ex.102 — Meilleure approzimation uniforme de degré n de la fonction nulle)

1

1. D’aprés 'exercice précédent, ||T,||,, =1, donc par homogénéité ||t,|| ., = T

2. Soit un polynéme P unitaire de degré n. On raisonne par I'absurde en supposant que ||P||,, < ||t,||,, et on pose
Q=t,—P.
a) t, et P sont unitaires de degré n donc deg(Q) = deg(t, —P) < n —1 (les mondémes dominants se détruisent).
b) Pour tout n € [[0; n]],

1 1 (—1)k
tn(z) = 72n_1Tn(xk) = o1 cos(km) = oot
. 1
Pour k pair, Q(zy) = o1 P(xy) avec |P(zy)| < ||P]| < o1 donc Q(zy) > 0.
. . - 1
Pour k impair, Q(zx) = o1 P(xy) avec |P(zy)| < [|P]| < o1 donc Q(zg) < 0.

Donc Q change de signe dans chacun des n intervalles [xp.1; x| (ou k € [[0; n — 1]]).

c) Dans chaque [zgy1; xx] (ou k € [[0; n— 1]]), Q qui est une fonction continue, change de signe donc s’annule
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. Comme Q ne s’annule pas aux extrémités de chacun de ces
intervalles, Q posséde au moins n racines distinctes.

d) Q est un polynéme de degré au plus n — 1 possédant au moins n racines distinctes donc Q est le polynéme
nul. Donc P = ¢,,. Donc ||P|| = ||ts||,, ce qui est contradictoire.

e) On a démontré que tout polynoéme P unitaire de degré n vérifie ||P||, > ||tn]|,,. Autrement dit, ¢, est un
polynome réalisant le minimum de ||.||,, parmi les polynomes unitaires de degré n.

3. Dans cette question, on se propose de démontrer que t, est 'unique polynéme unitaire de degré n de norme

infinie minimale sur [—1; 1].

Soit P un polynéme unitaire de degré n vérifiant ||P|| = ||tn]] -

a) Pour tout k € [[0; n]], (—=1)*Q(xx) > 0, d’aprés I'analyse faite dans la question précédente, oil les inégalités

deviennent larges car cette fois ||P||, =
b) Soit k € [[0; n]].

2n—1'

La suite (xk)ke[[o; n)] = (cos k;) est une suite strictement décroissante (car cos est strictement
ke[[0;n
décroissante sur [0; 7). o
Le produit n’est pas nul puisqu’aucun facteur n’est nul.
Parmi les n facteurs de H (:z:k — xi), il y en a exactement k qui sont négatifs : ceux pour lesquels
0<i<n, ik
0<i<k.

Donc ce produit est du signe de (—1)¥, et on a bien
(—1)F H (z) — i) 2 0.
0<i<n,izk
(=1 Q(ar)

(—1)k H (xk —xi)

0<i<n, ik

c) Soit k € [[0; n]]. \p = >0

d) Soit j € [[0; n]].
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Lo(j)=> M| I @i—=))=x{ II (—=)|+0
k=0

0<i<n, ik 0<i<n,i#]

Donc LQ(l‘j) = Q(.CL‘])

e) Lq est de degré au plus n et Q au plus n — 1, donc Lg — Q est de degré au plus n et admet au moins n + 1

racines (les z; pour j € [[0; n]]) donc Lqg — Q =0, donc Lq = Q.

n n
Donc deg(Lg) = n — 1. Or par construction la coefficient de X" de Lq est Z Ar. Donc Z A =0.
k=0 k=0

f) Les A sont n + 1 nombres positifs de somme nulle, donc ils sont tous nuls : Vk € [[0; n]], \x = 0.

Donc Vk € [[0; n]],Q(zx) = 0, et Q est un polynéme de degré au plus n — 1 admettant au moins n+ 1 racines
distinctes donc Q est nul. Donc finalement que P = ¢,,.
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Et les polynémes de seconde espéce ?
Ils sont définis par

Up=1,U;=2Xet, Vn € N, Upq2 =XUp41 — U,.
Vous pouvez remarquer que la relation de récurrence est la méme que pour ceux de premiére espéce.
Trigonométriquement parlant, ils vérifient la relation :

Vn e N,V0 € R, sin ((n+ 1)6) = sin()U,(cos()).
Ils sont en quelque sorte ’équivalent des (T,,) mais pour la fonction sin : ils permettent le développement en
polynémes des expressions sin(nt). Malheureusement, il n’est pas possible de se débarrasser de du « sin(6) »
apparaissant dans le second membre.



Chapitre 30

Interpolation polynomiale de LAGRANGE

[E3A-M1 — 2017 — PSI - Exo 1]
Position du probléme

Est-il possible de construire un polynéme, de degré le plus bas possible, prenant de valeurs imposées en des

points donnés ?

Par exemple, soit (zg,z1,22) = (—1,1,2) et (yo,91,%2) = (—1,3,2). Peut-on construire un polynéme P tel

que : Vi€ [0; 2], P(x;)=y"?
Yy
(z1,91)
3+ -0
2 * (12, y2)
lll T 1 \‘\
II CP
} } x
0 12
(zo,y0)® —1 1
Sur cet exemple, P(X) = —X? 4 2X + 2 convient et il n’y pas de polynéme solution de degré inférieur ou égal

a 1 puisque les points ne sont pas alignés.

Le déterminant de VANDERMONDE montre que ce probléme d’interpolation pour n 4 1 points posséde une

unique solution de degré au plus n.

LAGRANGE a développé une méthode systématique et efficace pour ce probléme d’interpolation.
L’idée est de construire des polynémes qui valent 0 en chaque x; sauf 'un d’entre eux. Ici :

1
Lo(X) = E(X —1)(X—2)vaut Oen 1 et en 2, et 1 en —1,

1
L1(X) = —§(X+ 1)(X—2) vaut 0 en —1 et en 2, et 1 en 1,

1
Ly(X) = §(X+ 1)(X—1)vaut Oen —leten 1, et 1 en 2.
Alors P(X) = —Lo(X) +3L;(X) +2La(X) vaudra —1 en 79 = —1, 3en x1 = 1 et 2 en x9 = 2, mission accomplie.

Soit (xg,x1, ...
K quelconques.

Exercice 103

Deux méthodes pour l’existence et ['unicité
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1. Premiére méthode — En écrivant un systéme linéaire de n 4 1 équations, justifier qu’il existe un unique polynoéme
P dans K, [X] vérifiant
(Z)  Viel0;n]], P(z)=uy.
2. Seconde méthode — Soit ¢ : Kp[X] = K" P+ (P(20), P(z1),...,P(z,)).
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme.
b) En déduire l'existence et 'unicité d’un polynéme P de K,,[X] verifiant (Z).

Solution (Ex.103 — Deuz méthodes pour [’existence et l'unicité)

n
1. Soit P = Zaka € K, [X]. On cherche les (ag, a1, ..., a,) pour vérifier (Z).

k=0
Alors :
.
ag+a1zo+a2z%+-~'+anx6‘ = Yo
ag + a1 +a2x%+~-+anxrf = 1
()
ao—i-al:cn—i-agx%—k---—l—anxﬁ = Yp
1 x 33(2) A 20 ag
1 = x% N A4 Y1 al
Posons M = , Y = et X =
1z, 22 xn Yn an
Alors :

(I) <= MX =Y.
Mais det (() M) = V(zo, z1,...,%n) = H (X; — ;) # 0 car les (z;) sont deux & deux distincts.
0<i<j<n
Donc M est inversible et
(Z) <= X =M"1Y,
donc le probléme admet un unique solution, puisque ce systéme admet une unique solution.
2. a) ¢ est linéaire, et si P € Keryp, alors P est de degré au plus n et admet n + 1 racines distinctes, donc P est le
polynéme nul. Ainsi ¢ est injective. Et comme dim(K,[X]) = dim(K"*!), ¢ est un isomorphisme.
b) Comme y = (yo,...,yn) € K", 3 admet un unique antécédent dans K, [X] par ¢, autrement dit il existe un
unique polynéme P de K, [X] vérifiant (Z).
Définition — Base de LAGRANGE

Soit (xg,x1,...,2,) n+ 1 scalaires de K (R ou C). On pose, pour tout k € [[0; n]],
X —z; 1
Li(X) = ! = (X — ;).
H Lk — Xy ||(.%'k—$])H ’

J#k

0<jsn j#k

JjFk

Exercice 104

Propriété de la base de LAGRANGE

Justifier les propriétés suivantes.

1 sik=:
0 sik#i

Kronecker
= é

@ Vi [[0; nl],Vk € [[0; nf],  Ly(zi) = i

@ L= (Lk’)0<k<n est une base de K, [X].
@ Pour tout P € K,[X], on a :
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P =) P(axx)Ly
k=0

Autrement dit, les coordonnées de tout polynoéme P dans la base de LAGRANGE L sont (P(zo), P(z1),...,P(zn)) €
K™.
@ Soit (Y0, Y1, ---,Yn)- Il existe un unique polynéome dans K, [X] vérifiant

Vie[[0; n]], P(zi) =y

Autrement dit, le probleme d’interpolation admet une unique solution, de degré au plus n.

Solution (Ex.104 — Propriété de la base de LAGRANGE)
Surtout, ne jamais commencer par tenter de développer I’expression définissant les Ly. Elle est trés pratique car
elle nous indique les racines de Ly,.

T — T
@ Soit (i,k) € [[0; n]]®. Lp(z) = [ —

. L, Tk — X5

0<j<n, j#k

e Si i = k, alors le numérateur et le dénominateur sont égaux, donc Lg(z;) = 1.
e Si i # k, alors le numérateur s’annule car j peut prendre la valeur 7, et pour cette valeur z; — x; = z; — x; =0,
doncLg(z;) = 0.
@ Tous les polyndémes Ly sont de degré n car produit de n polynémes de degré 1.
L est de cardinal n + 1 = dim(K,[X]). Il suffit de montrer que la famille £ est libre.

Soit (o )o<ken € K™ tel que
n
Z aipLp = 0.

Soit i € [[0; n]]. La relation (R) évaluée en X = z; donne a; x 1 =0 puisque Li(z;) =0si k #i et Ly(x;) =1 si
k = 1. Donc a; = 0.
Donc L est une famille libre.

n

® Soit P € Kn[X] et Q=Y P(xs)Ly

Alors : Vi € [[0; n]],

(P — Q)(z;) = <2ka )Ly (2 )

0
n

—sz prk i,k

= P(x;) — P( i)=0
Ainsi, P — Q € K, [X] admet n + 1 racines distinctes, donc P — Q est le polynome nul.
n

Donc P =Q = Z P(xy)Lg, et comme L est une base, la décomposition est unique.

k=0
@ Posons P = ZZ/kLk € K, [X].
k=0
Alors : Vi € [[0; n]] Zyk5zk

P est bien solution du probléme d mterpolatlon
Si Q est une autre solution dans K,[X], alors : Vi € [[0; n]], (P — Q)(x;) =0, donc P — Q posséde au moins
n + 1 racines et est de degré au plus n, donc P — Q =0, i.e. Q = P, d’ott 'unicité.

Exercice 105

Somme constante

Montrer que Lo 4+ L; + --- 4+ L,, = 1, polynéme constant égal a 1.

Solution (Ex.105 — Somme constante)
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Le polynéme Lg + Ly + -+ 4+ L, — 1 est de degré au plus n et admet au moins n + 1 racines : les x; pour tout
0<1<n.
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Chapitre 31

Phénoméne de RUNGE

On sait que, étant donnés une fonction f définie sur un intervalle I et n 4+ 1 points distincts, il existe un unique

polynéme P,, de degré au plus n coincidant avec f en ces n + 1 points. Ce polynoéme est traditionnellement appelé
polynéme d’interpolation de Lagrange[ﬂ

En 1901, le mathématicien allemand Carl RUNGE(1958-1927) a constaté (et démontré) que, contre toute at-

tente, méme pour une fonction f trés réguliére, lorsque 'on choisit des points équirépartis dans I, le polynéme

d’interpolation P,, en ces points ne tend pas nécessairement uniformément vers f.

Notations —
e I désigne le segment [—1; 1],
e « un réel strictement positif,

e f la fonction f: I — R,z —

2 27
e+ «
e n un entier naturel non nul pair s’écrivant n = 2m (donc m désigne toujours n/2),
2k —1
e pour tout k € [[1; m]], xp = et ¢, = —xy, de sorte que la famille (z),,, z), _,..., 2, 21,.. ., Tm_1,2m)

1 2
est la famille des n points équirépartis de —1 + — & 1 — — avec un pas valant —.
n n

2.

3.

n
e P, le polyndéme interpolateur de f aux n points précédents, caractérisé par
deg(Pn) <n— 1ot ¥k e [[1; ml], Pu(wy) = f(ax) et Po(zy) = f(z})

Exercice 106

Une expression de f(x) — Pp(z)

On pose :
veel, An(x) €1 (22 +a?)Pu(e) et Qulx) € [ (2 - o).
k=1
. Justifier qu’il existe (r,s) € R? tel que :
Veel, Ay(x)=Qu(x)(rz+s).
1
Montrer que : s = — et r=0.
Q(icv)
En déduire que :
—1HmQ,
Veel, f(z)—Pu(z)= (=1) mQ (=)
(22 + a?) H (a2 + xi)
k=1

Solution (Ex.106 — Une expression de f(z) — Pp(z))

1.

On a:

1. Voir la partie consacrée a l'interpolation polynomiale de LAGRANGE.
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Vk € [[1; m]],Ap(zr) =1 — (27 + a?) f(xg) = 0, et de méme A, (z},) = 0.

Donc le polynome A, est factorisable par (X — zz)(X — #),) = X? — 2% pour tout k € [[1; m]].

Donc A, est multiple de Q,,.

Or par définition deg(Q,) = n et deg(A,) = 2+ deg(P,,) < n + 1, donc il existe (r,s) € R? tel que :

Ay, = (rX+5)Qn.
Cette relation est a fortiori vraie sur L.
2. En évaluant la relation précédente en iax et —icr, on obtient

. —1/0(i . —1/0(i
zaf‘ +s5s=1/Q(icv) | or Q(—ia) = Q(ia) donc zoz.r +s /Q(za»)
—iar + s =1/Q(—ix) —iar + s =1/Q(ix)

Donc s = et r=0.

1
Q(ia)
3. Comme : Vz € LA, (z) =1— (22 + a?)Qu(x),

on en déduit : Vz AE I
(@)~ o) = 32 Lt

22 4+ a2

(wz—i-a?)H (—a2—xi)
k=1
(=1)"Qn(x)
(22 + a?) H (o® + 27)

k=1

Exercice 107

Etude d’une fonction auzilaire

Soit h la fonction définie sur |0; +oo[ par :

h(z) = /01 In(2? + u?)du.

1. Démontrer que :
Vz €]0; +oo[, h(x) = 2zArctan(1/x) + In(2? + 1) — 2.
2. Vérifier que :
Vo €]0; +oo[,h (z) =7 — 2Arctan(z).

Etudier les variations de h.

Ll

. a) Justifier qu’il existe un unique réel strictement positif aq tel que h(ap) =2In2 — 2.
b) Justifier que ap € ]0; 1].

Solution (Ex.107 — FEtude d’une fonction auzilaire)

1. Soit z €]0; +oo[. Toutes les fonctions considérées sont de classe C! (au moins) sur [0; 1].

1 2 1 2
h(x) "2 [uln(a? + u2)]) - /0 xfiuzdu =In(z? + 1) — 2/0 1- ﬁdu
! 1/z
:ln(m2+1)—2+2$/0 H(/Wdu
=In(2?+1) -2+ 2z {Arctan(%)};
donc
Vz €]0; +oo[, h(x) = 2zArctan(1/x) + In(2? + 1) — 2.
2. h est dérivable sur |0; +oo[, et Vz € ]0; 400 :

—1/2? 2z
(@) = 2Aretan(1/e) + 2075 +

= 2Arctan(1/z), or Arctan(l/x) = g — Arctan(x), donc
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Vo €]0; 4oo[,h(z) =7 — 2Arctan(z).

T
3. Arctan < 5 sur 105 400 donc h est strictement croissante.

4. a) e h est continue et strictement croissante donc réalise une bijection de | 0; 4oo[sur A(]0; +oo]) =]—2; +o0]
(car Arctan(u) ~ u).
u—r

Comme 21In(2) — 2 € [—2; 400, il existe un unique réel strictement positif ag tel que h(ap) =2In2 — 2.
b) h(1) = g +1In(2) —2 > 2In(2) — 2 car g > 1 > In(2), donc puisque h est strictement croissante, cg € ]0; 1[.

Exercice 108

m
Un équivalent de knl(az + 27)

1. Soit F une fonction de classe C? sur [0; 1] et a € [0; 1[.
Pour tout ¢t € [0; 1 — a], on pose :
a+t t
mo:/ Flu)du — (F(a+ ).
a
a) Calculer G’ en fonction de F et F’.

b) Soit 2 € [0; 1 —a]. A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a F sur [a + 55 a+ a?},
établir que

/ x2 /!
|G'(z)| < 3 " oo 05 13-
c) En déduire que, pour tout z € [0; 1 —a] :

3
xr
1G] < 2 I oo 1y

R k-1
2. A Paide de la majoration précédente appliquée a F : u +— In(a? + u?), a = et x = —, montrer que, pour
m m
tout k € [[1; m]],

k/m
In(a? +22) —m In(a? + u?)du
(k=1)/m

< LCEQ.
12a4m?

3. En déduire que :

[T(a?+23) ~ ghla)m.

=1 m——+00

m
Solution (Ex.108 — Un éguivalent de [] (a? + z3))
k=1
1. Soit F une fonction de classe C sur [0; 1] et a € [0; 1[.
Pour tout ¢t € [0; 1 — a], on pose :

a+t
qw—/ mmm—w@+9.

a-+t
a) En notant ® une primitive de la fonction continue F, on voit que t — / F(u)du = ®(a +t) — ®(a) est
a

dérivable de dérivée ¢t — F(a +t). Donc G est dérivable.
t t t
Ve e [0; 1], G'(t) =F(a+1t) —F(a+ 5) — 5F’(a + 5).
b) Soit z € [0; 1 —a. A T’aide de la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a F sur [a + 55 a+ :L'},
établir que

@) < S )
=8 00,[05 1]*

La formule de Taylor appliquée & I'ordre un avec F de classe C? sur [a + 55 a+ x] donne
a+x
F(a + ) :F(aJrf) +§F’(a+£) +/ (a+x —u)F"(u)du
2 2 2 atx/2
Donc
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a+z a+x
G'(x)] € a+x—u)|F"(u)| du < ||F” a+x — udu
00,05 1]
at+z/2 . atz/2
a+x—u)?l""
R
a+x/2

z?
S3 E" 0 11-
c) Alors

G(z)] = ‘/ G (u)du

G| < /0 L —"

Ainsi, pour tout x € [0; 1 —aq] :

car G(0) = 0, donc

¥ oo f0; 1) 2P
<—2 2
8 3

3
X
G < o Pl o, 1)

2. e En substituant avec les valeurs données dans I'énoncé (F étant C? sur [0; 1]),

G(z) = / In(e? 4+ u?)du — — In(a? + 23)
(k—1)/m m
On déduit de la majoration précédente
In(a? +23) —m Indu(a? + u?) <m< > o7 1F o 0 1]
(k—1)/m m

. / - /! _
o Vu € [0; 1]’F(u)_a2+u2’ (u) @2t 2)2,domc
202 2(a?+1)

(i) si u < a, alors |F"(u)| < o < TR 2

2 2 2a?+1)
(i) si u > a, alors |F"(u)| = (@@ 127 (u? —a?) < o < v (car u < 1),

2(a?+1

et dans tous les cas |[F"(u)| < a j_ ), ce qui conduit a

a

k/m 1+ a?
2., .2 2

3. Sommons pour k allant de 1 & m et appliquons I'inégalité trianguliare :

m 1 1 +O[2
In kl_Il(oz2 +a2) | — m/o In(a? + u?)du| < m x T2’ donc

= N 1

2 2y | 2 2
Or Uy, — v, % 0 entraine exp(um — V) ———— 1 donc e* ~  elm,
—+o00 m——+00 m—>+oo
D’ou ﬁnalement .
2 2 ~ h(a)m
k];ll(oz + x7) e

1
puisque h(a) = / In(a? + u?)du.
0

Exercice 109

.. et le phénomene de Runge

n

1
1. Veérifi n(l)=— 2i —1).
a) Vérifier que Q,(1) o leIl( i—1)
b) Donner un équivalent simple de Qy,(1)
c) En déduire un équivalent de f(1) — P, (1).

2. Montrer finalement que :
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P, (1) —— f(1) si,etseulementsi,a > .
n——+00

Solution (Ex.109 — ... et le phénoméne de Runge)

1.a) Qu(1) =[] (1 -

k=1

<2kn—1>2> l”j % — 1))

mn 2n
1 1 .
= T k= D)+ 2k - 1) = - T[i - .
k=1 i=1
b) Qu (1) = 1 et VArn(2n)2ne=2n J2gren
n n" 2nn! n—+oo ann\/ﬂnne_n eot00 .

_1\n/2 ne—n
&) F1) —P(1) ~ ZUV22

n—+oo (1 + a2)eh(a)n/2

n/2 n
i Tt oo [fame -2- )]

2. ¢Si2In(2) —2—h(a) <0 (i.e. @ > ap), alors f(1) — Pp(1) —— 0.

n—-+o00

e S5i2In(2) —2—h(a) =0 (i.e. @ < ap), alors f(1) — Py (1) diverge sans limite.

Plus précisément, |P,(1)] Y +00 si o < a, et si @ = ap alors [Py (1) notoo 1+ a2
différent de |f(1)].

qui est d’ailleurs

Conclusion :

P,(1) — f(1) si,etseulementsi,a > g et il n’y a pas convergence uniforme sur [0; 1]...
n—-—+0o0
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a=0,4<aqp

Interpolation équirépartie pour alpha=0.4, n=4

— Fonction
=== Polynéme

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

Interpolation équirépartie pour alpha=0.4, n=6

— Fonction
==+ Polyndme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

Interpolation équirépartie pour alpha=0.4, n=8

— Fonction
=== Polynéme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.0 0.75 1.00

16

14

12

1.0

0.8

0.6

0.4

14

12

1.0

0.8

0.6

16

14

12

1.0

0.8

0.6

a=0,8>qg

Interpolation équirépartie pour alpha=0.8, n=4

— Fonction
——- Polynéme
1 \
1 \
1 \
1 \
! \
1 \
] \

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

Interpolation équirépartie pour alpha=0.8, n=6

— Fonction
-=- Polyndme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

Interpolation équirépartie pour alpha=0.8, n=8

— Fonction
==+ Polynéme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00




Chapitre 32

Convergence de l'interpolation de LAGRANGE
et points de TCHEBYCHEV

Exercice 110

Erreur de interpolation polynomiale de LAGRANGE

Soit n € N*, [a; b] un segment, f : [a; b] — R une fonction de classe C"*! et xq,z1,...,2, n + 1 points deux a
deux distincts de [a; b].
Soit P, le polynéme d’interpolation de Lagrange def aux points xg, x1, . . ., Ty, caractérisé par

deg(P)<n et VEke[0; n]],P,(zr) = fag).

On définit le polynéme m, par
n

T = H(X — ).
k=0
1. Soit x € [a; b] fixé et distincts des xj pour tout k € [[0; n]].
a) Montrer qu’il existe une constante réelle A telle que
L2 [a; b] - Rat = f(t) - Pn(t) - Aﬂ-n(t)
s’annule en z.

b) Justifier que ¢ est de classe C"*! et s’annule en n + 2 points distincts de [a; b].
¢) En déduire que (™1 s’annule au moins une fois en un point ¢ de | a; b].
d) Justifier que

f(n+l) c
@) = Pole) = LV (o)
2. Justifier que
1"
Ve € [a; 0], [f(z)—Pu(z)] < NCESN Imn ()],
puis que
. 1"V
Vn € N [|f = Pull, < NCESVE 7l oo »
et enfin que
* “f(n+1)}|oo n+1

3. Etonnant non ?
Montrer que le polynéme interpolateur P,, de la fonction « sinus » en n points de [0; 1] converge uniformément
vers sin sur le segment [—7; 7|... et il n’y as pas d’erreur sur les segments considéres!... comme on peut le
constater sur les figures suivantes :
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CHAPITRE 32. CONVERGENCE DE L'INTERPOLATION DE LAGRANGE ET POINTS DE
TCHEBYCHEV

Interpolation a 3 points de ]0,1[ Interpolation a 6 points de 10,1[

— Sinus e N 1001 — sinus
1.0 -

@ Pts dinterpolation 075 ®  Pts dinterpolation
—=- Polynéme : —-- Polynéme

0.50

0.25

0.00

-0.25

¥ -0.50
1
-15 ¥ -0.75
1
1
20 / -1.00
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3

Interpolation a 9 points de ]0,1[ Interpolation a 12 points de ]0,1[

1.007 — sinus 1001 — sinus
075 ® Pts dlrjterpolatlcn 0.75 ® Pts dlr:terpolatlon
==+ Polynéme === Polynéme

0.50 0.50

0.25 0.25

\
\
\
0007 \\ 0.00
\
\
-025 \ -025

-0.50 -0.50

-0.75 -0.75

-1.00 -1.00

Solution (Ex.110 — Erreur de l'interpolation polynomiale de LAGRANGE)
-P
1. a) Comme z est distinct des xy, m,(z) # 0, donc A = (@) = Pulz)

()
b) ¢ est somme de fonctions de classe C" ™! au moins.
Pour tout k € [[0; n]], f(zx) = Pn(zk) et mn(zr) = 0 donc p(zx) = 0.
Par choix de A, p(z) = 0.
Donc ¢ s’annule en n + 2 points distincts de [a; b].
c) En appliquant n+ 1 le théoréme sur les intervalles formées par les n 4 2 points d’annulation de ¢, on voit que

¢’ s’annule aux moins n + 1 fois. Et en itérant ce raisonnement n fois, on voit que 90("“)
une fois, en un point ¢ € |0; 1].

convient.

s’annule au moins

d) Comme degP,, < n, P%nﬂ) = 0 et comme 7, est un polynome unitaire de degré n+ 1, 70nn +1 = (n + 1)

Done @ (c) = £+ (c) — (n+ 1)IA, dioi A = S ) ot
’ o (n+1)!
fOtD (¢
f(xz) = Pp(x) = (n+1(>'>7rn(:n)
2. Justifier que
(n+1)
SO >
Vo € a; b, |f(x) —Pu(z)] < H(fwrl‘)‘!”n(iv)-
puis que

. H‘p(nH)H X
Vn € N*||f — Pyl < W(b— )"t

De ce qui précéde découle :

(n+1) (¢,
Vo € [a; b],3cy € ]a; b, |f(z) — Pu(z)| = |f(n+(1)‘)7rn(a:)'

On en déduit

f(n+1)

veefas b, (@) = Pu@)l < T
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puis

f(n+1)
I1f = Palls < Mx 70| o -

Enfin, puisque pour tout = € [a; b] m,(x) est le produit de n + 1 facteurs z — zy, tels que |z — x| < b — q,
|70 ()] < (b—a)*, d'ou

[0 !
3. Etonnant non ?
La majoration précédente conduit a
. e (2m)"H
Vn e N s ||Sln—].3n||oO < m

(27T)n+1
(n+1)! n—+oo

Or

0, donc par encadrement |[sin —Pp || R 0et Py, M Sin sur [—m; 7.
n—-+0o0

Exercice 111

Les points de TCHEBYCHEV

On reprend les hypothéses précédentes, en fixant de plus le segment en posant [a; b] =[—1; 1].
On admet existence des polynomes de Tchebychev vérifiant

1 sin=20

21 sin > 1

et V0 € R, T, (cos()) = cos(nb)

Vn € N,deg(T),) = n,dom(T,) =

On pose t,, = —nTnJrl.

2
1. a) Justifier que t,, est unitaire de degré n + 1.
b) Déterminer ||ty

2. On suppose que ||7,|| < ||tn]|,, €t on pose Q = t, — my.

¢ k
Soit pour tout k € [[0; n+ 1]], y 4 cos ( T >

n+1
a) Montrer que Q change de signe dans chacun des n + 1 intervalles | yx+1; yk| avec k € [[0; n]].
b) En déduire que Q est le polynéme nul.
c) En déduire une contradiction.

3. a) Déterminer les racines de t,.
b) En déduire que
déf. 2k + )7
vk 0; = —
[0 nll, o cos (G
constitue un choix optimal des n + 1 points z pour la convergence uniforme de (Py,) vers f.
Ces points s’appelle les points de Tchebychev.

4. En 1901 le mathématicien allemand Carl RUNGE a démontré que, pour la fonction

-1 1] > Ra— ——
fil ] 32 +1
le choix de points uniformément répartis sur | —1; 1[ n’entraine pas la convergence uniforme de P,, vers f. Plus
précisément, on peut montrer le phénomeéne de Runge :
P,(l) —— 4.
n—-+o0o
Observons ce qui se passe si I’on choisit les points de Tchebychev.
a) En remarquant que
1
Vee|[-1; 1], z)=Im|——|,
1 1), ) =2m (o)

proposer une majoration de Hf(”‘H) } |oo.
b) En déduire que polynome interpolateur P,, de f aux points de Tchebychev converge uniformément vers f sur

[—1; 1].
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Solution (Ex.111 — Les points de TCHEBYCHEV)

1
1. a) deg(t,) = deg(Tp+1) =n+ 1 et dom(ty,) = 2—ndom(Tn+1) =1
b) Vx e [-1; 1],
Tpt1(x) = Thyi(cos(Arccos(z))) = cos((n + 1)Arccos(z)) € [—1; 1],
donc ||Th41||o < 1.
De plus Ty 41(1) = Tpi1(cos(0)) = cos((n +1)0) = 1 donc || Tp11||, = 1.

" 1
Donc ||Tp41||o, = 1 et par homogénéité ||t, ||, = o
2. a) Yk € [[0; n+1]],
1 1
Qyr) = 55 cos ((n+ i) — mnlyn) = 5 cos(km) — ma(ys) =

— (0¥ [tulle — 7o)
Si k est pair, Qi) = |[tnll — T (u) > 0 car [Imalle < [[tal|oc:
Si J est impair, Q(uy) = — [Italloc — Tn(yi) < 0 car ||l < Ilfall...
Donc Q change de signe sur chacun de intervalles | yx+1; yi[ avec k € [[0; n]].
b) Comme toute fonction polynomiale est continue, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires Q s’annule au
moins une fois dans chaque intervalle | yr11; yi[ avec k € [[0; n]].
Donc Q posséde au moins n + 1 racines distinctes. Mais Q = ¢, — m, ou t, et m, sont tous deux de degré
n + 1 et unitaires, donc Q est au plus de degré n. Par conséquent, Q est le polyndéme nul.
c) Donc t,, = m,, donc ||, || = |[tn|]s, ce qui est contradictoire.

3. a) e Les racines de t,, sont celles de T),41.
e Cherchons les racines de Ty41 dans [—1; 1].
Soit x € [—1; 1] et @ = Arccos(z) € [0; 7).
7T km
2(n+1) + n+1

Thii(z) =0<=cos((n+1)0) =0«<= Ik € Z,0 =

7r n km
2(n+1) n+1
Thi1(x) =0<=cos((n+1)0) =0<«<= 3k € [[0; n]],0 =

1 1
De plus : 6[0;7r]<:>—§<k<n+§,or9€[0;W],donc

T km
+
2(n+1) n+1

Thii(z) =0<«= 3k € [[0; n]],z = cos <(22(k7:;11);r>

2k +1
La suite <(+)7T> est strictement croissante & valeurs dans [0; 7] et la fonction cos est strictement
2(n+1) ) ocken—
A (2k + )7 . -
décroissante sur [0; 7| donc les n nombres cos SnE1) pour k € [[0; n — 1]] sont deux a deux distincts
n

(suite strictement décroissante).
e Comme deg(T,4+1) =n+ 1, T)41 posséde au plus n + 1 racines distinctes.
e Finalement, T, a exactement n+ 1 racines distinctes, toutes dans [—1; 1] et est scindé a racines simples,

n
2k +1
2(n+1)
k=0
4. a) Tout choix des zj, conduit & ||my,||, = ||tn]],, €t comme ¢, posséde n + 1 racines distinctes dans [—1; 1],

prendre
' déf. 2k + 1)
VEk e [[0; n]], xkcos<2(n+1))

donc

rend minimale la norme ||m,|| .
C’est donc un choix optimal des n + 1 points x pour la convergence uniforme de (P,) vers f.
On peut écrire

lnlloo = P[]

min
PeR[X],deg(P)=n+1,dom(P)=1
On peut méme démontrer que ce choix optimal est unique, c’est-a-dire que si P est unitaire de degré n + 1,
alors ||P|| = ||tn||, entraine P =t,.
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5.a)Vze[-1; 1],Zm (\/gi_z> =7Im (;{j;:) = f(x)

On a alors :

Vk e N,Vz e [—1; 1], fB(z) =Im ((\/gx_i)kﬂ

(—1)*v3"k! )
done |f®)(z)| < k1V3" car |(V3z — i)kt > 1.
Donc || f"* || < (n+ 1)!\/§n+1.

b) La majoration de 'exercice précédent

172

i Imall

vn e N* ||f —Pul|l, £« ——=

donne pour tout n € N*

17 vz V3"

n

3

Comme () ——— 0, par encadrement,
2 n—4o0

S f
Interpolation a 6 points de ]0,1[
1.0 — xp1Bx2+1)
-—-- Equirépartis
08 —-- Tchebychev
0.6
0.4
0.2
00 — xp1(3x+1)
/ o B
Z02 ; Equirépartis \ 03
i —-+ Tchebychev \
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 1.00

Interpolation a 9 points de 10,1[

— xp1/(3x%+1)
--- Equirépartis
—-- Tchebychev

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00
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Chapitre 33

Espaces de HILBERT et familles de polynémes
orthogonaux

[E3A-M1 — 2017 — PSI - Exo 2| [CCP - 2019 — PC - Exo 1]

Fonctions poids, produits scalaires intégraux, espaces L? de HILBERT

@ Soit |a; b C R (éventuellement a = —oo ou/et b = +00). On appelle fonction poids w : Ja; b[ — R toute
fonction telle que

(1) f est continue strictement positive sur |a; b],

(ii) pour tout n € N, z — z"w(z) est intégrable sur |a; b].

Dans la suite, w est une fonction poids sur |a; bl.

@ On appelle espace de HILBERT I’ensemble

L2 “ {f ‘Ja; b = R, fPw est intégrable}.
L2 est un R—espace vectoriel.
® On définit sur £2 le produit scalaire intégral

, b
(fra) Y / f(@)g(@)w(z)dz

) b
£ \/ [ fapuds
Commentaires —

(ii) assure que pour tout n, x > 2" est dans £2, donc R[X] C £2 : £2 contient au moins tous les polynomes.
@ prétend de £2 est un sous-espace vectoriel de RI%3 Pl énorme espace de toutes les fonctions de ] a; b[ dans

et sa norme associée

Pour montrer que £2, est stable par combinaison linéaire, on peut s’appuyer sur

(J; + 1%9)2 < fP4+lg”g* +21g fgl < (1 + 1g)(f* + gl g%)

obtenue grace a |zy| < - ;Ly (car (|z| — |y|)? > 0...)

Dans ®), la bilinéarité, la symétrie et la positivité ne posent aucun probléme. Pour montrer que (.,.) est défini,
on observe que f2w est continue et positive, donc la nullité de I'intégrale entraine la nullité de la fonction f?w sur
Ja; b[, et comme w ne s’annule jamais, elle entraine la nullité de f sur Ja; b[.

Exemples — Dans les concours, on rencontre fréquemment :

@ Ja; b[=]-1; 1[et w: x> 1, ce qui conduit au produit scalaire usuel

(f,9) :/_1f(:v)g(x)dx.

Les polynomes de LEGENDRE forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire.
1
@la; b[=]-1; et w:z+— ——,
| =] [ \/11—7:172
f(:z)g(:c) z=cos(t) /71'
,g) = ————dx = cos(t))g(cos(t))dt.
)= | L0 [ feost)g(eos(t)

ce qui conduit au produit scalaire

Les polynémes de TCHEBYCHEV forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire.
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CHAPITRE 33. ESPACES DE HILBERT ET FAMILLES DE POLYNOMES ORTHOGONAUX

@ Ja; b[=]0; +oo[ et w:x e ¥, ce qui conduit au produit scalaire
+o00

(f,9) = ; f(z)g(x)e *dx.

Les polyndémes de LAGUERRE forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire.

@ a; b[=]—00; +oo[ et w:z e ®, ce qui conduit au produit scalaire
+o0 9
(o) = [ gl

Les polynémes de HERMITE forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire.

Exercice 112

Vérifications

Vérifier que pour tous ces exemples, les fonctions = — z™w(z) sont intégrables sur |a; b].

Exercice 113

Ezxemple des polynémes de TCHEBYCHEV

On prend Ja; b[=]-1; l[etw:z— , ce qui conduit au produit scalaire

1
1m ™
(o) = [ T =0 [ pleostongteos(oyar.
Soit (T},) la suite de polynome définie par
YneN, VOeR, cos(nf)=T,(cos(h)).
1. a) Montrer que la famille (T),) est orthogonale avec pour tout n € N, deg(T,,) = n.
b) Justifier que pour tout n € N*, toutes les racines de T, sont réelles, simples et dans Ja; b[=]—1; 1.

Solution (Ex.113 — FEzemple des polynémes de TCHEBYCHEV )
1. a) Pour m # n,
™

(T, Tp) = /0 Ty (cos(t)) Ty (cos(t))dt = /OTr cos(mt) cos(nt)dt

/07r cos((m + n)t) 4+ cos((m — n)t)dt

[sin((m +n)t) | sin((m — n)t)]’r
m+n m—n

N = N -

0
=0
Pour deg(T,,) = n, voir la partie consacrée aux polynémes de TCHEBYCHEV.

2k —1
b) Dans cette partie, on a justement démontré que T, admet pour racines les n nombres cos < 1 71') ou
n

k € [[0; n —1]], qui sont bien n racines distinctes dans | —1; 1[.

Exercice 114

Les polynomes orthogonauz vérifient une relation de récurrence d’ordre 2

A Tlaide du procédé de GRAM-SCHMIDT par exemple, on peut construire une suite de polynoémes orthogonaux
(Pp)nen vérifiant
Vn €N, deg(P,)=n,
ce qui a pour conséquence que
vQeR,1[X], QLP,
puisque P,, € Vect(Pg,...,P,_1)t =R, _1[X]*.
Montrer qu’alors
VYn > 2, 3(an,bn,cn) € R3,Pp(X) = (anX + b)Pr1(X) + ¢ Ppr_o(X).
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Sur les polynémes de TCHEBYCHEV, nous avons vu une telle relation
T, = 2XTn—1 —Tho

Solution (Ex.114 — Les polynomes orthogonauz vérifient une relation de récurrence d’ordre 2)
e En appliquant le procédé de GRAM-SCHMIDT a la famille (1, X, ..., X™) par exemple, ou par tout autre procédé,
on peut construire une famille orthogonale (Py, ..., P,) vérifiant les conditions.
e Soit pour tout n d, le coefficient dominant de P,,.
d
P, — d—nXPn,1 € R,—1[X], donc (1,...,P,_1) étant une base de R,,_1[X], il peut s’écrire
n—1

n—1
dn
Pp = " XPp oy = ;@-Pi ().

n—1

En calculer le produit scalaire de (V) avec P;, pour 0 < j < ;1, on obtient
d 2
—q (P XPuoy) = 5 [1P4]I°

Or par définition du produit scalaire, (P;, X?Dn,l) = (XPj,Pp_1).

Et P,,—1 est orthogonal a tout polynéme de degré i <n — 1, donc a XP; si j <n — 3. Donc
Vj <n—3,0=6;||P;]|*, donc B; = 0.

(V) devient

d
Pn - dinXPn—l = ﬁn—2Pn—2 + Bn—lpn—l-

n—1

, by = anl et ¢, = anQ

Donc en prenant a, =

dn—l

Preuve

Exercice 115

Racines des polynémes orthogonaux

Soit (P, )nen une suite de polynémes orthogonaux vérifiant
Vn e N, deg(P,)=n.
Montrer que les n racines du polynoéme P,, sont réelles, deux a deux distinctes, et a 'intérieur de |a; b[.

Solution (Ex.115 — Racines des polynoémes orthogonauz)
Soit x1,. ..,z les racines de P, qui sont réelles, de multiplicité impaire, & l'intérieur de Ja; b[. On a k < n car
deg(P,) = n.
Supposons k < n et posons
QX)=1sik=0,
QX)=(X—-z1)(X—2x2)...(X —xx) sinon.

b
(Q,Pp) =0 car degQ =k < n, or (Q,P,) = / Q(z)Pp(x)w(x)dz, et le polynome QP,, est de signe constant
car toutes ses racines sont de multiplicité paire. aDonc QP,w est continue, de signe constant et d’intégrale nulle
sur |a; b[, donc est nulle sur |a; b]. Comme w ne s’annule jamais, le polynéme QP,, est le polynéme, ce qui est
absurde car deg(QP,) =n+k > 0.

Donc k = n, P, admet n racines réelles dans |a; b[, et comme deg(P,) = n, il n'y en a pas d’autres donc la
propriété est vraie, et elles sont toutes de multiplicité 1.
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Chapitre 34

Polynémes de LEGENDRE

[CCP - 2018 - PC — |

Les polynémes de LEGENDRE forment aussi un exemple de famille de polynomes orthogonau.
Définition — Les polynémes de LEGENDRE

Soit, pour tout n € N, P,, = (X2 - 1)" = (X — 1)*(X + 1)".

On pose, pour tout n € N,

L,=p =4

= X2 - 1),
dX"( )

L, est le n—iéme polynéme de LEGENDRE.

Exercice 116

Propriétés des polynomes de Legendre

1. Montrer que Lo = 1, L; = 2X et Ly = 12X2% — 4.

2n)!
Vn e N, deg(Ly,) =n, dom(L,,) = ( n') et L, a la méme parité que I'entier n.
n!

2. Montrer que pour tout n € N*, L,, admet exactement n racines réelles distinctes comprises dans | —1; 1].

Solution (Ex.116 — Propriétés des polynéomes de Legendre)
1. Pp=1,donc Ly =P =Py =1.
Py = (X2 — 1), donc L; = P{V = 2X.
Py = (X2 — 1)2, donc Ly = P = (2.2X(X2 — 1)) = 12X2 — 4.
deg(P,) = 2n donc deg(L,) = deg(PgLn)) =2n—n=n.

P,, = X?" + ... donc aprés n dérivation,
2n)!

P = [2n(2n —1)...(20n — (n— 1))]X" 4 - = (L')X"Jr...
n

P, = (X2 — 1)" est un polynéme pair. Or le dérivé d'un polynoéme pair est impair, et le dérivé d'un polynome
impair est pair. Donc aprés n dérivation, L, est pair si n est pair et impair si n est impair.

2. Ici, deux outils nous attendent :
e si « est racine de multiplicité j du polynome Q, alors Q(a) = Q'(a) = -+ = Q(j_l)(a) = 0, autrement dit «
est racine de j polynémes dérivés successifs,
e 5i P(a) = P(b), alors P" admet une racine dans | a; bl... le fameux théoréme de ROLLE, puisque P est dérivable.
P, =(X+1)"(X —1)" admet comme racine —1 et 1, toutes deux de multiplicité n.
Montrons par récurrence sur k € [[0; n — 1]] que Pff) admet —1 et 1 comme racines de multiplicité n — k, et k
racines distinctes dans | —1; 1[.
—1 et 1 sont les racines de P,,, de multiplicité n exactement.
Supposons la propriété vraie au rang k € [[0; n — 2]] fixé.
Alors —1 et 1 sont racines de multiplicité n — k de P**) donc sont racines de multiplicité n — k — 1 de P*+1),
De plus P*) admet k racines dans | —1; 1[, disons

“l<a < <a, <1
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CHAPITRE 34. POLYNOMES DE LEGENDRE

Donc

PHF(-1) =PW(ay) = - .- = PW)(a;) = PH)(1) = 0.
En appliquant le théoréme de ROLLE sur chacun des k+1 intervalles [ —1; aq], [a1; ag],..., [ag; 1], on obtient
que PFH1 = (P(k))/ admet k + 1 racines respectivement dans | —1; i, Ja1; asl,..., Jag; 1], ce qu’il fallait
démontrer.

La propriété est vraie pour tout k € [[0; n — 1]] et en particulier pour k = n — 1 : pY)
racine simple —1 et 1, ainsi que n — 1 nombres distincts —1 <y < 7o < -+ + < Y1 < 1.

Donc par le théoréme de ROLLE toujours, L,, = P%n)

admet comme

admet n racines, intercalées entre ces n + 1 nombres. Cqfd.

Exercice 117

Orthogonalité des polynémes de LEGENDRE

Montrer que les polyndémes de LEGENDRE forment une famille orthogonale pour le produit scalaire

/ fla

qui correspond & la fonction poids w : x + 1 sur ] (voir § sur les familles de polyndmes orthogonales).

Solution (Ex.117 — Orthogonalité des polynémes de LEGENDRE) Puisque —1 et 1 sont racines de Ly, d’ordre
m et de L, d’ordre n, en prenant n < m, en effectuant n IPP successives dérivant Ly, et primitivant L,,, —1 et 1
seront encore racines de la n—éme primitive de Ly, mais L,, aura disparu, car deg(Ly) = n.

Soit n < m.

(L, Ln) / (22 — 1)™] "™ [(2? — 1)"] " da

1
IPP / (22— 1) (m—l) [(xg _ 1)n] (1) 4,
1

[[(x _qym ]<m71> (2® — 1)"] (n)} '

L

=0 car —1 et 1 sont racines d’ordre m de (z2—1)™

II;P /1 [($2 B 1)m] (m—2) [(562 . 1)n] (”+2)d$
-1
. [[(12 _ l)m] (m—2) [(1,2 _ 1>n]("+1)1| !

-1

=0 car —1 et 1 sont racines d’ordre m de (z2—1)™

P pym /1 [(@® = )] [(2® = 1)"] " da

-1
et comme n +m > 2n et deg(a? — 1)" = 2n, [(z* — 1)"] (ntm) 0,
(L, Lp) = 0.
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Chapitre 35

Intégration numérique de GAUSS

[CCP - 2019 — PC — Exo 1]

iwLire le §« Espaces de Hilbert et familles de polynémes orthogonaux » au préalable.

On connait les classiques méthode des rectangles et méthode des trapézes pour calculer la valeur approchée d’une
intégrale. Ces méthodes ne sont pas adaptées aux intégrales impropres puisqu’elles nécessitent la connaissance des
valeurs de lintégrande aux bornes de lintervalle, et nécessitent aussi que ['intervalle soit borné. GAUSS a proposé
une toute autre démarche, basées sur les polyndémes orthogonauz.

Une formule magique

Soit P un polynéme. Etudions cette proposition due & GAUSS :

! 5 3 8 5 3
/_1 P(t)dt = oP (—\/;> +5P0) + 3P < 5) (©)

(V) prétend calculer I'intégrale de P sur [—1; 1] en s’appuyant uniquement sur les valeurs de P en 3 points.
Observons (©) pour les premiers monomes :

p /_IIP(t)dt gp <— §>+§P(O)+SP< g)
5 8 5

1 2 5 39+89 9:523
X 0 Vst x0+gy5=0
X2 2 58,8 .5 3_2

3 95 23 98 95 533 3
X4 : 95><5;)+98 0+95><5325—5
X6 ?20,2857... §><?+§><0+§><?:%:0,24

De plus la formule (Q) est linéaire, donc comme elle est vraie pour tout X* avec 0 < k < 5, elle est vraie pour

tout P € R5[X]. Ainsi
! 5 3 8 5 3
VP € Rs[X Pt)dt = =P | —1/ = —P P -

Exercice 118

Intégration numérique ou « Quadrature de GAUSS»

Soit |a; b[ un intervalle, w une fonction poids sur | a; b[ (voir le § sur les polynomes orthogonaux).
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CHAPITRE 35. INTEGRATION NUMERIQUE DE GAUSS

Soit n € N* et (Lg)o<k<n une suite de polynémes orthogonaux telle que :

VE € [[0; n]], deg(Ly)=k.
En particulier, L,, € R,,_1[X]* et L, admet n racines distinctes deux & deux x1,...,x, dans Ja; b].
Montrer qu’il existe n réels aq, ..., a, tels que

b
WP € Rop_1[X], / P(t)w(t)dt = arP(a1) + -+ + anP(zn)  (G)

Solution (Ex.118 — Intégration numérique ou « Quadrature de GAUSS»)
(i) Cherchons (a1, ..., a,) pour que (G) soit vérifiee pour tout polynéme de R, _1[X]. Par linéarité, il suffit que
(G) soit vérifie pour tous les monomes (X*)ocpcn_1.

b
Soit k € [[0; n — 1]]. Notons Ij &t / thdt.
a

X* veérifie (G) si, et seulement si, a12¥ + - - + apzk = 1.

Ainsi
o+ t+a, =1
Vk e [[0; n—1]], a1z + -+ apry =1y
<~ )
Xk vérifie (G)
alﬂf?il +---+ Olnl'z_l =Ih1
1 1 1
(65} IO
. . X1 o . Iy
—V : = : ouV =
« I —1
" " U

V est une matrice de VANDERMONDE, inversible car les racines x; sont deux & deux distinctes.

Donc ce systéme admet une unique solution, donc il existe une unique famille de n réels aq, ..., a, telle que (G)
est vérifice pour tout P € R, [X].

(ii) Montrons qu’alors (G) est vraie pour tout P € Rg,_;[X].

Soit P € Rg,—1[X]. Par la propriété de division euclidienne,

I(Q,R) e R[X], P=QL,+Ravecdeg(R) <n—1
et aussi deg(Q) < n — 1 car deg(L,) = n et deg(P) < 2n — 1.

[ Pna = [ @ + o
_ / Q)L (wt)d + / "R(tw(t)d
Or L, € R, 1[X]* et Q € R,,—1[X] donc L, L Q: /abQ(t)Ln(t)w(t)dt =0
Et R € R, 1[X] done / "R =3 aR(ey)
@ i=1
Mais : Vi € [1: n]], R(zi) = P(as) — Q(s)ln(2:) = P(x:) car z; est une racine de Ly. Done /  R(t)w()dt =

> aiP(x).
i=1

Ainsi

b n
/ P(t)w(t)dt = ZaiP(wi).
a i=1
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Exercice 119

Ezxemple dans un cas impropre

Etablir la formule suivante :

VP € R3([X], /m P(t)e'dt = 2+4\/§P(2 —V2) + P(2+2)
0

2 -2
4

Solution (Ex.119 — Ezemple dans un cas impropre) Ici Ja; b[=]0; +oo[ et w:]0; +oo] = R, t e "
Cherchons une famille (Lo, L, La) orthogonale de Ro[X], par le procédé de GRAM-SCHMIDT appliqué & la base
(1,X,X?%).

+oo
Je rappelle que : Vn € N, / t"e tdt =T (n+1) =nl.
+o0 0
o ||1]| = / e”'dt = 1 donc Py = 1 convient.
0 o
OX—<X,P0>P0_X—/ teitdt:X—l
0

“+o00 —+00
X — 1| = / (t—1)%etdt = / (2 =2t +1)etdt =21 —2.11+ 0! =1
Donc P = XO— 1 convient. ’
o X2 — (X?,Py) Py — (X2,P1) Py = X? — 2IP; — (3! = 2)P; = X? — 4X + 2
Inutile de normaliser Py car je cherche juste une famille orthogonale, donc Py = X? — 4X 4 2.
Ses racines sont 2 + v/2.
Il reste & trouver oy et an pour que

“+00
a1P(2 = v2) + 0P (2 + V2) = / P(t)dt
0
lorsque P=1et P =X":

242
ot =1 <= “= 4
02— V2) + o2+ V2) =1 oy — 27 V2
1
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Chapitre 36

Approximation polynomiale en norme L? de
HILBERT

iwLire le §« généralités sur les polyndmes orthogonaux au préalable.
En dehors de Uapprozimation uniforme, une autre idée pour mesurer ’écart entre un polyndome P et une fonction

f est d’utiliser la norme ||.|| de HILBERT. Je rappelle le contexte.
Définition — Fonctions poids, produits scalaires intégraux, espaces L? de HILBERT
@ Soit Ja; b C R (éventuellement a = —oo ou/et b = +00). On appelle fonction poids w : Ja; b — R toute

fonction telle que
(i) f est continue strictement positive sur | a; b,
(ii) pour tout n € N, x — z"w(x) est intégrable sur |a; b[.
Dans la suite, w est une fonction poids sur Ja; b][.
@ On appelle espace de HILBERT I’ensemble
L2 et {f:]a; b| = R, f2w est intégrable}.
L2 est un R—espace vectoriel.
® On définit sur L2, le produit scalaire intégral

b
(f.9) < / f(@)g(z)w(z)dz

) b
17]] % \/ / F (@) (x)de

Définition — Ecart quadratique moyen
Pour toutes fonctions (f, g) € L2, on appelle écart quadratique ou distance quadratique entre f et g le réel

b
ﬂﬁw=|f—MM=¢/(f—w%ﬂMﬂ&~

et sa norme associée

Exercice 120

Meilleure approzimation polynomiale en norme L?, ou au sens de HILBERT

Soit f € L2.
Justifier que la meilleure approximation polynomiale de degré au plus n au sens de HILBERT est le polynome
Qn(f) = pPr,x](f), projeté orthogonal de f sur R,[X].
Autrement dit, justifier que Qn(f) = pr,(x](f) est I'unique polynoéme de R,[X] tel que
1f = Qu(NIl = min {[|f—P]].

PeR,[X]

Solution (Ex.120 — Meilleure approzimation polynomiale en norme L?, ou au sens de HILBERT) C’est la carac-
térisation du projeté orthogonal comme meilleure approximation en norme, qui est une propriété du cours.

Elle repose sur le théoréme de Pythagore.

Soit P € R, [X]. Alors
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CHAPITRE 36. APPROXIMATION POLYNOMIALE EN NORME L? DE HILBERT

17 =PI = ||(f — Qu(H) + (Qu(f) —P)||*
Or f— Qu(f) L Qu(f) =P car f — Qu(f) € R,[X]* tandis que Q,(f) — P € R,[X].
Par le théoréme de Pythagore,

1 =PIP =1 = Qu(NIP + 11Qu(f) = PIP = IIf = Qu(NII%,

avec égalité si, et seulement si, P = Q,(f).
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Chapitre 37

Approximation polynomiale uniforme et
polynémes de BERNSTEIN

|[CCP — 2016 — PC — | [MP-M2 — 2019 — PSI — Partie II]

.. ou comment des idées probabilistes ameénent a la démonstration d’un résultat analytique.

Nous allons démontrer le théoréme suivant dans un cas particulier mais déja trés vaste : celui ot la fonction f
est K—lipschitzienne sur [0; 1], ce qui englobe toutes les fonctions C1.

Théoréme de WEIERSTRASS

Toute fonction f :[0; 1] — R continue est la limite uniforme d’une suite de polynémes.

Autrement dit, il existe une suite de polyndmes (Pp),en de R[X] telle que

lim ||P, — f||, =0.

n—+400o

Autrement dit, bis,

R[X] = C°([0; 1],R).
Nous étudierons une approche probabiliste, due ¢ BERNSTEIN

Exercice 121

Convergence uniforme des polynomes de BERNSTEIN

Soit f:[0; 1] — R une fonction K—lipschitzienne.
Soit € > 0 et z € [0; 1]. Soit (X;);>1 une suite de variable aléatoire réelle indépendantes toutes de loi de Bernoulli
B(x).
On pose
- S
* n

Vn € N*, Sn:ZXi et Fp=-".

Justifier les propriétés suivantes.

. ¥6>0, P(|F,—z|>0) ——0

n—-4o00

N =

. P . . o .
3. L’idée de BERNSTEIN est que F,, — x, ce qui se lit « F,, converge en probabilité vers x », et que par conséquent

f(Fy) N f(z). Or BERNSTEIN remarque que

(i) Vn e N*, S, < B(n,z), donc

(ii) Vn € N*,  Pp(x) et E(f(Fn)) est un polynéme en z.
4. VneN*,  |Py(2) — f(2)] SE(|f(Fn) — f(2)])
5. On prend 6 = % En justifiant que

E(If(Fn) = f@)) = D> 1f() — f@)B(F, =1y])

y/ly—=z|<d
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CHAPITRE 37. APPROXIMATION POLYNOMIALE UNIFORME ET POLYNOMES DE
BERNSTEIN

+ ) fw) — @) P(F,

y/ly—z[>6
on montre que

6. Finalement
1Py = flloo — 0, ie Py NV ¢,

Solution (Ex.121 — Convergence uniforme des polynémes de BERNSTEIN)
1. Voila que sent bon lmégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV.

1
hn ZIE fn><$—:c

n

indé 1 1—
Lo ZV —nxx(l—x) x(nac)

Par I’ 1negahte de BIENAYME TCHEBYCHEV

V5 > 0, P(\Fn—x\>6)<m.

nd?

=)

Reste & majorer z(1 — z) sachant que z € [0; 1]. On peut étudier la fonction = — x(1 — x) ou observer que

1.2
rl-z)=r—a?= (e - 1)+

1
- <5
4 "4

donc

2. Par encadrement, V6 > 0, P (‘Fn — x| > 5) — 0.

n—-+o0o

Ceci est exactement la loi faible des grands nombres appliquée a la suite des variable aléatoire réelle (X;),

indépendantes, toutes de méme loi, possédant une espérance valant x et une variance.

Sn

3. Soit n € N*. F,, = —, or S,, est la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de loi B(x), donc par

stabilité S,, — B(n, xsl, et Sp(Q) =1[[0; n]].

u
Donc par transfert, en appliquant la fonction g : u — f (—)

E(f(Fn)) _ E( transfert Z

k=
Donc

est un polynéme en .

4. |Po(x) = f(2)| = [E(f(Fn) — f(2))

admet une espérance et Y < |Y| entraine par croissance de 'espérance E(Y) < E(|Y]). D’ou

Vn e N*,  |Pu(2) - f(2)| <E(|f(Fn) — f(2)])

5. On prend n € N* et § = %
E(|f(Fn) — f(2)]) “E ST | (y) — £(@)| B([Fa = y))
yEFL(Q)
E(1f(Fn) —f@)])= Y /() — f@)|P(Fn = y))
y/ly—z|<d

+ ) ) = f@)|P([Fy

y/ly—x[>0

Or: Jy—a| <0 = |f(y) — fa)] <KS < 2

Et pour |y — | > 6, on a [£(y) — f(@)| < |FW)] + @) <2|f .
Donc

E(If(E) —f@]) <5 > B(F.=y))

y/ly—z|<d
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+2flle D P(Fa=1y)

y/ly—=[>0

E(If(Fn) — f(2)]) < gP(HFn = <0]) + 2| flloo P([[Fn — 2| = 9])

En majorant la premiére probabilité par 1 et en utilisant

) e I/l
Vn € N, [Pu(z) - f(2)] < 5+ 555
7. Finalement, on a pris € > 0 quelconque, § = %’ indépendant de n et x. Soit ng € N* tel que ng > Hj(;!w’ e

exemple ng = w‘f” J + 1.

N
)

Alors pour tout n > ng : Vo € [O; 1], |Pn(z) — f(z)] <
Donc : Vn = ng, ||Pn — fll+
On a bien démontré :||P, fH P 0, i.e. Py

IR
IR

CVU

— f.
Définition — Polynémes de BERNSTEIN
La démarche de BERNSTEIN fait apparaitre une famille de polynémes baptisés polyndmes de BERNSTEIN.

8. Pour tout (k,n) € N2 tel que 0 < k < n, on pose
B p(X) 4 (Z) XH(1 =X,

9. Soit f:[0; 1] = R. On appelle n—iéme polynome de BERNSTEIN de f le polynome

0% S (a5 () (o -

V.

Nous avons démontré que, lorsque f est K— lzpschztzzenne P (f

Exercice 122

Quelques propriétés des polynomes de BERNSTEIN

Justifier les propriétés suivantes.

1. deg(Bnx) = n et dom(B, ) = (=1)"* <Z>

2. Pour tout z € [0; 1],
n
ZBn,k(x) = 1; Bn,k(x) = Bn,n—k(l - l’)

3. B, x(0) =6k et 0 est racine de multiplicité k,
By k(1) = 6p—k0 et 1 de multiplicité n — &k de By, .
4. Décomposition dans la base canonique :

B x(X) = f: <7Z> <;> (— 1)k

i=k
5. Dérivé : B/n,k: = n(Bn,Lk,l — anl,k)
6. La famille (B, x)o<k<n est une base de R, [X].

Solution (Ex.122 — Quelques propriétés des polynomes de BERNSTEIN)

4. Bpp(X) = <Z> G nif <n ; k) (—1)IXI 1k
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CHAPITRE 37. APPROXIMATION POLYNOMIALE UNIFORME ET POLYNOMES DE
BERNSTEIN

o () =2) = m= i = () () eom

B x(X) = En: (Z‘) <Z> (— 1)k

i=k
6. Le monodme de plus bas degré de B, j, est (Z) X* donc dans la base canonique B de R,,[X],

dets((Bnk)osk<n) = | — ( ) £0
: 0 0 k

donc ((Bn,k)ogkzgn) est une base.

Illustration graphique
Les polynémes de BERNSTEIN Ps, P55, P1g & Py
pour la fonction f : z — cos (2my/z) sur [0; 1]

1

214



Chapitre 38

Produit de convolution et régularisation

Exercice 123

Suites régularisantes

On dit qu’une suite de fonctions (p,)n>1 est une suite régularisante si :
(i) pour tout n € N* p,, : R — R est continue et positive;

(ii) pour tout n € N*, il existe ¢, € ] 0; +00] tel que p,, est nulle en dehors du segment [ —¢,, ; £,], avec 1ir_ir_1 En =
n—-+0o0
0;
“+oo
(iii) pour tout n € N*, / pn(z)dz = 1.
—00
Y
P3
P2
P1
;7 L T T T ‘} x
—€1 —E&9 —€3 0 €3 &2 €1
1. Soit k € N. )
a) Soit Iy, & / (1 — 22)*1dz. Montrer que
-1
2
I, = 92k+3 ((k+ 1)
(2k + 3)!
b) On pose
1
—(1 =2 iz <1
p:R—=-Rz— < I

0 sinon
Montrer que p est de classe C¥ sur R.
c) Montrer que la suite (p,)nen+ définie par
Vn e N*,  p,:R— R,z — np(nzx)
est une suite régularisante de fonctions, toutes de classe C*, et préciser, pour tout n € N*, une valeur possible
de g,,.

Solution (Ex.123 — Suites régularisantes)

. Soit k € N.

ol
a) Soit Iy, &t / (1 — 23k 1dz. Montrer que
-1

—_
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CHAPITRE 38. PRODUIT DE CONVOLUTION ET REGULARISATION

(k+1)1)?
-

Raisonnons par récurrence.

1 2

2 4 1!

I, = 1l—g?dz=2-==-=23"
o /1 e 373 3!

e Soit k:_e N*. Supposons le résultat acquis au rang k — 1.
En intégrant par parties avec z — x et z +— (1 — w2)k+1 de classe C!,

2\k+171 ! 2 2\k
I = [#(1 —2?) }_1+2(k+1)/_1x (1 —2*)fdx

1
= 2(k + 1)/ (2> =14+ 1)1 —2Hkde =20k + 1) (Ir_1 — 1)
-1
D'ou : )
L — 2(k + 1)Ik—1 gk (B oy ((k+1)) .
2k+3 (2k + 3)(2k + 1)! (2k + 3)!
e Par récurrence, 1’égalité est vraie pour tout k£ € N.
b) p est polynomiale donc de classe C* sur | —1; 1] et nulle donc de classe C*™ sur | —oo; —1[U]1; +o0l.

Il reste & étudier les raccordements en 1. Comme p est paire, il suffit d’établir que p est de classe C* sur
[0; +oo. ‘
P:z— (1— 2%k est polynomiale et admet 1 comme racine de multiplicité k + 1 donc P (1) = 0 pour

tout 7 de [[0; k]]. Donc p est k fois dérivable & gauche en 1 avec ps(,i)(l) = 0 pour tout i € [[0; k]].
De fagon analogue, N : z +— 0 est de classe C* avec N (1) = 0 pour tout i de [[0; k]]. Donc p est k fois
dérivable & droite en 1 avec pg)(l) = 0 pour tout i € [[0; K]].
Par conséquent, p est bien de classe C* au voisinage de 1.
c) Soit n € N*,
Par composition, p, est de classe C* sur R.
Comme p est positive, p, aussi.

Pour |z > —, |na] > 1 donc pn(z) = np(nz) = 0. Donc en prenant en « —, pn est nulle en dehors de
" n

[—en; enl.
FEt on a bien : ¢, —— 0.

n—-+oo

+o0 1/n B 1 ) 1

/ pn(z)dx = / np(nz)ds “=" / p(w)du = — (1 — u2)+ldy
—o0 —1/n 1 I /4

+oo

donc / pn(z)dx = 1.
—0o0

La suite (p,,) est une suite régularisante de fonctions, toutes de classe C.

Exercice 124

Heuristique de la convolution

Soit [a; b] un segment de R et f:[a; b] — R continue par morceaux.
Pour tout z de [a; b], on note f(x~) et f(z™) respectivement les limites lim f(¢) et lim+ f(t).
. oih t—x t—x
Soit h > 0 et fh:xl—>/ f()de.
2h z—h
Autrement dit, fn(z) est la valeur moyenne de f sur un petit intervalle centré en x (« petit » dépendant de la

valeur de h).
1. a) Montrer que, si f est continue en z, alors

fula) —— f(@).

b) Montrer que, si f n’est pas continue en z, alors
fla™) + fa™)

In(@) h—07+ 2

On appelle régularisée de f, noté :fv, la fonction définie par
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Fla) = fla®), Vo ela; o, F) = L@ oy 2 ey,

2. a) On pose

+o0o
Que vaut / op(z)dx?

—00

b) Montrer que, pour tout z € R,

“+oo
fu@) = [ rtene
—00
On n’oubliera pas de justifier l'existence des intégrales généralisées ci-dessus.

3. La fonction positive pp, dont l'intégrale sur R vaut 1, concentre ses valeurs valeurs autour de 0, et ceci d’autant
plus que h > 0 est petit. Cependant, oy, n’est pas continue. Nous allons observer ce qui se passe en substituant
une suite régularisante a .

Dans toute cette question, (p,)n>1 est une suite régularisante de fonctions p,, chacune nulle en dehors du

segment [ —¢&, ; &,], avec &, ——— 0.
n—-+0o

Pour tout n € N*, on note

oo
(Fepn)a) @ [ fOpule -~ .

—00
a) Veérifier que f * p,, est définie sur R.

b) Vérifier que
+oo

Ve e R, (f*pn)(z)= / f(z —t)pp(t)dt.

— o0
¢) Montrer qu’en tout = € R ou f est continue, on a

lm (f *p,)(x) = f(x).

n—+o00
On commencera par écrire f(x) — (f * pp)(x) comme une unique intégrale sur lintervalle [—e,; &y).

Solution (Ex.124 — Heuristique de la convolution)

x+h 1
1. a) Soit € > 0. En remarquant que — f(x)dt = %2hf($) = f(x),

2h
x+h
) = @) =[5 [ 00 - s >dt\

:v+h
<o [l - sl

Comme f est continue en z, il existe hg > 0 tel que

VhE]O; hol[,Vt € [x — h; x+ h]|f(t) — f(z)| < &, donc

@) — f(2)] < %th <e

On a bien fp(z) W f(zx).

1 1 T 1 z+h

b)Vh>0, faa)=— (L[ fiyars s / ()t
2 \h z—h h T

[ est continue par morceaux et discontinue en z, il existe hy > 0 tel que f est continue sur [z — hg; z[. En

posant
ft site|x—hy; x
fg(t) _ ( )_ . [ g [
flxz™) si t =z
fg est continue sur [z — hy; ] et coincide avec f sur z[, donc

vhe] / fg Pt = /x_h F(t)dt

Et par un raisonnement analogue a la question precedente puisque f, est continue,

1 [® _
= / O ).
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CHAPITRE 38. PRODUIT DE CONVOLUTION ET REGULARISATION

On montre de méme que

x+h
: / st (1) — f(a)
Fam) + fat)

d’out

400 h 1
. a) z)dxr = —dm = 1.
_n2h

b) Pourt € [x —h; z+h],x —t € [—h' h] donc f(t)cph(x—t)zif(t)

Pourt & [z —h; x4+ h|,x —t & [—h; h] donc f(t)pn(x —1t) = 0.
+oo
Donc f(&)pn(z — t)dt se réduit a l'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur le segment

N

—00
[z — h; x + h], donc existe et on a
+o0 z+h
| foee = [ pod = o)
—00 z—h
3. La fonction positive pp,, dont l’intégrale sur R vaut 1, concentre ses valeurs valeurs autour de 0, et ceci d’autant
plus que h > 0 est petit. Cependant, pp n’est pas continue. Nous allons observer ce qui se passe en substituant
une suite régularisante a p.
Dans toute cette question, (p,)n>1 est une suite régularisante de fonctions p,, chacune nulle en dehors du

segment [ —¢&, ; €,], avec g, — 0.
n—-+4o0o

Pour tout n € N*, on note

+00
déf.
(Fepn)a) @ [ fOpulo -~ .

—0o0
a) Soit z € R. Comme précédemment, on a :

f(t)pn(a:—t): {f(t)pn<l'—t) site [.%'—En; x‘i‘@n]

0 sinon
donc (f*py,)(x) est défini par 'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur le segment [z — &, ;  + &5,],
donc qui existe.

b) Le changement de variable u = x — ¢, affine donc C! strictement monotone, donne directement
—+00

Ve e R, (f*pn)(x)= / flx —u)pp(u)du.

—00
c) Soit x un point ou f est continue. Soit € > 0.

+oo +oo
Comme / pn(t)dt =1, on a / f(z)pn(t)dt = f(x), et comme p,, est nulle hors de [—&, ; &,], on peut

—00 —00
écrire :

) — (F % o) \—]/W - 1) n(t)dt)
</E"f<> F& )] palt)at

e
Comme f est continue en z, il existe § > 0 tel que

vte[=0; 0], [f(z)-flz—-t)<e
Comme &, T> 0, il existe ng € N* tel que
Vin > nOa[ —€n; En] - [_5; 5]

Alors : Vn > ng,
En

|f(x) = (f * pn)(@)] < / epn(t)dt < e

e
On a bien lim (f *p,)(z) = f(x).

n—-+o0o
Définition — Produit de convolution
Soit f : R — R continue par morceaux et ¢ : R — R une fonction continue telle qu’il existe o > 0 tel que ¢
est nulle en dehors du segment [—a; af.
On appelle convolée de f et o, notée f * ¢, la fonction définie sur R par
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, +o0
Ve eR, (f*g)(z) / F ()l — t)dt.

L’exercice précédent montre que, si (pn)n>1 est une suite régularisante, la suite des convolées (f * p,) converge
simplement vers f en tout point de continuité de f.
En particulier,
si f est continue, alors f * @y %f sur R.
Nous allons voir dans la suite de cette partie que f x @ hérite des propriétés de régularité de .

Exercice 125

Régularité des convolées

Soit f : R — R continue par morceaux et ¢ : R — R une fonction continue telle qu’il existe o > 0 tel que ¢ est
nulle en dehors du segment [—a; af.
On pose
., +oo
Ve €R, (f*0)() dif'/ F(p(a — t)dt.
—0o
1. a) Justifier que f * ¢ est définie et continue sur R.
b) Montrer que
. +oo
Ve eR, (fxp)(x) et / flx —t)p(t)dt.
—0o0
2. Soit k € N*. On suppose de plus ¢ de classe C*.
Montrer que f * ¢ est de classe C* et que, pour tout i € [1; k]|,
(f %) = f 0.
3. En déduire, a l'aide des exercices précédents, que, pour tout k € N, toute fonction continue est limite simple
d’une suite de fonctions de classe C*.

Solution (Ex.125 — Régularité des convolées)

1. a) e Pour tout t € R, x — g(z,t) est continue sur R car ¢ 'est.
e Pour tout € R, t — g(z,t) est continue par morceaux.
Remarque : en fait, t — g(x,t) est continue par morceauz sur le segment [z — «; x + o] et nulle en dehors
de ce segment (cart & [z —a; x+a] =z —t & [—a; a), donc est intégrable sur R. Mais étre intégrable
n’est pas une hypothése du théoréeme, c’en est une conclusion.
e Soit [a; b] un segment quelconque de R.
¢ est continue sur le segment [ —a; «] donc bornée, et nulle en dehors, donc bornée sur R. Donc ||¢||,, existe.
f est continue par morceaux donc bornée sur le segment [a — a; b+ . Soit M € R tel que |f(¢)| < M pour
tout t € [a —a; b+ al.
Alors

V(z,t) € [a; b] xR, [f(t)p(z —1)] < ¢(t)

ot 1(t) Mlloll,, sitela—a; btal

0 sinon
En effet, sit < a—a, alors  —t > a car x > a donc p(x —t) =0, et de méme, sit > b+, alors t —t < —«
car x < b donc p(z —t) = 0.
Or 9 est intégrable sur R puisque constante sur un segment et nulle en dehors.
e Par le théoréme de continuité des intégrales a paramétre, f * ¢ est continue sur [a; b], et ceci pour tout
segment [a; b] de R. Donc f % ¢ est continue sur R.

b) Le changement de variable u = x — ¢, affine donc C! strictement monotone, donne directement
—+00

VeeR, (fxp)(z)= (x — u)p(u)du.

—00

2. Soit k € N*. On suppose de plus ¢ de classe C.
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CHAPITRE 38. PRODUIT DE CONVOLUTION ET REGULARISATION

On reprend exactement la méme démarche mais pour le théoréme de la classe CF des intégrales a paramétre. Il
n’y a aucun probléme car il suffit d’observer que, pour tout i € [[1; k]],

go(i) | ‘oo existe puisque Lp(i) est continue
sur le segment [ —a; a] et nulle en dehors, donc bornée sur R. Ceci donne I'intégrabilité des t — f(t)o® (z — t)
pour tout i € [[0; k — 1]] et la domination de t +— f(t)p® (z —t) par
MH(p(i)H sitea—a; b+a]
(I * )

0 sinon
elle-méme intégrable.
D’oit la classe C* de f * ¢ et la formule
(fx)D = fxepld

pour tout ¢ € [[0; k]|, par dérivation sous l'intégrale.
3. Par le premier exercice, il existe des suites régularisantes (p,) de fonctions toutes de classe C*.

Par le deuxiéme exercice, si f est continue, alors f * p, Ve I
Et par cet exercice, pour tout n € N*, f  p, est de classe C* puisque p,, est.
En conclusion, toute fonction continue est limite simple d’une suite de fonctions de classe C*, ceci pour tout

ke N.

Exercice 126

Suite régularisante de fonctions C*°

Soit g la fonction définie par
exp (— 1/x? siz >0
vz € R, g(a:)z{ p(=1/a%) s
0 sinon
1. a) Justifier que g est continue sur R.
b) Montrer que, pour tout k de N, g est de classe C¥ et qu'il existe un polynome Py, tel que

P
Ve >0, ¢®¥)(z)= ;;f)exp (—1/2?).

2. On pose
Ve eR, p(z)=g(z+1)g(l—x).
a) Justifier que p est de classe C*, positive, et nulle en dehors du segment [ —1; 1].

.l
b) Justifier 'existence de I 4 / p(x)dz.
-1

3. Montrer que la suite (py,)nen+ définie par
n
VneN* p,:R—>Rzw— Tp(nx)
est une suite régularisante de fonctions, toutes de classe C*°, et préciser, pour tout n € N*, une valeur possible
de g,.

4. Justifier que toute fonction continue sur R est la limite simple d’une suite de fonctions de classe C*°.

Solution (Ex.126 — Suite régularisante de fonctions C*)

1. a) g est continue sur R* par les théorémes opératoires usuels et lim g(z) = lim+ =0 = ¢(0) donc g est continue
z—0~ z—0
sur R.

b) e Pour k = 0, la propriété est vraie avec Po(z) = 1.
e Soit k£ € N. Supposons la propriété est vraie au rang k.
(i) g est C* sur R et CK*! sur R* (par les théorémes opératoires usuels).
(ii) Comme g est C¥ avec Vo € ] —00; 0, ¢®)(x) =0, g est C¥+! avec Vo €] —o00; 0, ¢*+tV(x) =0, donc
lim g%+ (2) = 0.
z—0~
(iit) Vo > 0, ¢®)(z) = PkT(':) exp (— 1/2?), donc g est C**! sur ] 0; +oo[ avec
x
!/
Yz > 0, g(k“)(x) = (Pa]:?(’f) — 3;{:35:?1) + 2;2&?) exp(—1/z?)
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2.

3.

P x
= x];?klil)) exp(—1/z?)

en posant Py 1(z) = 23P) () — 3ka?Pg(z) + 2Pk (z), qui est bien un polynome.

_ 3k+D)p, (]

=1

Alors: lim g®+D(z) " " fim ¥ 1 (1/u) = 0, par croissance comparée (car aussi Pr11(1/u) ——
0+ u—+00 exp(u) u—0+

P(0), limite finie).
(iv) Finalement : g(*+1(z) — 0, limite réelle finie.
z—

D’aprés le théoréme de régularité du prolongement, g est de classe CF1 sur R.
J’ai prouvé la propriété au rang k + 1.
e Par récurrence sur k, la propriété est établie pour tout k£ € N.

a) p est le produit de deux fonctions positives et C*° donc est positive et C.
Pour x < —1, g(z + 1) = 0 donc p(z) = 0.

Pour x > 1, g(1 — x) = 0 donc p(z) = 0.
1

b) p est continue sur le segment [—1; 1] et nulle en dehors donc I & / p(x)dz existe.
-1

Copier-coller du premier exercice.
Soit n € N*.
Par composition, p, est de classe C*° sur R.
Comme p est positive, p,, aussi.
of. 1
Pour |z| > —, |nz| > 1 donc p,(x) = np(nx) = 0. Donc en prenant &, et —, pn est nulle en dehors de [ —e,, 5 £5].
n

Et on a bien : ¢, ——— 0.

n—+o00
400 1/n wenz 1 1
/ pn(z)dx :/ np(nz)dr = I/ p(u)du =1

—0o0 —1/n -1
La suite (pr,) est une suite régularisante de fonctions, toutes de classe C*°.

Soit f continue sur R. Alors f * py, ove f, et par lexercice 3, question 2, pour tout n € N*| f x p, est de classe
C™.

Exercice 127

Uniforme continuité et convergence uniforme

On se donne une suite régularisante (p,),>1 de fonctions toutes de classe C¥, avec k € NU {oo}.

Soit f : R — R continue par morceaux.
D’aprés les exercices précédents, on sait que, pour tout n € N*, f % p,, est de classe C¥, et que, en tout point x de
R ou f est continue, f x p,(x) tend vers f(x) lorsque n tend vers 4o00.

1.

On suppose que f est continue par morceaux sans étre continue. Justifier que la suite de fonctions (f * p,) ne

converge pas uniformément vers f.
On suppose dorénavant que f est continue sur R

On se donne un segment [a; b] de R (avec a < b).
Dans cette question un peu technique, on se propose de démontrer le théoréme de HEINE qui affirme que :

V5>O,3(5>0,V(a),y)6[a; b]Qa |x_y|<6:>|f($)_f(y)|<5 (u)

a) En quoi cette propriété () n’est pas équivalente a la continuité de f sur [a; b]?
b) Si f vérifie la propriété (U), f est-elle continue ?

La propriété (U) s’appelle Uuniforme continuité.

Soit € > 0 fixé. Soit A C [a; b] 'ensemble des points ¢ tels que

EI(Sc > O,V(ZL',y) € [CL; 0]27 |l‘—y| < 50 = ‘f(x) _f(y)‘ Se€ (uc)

Comme A est non vide, puisque a € A, et majorée par b, A posséde une borne supérieure. On note 5 la borne
supérieure de A, qui est donc le plus petit des majorants de A.
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c) Justifier qu’il existe h > 0 tel |z — 5| < h et x € [a; b] entrainent |f(x) — f(5)] <

N ™

h
d) Justifier 'existence de ¢ € A tel que § — 5 <c<p.
On note d. défini par (U).
e) Soit ¢’ = min (§ h

C *)-
2
Montrer que, pour tout (z,y) € ([a; bJN[a; B+ A )2,
|z —y| < ¢ entraine |f(x) — f(y)| <e.
f) En déduire que § € A, puis que = b.
g) Que peut-on en conclure ?

3. Montrer alors que, sur tout segment [a; b] de R, la suite de fonctions (f * p,) converge uniformément vers f.

Solution (Ex.127 — Uniforme continuité et convergence uniforme)

1. Puisque les p,, sont toutes continues (k > 0), les f * p, sont toutes continues. Et f * p, ove f-

Si la convergence était uniforme, alors f serait aussi continue, d’apreés le théoréme du cours. Comme f n’est pas,
la suite de fonctions (f * p,) ne converge pas uniformément vers f.
On se donne un segment [a; b] de R (avec a < b).

2. Dans cette question un peu technique, on se propose de démontrer le théoréme de HEINE qui affirme que :
2
Ve> 0,30 > 0,V(z,y) € [a; B]", |z—y|<d=|f(x) - fy)|<e U)

a) Observons :
f continue sur [a; b]
<~

Vy€la; b, lim f(z) = f(y)

T—=Y

Yy € [a; b],Ve > 0,36 >0,Vz € [a; b], |z—y|<I=|f(z)—fly)|<e (C)
Dans cette derniére assertion (C),  dépend de y et de €, tandis que dans (i), § ne dépend que de € (on peut
prendre le méme § pour tous les y de [a; b]).
(C) et (U) ne sont donc pas équivalentes.
b) Par I'ordre des quantificateurs, () = (C), autrement dit, toute fonction uniformément continue est continue.
Le théoréme de Heine dit que, sur un segment, si f est continue, alors elle est uniformément continue.
Soit € > 0 fixé. Soit A C [a; b] 'ensemble des points ¢ tels que

30c > 0.¥(z,y) € [a5 J*, |z —y| <de = |f(2) — fly)l <e Uo)

Comme A est non vide, puisque a € A, et majorée par b, A posséde une borne supérieure. On note 3 la borne
supérieure de A.
c) B €la; b et f est continue en 3, donc f(x) —B> f(B), et il existe h > 0 tel que :
(\x—m hetaela; b)) = [f(z) - f(B)] < 5.
d) Si on avait : Ve € ] 08— 5; ﬁ} ,c € A (B ne serait pas la borne supérieure de A puisque 8 — g serait un
majorant de A plus petit que 8 : c’est absurde.
Donc:ﬂce]ﬂ—g; ,B} tel que ¢ € A.
On note 0, défini par (U.).
e) Soit ¢’ = min (4, g)
Soit (z,y) € ( [a; b]N]a; B+ h) )2. Supposons, pour fixer les idées, que x < y, ceci sans perdre de généralité

puisque dans la conclusion attendue, x et y jouent un role symétrique (|z —y| = |y — z| et |f(z) — f(y)| =

£ (y) = f()]).

e Siy < ¢, alors
[z -yl <0 = |z —y[ < b = |f(z) - fly)| < e
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h
OSiy>c,alorsﬁ—§<y<ﬁ+h.

h
Supposons |z —y| < ', [z —y| < BL donc finalement

B-h<z<y<f+h
Du coup, par le choix de h (cf. ¢)) :

[f (@) = f)l < [f (@) = FB) + [F(B) = fy)]

f) Ceci prouve que € A car on a :

V(z,y) € [a; B, |o—y| < =|f(x)—f) <e (Up)

N
IR

+ - <e.

| ™

Et si on avait S < b, alors on aurait ¢ = min (,6’ +h, b) € A : (8 ne serait plus un majorant de A puisque ¢ > .
Donc 8 =0b € A.
g) Comme b € A, on a :

36 > 0,%(z,y) € [a; b, |z—yl <o =>|f(x)— fy)| <e (U

Comme la propriété (Up) est exactement (U), f vérifie (U) : f est uniformément continue.

3. Soit [a; b] C R. Adaptons la fin du raisonnement de 'exercice « Heuristique de la convolution »
Soit = € [a; b]. Soit € > 0.
Comme f est uniformément continue sur le segment [a — 1; b+ 1], il existe 6 > 0 tel que
W(z,y) € la—1; b+1], |z —y| <0 — [f(z) - f(y)| <e.
Si 6 > 1 alors la propriété précédente est vraie en remplacant § par 1, donc on peut supposer § < 1. On peut
alors réécrire la propriété précédente :
Ve € la; b],Vte[—0; 0]|f(x) — f(x—t)| <e.
Comme ¢, ———> 0, il existe ng € N* tel que
n—-+o0o
Vr € [a; b],Yn = no,[—en; en) C[—0; 6]
Alors : Vn = ng, Vx € [a; V],

£0) = (7= pu)e r—‘/m o~ )pult)t
< [T 1@ = fa =0l putoy

En
</ epp(t)dt < e
—en
Donc : Vn = ng, ||f — f*pnll <€
Autrement dit : ||f — f % pp||l,, — 0, d.e. f*pp Y fsur [a; b].
n——+oo
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Chapitre 39

Transformée de LAPLACE

[E3A-M2 - 2017 — PC — Partie II| [E3A-M2 - 2018 — PSI — Partie I| [CS-M2 — 2016 — PSI - Partie VI|

La Transformée de LAPLACE permet notamment de transformer certaines équations différentielles en des équa-
tions plus simples. Elle est d’usage courant en S.I. par exemple. Certains sujets de maths abordent ses aspects
théoriques.

Je présente ici une version pour les fonctions f continues par morceauz sur [0; 400[, on pourrait procéder a
quelques adaptations sur ]0; +ool.

Définition — Fonctions d’ordre exponentiel et transformée de LAPLACE

@ Soit f :[0; +oo[ — K une fonction continue par morceaux. On appelle transformée de LAPLACE de f, si
elle existe, la fonction définie sur | 0; +oo[ par

+o00
L(f):p— / e PLf(t)dt.
Sur quel espace de fonctions f peut-on définir E(f}l) ¢
@ Soit f:]0; +oo] — K continue par morceaux.
Si: 3I(M,vy)eR2,3A >0, Vt=A|f(t)] <M,
alors on dit que f est d’ordre exponentiel.
Autrement dit, f est d’ordre exponentiel si 3y € R, f(t) = O (t7).

t—+o00

400 1
Dans ce cas, / e P! f(t)dt existe car [e P f(t)] < MtYe ™ = o (2)

En particulier, tout polynéome P est d’ordre exponentiel puisqu’en +oo, on a : P(t) = O (tdeg(P)).

Exercice 128

Structure d’espace vectoriel

Montrer que 'ensemble des fonctions d’ordre exponentiel forme un espace vectoriel E, sous-espace de CP™([0; +ool, K).

Solution (Ex.128 — Structure d’espace vectoriel)
Par définition, E C CP"™([0; 4o0[,K), et 0 € E.
Mg,y Aps o VEZ Ag, [F()] < Mgt
Mg, vg,Ag, Yt = Ay, |g(t)] < Mgt
Prenons M = |A| My + My, v = max(yy,v4) et A = max(Ay, Ay, 1), alors
vt > A Af(E) +g(t)] < MEY
1 < Y ‘

= Jimpose A > 1 pour avoir t > A — (fauz sit € ]0; 1]).
Vg < Y

Donc \f + g est aussi d’ordre exponentiel. Cqfd.

Soit (f,g) € E? et A € K. Alors

Exercice 129

Quelques exemples
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CHAPITRE 39. TRANSFORMEE DE LAPLACE

p désigne un réel de |0; +o0l.
|

1
1. Montrer que £(1)(p) = —, et que plus généralement L(t")(p) = n 7 pour tout n de sN.
p

=
1
2. On suppose p — a > 0. Montrer que £(e™)(p) =
p—«
‘ +i

3. a) Mont Lleit)(p) = L1

a) Montrer que L(e")(p) T

b) En déduire que

p . 1
L(cos(t))(p) = et L(sin(t))(p) =

Solution (Ex.129 — Quelques exemples)

1. J'utilise la fonction I' d’EULER, mais on peut raisonner par récurrence sur n avec une intégration par parties.
oo u=pt 1 too I'(n+1) n!
L) = [ et [ e tdu - _
0 0

pn-l—l pn+1 pn+1
2. L(e")(p) = / T eeprangp oz
0 p—«
. +o0
+ —(p—i)t
3. L(e¢")(p) :/ g |0 L b
0 —pti|, p-i P+l

car |exp((—p +1)t)| = exp(—pt) oo 0.

En prenant les parties réelles puis imaginaires des deux membres, on obtient les deux valeurs de b).

Exercice 130

Quelques propriétés classiques

p désigne toujours un réel de |0; +oo[ et f une fonction d’ordre exponentiel : f € E.
1. Linéarité -
Justifier que £ : E — F est linéaire.

2. Translation —
Soit p + a > 0. Montrer que

Le= f(t))(p) = L(f)(p + ).
3. Retard —

t— sit > a,
Soita>0.0nnoteg;t,_>{(J;( a) si a

sit < a.
Montrer que

L(g(t))(p) = e PL(f)(p)-
L(f(t—a))(p) =e PL(f)(p)-

... qui s’écrit parfois abusivement :

4. Changement d’échelle —
Soit a > 0. On note h : t — f(at). Montrer que

L)) = (L) ().

... qui s’écrit parfois abusivement :

L(f(at))(p) =

Solution (Ex.130 — Quelques propriétés classiques)
1. Linéarité — par linéarité de I'intégrale.

2. Translation — Pour p+ a > 0,
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+oo
Lle f(1))(p) = / e~ (1)t = L(f)(p + o)

0

t— it>
3. Retard — Soit a > 0. On note g : t — f(t—a) s% a
0 sit<a

a +oo —ta
£la0)p) = [ ot [ e (- a)ar T ().
4. Changement d’échelle — Pour o > 0,

+o00
L)) = [ e fanar = o) (2.

Exercice 131

Classe de dérivabilité de L(f)

Soit f € E.
1. Montrer que £(f) est continue sur ] 0; +ool.
2. Justifier que £(f) est de classe C! sur ] 0; +oo, avec

! +o0
() () = - /0 te P (£)dt = —L(E£(1))(p).

3. En déduire que L(f) est de classe C* sur |0; +o0[ et
()™ = ()L £ ().

Solution (Ex.131 — Classe de dérivabilité de L(f))
1. Soit g:]0; +oo x [0; +oo[ = R, (p,t) = e PLf(2).
(i) V¥t > 0,p — g(p,t) est continue sur |0; +ool.

(ii) Vp > 0,t — g(p,t) est c.p.m sur [0; +ool.
(iii) Soit [a; b] C]0; +oo.
p Za —pt —at 17 . .
150 = pt > at = e P < e™*, d’ou la domination
Vp € [a; b],Vt € [0; +ool, [g(p, t)] < e™|f(?)]
or ¢ :t e 9| f(t)| est intégrable sur [0; +oo[ car |f| est d’ordre exponentiel.
Par le théoréme de continuité sous 'intégrale, £(f) est continue sur tout segment de |0; +oo|, donc continue
sur ] 0; +ool.
2. (i) Vt=0,p+— g(p,t) est Ct sur ]0; +ool.
(ii) ¥p > 0,t — g(p,t) est intégrable sur [0; +o0l.
0
(iii) Vp > 0,t — a—g(p,t) = —te Pl f(t) est c.p.m. sur [0; +ool.
p
(iv) Soit [a; b] C]0; 4o00[. On a une domination analogue & @

dg

(fjp(p, t)| < e [tf(t)]

or ¢t e |tf(t)| est intégrable sur [0; +oo| car t — tf(t) est d’ordre exponentiel. Donc L(f) est C! sur
tout segment de ] 0; +oo[, donc C! sur ]0; +ocl.

Vp € [a; b],Vt € [0; +ool,

Exercice 132

Transformée de la dérivée L(f")

Soit f € E de classe Ct. Montrer que L(f') existe et
L(f'®)(p) = pL(f)(p) — f(0).

Solution (Ex.132 — Transformée de la dérivée L(f'))
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CHAPITRE 39. TRANSFORMEE DE LAPLACE

Comme e P! f(t) P 0, on peut effectuer une intégration par parties qui prouve au passage 'existence de

ae. -~
L7 ) (p) = / P ()t [e ()] 5 + p / e f(t)dt
= —f(0) +pL(f)(p)

Deux exemples élémentaires pour comprendre 1’intérét de la transformation de LAPLACE

Une application classique et efficace de la transformation de LAPLACE est ['utilisation dans les équations différen-
tielles. Je prends deux exemples trés simples.

On admet que la transformation de LAPLACE est injective pour les fonctions continues d’ordre exponentiel
sur [0; +ool.

fr)+ f(t) =

f0)=1

Soit p € ]0; +oo[. Je prends la transformée de LAPLACE (linéaire) de I’équation différentielle

L) () + L)) (p) = L(0)(p)
(PL(F(£)(p) = £(0)) + L(f(1))(p) =0

1. Soit & résoudre pour t € [0; +oo[: (C)

1
L(f(1))(p) = 1
- 1 C
Or L(e ") (p) = P et L£(.) est injective, donc
ft)y=e"
f1() + f(t) =
2. Soit & résoudre pour t € [0; +oo[:  (C)< f(0)=0
f(0)=1
Soit p € ]0; +ool. Je prends la transformée de LAPLACE (linéaire) de I’équation différentielle
L("( ))( )+£(f( )(p) = L(0)(p)
[Pﬁ(f’() ) FO)] + L(F(®))(p )=
pPL(f(t) FO] + L)) =
( ) (f(#)(p) =1
1
LU =
Or L(sin(t))(p) = ! et £(.) est injective, donc

pr+1
f(t) = sin(?)
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Chapitre 40

Séries de FOURIER

[CS-M2 — 2016 — PSI — Partie IV]|

1w Avant la réforme des programmes de 2015, les séries de Fourier étaient au programme. Du coup, et par leur
utilité, elles constituent du coup un théme classique de concours.
Trés bréve introduction historique

C’est dans un mémoire intitulé Théorie analytique de la chaleur, soumis en 1807 a 1’Académie des Sciences,

que Joseph FOURIER introduit les concepts qui lancent les bases de I’analyse harmonique, parfois appelée analyse
de Fourier.
En s’intéressant a 1’équation de la chaleur

ou_ K (Fu Py o
ot  CD \oz2  0y?2 022

et aprés quelques transformations que Fourier débouche sur 1’équation

F(2) + Mf(@) = 0

dont les solutions sont évidemment z — a cos(vVAz) 4 bsin(v/Az).
Les conditions aux bords imposent de plus que v\ € N.
Par principe de superposition, il obtient des solutions en forme de séries trigonométm’quesﬂ

+oo +oo
f(z) =ap+ Z ay cos(kx) + Z bpsin(kz) (F)
k=1 k=1

1 . .
Notons f; = — la fréquence associée a la période 27 et observons que :

e x — cos(x) et x — sin(z) sont sinusoidales de fréquence fi.
e x — cos(2x) et x +— sin(2z) sont sinusoidales de fréquence 2f;.
e x — cos(3x) et x — sin(3z) sont sinusoidales de fréquence 3 f;.

La solution f est donc une somme de signaux périodiques dont les fréquences sont les multiples de la fréquence
fondamentale fi. Ses signaux sont les harmoniques du signal fondamental, leur amplitude est donnée par les
coefficients (a,) et (by).

En s’appuyant sur les intégrales suivantes :

™ ™
Vk > 1, / sin(kx)de =0 = / cos(kx)dx

—T —T

V(k,n), /_7T sin(kx) cos(nz)dx =0

™

Vk # n, /7r sin(kz) sin(nx)dz =0 = / cos(kx) cos(nx)dx

—T —T

1. Dans le texte originel, les considérations aux bords faisaient aussi que tous les coefficients ay, étaient nul, Fourier obtenant
alors une série uniquement somme de sinus. Daniel BERNOULLI avait déja échafaudé en 1753 une approche analogue, mais
bien moins générale pour la résolution des I’ équation des cordes vibrantes.
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CHAPITRE 40. SERIES DE FOURIER

Vk > 1, / sin?(kz)dz = 7 = / cos®(kx)dx

—T —T

on peut expliciter les coefficients ay, et by.
/ f(z)dz

e En intégrant (F) entre —7 et 7, on obtient
e Pour n > 1 fixé, en multipliant (F) par cos(nx) puis en intégrant, on obtient
™
ap = — f(x) cos(nz)dx
™ —T

e De méme, multipliant (F) par sin(nx) puis en intégrant, on obtient
T
b, = — f(x)sin(nx)dz
—T
La collection des coefficients (ap)n>0 €t (by)n>1 constitue le spectre de f.

Quelques interrogations soulevées par l'analyse de Fourier
e Etant donnée une fonction f T—périodique continue par morceaux, a quelle(s) condition(s) a-t-on

+00 +oo
= Z an cos(nz) + Z by sin(nz) 7
n=0 n=1

e Etant donné un spectre (a,), ou (b,), ou les deux, que dire de la somme de la série trigonométrique ainsi
formée ?
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Exemple d’un signal carré ou « créneau »

1 size]—m; 0f

-1 size€]0; 7|
Yy

Soit f 2m—périodique telle que f(z) = {

N7
N
-

f est impaire.
Calcul des ay,
Pour tout n € N, z +— f(x) cos(nx) est impaire donc
f(z) cos(nz)dz = 0, donc a, = 0.

—T

Calcul des by,

Pour tout n € N, z — f(z)sin(nz) est paire donc
™

' f(z)sin(nz)dz =2 [ —sin(nz)dz
- 0

™
5 [cos(nw)]
n 0
4 . .
2 ——  sin impair
= —(cos(nm) — 1) =
n 0 sl n pair
4 . .
——  si n impair
b, = nmw )
0 si n pair

Les trois premiéres sommes partielles de Fourier :

/—_N\
/\ /‘\
Z
4 \
’ \

Les trois suivantes :

Y
| —S7 — Sy
AL XL
—T/2
0 T/2
_1 225X
W NS NS V
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CHAPITRE 40. SERIES DE FOURIER

Le « spectre » :
[bn|

amplitudes

by by by bs b5 bg by bg b

fréquences

Définition — Série de Fourier d’une fonction
Soit T € ]0; +oo[ et f: R — R une fonction T—périodique et continue par morceaux (ce qui signifie que f

admet des limites finies & gauche et & droite de ses points de discontinuité).

of. 2T
On note w 2T A pulsation associée & la période T. On pose
T/2

ef. 1 i
Version complexe { vneN, ¢, et 2 f(t)e ™" dx
T J /2
6 1 T/2
ap &~ f(t)dz = ¢
T J 12
aer. 2 [T/?
Version réelle Vn e N* a, = T f(t) cos(nwt)dr = ¢, + c—p,
—T/2
def. 2 T/2
by = = f(t)sin(nwt)dz = i(c, — c—p)
T J /2

Notons que f étant T—périodique, ces intégrales peuvent étre calculées sur tout intervalle de longueur T,

comme par exemple [0; TJ.
Nous allons étudier quelques propriétés fréquemment rencontrées dans les sujets traitant des séries de Fourier.

Dans toute la suite, f désigne une fonction T—périodique continue par morceaux et on note S, (f) la n—éme

somme partielle de sa série de Fourier

Sn(f)(z) = z": cnethr = z”: ay, cos(wx) + z”: b sin(w).
k=0 k=1

k=—n

Exercice 133

Cas des fonctions paires ou impaires

1. Si f est paire, montrer que b,, est nul pour tout n € N*.

2. Si f est impaire, montrer que a,, est nul pour tout n € N.

Solution (Ex.133 — Cas des fonctions paires ou impaires)
Il suffit d’observer que l'intervalle [ —=T/2; T/2] est symétrique par rapport a 0 et que ¢t — f(t) sin(nwt) est impaire

si f est paire tandis que t — f(t) cos(nwt) est impaire si f est impaire.

Une condition nécessaire pour avoir un espoir que

N N
7;) an, cos(nwzx) + nz_:l by, sin(nwax) m f(x)

est que les termes générauz de ces séries tendent vers 0 (sinon divergence grossiére...)

Exercice 134

Lemme de Riemann-Lebesgue
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Soit f:[a; b] — R continue par morceaux. Alors

b
lim / ft)e ™t dt ——— 0

n—-+4o00 n—-4o00

lim /f cos(nwt)dt —— 0

n——+oo n—-+oo

lim / f(t) sin(nwt)dt —— 0

n—+oo n—+oo
Par conséquent, (a,), (bn) et (¢,) tendent vers 0.
Démontrer ce résultat pour les cas suivants :

1. lorsque f est constante;
2. lorsque f est en escalier;

3. lorsque f est de classe C!, démonstration classique.

Solution (Ex.134 — Lemme de Riemann-Lebesgue)

1. Supposons f constante égale a k. Alors

/ f mwtdt |:k.emwt:| _ k.emwb B keznwa O
—inw a —inw —lnw n—+oo
keznwb k
ar = — — 0, idem pour a.
—inw nw n—+oo

Le raisonnement est le méme pour cos ou sin, les primitives font apparaitre nw au dénominateur et des numé-

rateurs bornés par |k|.

2. On peut découper [a; b] en m intervalles sur lesquels f est constante. En appliquant le cas précédent a chacun
des m intervalles, chacune des m intégrales tend vers 0, et 'intégrale sur [a; b] qui est leur somme tend vers 0.

3. Je la traite par exemple sur le cos. Comme f est C!, on intégre par parties
t)s t)
/ f(t) cos(nwt)dt e [f()ln(nw] / f(t) sin(nwt)dt
nwt . hw
f et f sont continues sur le segment [a; b] donc bornée. Alors :
7 ) sin(neb) | _ [1fllac
~
nw nw n—+oo
(@) sin(rwa)| _ |Ifl]oc
AN
nw nw n—+oo

. 1 bf’( t) sin(nwt) dt’ / | f/(t) sin(nwt) | dt

nw
Lo ( —a) |/l
— t t)dt| < %
nw /a f ( )Sln(nw ) nw n—-+oo

Chaque terme tend bien vers 0.

0

Gustav Lejeune DIRICHLET a franchi dés 1829 des pas décisifs dans l'étude de la convergence des séries de

Fourier. Il a introduit une suite de fonctions fondamentales pour l'étude de cette convergence.

Exercice 135

Noyau de Dirichlet

On appelle noyau de Dirichlet d’ordre n € N la fonction définie par

D,:R—>R,z— zn: ke

k=—n

Justifier les propriétés suivantes.

1. Pour tout n € N, D,, est 2r—périodique.
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CHAPITRE 40. SERIES DE FOURIER

2. VneNVz eR, Dy(z)=1+ QZcos(k:a:).

k=1
sin ((n+1/2)z)
3. vneNVzx e R, D,(z)= sin(z/2) siz #0 [27]
2n+1 sinon

4. Vn €N, D,(—7)=Dy,(r) =(-1)".
5. Vn e N, / D, (z)dzx = .
0

Courbes des premiers noyaux de Dirichlet

AAVA Y74
WAL XL

Solution (Ex.135 — Noyau de Dirichlet)

1. Car les fonctions = — e** sont 2w —périodique.

2. En regroupant les indices opposés : e 4+ ¢** = 2 cos(kx).

n vk Cine 1 — eiz(2n+1)
3. Dn(m)zkz () =™
_o @@ @nAD/2(_9jsin((2n 4 1)2/2)  sin((2n 4 1)z/2)
Dy,(x) = e ‘ — = -
eit/2(—2j sin(x/2) sin(z/2)
i 2
4. D, est paire et D, () = sm(mrl—i—w/) =(-1)".

5. Se calcule immédiatement sur @ par linéarité, car pour k > 1,

/0 " cos(k)dz = {Singﬂ’:)}: —0.

Changeons un peu de point vue et munissons-nous d’un produit scalaire adapté & la situation.

Exercice 136

Orthonormalité, projection et inégalité de Bessel

2
Soit E = C%([-T/2; T/2],R) le R—espace des fonctions continues sur le segment [ —T/2; T/2]. On note w = %

On munit E du produit scalaire

Justifier les propriétés suivantes.
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1
. Soit vp : x — —= et, pour tout n € N*,

VT

2 2 .
Yo P X [ = cos(nwz) et op x4/ =sin(nw).
T T
Alors pour tout n € N*| la famille (yo,71,--.,%n,01,.-.,0n) est une famille orthonormale.

Pour tout n € N*, la n—éme somme de Fourier

Sn(f)(z) = Z ay, cos(kwzx) + Z b, sin(kwx)
k=0 k=1

est le projeté orthogonal de f sur F,, = Vect(70,71, -« sYn, 01y -+, 0n)-
Inégalité de BESSEL

2 1=, 0 B2 1 (12 24
— < —
a0+2;:1(ak+ 7)< T/_T/2 (f(m)) x

Corollaire : le retour de RIEMANN-LEBESGUE

lim a, = lim b, =0.
n—-+o00 n—-+o0o

Solution (Ex.136 — Orthonormalité, projection et inégalité de Bessel)
1.

e On peut commencer par observer que pour tout n > 1 :

T/2 L T/2
/ cos(nwzx)dr = [bm(nwx)] =0et

nw

-T/2 -T/2
T/2 T/2
/ sin(nwz)dr = [_cos(nwx)} =0
—T/2 nw —T/2

e On vérifie que les fonctions sont unitaires :
1 1

12 = T donc [|yo|]* = T x T = 1,

et pourn > 1,

2 (T2 1 4 cos(2nwz
Il =7 [ et o =1
—T/2
2 (T2 1 — cos(2nwr)
2
= — B ——— = 1
loall? =3 | 20

e [orthogonalité se vérifie de fagon analogue, notamment par linéarisation :
1
YmYn = 5(’ym+n — vm_n) d’intégrale nulle sur [-T/2; T/2].

1
Om0On = 5(%,1_” — 7m+n) d’intégrale nulle sur [—T/2; T/2].

Ym0n est une fonction impaire donc son intégrale sur [ —T/2; T/2] est nulle.

Puisqu’on dispose d’une base orthonormale de F,,, les coordonnées de du projeté p,(f) de f sur F,, dans cette

base sont les produits scalaires :

(f;70) = \/>/ dx—\ﬁao,etpourn>1
T/2 T
(fsm) \/>/ ) cos(nwz)dz = [Gn
T/2 2
T/2 T
(f,on) / ) sin(nwx)dz = 1/ =by
T/2 2

Donc
n

pa(f)(@) =Y () wla) + Y (f,

k=0 k=1
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1 /T /2 =T, /2
VTag Wy + ,;_1 5 W\ T cos(kwz) + kg_l 5 by, T sin(kwx)

ap + Z a, cos(kwzx) + Z by, sin(kwx)
k=1 k=1
=Su(f)(z)
De f = Sn(f) + (f — Sn(f)) avec Sp(f) € Fy et f —Su(f) € Fi (caractérisation du projeté orthogonal), on
obtient par le théoréme de PYTHAGORE

A1 = 11Su(HII? I - Sn(HIIP, donc 182 (O < AP (@)
Or: S,(f)(z) = Z (fs i) e (z) + Z (f,ok) o(x), et comme cette décomposition se fait dans une base ortho-
k=1

k=0
normale,
n n T n
k=0 k=1 k=1
, T/2 ,
De plus, 17| = [ fla)de
~T/2

En remplagant par ces expressions dans (©), on obtient 'inégalité de Bessel

Le membre de gauche de I'inégalité de Bessel forme une suite croissante et majorée (le majorant ne dépend pas
de n), donc convergente, donc la série de terme général ai + bi converge, donc ce terme général tend vers 0,
donc ap —— 0 et b ——— 0.

k—+4o00 k—4o0
Le raisonnement précédent, qui méle astucieusement algébre et analyse, ne se généralise pas directement auz
fonctions non continues car

T/2
N(F) = / £2()da

—T/2
ne vérifie pas l'axiome de séparation des normes. Si f est partout nulle sauf en 0 ou elle vaut 1, alors N(f) =0
bien que f ne soit pas la fonction nulle.
Revenons a un calcul plus élémentaire qui permet d’établir ces résultats pour les fonctions continuent par mor-
Ceauxr.

Exercice 137

BESSEL et RIEMANN-LEBESGUE pour les fonctions continues par morceaus

Soit f:[—T/2; T/2] — R continue par morceaux.

Justifier les propriétés suivantes.

2.

. Pour tout n € N*, la n—éme somme de Fourier

Sn(f)(x) = Z a, cos(kwx) + Z by, sin(kwx)
k=0 k=1
vérifie

—~
N

e S, (z)dz = T [ a? n252—T/QS 2d
/T/Qf(ﬂf)nﬂ?)ﬂ?— ap + Z(%Jr k) —/ (Sn(f)(z)) da.

k=1
Inégalité de BESSEL
T/2 )
On observant que / (f(z) = Sn(f)(z))"dz > 0,
~T/2
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3. Lemme de RIEMANN-LEBESGUE

lim a, = lim b, =0.
n—-+0o n—-+0o

Solution (Ex.137 — BESSEL et RIEMANN-LEBESGUE pour les fonctions continues par morceaut)

1. La premiére égalité est un simple constat, vu les deﬁnitions des ai et by.
T/2

T/2 i T/2
f r)dr = a / cos(kwx)dzx + b / sin(kwx)dx
/_T/2 (@) Z g Z " T/2 )
=T (a%+22(ai+bi)>

k=1
La seconde égalité provient des intégrales déja calculées dans la version précédente de l'inégalité de Bessel :

(Sn(f)(x))2 = (Z ay, cos(kwz) + Z br: sin(k:wx))

k=0 k=1
( Z a; cos® (kwr) + Z b2 sin’(kwx) + 2 Z tous les produzts)

En intégrant, les 1ntegrales des produ1ts sont nulles donc

T/2
/T (Su(f)(x)) dx:Ta%+§Z(ai+bz>
e k=1

T/2 )
2. Par positivité de I'intégrale : / (f(x) = Sn(f)(z)) "dz >0, or
T/2 , e
[ (@ = 8u(n)@) s
_T/%/z T/2 T/2
= [ G-z [ f@sin@det [ () ds
~T/2 T/2 -T/2
T/2
:/T/2(f( z)) dx—T<a0+ Z ak+b2)>

D’out I'inégalité de Bessel, etabhe cette fois pour toute fonction continue par morceaux.

Etudions maintenant le théoréme de DIRICHLET. Dans Uexemple du créneau, on peut remarquer qu’aus points
de discontinuité —'T/2, 0 et T/2 (identique a —'T /2 par périodicité), les sommes partielles de la série de Fourier
valent 0, qui est exactement la moyenne des limites a gauche et a droite de la fonction. La série de Fourier opére
une régularisation de f en ces points de discontinuité.

Définition — Régularisée d’une fonction continue par morceaux
Soit f : [a; b] — R une fonction continue par morceaux. On appelle régularisée de f, notée f, définie pour tout
x de [a; b] par

e si f est continue en z alors f(x) et f(ax),

e si f est discontinue en z alors f(x

Pour alléger les notations, on écrira
f(@7) = lim f(t) et f(zF) = lim f(¢).
t—x t—axt
On peut résumer cette définition en écrivant

Vo ela; 8], flz) W

Exercice 138
Theéoreme de Dirichlet
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CHAPITRE 40. SERIES DE FOURIER

2w
Soit f : R — R continue par morceaux et T—périodique. On pose w = T et on note (Sn( f ))n la suite des sommes

partielles de la série de Fourier

Sn(f) :x— Z et = Z a, cos(kwzx) + Z by, sin(kwz).

k=—n k=0 k=1

On suppose que f est de classe C' par morceaux, i.e. f est continue par morceaux, dérivable sauf éventuellement
en un nombre fini de point sur une période, et que f’ est continue par morceaux.

Alors

VoeR  lm S,(f)(z) = f(o)
Autrement dit, la série de Fourier de f converge simplement vers sa régularisée.
Pour alléger les notations, on prouve ce résultat dans le cas particulier T = 2x. Il se généralise par un simple
changement de variable.
Soit z € R.
Justifier les propriétés suivantes.

1. Su(N)@) = = [ feDue—ydi = = [ fa— D, (1)t

27 J_,

L (i By ) L0+ @ = 1) = fat) = ()
= [ (sin e+ 50) i a
3. lim S,(f)(z) - f(z)=0

n—-+00

Solution (Ex.138 — Théoréme de Dirichlet)
1. Passons par les coefficients complexes :
n n
. 1 (7 ) 4
_ kx _ —ikt k
Su(f)(@) = Y ere’ x—kz <2W /ﬁf(t)e i dt) o'k
=—n

k=—n
n

. 17 () Z gkt g, — L i f(t)Dy(z — t)dt

- 27 — h——n 27 -
Le changement de variable affine u = z — t fournit alors
1 T+ 1 ™
Sn(f)(x) = 2/ f(x —u)Dy(u)du = Py f(x — u)Dy(u)du par 2r—périodicité (I'intégrale est la méme
™ r—T ™ —T

sur tout intervalle de longueur 27).

0 s
2. D,, est paire, donc flz —t)D,(t)dt "= / f(z +u)Dyp(u)du, d’ou
0

Su(£)@) = 5= [ DuO(Fa 1)+ fa - )

Su(£)@) = F(@0) = 5 [ Dule) (7o +) + flo—)de -

m
Or : / D, (t)dt = m donc par linéarité
0

LI L o056t + o)

—T

f@t) + f7)
2

Et toujours par linéarité
S,(1)(@) = F(0) = - [ Dalt) (Fla+1) + Fla =) = f(a™) = fla7))

2 Jo
sin((n + 1/2)t).

ol on peut écrire Dy, (t) = in(t/2)
sin
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3. Posons
fla+t)+ fla—t) = fla™) = f(z7)
sin(t/2) '

g(t) =

de sorte que

Su(f)(@) = f(a) = n ((n+1/2)t)g(t)dt

sin(nt) cos(t/2)g(t)dt
-l-% /07T cos(nt) sin(t/2)g(t)dt

Si g est continue par morceaux, on peut appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue pour conclure.
e Comme f est continue par morceaux sur [0; 7], g est continue par morceaux sur | 0; 7.

. I gir?(t}QJ;(x_) = flo = t)t_ f@7) X sin tt/2) Nt f'(x7) x 2 car f est C! par morceaux.
flz+t) - f(z") ’
@) oo @

Donc f admet une limite finie en 0, donc est continue par morceaux sur [0; 7.

S

S

De méme

Pour terminer, voyons une égalité qui clot linégalité de BESSEL, due 4 Marc-Antoine PARSEVAL DES CHENES.
Cette formule peut étre interprétée comme une généralisation du théoréeme de Pythagore pour les séries dans les
espaces (% de Hilbert.

Dans de nombreuses applications physiques (courant électrique par exemple), cette formule peut s’interpréter
comme suit : [’énergie totale s’obtient en sommant les contributions des différents harmoniques.

Elle permet ausst le calcul rapide de somme de séries, comme certaines séries de Riemann, que je propose en
application.

Exercice 139

Identité de PARSEVAL et application au calcul de sommes

Soit f satisfaisant les hypothéses du théoréme de DIRICHLET.
Justifier les propriétés suivantes.

1. Identité de PARSEVAL
T/2 2 )
— dz =a2 + = E + b
/ T/2 0

2. Application 1 : calcul de ((2)
En utilisant la fonction 2w —périodique telle que f(z) = x pour x dans | —7; =], on obtient

400 1 2
(@)=Y =%
n=1

3. Application 2 : calcul de ((4)
En utilisant la fonction 2w —périodique et paire telle que f(z) = z pour = dans [0; 7|, on obtient

“+oo

1 i
(= =05

Solution (Ex.139 — Identité de PARSEVAL et application au calcul de sommes)
1. Puisque f satisfait les hypothéses du théoréme de Dirichlet,
+o0

f(x) =ao+ Z (an cos(nwz) + by, sin(nwz))

n=1
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CHAPITRE 40. SERIES DE FOURIER

En multipliant par f(z) et en intégrant sur [—T/2; T/2], toujours grace a I'orhogonalité de la famille (1, cos(wx) cos(2u
on obtient, au facteur 1/T prés, 'identité de Parseval pour f Et comme f et f ne différent au plus qu’en un
nombre fini de points, leurs intégrales sur [—T/2; T/2] sont égales.

2. Soit f la fonction 2r—périodique telle que f(z) = z pour x dans | —m; =[. f vérifie les conditions de Dirichlet
et, étant impaire, on a a, = 0 pour tout n de N.

1 (" 1([- 1T
by, = / xsin(nz)dx == <[xcos(nx)] + / Cos(nx)dx)
T ) . T n .n

—T

2(71)71-1—1 2(71)71-!—1 1 9
=——40= dou b2 = =
n + R (2)u 2" n?
1 [7 2 1 |z ™
der = — | — -
2 J_, J(x)de 2m [ 3 }_W 3

Par 1’1dent1te de Parseval :
= Z = 2((2), donc ¢(2) = %

3. Soit f la fonction 27w —périodique et paire telle que f(x) = = pour x dans |0; «[. f vérifie les conditions de

Dirichlet et étant paire, on a b, = 0 pour tout n de N*.
1

1
aw=5-| f( Yda = 71’/0 xdz (parité), donc ag = g

2 ™
ap, = — f(g;) cos(nz)dx = / x cos(nz)dx (parité)
T J_ ™ Jo

(] o) o 22

2((_1)n — 1) 0 si n pair
= — = _4
n2m ——  siln impair
n4m
0 si n pair
Ainsi : a2 = 16

sin 1mpa1r

1
Par l'identité de Parseval = FZ + 5 > an i or
+oo 400
1 1 1 1 15
_——m — 4 - t - - 4 d7 . :
Zn4 Z 2n nz 2n+ 1) 16C()+nz(2 +1)47501 Z Gnr 1) 16C( ), d’ott
772 7'['4

12 ﬁf(‘l), donc ¢(4) = —.
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Chapitre 41

Transformée de FOURIER

[CS-M1 — 2016 — PC — Partie IT][CS-M2 — 2016 — PSI — Parties I, I & III] [CS-M1 — 2018 — PC — Parties I &
1] [MP-M2 — 2019 — PSI — Partie IV]

= Les séries de Fourier pour les fonctions périodiques associent a chaque signal temporel son spectre fréquentiel,
association d’ailleurs réversible puisqu’on peut reconstituer le signal connaissant son spectre. Si les séries de Fourier
font des merveilles avec les ondes sonores par exemple, en les décomposant en somme d’harmoniques de fréquences
multiples de la fréquence fondamentale, comment généraliser l'idée a des signaux non périodiques ¢

La généralisation débouche sur la transformation de Fourier, exemple le plus courant nécessitant d’intégrer des
fonctions a valeurs complexes.

Introduction : des séries de Fourier a la transformée de Fourier, ’idée empirique

Lorsqu’une fonction T—périodique vérifie les hypothéses du théoréme de Dirichlet, on peut écrire

= 27
f(z g cn€™T onlw =
T
n=—oo

Dans son Traité de la chaleur, Fourier propose d’envisager les fonctions non périodiques comme des fonctions
T—périodiques dont la période T tend vers +oo.
Comme il ne s’agit plus d’empiler des harmoniques de fréquences nf; multiples de la fréquence fondamentale

1
fi= T I’astuce consiste & effectuer un « changement de variable » faisant disparaitre n et permettant un passage

a la limite lorsque T — 400 : on pose £ = et ,;L‘
En ecrlvant 1
n
Af = ——=—ct

cAL= T T
T/2 T/2 ‘

e C(¢ / e Wy = / f(z)e 2™8%dg - quantité ne dépendant que de € -, il vient
T/2 —T/2

+o0o
> CEePme A,

n=—oo

En faisant tendre T vers 400, A§ ——— 0 et on passe de la somme discréte a la somme continue, alias
T—4o00

I'intégrale,

+o0
f(2) = / C(6)emEv .

—00
Quant a C(&), il devient, puisque T — +o0,

—+00

C) = fx)e > da.

—00
Ce coefficient C(&), fonction complexe de la variable réelle £, joue le role de la suite des coefficients complexes

(¢n). C(€) est la transformée de Fourier de f, couramment notée F(f) ou f (se lit souvent « f chapeaus).
Ces considérations heuristiques débouchent sur les idées suivantes :
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CHAPITRE 41. TRANSFORMEE DE FOURIER

e f:R— K (K=RouC) fonction « signal », dont la variable est en général dans le domaine « temporel »
en physique,

N “ P +o0o )
e F(f)=f:R—=C,{— F()E) = f(& et / f(z)e™?™%2dg fonction « spectre », dont la variable est
dans le domaine « fréquentiel »,

. too | A
e avec comme transformation inverse F~!(f)(z) = / f(&)e*mierde.

Comme F(f) est définie par une intégrale impropre, on n’évitera pas les questions de convergence.

Exercice 140

Transformée de Fourier dans ’espace Ly, transformée de la dérivée

Soit L1 le C—espace vectoriel des fonctions f : R — C continues par morceaux et intégrables sur R.
1. Soit f € Ly. Montrer que = +— f(z)e™ 2™ est intégrable sur R.

+00 )
2. Soit f € L;. Montrer que F(f) : { — / f(z)e 2%z est continue sur R.
—0oQ

3. Montrer que, si de plus f est de classe C" avec f*) intégrable sur R pour tout k € [[1; n]], alors
vk e [[1; nll, F(FW)(E) = @rie)*F(£)(&).

Solution (Ex.140 — Transformée de Fourier dans l’espace Ly, transformée de la dérivée)
1. Il suffit d’observer que ‘f(x)e_szx‘ < |f(x)| et f est intégrable.

2. Appliquons le théoréme de continuité des intégrales a paramétre.
(i) Pour tout & € R, z + f(x)e 2™%% est continue par morceaux sur R.
(ii) Pour tout # € R, & +— f(x)e™2™%% est continue sur R.
(iii) Pour tout (¢, ) € R?, ‘f(x)e_szw‘ < |f(x)] et | f| est intégrable sur R (et indépendante de &).
Par conséquent, F(f) est continue sur R.
3. Il suffit de le démontrer pour n = 1. Le résultat se généralise par une récurrence immédiate.
+o0 .
F(fH= / f'(z)e" 2™z incite & tenter une intégration par parties.

—00

—2migr de classe C! sur R, on sait déja que

/ " @) @) = —2micaF (f)

—0o0

Avec fetg:x—e

existe.
Reste a étudier lim f(z)g(x).
x—rF00

T—>+00

€T
Comme f’ est intégrable, lim / f/(t)dt existe, i.e. lim f(x) — f(0) existe. Donc lim f existe. Soit £ cette
T——+00 0 +oo
+0o0
limite. Si ¢ # 0, alors f(z) ~ £, orc / ¢dx diverge, donc f n’est pas intégrable. C’est absurde, donc ¢ = 0.

T—>+00 0
Un raisonnement analogue en —oo montre aussi que f(x) —— 0.
T—r—00
De plus, |f(x)g(x)| = |f(z)| donc | f(x)g(x)| — 0. L’intégration par parties est licite et
T—r00

F (&) = 2mis F(£)(S)

Exercice 141

Dans lespace S, dérivée de la transformée et transformée de la dérivée
)

On note S 'espace de SchwartzE] ou espace des fonctions & décroissance rapide.

1. Ainsi nommé en hommage & Laurent SCHWARTZ (1915— 2002), premier mathématicien frangais a recevoir la médaille
Fields pour ses travaux sur la théorie des distributions, en 1950 — il est alors professeur & 'université de Nancy. A ne pas
confondre avec Hermann Amandus SCHWARZ (1843-1921), de 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ
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S est le C—espace vectoriel

s {f:R—CC®V(k,n)eN z+ 2P F) (z) est bornée}.

Soit f € S.
1. Montrer que pour tout (k,n) € N2, s 2 f(") () est intégrable sur R.
2. Justifier que F(f) est de classe C* sur R avec, pour tout n € N et tout £ € R,

+o0

(F(H) ™) = (27”')"/ 2" f(x)e” M da = (—2mi)" F (2" f(2)) ().

—00

3. Pour tout n € N et tout £ € R, montrer que

F(f) (&) = (2mie)"F(f)(©).

Solution (Ex.141 — Dans lUespace S, dérivée de la transformée et transformée de la dérivée)
1. Soit (k,n) € N2. Par définition de S, z + x* f(") (z) est continue sur R, et zF+2 f() () = O (1), donc 2 (™) (z) =

1
@) <2>, ce qui assure que x — 2 (") () est intégrable sur R.
x

2. Appliquons le théoréme de régularité des intégrales & paramétre. Soit n € N*.
Soit g : R? — C, (&, z) ~ f(x)e 2Tz,
(i) Pour tout = € R, £ — g(&,x) est de classe C" sur R.
(ii) Pour tout k € [[0; n — 1]], pour tout f € R,

T > a—gk(f, x) = ( — 27Tix)kf(x)e_27”f”3

est continue par morceaux et integrable (toujours O(1/x?)) sur R.

(iii) Pour tout £ € R, x »—> aen (5, z) = (- 2miz)" f(x)e 2™ est continue par morceaux sur R.

< 2m)" 2" f(x)| et x — (2m)™ |2" f(x)| est continue par morceaux et intégrable

() ¥e.) e ', (T80

(...toujours O(1/z?%)) sur R.
Le théoréme s’applique et on obtient I’expression voulue.

3. Meéme raisonnement que dans la propriété précédente (IPP). On peut noter que = — =z ) (z) bornée donne
directement f(™(z) — 0 puisque f™(z) = O (1/x).
T—>1T00

Exercice 142

Ezxemples de calculs de transformées Fourier

Justifier les propriétés suivantes.

1. Transformée d’une fonction porte et d’une fonction indicatrice

1 i 1/2
a) Soit [I: R - R,z S% 2l < /
sinon
sin(7€) )
0
Alors F(II) : £ + sinc(n€) = Ur sie#
1 si&=0

1 siz€la; b
0 sinon '

b)Soita<betx[a;b]:]R—>R,x»—>{

el — 0)8) imasne
Aors F(f) + € 15 e e + si§#0
b_ sié=0

Remarque : « sinc » ainsi défini s’appelle le sinus cardinal.
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CHAPITRE 41. TRANSFORMEE DE FOURIER

2. Transformée d’une exponentielle

—ax : >0
SoitaG]O;+oo[etf:R—>R,x»—>{e s?x :
0 sinon
1
Al : .
ors F(f) 1€ o

3. Transformée d’une exponentielle symétrisée

Soit a € ]0; 4oo[ et g: R — R,z +— eall,

2a
Alors F(g) : £ — —————.
(9): 8= e

Remarque : cette fonction est la fonction lorentzienne de paramétre a.
4. Transformée d’une gaussienne

Soit a €]0; +oo| et pq : R — R, x s 47"

En formant une équation différentielle du premier ordre dont p, est solution, on montre, grace a 'intégrale de

+o0o 5
GAUSS / e "du = /7, que

—00
1

F(f): & %e—fﬁ% = Ja1/a(6).

Solution (Ex.142 — FEzemples de calculs de transformées Fourier)

—2migx 1/2 ;
v e2me] V2 _ sin(rg) siE#0
1.Hm@:/i1em%m: —2mi€ |y €
172 siE=0
b .
F(X(a; )(€) = / le 2™ dy
e—2mica ]’ sin(m(b —a)é) _,
— —im(a+b)¢ :
e, g HEAY
b—a si&=0
car €28 _ %o = gi(A+0) (¢i(8-0) _ il=B+0)) = 2j¢i(A+0) sin(5 — o)
+o0 ) 1
— —(a+2mi&)x - -
2 FNEO = [ e do=
3. Ennotantg::z:%){e s%x<0
0 sinon
70
0 ) (a—2mi&)x 1
_ (a—2mi&)x _ € _
Fl9)©) t[me dz [a—ZMfl_ @ — 2mi€
Par linéarité de I'intégrale (donc de F au passage),
2a
F(h)(&) = F(f+9)(&) =F()E) +F(9)(&) = o T an2e

4. ¢l (x) = —2amzpy(z) donc ¢l (z) + 2arzpy(x) = 0.
En prenant la transformée de Fourier des deux membres,
Feh)(©) + 2amF (@ — apa(2))(€) = 0
Comme ¢, € S donc est de classe C*°, et par les liens entre dérivation et transformation de Fourier, on a

e 1
2mi€pa(§) — ;aSOa/(g) =0
soit encore 5
— ™~
@a,(g) + ;&Pa(g) =0
Cette équation différentielle du premier ordre s’intégre facilement et il existe K € R tel que
— T
7al©) = Kexp (—¢?)
De plus

+o00 +o00
— u=x+/am 1 —u2
%a(0) :/ Ya(z)dr == \/ﬁ/ e du=

Bl
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Donc K =

Bl

Exercice 143

Transformation inverse

Soit f € S telle que fest intégrable sur R.
On pose p = 1 : R — R, 2 +— exp(—7z?) de sorte que § = ¢ d’aprés la propriété précédente.
Pour tout n € N*, on pose

I, = ;Oof(f)(p <5> dé et J, —/Mf(i) ¢ (z)dz

n —00

+oo
1. Montrer que ngrfoo I, = /_OO F(&)dE et ngrfoo Jn = f(0).

2. A l’aide de la formule de Fubini (admise)

/_-i-oo ( _—i—oo o) <?§> e_ngxd§> do — /_+oo < _—i—oo fo)e (i) e_2iw£xdx> de

montrer que : Vn € N*, 1, = J,.
+0o0

3. Justifier que f(0) :/ f(f)df

—00
4. Montrer que par translation
+oo .
vueR fw= [ Foena

—00
qui est bien la formule « intuitée » dans I'introduction.

Solution (Ex.143 — Transformation inverse)

1. e Appliquons le théoréme de convergence dominée de Lebesgue en posant pour n € N* :
" £
gn &> [(©e (n :

(i) Pour tout n € N*, g,, est continue par morceaux.

(ii) gn e f car ¢ est continue donc ¢ (5> —— ¢(0) = 1.
n n—-+oo

(iii) Comme |p| < 1, 0n a :

Vn €N VEER,  ga(6)] < | ()] avec  intégrable.

Par le théoréme de Lebesgue,

n——+00

—+oo —+o00 R
L= [ e [ R
—00 —0o0
e Rappelons que @ = ¢ et que, par U'intégrale de Gauss,
/+OO u=zy/7 1 oo

1
N o(r)de = 7 e " du = NG x /7 =1.

Appliquons le théoréme de convergence dominée de Lebesgue en posant pour n € N* :

T\ ~
hp:x— f (ﬁ) o (x).
(i) Pour tout n € N*, h,, est continue par morceaux.
(ii) hp AL f(0)¢ car f est continue donc f <£) — f(0).
n

n—-+00
(iii) Comme f € S, f est bornée car f(t) = t’f(t), donc on a :
Vn e N* Ve € R, |hp(x)] < ||f|| ¢(z) avec ¢ intégrable.
Par le théoréme de Lebesgue,

+00 +oo
b= [ ha@)ds —— [ 0)p()ds = 7(0) x 1= £(0)
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CHAPITRE 41. TRANSFORMEE DE FOURIER

+o0o +o0o . f
-/ / Fla)e —Ww) dnp (£) ag
+oo +oo . £
/ / 72171'51 0 < ) dxdf, et par la formule de Fubini
+oo +OO
_ / f —2iméx < ) dfd.%'
_ f( ) —217r§x ( ) dfd
. /—oo +O:C /_ +o00 '
N f(JT)/ e 2T 4 (1) ndtda
=nz oo e
“+o00
[ e

Donc : I, = J,.

/n

e 2 () dtdu

n—-+0o0o
On va appliquer ce qui précede a h.

3. Par unicité de la limité, lim I, = hm Jn, te. f(O / ]?
)
") (u + ).

@ Soit u € R. Posons h : z — f(u+ :1:) de sorte que h(0) = f(
e h est clairement dans S car (z + u)* ~ zF et h(” (ZL‘ =
T—>1T 00

° ﬁ(f) _ /+OO f(u + :c)e72”52dx t=utaz /+oo f(t)efmﬁrg(tfu)dt _ e2i7r§uf(£)7

—00o
et comme f est intégrable, h est intégrable.
Donc par ce qui précéde,

+oo +oo )
f(u) = h(0) = / (€)= / Fle)ermenag

246



Chapitre 42

Séries entiéres complexes et grands principes

Dans ce chapitre, nous allons étudier certaines propriétés remarquables des fonctions développables en série
entiére de la variable complexe.

Rappels sur la notion de voisinage —

e On rappelle qu’'une propriété P(z) est dite vraie au voisinage de zp s’il existe une partie ouverte V contenant
2o telle que, pour tout z € V, la propriété P(z) est vérifiée.

Vu la définition d’un ouvert, il revient au méme de dire qu'il existe > 0 tel que la propriété P(z) est vraie

[e) (0]
pour tout z € D (29;7), D (z0;7) désignant le disque ouvert de centre zy et de rayon 7.
Ainsi par exemple, les propriétés suivantes sont équivalentes :
« f ne s’annule pas au voisinage de zg » ;
o

«3dr>0, VzeDl(zpr),f(z)#0»;
«Ir>0, (lz—z2|<r)= (f(z)#0)»
e Pour manipuler les voisinages, et notamment les disques ouverts, il est bon d’avoir a ’esprit que, pour tout
zg € Cet tout r >0

o [¢]

Vz €D (z0;r), D(z;r—|z— 20]) CD(20;7)-

Exercice 144

Principe des zéros isolés en 0

On rappelle que l'expression « le nombre x est un zéro de la fonction f » signifie que f(x) = 0.
1

x sin (—) six #0
x .

0 siz=0

a) Montrer que f est continue.

b) Montrer que, pour tout r > 0, il existe x tel que 0 < |z| < r et f(z) =0.

Autrement dit, tout voisinage | —r; r[ de 0 contient au moins un zéro de f autre que le nombre 0. Le zéro 0
de f n’est pas isolé : on peut trouver des zéros de f aussi proche que I'on veut de 0.

1. Soit f:R—= R, z—

2. Soit f une fonction développable en série entiére de rayon de convergence R > 0 (éventuellement R = +00).
On pose

400
Vz tel que |z] <R, f(z) = chz”.
n=0

On suppose de plus que f n’est pas la fonction nulle.
a) Justifier l'existence de k = min {n € N| ¢, # 0}.
b) Montrer qu’il existe une fonction g développable en série entiére de rayon R telle que

2] <R = f(2) = 2"g(2)
9(0) #0

c) Justifier qu'il existe r € | 0; R][ tel que
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c
21 < r = lg(2) — 9(0)] < %]
d) Justifier finalement que

Vz tel que 0 < |z| <r,on a: f(z) #0.

[}
Autrement dit, il existe un voisinage D (0;7) de 0 dans lequel le seul point ot f peut s’annuler est 0.
Si 0 est un zéro de f, alors f est isolé...

3. Existe-t-il des fonctions développables en série entiére telles qu’a partir d’un certain rang ng on ait :

a) Vn = ny, f<1>:1?

2n) n

b) ¥n = no, f<21n) :f<2n1—i—1> :%?

Solution (Ex.144 — Principe des zéros isolés en 0)

1
1. a) e Par composition de x — — continue sur R* et sin continue sur R, x — sin(1/x) est continue sur R*. Donc
x
f est continue sur R* comme produit de fonctions continues.
o Vx € R*, |f(x)| < |z| donc par encadrement f(x) — 0 = f(0). Donc f est continue.
d

1
b) esin(l/x) =0 <= 3k € Z*,z = T
T
1 1 1 1
Or — < r pour k > — : prenons par exemple k = | — | + 1l et x = —.
km T rT km
Alors 0 <z <ret f(x) =0. Cqfd.

2. a) Si tous les coefficients de f étaient nuls, f serait la fonction nulle. Comme f n’est pas nulle, 'ensemble
{n e Nl ¢, # 0} n’est pas vide. Or toute partie non vide de N admet un plus petit élément.
b) Soit z tel que |z| < R.

+o0 +o0 +o0 +oo
f(z) = Z 2" = Z 2" = ch+kz]+k = 2F ch+kz]
n=0 n=k 7=0 7=0
400 '
En posant g(z) = Z cj+k?’, g est de méme rayon que R et g(0) = ¢, # 0.
=0
c) g est continue en 0 (comme toute fonction DSE de rayon non nul), donc g(z) = 9(0).
zZ—
En prenant € = ’c;| > 0 dans la définition de la limite,
Ir > 0 tel que |z| <r = |g(2) — g(0)| < |02k|
d) Soit z € C tel que 0 < |z| < r. Comme g(0) = ¢,
Ck C Ci Ck
02) — sl < % done | lo(2)]  fexl | < % done 1] < Jg(2)) —Jerf done 2 < g2

Comme ¢, # 0, |g(2)| > 0 donc g(z) # 0.
Comme f(z) = 2¥g(z) avec z # 0 et g(z) # 0, f(z) # 0.
3. a) eAnalyse —
Supposons f DSE au voisinage de 0 avec un rayon R non nul et vérifiant

1 1
Vn)”o» f( >:

2n)  n

1
vn}n(h g<2>:0
n

g est DSE (méme rayon que f) et admet une infinité de zéros non isolés au voisinage de 0.
D’aprés le principe précédent, g est la fonction nulle, donc f est la fonction z — 2z.

e Syntheése —

Réciproquement, f : z — 2z est clairement solution au probléme.

e Conclusion —

Soit g : z — f(2) — 2z. Alors :

Il existe une unique fonction répondant au probléme : z — 2z.
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b) S’il existe une solution, elle est solution du probléme précédent, donc du type z — 2z. Or f : z — 2z ne vérifie
pas

1 1
Vi > no, f(2n+1) T

Donc ce probléme n’a aucune solution.

Exercice 145

Principe du mazimum en 0

Soit f une fonction développable en série entiére de rayon de convergence R > 0 (éventuellement R = +00).
On pose

+oo
Vz € C tel que |z| <R, f(z)= chz”.
n=0
On suppose que la fonction z — |f(z)| atteint un maximum local en 0, c’est-a-dire
o
Ir >0, VzeD(O,r), [f(z)]<I[f0)

Justifier, a ’aide du principe des zéros isolés du premier exercice, que si ¢g = 0, alors f est la fonction nulle.
2. Dans cette question, on suppose ¢g # 0.

1.

a) On suppose de plus qu'il existe au moins un coefficient ¢, avec n € N* non nul et on pose
k = min {n € N*| ¢, # 0}.
Justifier I'existence d’un nombre complexe by et d'une fonction g développable en série entiére de rayon au
moins égal a r tel que

VzeD(0;7), f(z)=co(l+bpz"(1+ 29(2))).
b) Justifier 'existence d’'un réel M € ] 0; 4o0] tel que

-
v2eC, ([ <5) = (lg(z)] < M),
c) On pose by = pe'® avec p € ]0; +oo[ et a € [0; 27[.

1 21 — ,
— T),Hz Fk % et 2 = me.

Soit m = mi =

oit m mm(QM, 5

Justifier que

|1+ bz (1 + 29(2)) | > \ |1+ biz"| = [okz" g ()| \

et en déduire que
£ (2)] > |eol.

d) En déduire que f est constante.

3. a) Enoncer une conclusion synthétique des questions 1 & 2. Cette conclusion s’appelle le principe du mazimum.
b) Donner une fonction f: R — R de classe C*°, non constante, telle que |f] atteigne un maximum en 0.

Solution (Ex.145 — Principe du mazimum en 0)
1. Sicp =0, alors f(0) = 0 et pour tout z tel que |z| < r, |f(2)] < |f(0)|, i.e. f(z) =0. Donc le zéro 0 de f n’est
pas isolé, et ce n’est possible que si la fonction f est nulle par le principe des zéros isolés.

2. Dans cette question, on suppose ¢y # 0.
o]
a) Vz € D(0;r),

+00 400 400
f(Z) = Z ann = Cp + Z ann = Cp + Cka + ZkJrl ZCk+1+jZ]
n=0 n=k =0
c =Xe
k k+1+5 4
S O Y P -t
(&)) - Ck
Jj=0
+00
Ck Ch+1+j . L .
En posant by, = — et g(z) = Z 4 23 de rayon au moins r par le calcul précédent (en fait de rayon
Co Ck

§=0
identique a f, donc R), on a
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(e}
Vz2eD(0;7), f(z) =co(l+bpz"(1+4 29(2))).
b) g est continue sur le disque fermé de rayon r/2. Ce disque étant aussi borné, g est bornée et |g| atteint un
maximum M sur ce disque. On a alors

vz2eC, (2l <5) = (lg(2)] <M).
c) |14 bp2k (14 29(2))| = |1+ b2k + bpektig(2))
1) 1+ b2*(1+29(2))] > \ |1+ bp2*| — |brz" g ()| \

<

[\

, et par l'inégalité triangulaire ||a| — |b|| < |a + b,

Or:

° ‘1 + bkzk‘ = |1 + peio‘mkei(Q"_“)‘ = ‘1 + pmk‘ =1+ pmF
. ‘bkzk“‘lg(z)} = pmF 1 g(2)] < pmFTIM car |z] < 7/2.

k

1 1
Et mM < mM < 3 donc pm* 1M < %

k
Dou |bzFt1g(2)| < % <1+ pmF.

(1) fournit alors

k k
L bz (L4 29(2)| > 1+ pmt = - > 14 B> 1

Par conséquent, |f(2)| > |col.
° r
d) On a trouvé z € D (0;7) (car |z| =m < 5) tel que |f(2)| > |f(0)|, ce qui contredit I'hypothése initiale.
Par ’absurde, on doit rejeter I'hypothése de a), donc : Vn € N* ¢, = 0 et f est constante, égale a cg.

3. a) Principe du mazimum : si |f| atteint un maximum local en 0, alors f est constante sur tout son domaine de
définition.
b) cos de classe C* et non constante sur R, et |cos| atteint un maximum local (et méme global sur R) en 0.

Exercice 146

Taylor et les trois principes généraux

Le principe des zéros isolés et le principe du mazximum précédemment étudiés supposent que le zé€ro ou le maximum
est atteint en z = 0. Nous allons voir que ces principes se transportent en tout point intérieur au disque de
convergence.

Soit f une fonction développable en série entiére de rayon de convergence R > 0 (éventuellement R = 400) et on
note D le disque ouvert de centre 0 et de rayon R (éventuellement D = C).

On pose
+00
Vz € C tel que |z| <R, f(z2)= Zanz”.
n=0

1. On admet le théoréme de FUBINI de permutation de 'ordre des sommations pour les séries doubles absolument
convergentes (théoréme réguliérement admis dans les énoncés de concours), dont I’énoncé est le suivant.

Théoréme de FUBINI
Soit (u;,5)ien,jen une suite double de nombres complexes :
V(Z,j) S N2, Ui € C.
On suppose que :
@ pour tout ¢ € N, la série Z u;,; est absolument convergente,

720
+0o0
@ la série Z Z |ui j| | est convergente.
i>0 \j=0
Alors :
O pour tout j € N, la série Z u; ; est absolument convergente,
i>0
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+oo
0 la série Z (Z |u”]> est convergente,

>0 \i=0

+oo [ +oo +oo /+4o0o
®ct > | Juigl| =) (Z |uz‘,j|>-

i=0 \ j=0 j=0 \i=0
On dit que la série double Zum est absolument convergente, et sa somme est indépendante de l'ordre des

4,J
sommations :

+oo [ 400 +00 /+00
Z Ui,j = Z Zui’j = Z < 'LL@j).
(i,5)EN2 i=0 \ j=0 j=0 \i=0
a) Soit zp € D\ {0}. On pose 79 = |2o].
Soit 7 € [ro; R[. On pose
¥(n,k) € N2, e Jay| (Z) (r —ro)frg "

Montrer que la série double Z Up, i converge absolument.
n,k

b) Soit k € N. Justifier la série Z lan| <Z> (r — 10)*r3~F converge absolument et que

n>0
(k) o0
fk(!z(]) (7“ — ’I“O)k < Z |an‘ <Z> (’r‘ — ro)krg*k.
n=0

k
s s f()(z)k 5
c) En déduire que la série entiére B a un rayon de convergence au moins égal & r — rg.
k>0 ’

k) (5
d) En déduire finalement que la série entiére Z fi(o)zk a un rayon de convergence au moins égal & R — rq,

!
k>0 !
et, toujours a ’aide du théoréme de Fubini, montrer que :
pour tout z € C tel que |z — 29| < R — 7y,

100 ¢(k) 5
fe =3 L)

k!
k=0
Taylor, quand tu nous tiens...

e) Cette relation demeure-t-elle si z9 =07

2. Principe du prolongement analytique —

Soit zp € D. L’objectif de cette question est de démontrer le principe du prolongement analytique qui sera énoncé

en d).
Dans les sous-questions a) a c), on établit que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout n € N, ™) (2) = 0,
(7i) f est la fonction nulle sur un voisinage de zp,
(7it) f est la fonction nulle sur D tout entier.
a) Justifier que (7) entraine (7).
b) On suppose (i7). On note D' 'ensemble des points de D au voisinage desquels la fonction f est nulle :
D' ={ze€D|3r, >0, f est nulle sur D (z;72)}
i — Justifier que D’ est un ouvert non vide.
ii — On suppose que D' # D, donc il existe au moins un nombre g € D\ D'

On parameétre le segment [ zo; (] en posant
YAE[0; 1], 2=+ (1— Nz
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Justifier que ensemble I = {\ € [0; 1] |z) &€ D'} admet une borne inférieure p.
iii — Montrer que p > T > 0.

|8 — 2o

iv — Soit a = z,. Justifier que o n’appartient pas a D'. On pourra raisonner par l’absurde.
v — Soit (Ag)ken une suite de réels de [0; u[ convergente, de limite p.
En considérant la suite (z)\k), montrer que,
vneN, f(a)=0.

vi — En déduire une contradiction.

vii — Justifier alors que (ii7) est vérifiée.
c) Conclure.
d) Justifier le principe du prolongement analytique :

« Soit f et g deux fonctions développables en série entiére de rayon R > 0. On note D = ]O) (0;R).
On suppose qu'il existe zg € D tel qu’au voisinage de zg, f et g coincident, i.e.
Jr > 0 tel que |z — 29| < r entraine f(z) = g(2).
Alors f = g sur D tout entier. »
3. Principe des zéros isolés —
On suppose que f n’est pas la fonction nulle. Soit zg € D tel que f(z9) = 0.

R +00 ¢(k) 5
A Taide de la série entiére g(z) = Z fk('o)zl’C et du premier exercice, montrer que zg est un zéro isolé de f,
k=0 ’

c’est-a-dire qu’il existe r > 0 tel que
Vz tel que 0 < |z — 29| <7, f(2)#0.

4. Principe du maximum —
Soit zg € D. On suppose que z — |f(z)| atteint un maximum local en zj.
Montrer, en utilisant le deuxiéme exercice, que f est constante sur D tout entier.

Solution (Ex.146 — Taylor et les trois principes généraux)

1. a) @ Soit n € N fixé. Z Uy, converge absolument car ne contient qu'un nombre fini de termes non nuls puisque

k>0
n

<k> =0 pour k > n, et

+o00o n n N

k n—k Newton
Zun’k = Z\anl (r —ro)"ry =" |ap|r"
k

k=0 k=0

@ Comme 0 < r < R, la série Z apr" converge absolument, donc Z |an| r™ converge absolument.

n>0 n>0
e Par le théoréme de Fubini, la série double Z Uy, converge absolument.
n,k
b) Soit k € N.

D’apreés la conclusion @ du théoréme de Fubini, la série g |an| ( k:) (r — ro)krg ¥ converge absolument.
n>0
Par dérivation terme a terme de la série entiére définissant f, on a :
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“+00

(k z 1 k:+z‘ =Rk ,
f ,0 —ka ak+iZ(ZJZZ< L )ak+izé

i=0
ki +o0o n +z>0 n n
e Z <k>anz8 k— Z <k>anzg k car <k> =0pourn<k
n=k n=0
+o0
Tz n
D’ou : k;(')(r —ro)k = Z f an(r — )2y,
’ n=0
Comme |zg| = r¢, cette série est absolument convergente et par l'inégalité triangulaire
S (k)(ZO) k,n—k
o (r—ro Z|an| (r—mro) ry™".

c) e Soit z tel que |z| < r — rg. D’aprés ce qui precede :

f(k)(ZO)Zk < F®(z)

vkeN, ! S|TH

7"—7’0 g Un,k

“+oo
e D’aprés la conclusion @ du théoréme de Fubini, la série E ( E unk> converge.

k>0 \n=0
P (z0) 4

e Donc la série entiére E 72 converge, ce qui prouve que le rayon de convergence de cette série vaut

k!
k>0

au moins r — rg.

d) e Soit z tel |z| <R—7rp. On a: |z|+79 < R. Prenons r €]|z| +1ro; R[ desorte que r € [ro,

" (z0) &

Par le raisonnement précédent, la série E ———=2" converge, donc la série entiére E

k!

k>0 k>0

de convergence au moins égal & R — rg.
e Soit z € C tel que |z — 29| < R —rg. Il existe r € [ro; R[ tel que |z — 29| < r — ro.

B (z0) 4

k!

R et |z] <r—ro.

——, < aunrayon

n
Par ce qui précéde, la série double Zan < k:) (z — zo)kzg k¥ converge absolument puisque le module de son

n,k
terme général est majorée par u, j.

Sommons alors cette série double de deux fagons.

+00 400
Z an<Z>(z—zo kzg k ZZG"< ) z—2p) kzg k Zan =

n=0 k=0

+00 +00
Z an(Z)(z—ZO kzg k ZZ“"( > z—zo)kzg k

k=0n=0

e) Oui, d’aprés la formule de Taylor en 0 (qui est au programme : si R > 0, alors Vn € N,

2. Principe du prolongement analytique —

Ap =

F(0)

n!
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Soit 2y € D. L’objectif de cette question est de démontrer le principe du prolongement analytique qui sera énoncé
en d).

Dans les sous-questions a) a c), on établit que les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout n € N, ") (20) = 0,

(7i) f est la fonction nulle sur un voisinage de 2z,

(7i7) f est la fonction nulle sur D tout entier.

a) Supposons (7).

o X r)
D’aprés 1), pour tout z € D (z0; R — rp), f(2) = Z fk('?«“o)(z —20)"=0
k=0 '

Ce qui prouve (i1).
b) On suppose (i7). On note D' 'ensemble des points de D au voisinage desquels la fonction f est nulle :
={z€D|3Ir, >0, f est nulle sur D (z;72)}
i— e D’aprés (ii), zo € D' donc D' # 0.
e Montrons que D’ est un ouvert de C.
Soit 2z € D’ quelconque.

(o]
Alors il existe r, > 0 tel que f est nulle sur D (z; 7).
Montrons que D (z;7,) C D', ce qui prouvera que D’ est ouvert.
o
Soit w € D (z;7,) quelconque.
Alors |z —w| < r, donc p=r, — |z —w| > 0.

[¢]
Et pour tout t € D (w; p),
t—z|<[t—w+w—2z|<|[t—wl+|w—2z < p+|w-— 2|

donc |t — z| <, et f(t) =0.
Ainsi il existe un voisinage de w sur lequel f est nulle, donc w € D’.

Du coup D (z2;7,) C D', ce qui achéve de montrer que D’ est ouvert.
ii — e I est non vide car 21 = 3 ¢ D'.

e 1 C[0; 1] donc I est minoré.

e Par conséquent, I posséde une borne inférieure.

iii — Soit A tel que : 0 < Tz
NEEE
Ona:|zy—20 =[N+ (1= XN)zo— 20| = A8 — 20| < ra-

o
Donc : zy, € D (20;74,)-
[¢]
D (z0;7%,) est un voisinage de zy sur lequel f est nulle.

Donc z) € D' et A € I. Par conséquent, u > \.

Comme ceci est vrai pour tout A tel que 0 < ona = et du coup p > 0.

> T
\5 - ’ 1B — 2ol
iv — Supposons que a € D', ce qui induit 4 < 1 car a = 2, et 21=p8¢&D.
f est nulle sur ]% (a;7q) = du coup, sur le segment [zg; 5], il va y avoir des z) au-dela de o au voisinage
desquels f est nulle. Etudions cela
\zA—a|<7“a<:>|)\—u|<w p

Prenons alors A tel que p <K A< p+ ——m—
|5 - Zol

Alors D (a;7,,) est un voisinage de zy sur lequel f est nulle. Du coup 2, € D' et A ¢ L.
J’ai démontré :

VAE |+ —2—|, Nel,

!5 - Zol
ce qui contredit que p = inf(I).
Donc a € D'.
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v — e Soit k € N. \y < pr donc A\, €T et 2y, € D', donc f est nulle au voisinage de zy, .
Du coup : Vn € N, f(”)(zkk) = 0. Et ceci pour tout k € N.
e Soit n € N. f(") est continue sur D car f est de classe C*° comme somme de série entiére. Par continuité :

(n) (n)
f (Z)\k) m f (O[) car Z)\k m .

Or

(n)
I 5523 0

Donc f(™(a) = 0, et ceci pour tout n € N.
vi — D’aprés a) qui a établit (i) = (ii), on en déduit que f est nulle au voisinage de a. Donc o € D' : ce qui
contredit le point précédent.
vii — D’ # D conduit a une contradiction. Donc D’ = D, ce qui signifie exactement que f est nulle au voisinage
de tout point de D, et (iii) est vérifiée.
c) Il reste a établir que (iii) = (7), ce qui est évident car les dérivées successives de la fonction nulle sont toutes
nulles.
d) En posant h = f — g, h est DSE sur D et nulle sur un voisinage de 2o, donc par (ii) = (¢¢), h est nulle sur
D, donc f = g sur D.
3. Principe des zéros isolés —
e g est une fonction DSE autour de 0, de rayon non nul.
e g n’est pas la fonction nulle car si elle I’était, on aurait :
vneN, f™(0) =0,
donc par ce qui précéde, f serait la fonction nulle, hypothése exclue ici.
e Par 1),

° T ¢(n)
vz eD iR ll), f(:)= DT e = gz - 2).
n=0 ’

Comme f(z9) =0, on a g(0) = 0.
On peut appliquer le premier exercice & g :
Ir > 0 tel que (0 < [z] < 1) = (g(2) #0).
Par conséquent,
(0< |z —20| <) = (f(2) #0),
ce qui signifie exactement que zy est un zéro isolé de f : il existe un voisinage de zy dans lequel f ne s’annule
pas, sauf en zg évidemment.
4. Principe du maximum —

e 3r >0,z € D (2057), [ f(2)] < |f(20)l.
e En définissant g comme dans la question précédente, on a :
vz € D (0;min(r, R — |z0])) ,  [9(2)] = [f(z + 20)[ < [f(20)] = |9(0)]
car z + zo € D (203 7).
e Par le second exercice, j'en déduis que g est constante sur D (0; R — |z0]).
e Donc f est constante au voisinage de zg, égale a f(zp).

e Alors h = f — f(z0) est nulle au voisinage de zy, donc, par 2), est nulle sur D.
e Donc finalement f est constante sur D.

Exercice 147

Fonctions entieres et dominations

Une fonction est dite entiére si elle est développable en série entiére de rayon infini sur C.
Soit

+oo
f(z) = E 2"
n=0
la somme d’une série entiére définie sur C, donc de rayon +oo.

1. Une formule de Cauchy —
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Montrer que, pour tout » > 0 et tout p € N

f(re He At = 2nrPe,.
0
2. Un théoréme de Liouville —
Dans cette question, on suppose que f est bornée sur C.

a) Montrer qu’il existe un réel M tel que
Vr>0,VpeN, |¢f < M
rp
b) Montrer que tous les coefficients ¢, pour p € N* sont nuls.
c) Que peut-on dire de f 7
d) Application - Les fonctions complexes sin et cos sont-elles bornées sur C?

3. Dans cette question, on suppose qu’il existe ¢ € N* et (a, 8) € (R4)? tels que
Vz2eC, [f(z)l <alzl!+ B
Montrer que f est un polynéme.

4. Dans cette question, on suppose quelle
VzeC, |f(z)] < eRe),
Montrer qu’il existe une constante complexe K telle que
Vze C, f(z)=Ke.

On pourra s’intéresser a g : z — f(z)e™ %,
Solution (Ex.147 — Fonctions entiéres et dominations)

1. Une formule de Cauchy —

Soit » > 0 et p € N.
2 +0

2m ) . 2 +00 . . .
f(retye=Ptdt = / 3 culretyredt = / 3 el Py

Or d’aprés le cours, la convergence est normale donc uniforme sur tout disque de C donc en particulier que

D(O, r). On peut donc permuter / et Z

f(re e Pt = Z/ cprel(n P = ch / el(n=P)tq¢

0
o / 1dt =27 sin=p,
(n— 0
Or / R T ciln—p)t 1"
0 =0 sin#p.
n=pr |,

D’otu la formule de Cauchy :
2

f(re™)e™Ptdt = 21rPc,.
0
2. Un théoréeme de Liouville —
a) Puisque f est bornée sur C, il existe M € R tel que
VzeC, |f(z)]<M

Alors par 'inégalité triangulaire

27 27
Vr >0,¥p €N, f(re“)eiptdt‘ < / Mdt < 27M,
0

et par la formule précédente,
Vr>0,VpeN, ¢ <

M
b) Soit p € N*. Alors : — ——— 0. Et par encadrement : |¢,| —— 0.
Tp r—+400 r—400

Comme |c,| ne dépend pas de r, cela signifie que |¢,| = 0, donc ¢, = 0.

c) f est constante, égale a cg = f(0).

d) Application -
Comme sin est DSE de rayon infini, si sin était bornée sur C, alors elle serait constante. Comme ce n’est pas
le cas, sin n’est pas bornée sur C et on peut faire le méme raisonnement pour cos.
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On peut aussi noter que sin et cos ne sont pas bornées sur ’axe imaginaire pur :

et —e” et — 1
, N -
Vo € [0; 4oof, |[sin(iz)] ‘ T > o —— 4o
e .
Vo € [0; 4oof, [cos(ixz)| = g > < too
29 2 z—+4o00

3. Pourtoutr >0etpeN,ona:

21 o
2mrP [ep| = ‘ / f(re”)e‘”’tdt‘ < / ar? 4+ 8dt < 27 (ar + f),
0 0

ar?+
e

Or pour tout p>q: ar?f+3 = o(rP).
r—+00
Donc, pour tout p > ¢, par encadrement, |cp| —+> 0, donc ¢, = 0.
r—-+00

d’ou |¢p| <

Par conséquent

P
VzeC, f(z)= chz”,
n=0

donc f est bien polynomiale.

4. Soit g : z +— f(2)e”%. Par le produit de Cauchy de deux fonctions DSE de rayon infini, g est DSE de rayon infini.
On aalors : Vz € C, |g(z)| < eRele=Re(2) 1.
Par 3., j’en déduis que g est constante sur C. Soit K la valeur de g. On a :

VzeC, f(z)=g(z)e* =Ke.
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Chapitre 43

La quéte de 7 par I’Arc-tangente

Exercice 148

FEtude au bord du domaine de convergence, développement en série de

On pose, sous réserve de,

fa) = *f (D% orr
= 2k +1

1. Justifier que f est définie et de classe C* sur | —1; 1[.

2. a) Justifier que f est définie en —1 et en 1.
b) Soit pour tout n € N et tout z € [0; 1],

Justifier que R,, est bornée sur [0; 1] et que
1

Ralloo o1 S 5,75

c) En déduire que f est continue sur [—1; 1].

3. Justifier que

f2k+1 4
Cette formule a été établie indépendamment vers 1670 par James Gregory et Gottfried Wilhelm Leibm’zﬂ mais

on la trouve déja dans des écrits du milieu du XVeéme siécle provenant du sud de I’Inde.

Solution (Ex.148 — FEtude au bord du domaine de convergence, développement en série de )

1. D’apres le cours, f est la somme du développement en série entiére de la fonction Arctan de rayon de convergence
1, donc f est de classe classe C*™ sur | —1; 1].

1
2. a) <2 n 1) est une suite décroissante de limite nulle donc par le théoréme des séries alternées, la série définissant
n

f(1) converge.
De plus, f est impaire donc f(—1) existe et vaut —f(1).

2n+1
b) <2 n 1) est une suite décroissante de limite nulle (car « € [0; 1]), donc par le théoréme des séries alternées,
n

:L,2n+3 1
IRn(z)| < o 13 < i3 ceci pour tout x € [0; 11}
Donc Ry, est bornée sur [0; 1] et [[Rn|[o [0, 1] < T

1. Au fait, le théoréme des séries alternées s’appelle aussi théoréme de Leibniz, non ?
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CHAPITRE 43. LA QUETE DE 7 PAR L’ARC-TANGENTE

c) Par encadrement, lim |[|R,|| 0;1 = 0, donc la série converge uniformément sur [0; 1]. Comme chaque
n—-+00 L

mondme x — ™ est continu, f est continue sur [0; 1].
f étant impaire, elle est continue sur [—1; 1].
+o00 (71)19
3. tinuité d li = f(1) = .
On a, par continuité de f, xl_)mlf(a:) f(1) kZOZk+1
De plus, Vx € [0; 1[, f(z) = Arctan (z), et par continuité de Arctan, Arctan (z) — Arctan (1) = % Donc
T—

T
f(x) —— —. Par unicité de la limite,
z—1 4

Exercice 149

Application au calcul numérique de m

On note, pour tout n € N et tout z € [—1; 1],

S _ - (_]‘)k 2k+1
n@) =2 o 1t
k=0

1. Ecrire une fonction SATAN_1(x,n) calculant la somme partielle S, (z).

v : .
2. a) Montrer que, pour tout n € N, S,,(1) est une valeur approchée de 4 @vec une erreur inférieur a 13
n

b) En déduire une fonction PI(e) écrite en Python retournant une valeur approchée de m avec une erreur inférieure
ae.

c) A l'aide de cette fonction, donner les 8 premiéres décimales de 7 en précisant le nombre de termes sommés
pour obtenir ce résultat. Cela peut prendre du temps, avec mon ordinateur personnel environ 8 minutes.

3. Optimisons le temps de calcul
Vous avez vraisemblablement eu besoin a deux reprises de 'opérateur puissance « ** ».
a) Compléter la fonction suivante afin de calculer S, (x) a I'aide uniquement des opérations « + » et « * ».

def SATAN 2(x,N):

somme = 0

signe = 1

puissance = x

facteur = xxx

diviseur =1

for n in range(N-+1):
somme += signexpuissance/diviseur
signe = ..........
puissance x= ..........
diviseur += ..........

return somme

© 00O ULk WNH-

-
N = O

b) A T’aide de la fonction time () du module time, indiquer le temps pris par ’exécution de PI(1e-6) en utilisant
SATAN_1 puis SATAN_2.

4. Une amélioration notable par une stratégie due a John Machin(1680-1752).
a) Justifier que, pour tout z € [—1; 1], S,,(x) est une valeur approchée de Arctan (x) avec une erreur inférieure

2n+3
1 1
Z = Arctan (2) + Arctan <3> .

c) En déduire une expression de m comme somme de deux séries alternées.

.zl

2n+3°
b) Justifier que
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d) Justifier que l'erreur commise en calculant les n premiers termes de la premiére (respectivement les n de la

de) est inféri a 2 X 1 1”( 4>< 1 1”)
seconde) est inférieure a - resp. — -] ).
2n+1\4 P 3" ant1\0
L’erreur commise est ainsi au moins divisée par 4 & chaque nouveau terme calculé.

e) Justifier qu’il faut calculer environ termes pour avoir n décimales exactes.

)

f) Ecrire un script calculant les 8 premiéres décimales de 7 en exploitant cette décomposition.
S’assurer de I'exactitude du résultat et chronométrer ce script.

5. a) Montrer que pour deux réels p et ¢ strictement positifs, on a

Arctan <1> = Arctan (1> + Arctan <2q> (Q).
p p+q pT+pg+1

b) Retrouver la formule donnée en 3.b), puis toujours a laide de (©) prouver que

1 1
% = 2Arctan <3> + Arctan <7) .
n

c) Justifier qu’alors il suffit d’environ termes pour calculer n décimales exactes.

Y
6. a) Justifier successivement que

1 5 i 1 120
tan <2Arctan <5>> =13 puis que tan <4Arctan (5)> = 119"

b) En déduire la formule de John Machin (1706)

T 1 1
1= 4Arctan <5> — Arctan (239> .

m (_1)k 1 2k+1 n (_1)k 1 2k+1
Tm’"_m%Q +1<5> _4;_02 +1<239> '
Justifier que T 1 fournit une valeur approchée de m avec 8 décimales exactes.
Combien de termes faut-il sommer pour obtenir cette valeur ?
d) Vérifier cela par un script en Python.

John Machin calcula en 1706 les 100 premiéres décimales de w a l'aide de cette technique... évidemment a la
main, ce qui est une joli prouesse!!!

c) On note

1
On peut penser que Machin fut guidé d’une part par le fait qu’avoir des puissances de 3 est pratique pour
16
obtenir une écriture en base 10, et d’autre part par m ~ 3,2 = — et Arctan(x) ~ x prés de 0, donc

1 4 1 1
4 Arctan (5) ~ R ~ % Reste a préciser le petit écart entre % et 4Arctan (5> 1l vaut Arctan (239> ~
0,00418.

7. En 1844, le calculateur prodige John Dahse calcula de téte 205 décimales de m avec la formule

™ 1 1 1
1= Arctan <2> + Arctan <5> + Arctan <8> .

Montrer cette formule a 'aide de la relation (©).

Solution (Ex.149 — Application au calcul numérique de )

1. Par exemple,
1 |def SATAN 1(x,N):
2 s = 0
3 for n in range(N-+1):
4 s += (—1)**n/(2«n+1)xx**(2*xn+1)
5 return s
1
2. a) Pour tout n € N, |S,(1) — %‘ = |R,(1)] < o 13 P I'exercice précédent.
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CHAPITRE 43. LA QUETE DE 7 PAR L’ARC-TANGENTE

b) En déduire une fonction PI(e) écrite en Python retournant une valeur approchée de 7 avec une erreur inférieure

ae.
1
|4S,(1) — 7| < o 13 donc pour n tel que o 13 < e, 4S,(1) est une approximation de 7 avec une erreur
inférieure a e. A
En prenant n = ‘ ( - — 3) / 2‘ + 1, on est assuré de la précision voulue.
e
1 |def PI(e):
2 n = int((4/e-3)/2)+1
3 return 4%SATAN 1(1,n)

c) PI(1e-8) fournit 3.141 592 658 589 407 alors que math.pi donne 3.141 592 653 589 793, soit une erreur
de l'ordre de 5.1077.

Optimisons le temps de calcul

w

def SATAN 2(x,N):

somme = 0

signe = 1

puissance = x

facteur = xxx

diviseur =1

for n in range(N-+1):
somme += signexpuissance/diviseur
signe = —signe
puissance x= facteur
diviseur 4= 2

return somme

_ h
O © WO ULk WNHFYy
N

-
=

b) Avec mon ordinateur, '’exécution de PI(le-6) en utilisant ATAN_1 prend 1,72 seconde contre 0,34 seconde
avec ATAN_2.

4. Une amélioration notable par une stratégie due a John Machin(1680-1752).

a) En conséquence du théoréme des séries alternées utilisé dans l'exercice 1, pour tout x € [—1; 1], S, (z) est
|$|2n+3 2n+3

une valeur approchée de Arctan (z) avec une erreur inférieure a 3 IR ()| <
n

oy o (k1) ¢ At (1)) = 2210

1 1 1 1
Comme Arctan (2> +Arctan <3> € [0; 7/2],j’en déduis que Arctan <2) + Arctan <3> = Arctan (1) = %
+00 k 2%+1 +00 k 2k+1
(=" (1 (=D" (1
=45 (= AN (2 .
©)7 kZ:OZIH—l 2) kZ:OQkH—l 3

d) Toujours en majorant fidélement au théoréme des séries alternées, en notant que sommer n premiers termes
revient & prendre les sommes partielles d’ordre n — 1, les erreurs commises en calculant les n premiers termes

|z

d t ti t inféri A 2 X L D t 1 X 1 L n)
€S somimes sont respectivement imilrerieures a — et — — .
RECLV m—+1\4 37 9 +1\9

e) Pour gagner une décimale, il faut diviser lerreur par 10, or s termes supplémentaires divisent l'erreur par

1\* 1 In(4
<> ~ 0 = s 1;1((10)) ~ (0,60 d’ou I'estimation donnée.

f

1|n = int(8/0.6)+1

2 |print(n)

3 |deb = time()

4 |a = 4%(SATAN 2(1/2,n)+SATAN 2(1/3,n))
5 |print (a)



(=)

print (a—pi)
7 |print (time()—deb)

fournit

14

3.141592653381539
—2.0825430269155731e—10
8.320808410644531e—05

W N =

donc en fait 9 décimales exactes en calculant exactement 30 termes (2 x (14 + 1)) en moins d’un dix-milliéme
de seconde.

5. a) On raisonne comme en 4.b)

(v (1)) Lttt

b) e En prenant p = ¢ = 1, on retrouve la formule donnée en 3.b).

1 1 1
e En prenant p = 2, ¢ = 1, on trouve Arctan (2> = Arctan <3> + Arctan <7>, qui injectée dans 3.b) donne

1 1
Z = 2Arctan (3) + Arctan =

c) L'erreur est alors divisée au moins par 9 a chaque nouveau terme, or In(9)/In(10) ~ 0,95, donc en raisonnant

comme dans la question précédente, il suffit d’environ termes pour calculer n décimales exactes.

)

1 2/5 5 1 10/12 120
6. a) tan ( 2Arctan [ - | | = _5 = —, puis tan ( 4Arctan | - | | = _1o12 = —.
5 1-1/52 12 5 1-52/122 119
1 7r 120/119 — 1 1
b) t 4Arct - —-== = —— d’ou la f le de John Machi
) an( rcan(5> 4) T+ 120/119 <1 239 ou la formule de John Machin
1 1
% = 4Arctan <5> — Arctan (239> :
c) Avec m = 5, 'erreur commise sur la premiére somme est inférieure a 13 %583 ~ 1079 et avec n = 1, l'erreur
4
commise sur la seconde somme est inférieure & ————~ ~ 10712,
5 x 239

Les erreurs cumulées sont nettement inférieures & 10~8 et on obtient 8 décimales exactes avec seulement 8
termes ((5+ 1) + (1 +1)).
d) Vérifions cela par un script en Python :

1 |a — 16+SATAN 2(1/5,5)—4«SATAN 2(1/239,1)
2 |print(a,a—pi)

produit

113.1415926526163345 —9.734586470244722e—10

ol on constate une erreur de l'ordre de 1079, donc 8 décimales exactes.

7. La relation (©) avec p = 3 et ¢ = 2 donne
1 1 2
Arctan <3> = Arctan (5> + Arctan <16> qui injectée dans 3.b) donne bien

s 1 1 1
i Arctan (2> + Arctan <5> + Arctan (8) .

Exercice 150

FEuler a Uassaut de w

1. Soit z € R.
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CHAPITRE 43. LA QUETE DE 7 PAR L’ARC-TANGENTE

R rodt
a) A l'aide du changement de variable ¢t = z/1 — s dans 'identité Arctan (x)) = / ——, établir que
0

1+¢2
1
x ds
Arctan (x) = 522 /0 . .
2v1 — 8(1 - s)

14 22

1 n
s
b) On pose, pour tout n € N, a,, = / ————ds.
) On pose, p "=y aviss
w/2 22n(n!)2
On admet que, 'intégrale de Wallis / sin?"*1(6)df vaut, pour tout n de N, m
0 n .
Déterminer la valeur de ay,.
¢) En déduire la formule d'Euler (1755)

Arctan ()

T X 22"(n!)2< x? )n

T 142 = 20+ 1) \1+a2
d) En déduire
X 2n(pl)?

ﬂzQZm.

n=0

e) Programmer une fonction EATAN (x,N) calculant la somme partielle d’ordre N du développement de Arctan (z)

par la formule d’Euler et vérifier que la somme partielle de d’ordre 26 de la série ci-dessus fournit les 8 premiéres
décimales de .

. a) A laide des formules établies dans ’exercice précédent, montrer successivement

Arctan 1 = Arctan E + Arctan 2 )
3 7 11
2 1 3
Arctan <11> = Arctan <7> + Arctan <79> .

b) Montrer finalement la formule toujours due a Euler

1
g = 5Arctan <7> + 2Arctan <7?:3> .

7< 2 2 24 22

c) Justifier alors le développement

1+§'ﬁ+§'5'w+'”
7584 (2144 24 1442
M ( 3705 T35 100 © )
d) A l'aide de ce développement, Euler a calculé en une heure & la main 20 décimales de .
En quoi les choix faits par Euler sont-ils pratiques pour déterminer les décimales de 7?7
e) Vérifier qu’en prenant les 5 premiers termes de la premiére série et les 3 premiers de la seconde, on obtient
déja les 8 premiéres décimales de .

10

N

Solution (Ex.150 — FEuler a l'assaut de )

1. Soit x € R.
d(zv1 —s) —x

a) Le changement est de classe C! avec s =1 pour t =0, et s = 0 pour t = z, et =

ds 2/1 =5’

1 1 1 1422
= or =
1+t 1+22(1—s) . z? 1+22(1—3s)’
1+£L'28
Donc on a bien
T 1 ds
Arctan (z) = / 5 .
1"‘1’2 0 9 /1 1 X
VvV1—s(1-— s
14+ 22
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b) Posons s = sin?(f), changement de variable de classe C! strictement croissant donc bijectif sur | 0; 7/2].

ds = 2sin(0) cos(f) et /1 — s = cos(h).
T/2 2N : 2n (012
Alors a, :/ o Sil (0) sin(0) cos(0) 40 — 2" (n!)
0

2 cos(0)  (2n+1)!
z? 1 = z? "
— n
c) Comme T 25 < 1, — 3 —Z <1+x2> s
1———s n=0
1+ 22

1t 2 n
Donc Arctan (z 1+x2/ Z2m <1—|—x2) ds.

La question est de savoir si on peut permuter Z et / .
S

1‘2-/1 . (””2 >nds
"o [2v/1T=s \1 + a2

22 \"
Iny1 4(n+1)32 22 22 1
I, (2n+3)(2n+2) <1+x2> n—+o00 (1—1—332) <

Par le critére de D’Alembert, la série de terme général I,, converge.
La permutation est donc licite et

+oo 1 n
Arctan () T / s" z? q
rctan (o :75 s,
1+x2n20 0 2v/1—s \1+2?

ce qui s’écrit aussi par linéarité de 'intégrale

n
Arctan (z 1—1—1‘22 <1—|—x2) )

+00 529 ) 2 n
x 2" (n!) x
Arct = .
ctan () 1+x27;)(2n+1)!(1+x2>

Soit pour tout n de N,

D’ou la formule d’Euler

d) En x = 1, la formule d’Euler donne
+a3 2“

4 72 2n+1

Il n’y a plus qu’a multiplié par 4...

€e)r
1) def EATAN(x,N):
2 somme — 1
3 terme = 1
4 raison = x*%2/(1+x%x%x2)
5 for n in range(1 ,N+41):
6 terme %= 4xn**2xraison /(2xn+1)/2/n
7 somme += terme
8 return somme*x/(1+xx%2)
produit

In[1] : abs(4+EATAN(1,26)-pi)
Out[1]: 4.929842312151322e-09

2. a) e On a prouvé dans 'exercice précédent (V) :

1 1
Arctan <> = Arctan <> + Arctan <2q>
D ptq p*+pq+1

Avec p=3 et g =4, on a p> +pg+ 1 = 22, donc

1 1 2
Arctan <3> = Arctan <7> + Arctan <11> ,

e Calculons la tangente du second membre :
1/74+3/79  100/553 100 2
1—(1/7)(3/79)  550/553 550 11

onc
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2 1 3
Arctan <11> = Arctan <7> + Arctan <79> )

b) D’aprés 'exercice précédent, et grace aux formules ci-dessus

c)

d)
e)

s 1 1 1 2
i 2Arctan (3) + Arctan <7) = 3Arctan <7> + 2Arctan <11>

1
= 5Arctan <7> + 2Arctan (7?;9

2
= — = ——, donc par le développement de Arctan par la

Z
x l x2 1
0’

1
E —— = —_—

e kEn prenant x = T+ 5 et 2 =5 T
formule d’Euler
5Arctan 1 l 27 g, 2%

10 3 100 3 5 1002
* En prenant x i - - BT _ ST et i -9 % donc par le développement de

P T 79 1+a2% 6250 105 1+a% 6250 105’ p velopp

Arctan par la formule d’Euler

2Arctan <3> —7584< 2%—1—2%% >
79 105 3°10° 375 1010
n_T( 22 242
4 10 3 00 3’5 1002
2144 24 1442
105 < 3 105 3°5°1010 + >
Ce choix fait apparaitre des puissances de 10 plutot pratiques pour déterminer les décimales.

Avec

1
2

266

def EULER(m,n):
return 4% (5*«EATAN(1/7 ,m)+2+EATAN(3/79,n))

j’obtiens

In [3]: abs(EULER(4,2)-pi)
Out[3]: 3.78679088086642e-09

les 5 premiers termes nécessitant le calcul des la somme partielle d’ordre 4 (et idem pour la seconde somme).




Chapitre 44

Droites et sous-espaces stables par un
endomorphisme

[CS-M1 - 2015 — PC — |

Exercice 151

Sous-espaces stables

Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E.
Justifier les propriétés suivantes.

1. Le sous-espace F' = Vect(uy,...,up) est stable par f si, et seulement si,
Vi€ [[1; pl], f(u;) € F.
Autrement dit, si et seulement si, la famille génératrice est stable par f.
2. Corollaire 1 -
Si wg,...,u, sont p vecteurs propres de f, alors F = Vect(uy,...,up) est stable par f.
3. Corollaire 2 —
Les sous-espaces propres de f sont stables par f ainsi que Kerf et Imf.

Solution (Ex.151 — Sous-espaces stables)
L’implication est immédiate.
La réciproque est une conséquence de la linéarité de f.
Soit € F. Alors x s’écrit © = z1ug + - - - + Tpup.
Ainsi : f(x) R flur)+---+xp f(up) € F

— ——

cF eF

Exercice 152

Droites stables

Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Soit A une droite engendrée par un vecteur wu.
Démontrer 1’équivalence :

A = Vect(u) est stable par f si, et seulement si,
u est un vecteur propre de f.

Solution (Ex.152 — Droites stables) Si A = Vect(u) est stable, alors f(u) € A = Vect(u), donc IX € K, f(u) =
Au.

Si u est un vecteur propre tel que f(u) = Au, alors A = Vect(u) est stable car f(u) € A.
1= 51 un sous-espace est stable, alors...
... il est engendré par des vecteurs propres? NON
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110 0
Soit f € L(R3) tel que Mp(f)=1] 0|0 —1
01 O

M est diagonale par blocs et A = Vect(ey) et P = Vect(eg, e3) sont stables par f.

xM(X) = (X = 1)(X2 + 1) donc 1 est I'unique valeur propre de f et E; = Vect(e;) : il n’y a aucun vecteur propre

dans P!

D’ott vient I'exemple ? En fait, la restriction de f & P est une rotation d’angle 7/2 caractérisée par le bloc Ry /o =
0 -1

1 0

. Or une rotation d’angle § # 0[r| n’a pas de vecteur propre dans R.
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Chapitre 45
Eléments de topologie algébrique

[E3A-M1 — 2018 — PSI — Exo 3]

Si Uanalyse nous a familiarisé avec les notions d’ouverts, de fermés, de fermés-bornés (alias « compacts ») et
quelques unes de leurs propriétés, voyons ici quelques aspects topologiques en algébre.

Exercice 153

Sous-espaces vectoriels en dimension finie

1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que tout sous-espace vectoriel est une partie fermée de
E.

2. Quelle est la nature (ouverte ou fermée) des parties suivantes de My, (K) : S, (K) (symétriques), A, (K) (antisy-
métriques) et D, (K) (diagonales) ?

3. Vrai ou faux? En dimension finie, tout noyau et toute image d’une application linéaire est une partie fermée.

Solution (Ex.153 — Sous-espaces vectoriels en dimension finie)
2. et 3. sont des conséquences directes de 1..

1. 1l s’agit de montrer que toute suite convergente (uy)g>o de vecteurs de F a sa limite dans F.
Soit n = dim(E). Soit F un sous-espace vectoriel et (fi,..., fp) une base de F. Je compléte (f1,..., fp) en une
base C = (f1,..., fn) de E.
Soit (ug)r>0 une suite de vecteurs de F convergente, de limite ¢ € E.
Je décompose chaque u; dans la base C de E :
up = lb“gk)fl + :Eék)f2 TR
i.€e. xg-k) fj est la j—eéme coordonnée de uy, dans C.
Comme uy, € F, uy ne s’exprime qu’avec les p premiers vecteurs de la base (ceux qui engendrent F'), donc :
vielp+1;n)], =0
(k)

Donc: )/ —— 0.
' k—+oo

OI‘ par convergence par coordonnées .
- & m Ty fl + i m Ty f2 + + k m T, fn

(= lim x )f1+kll>lfooxg )f2+---+kgrfmx§,’“)fp+0fp+1+---+0fn.

k—+o0

Donc : £ € Vect(f1,..., fp) =F, Cqfd.

Exercice 154

Sous-ensembles remarquables de M, (K)

1. Montrer que GL,,(K) est une partie ouverte de M, (K) tandis que M,,(K) \ G£,,(K) une partie fermée.
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Conséquence : toute suite convergente de matrices non inversibles a une limite non inversible...
2. a) Soit M € M,,(K). On pose, pour tout k de N*,

1

Justifier qu’il existe kg € N* tel que
Vk > ko, My € GL,(K).

b) En déduire que :  GL,(K) = M, (K).
Conséquence : toute matrice est la limite d’une suite convergente de matrices inversibles. On dit que GL,,(K)
est dense dans M,,(K) : les matrices inversibles sont suffisamment densément réparties partout dans M, (K)
pour que toute matrice, méme non inversible, ne soit jamais isolée, loin des matrices inversibles.

3. Redémontrons cette propriété par une autre méthode.
La méthode du pivot de Gauss qui consiste & ramener une matrice M de rang r & la réduite

se formalise par 'existence de deux matrices inversibles P et Q telles que

M = PJ,Q.

, retrouver GL,,(K) = M, (K).

En utilisant les matrices J,.;, =

4. Montrer que O, (R) et SO, (R) sont des parties fermées de M, (R).

Solution (Ex.154 — Sous-ensembles remarquables de M, (K))

Je rappelle que det : M, (K) — R est continu, car det(M) est un polynéme (produits et sommes) des coefficients
de M. C’est un polynéome de n? wariables, donc continue. L’addition (linéaire) et la multiplication matricielles
(bilinéaire = distributif ) matricielles, ainsi que la transposition (linéaire) sont aussi continues.

Je rappelle aussi qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (si une suite converge pour une norme,
elle converge alors vers la méme limite pour toute autre norme) et sont continues.

1. GL,(K) = {M € M, (K)|det (M) # 0} et det : M,,(K) — K est une fonction continue, donc GL,,(K) est une
partie ouverte.
Mp(K)\ GL,(K) = {M € M,,(K)|det (M) = 0} et det : M,,(K) — K est une fonction continue, donc M,,(K) \
GL,(K) est une partie fermée.

2. M, (K) est a la fois ouvert et fermé, tout comme (. Ce sont les seuls & partager cette propriété un peu étrange...

Ainsi GL,,(K) qui est le plus petit fermé contenant GL,,(K) est inclus dans M, (K).
La difficulté est l'inclusion réciproque : il faut montrer que toute matrice de

mnkn est dans GL,,(K), i.e. est la limite d’une suite de matrices inversibles.
Soit M une matrice quelconque de M,,(K).

Je vais construire une suite de matrices inversibles trés simples qui tend vers M : je pose
¢ 1
vk e N, My E M+ o
e On a clairement My —— M.
k——+o0

e Les My, sont-elles inversibles ?

det (My) = det <;In - (—M)) = X—M(%)a donc

1
My, n’est pas inversible si, et seulement si, % est valeur propre de —M.

(i) Si —M n’a pas de valeur propre réelle strictement positive, alors
Vk > 1,det (My) #0
car 1/k > 0 n’est pas valeur propre de —M.
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On posera kg = 1 pour la suite du raisonnement.
(ii) Si —M posséde au moins valeur propre réelle strictement positive, alors comme elle n’a qu'un nombre fini de
valeurs propres (au maximum n), soit A la plus petite d’entre elles :

A =min (]0; 4oo[NSp(—M)).

1 1 A
Comme z —>k N 0et A >0, Jkg € N*,Vk > ko, % < X (définition de la limite avec € = 5 bar exemple).
—400

1
Alors Vk > ko, z & Sp(—M) et My, est inversible.

Vk > ko, My € GL,(K)
Bilan :

My — M
k——+o0

3. Soit M € M, (K) et r = rg(M). Il existe P et Q inversibles telles que M = PJ,Q. Alors pour tout k& de N* la
matrice My = PJ, 1 Q est inversible comme produit de matrices inversibles et par continuité du produit matriciel :
Mp ——— M. cqfd

k—4o00
4. O,(R) ={M e M,[R),M™™M =1L,}.
Soit ||.]] une norme sur My, (R) (par exemple |[M|| = Tr (M™M)), la norme canonique). Soit
fiMp(R) = R, M ||[MTM -1,
f est continue et O, (R) = {M € M, (R), f(M) = 0} donc O, (R) est fermé.
SOL(R) = Oy (R) N {M € M,(R),det (M) = 1} est une intersection de deux fermés (car M ~ det (M) — 1 est

continue), donc SO, (R) est fermé.

Exercice 155

Et ’ensemble des matrices diagonalisables ¢

Montrer que I’ensemble des matrices D diagonalisables de M,,(K) avec n > 2 n’est ni fermé, ni ouvert.
Et si on travaille dans M (K) ?

Solution (Ex.155 — Et [’ensemble des matrices diagonalisables ?)
0 1 0 1
0 1/k) k=+ 0 0
Ay est diagonalisable pour tout k& € N* car Sp(Ay) = {0,1/k} (deux valeurs propres distinctes en dimension 2).
L n’est pas diagonalisable puisque Sp(L) = {0} et L # 0.I5.
Donc D n’est pas fermé.

0 1/k 00
0 0 ) kot 00
Bj n’est pas diagonalisable pour tout k& € N* car Sp(Bj) = {0} et By # 0.
M est diagonalisable car... diagonale !
Donc M,,(K) \ D n’est pas fermé, donc D n’est pas ouvert.
@ Pour n = 1, toute matrice de M (K) est diagonalisable donc D = M; (K) est ouvert et fermé, car c’est ’espace
tout entier.

Exercice 156

Polynome caractéristique de AB et de BA

Une application courante de la densité est de pouvoir prolonger une propriété vraie pour des éléments d’une partie
dense d’un ensemble a tout élément de ’ensemble.
Soit A et B deux matrices de M,,(K). Nous allons justifier que AB et BA ont le méme polynéme caractéristique.

1. Montrer que si A est inversible alors AB et BA sont semblables, et conclure.
La propriété est donc vraie lorsque A est inversible.
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2.

4.

On ne suppose plus A inversible mais on sait par l'exercice Sous-ensembles remarquables de M,,(K) qu'il existe
une suite de matrices de GL,(K) (Ay) convergente de limite A.
Montrer en utilisant une telle suite que xaAp = XBA-

Pour la culture, on rencontre souvent la démonstration suivante de cette propriété.

A AL, B =L,
Pour A € K, on pose M(\) = et N(A) =
I, O -1, A

En exploitant det (M(A)N(X)) = det (N(A)M())), montrer que xAB = XBA-

Question subsidiaire — Est-il vrai que AB et BA sont toujours semblables 7

Solution (Ex.156 — Polynome caractéristique de AB et de BA)

1.

A~'(AB)A = BA... et deux matrices semblables ont le méme polynoéme caractéristique.

2. On ne suppose plus A inversible mais on sait par I'exercice Sous-ensembles remarquables de M,,(K) qu'il existe

=

NN

une suite de matrices de GL£,,(K) (A,,) convergente de limite A.

Montrer en utilisant une telle suite que xaAp = xBA-

Soit (Ay) une suite de matrices inversible convergente, de limite A.

On a :

o Vk € N*, xa,B = xBa, Par 1.;

e AyB —— AB donc xa,B m XxaB par continuité de x : M, (K) — K, [X],M — xum (continuité du

k—+o0

déterminant) ;

e BA;, —— BA donc xgao, —— XBA;
k——+o0 k—+o0

e donc xAB = xBA par unicité de la limite.

En développant les produits, on trouve :

det (MON(A)) = (—A)"xan(A),

det (NC)M(A)) = (—A)"xBa(A):

Donc les fonctions polynomiales xap et xga coincident en tout A non nul donc les polynomes xap et xga sont
égaux.

FAUX! = et = , or deux matrices semblables ont le méme

Exercice 157

Bases de M, (K) formées de matrices de rang fixé

. Justifier que M,,(K) posséde une base formée de matrice de rang 1.

. Montrons par un argument de densité que M,,(C) posséde une base formée de matrices de GL,,(K), i.e. toutes

de rang n.
a) Justifier que GL,(K) C Vect (GL,,(K)).
b) En déduire que M,,(K) posseéde une base formée de matrices inversibles.

. Montrons qu’en fait, pour tout r € [[1; n]], M, (K) admet une base formée uniquement de matrices de rang r.

Soit r € [[1; n]].
a) Montrer, en utilisant la méthode du pivot, que toute matrice de rang 1 peut s’écrire comme somme de deux
matrices de rang r.

b) Conclure.

. Soyons constructifs. On pose, pour tout (i,4) € [[1; n]]?,

Fij=Eij+ 1L

Montrer que la famille (FiJ)(ij)E[[l' n)2 €st une base de M, (K) formée de matrices inversibles.
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Solution (Ex.157 — Bases de M,,(K) formées de matrices de rang fizé)
1. La base canonique de M,,(K) est une base formée de matrice de rang 1.

2. a) Montrons par un argument de densité que M,,(C) posséde une base formée de matrices de G£,,(K), i.e. toutes
de rang n.
GL,(K) est le plus petit fermé contenant GL,,(K) et Vect (GL,,(K)) est un fermé (comme tout sous-espace en
dimension finie, voir 'exercice Sous-espaces vectoriels en dimension finie). Donc GL,(K) C Vect (GL,,(K)).

b) Or GL£,(K) = M,,(K), donc M, (K) C Vect (GL,(K)). Donc M, (K) = Vect (GL,(K)), et on peut extraire
de GL,(K) une base de M,,(K).
3. Soit r € [[1; n]].
a) Soit M de rang 1 : il existe P et Q inversibles telles que M = PJ; Q.
Alors M = P((J1 +J,) - JT)Q = P(J1 + JT)Q + P(—J,)Q est bien la somme de deux matrices de rang r.
b) L’ensemble des matrices de rang r engendre 1’ensemble des matrices de rang 1 qui lui-méme engendre M,, (K),
donc l'ensemble des matrices de rang r engendre M, (K). On peut extraire de cet ensemble une base de
M, (K).
4. Soyons constructifs. On pose, pour tout (i,7) € [[1; n]]2,

Fij=Eij+1L.

Montrer que la famille (Fi1j)(ij) e[[1; n))2 €st une base de M, (K) formée de matrices inversibles.

e On a pour tout i det (F;;) = 2 # 0, et pour tout ¢ # j det(F;;) = 1 # 0. Les matrices F;; sont toutes
inversibles.
e Supposons Zai,jFi’j =0,.
,L'7j
Pour i # j, le coeflicient a la place (4, j) du premier membre est «; j donc «; j = 0.
n

Pour i = j, le coefficient & la place (4,7) du premier membre est a;; + Zo‘k’,k’ donc les a;; sont tous égaux a

k=1
n

o 1
— Zak’»k’ = —o en notant o leur somme. Alors a;; = — et o < + 1) = 0, ce qui n’est possible que si ¢ = 0,
n n

k=1
donc «;; = 0 pour tout 1.

e La famille (F@j)(i J)el[1; n)? st une base de M,,(K) formée de matrices inversibles.

Exercice 158

On(R) est compact

Démontrer que toute fonction continue définie sur O,,(R) est bornée.

Solution (Ex.158 — O, (R) est compact)

Il suffit pour cela que O, (R) soit une partie compacte, c’est-a-dire fermée et bornée de l'espace vectoriel normé
M, (R).

Munissons M, (R) de la norme euclidienne |[|.|| : M — y/Tr (MTM).

e Mc 0,(R) = MTM =1, = ||M|| = v/n donc O,(R) est une partie bornée.

e L’application f : M, (R) — M, (R),M — MTM est continue par continuité de la transposition (linéaire) et
du produit matriciel. Alors O, (R) = {M € M, (R)/f(M) = I,,} est une partie fermée comme image réciproque par
[ de la partie fermée {I,}.
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Chapitre 46

Utilisation des polyndémes annulateurs

Deéfinitions —

e Polynéme annulateur d’une matrice carrée

d

Soit M € M,,(K). On dit que le polynéme P = Z a;X* est annulateur de M si

k=0

d
P(M) = Z apM* = 0,,, matrice nulle.
k=0
e Polynéme annulateur d’un endomorphisme
d
Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On dit que le polynéme P = Z a;X* est annulateur
k=0

de f si
d
P(f) = Z arf¥ =0,, endomorphisme nul.
k=0

e Le terme « racine » est réservé aux scalaires de K. Ainsi on ne dit pas que M ou f sont des racines de P.

Exemple —
Exercice 159
Ezxploitation d’un polynéme annulateur
d
Soit P = Z ar X" un polynome annulateur d’une matrice M € M., (K).
k=0

1. Montrer que si le terme constant ag de P est non nul, alors M est inversible et
d
-1
Mt =—() aM"!
- (; )
2. a) Montrer que si A est une valeur propre de M alors P(\) = 0.
Autrement dit, les valeurs propres sont parmi les racines de P.
b) = Réciproque fausse!!!
Vérifier que P = X2 — X est annulateur de I. Ces racines sont-elles toutes des valeurs propres de Iy ?
3. Par division euclidienne, pour tout m € N,
3(Qum, Rim) € K, [X]? avec deg(R,,) < deg(P), X" = PQ,, + Ry,
Montrer que
vm € N, M™ = R,,(M).

Autrement dit chaque puissance m—eéme de M est un polyndome de degré au plus d — 1 de M.
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T =7 2
4. Application — Vérifier que P = X3 — 3X — 2 est un polynome annulateur de M= | 7 —¢ 1
6 -3 —1

Exploiter les propriétés précédentes pour calculer I'inverse, les valeurs propres et les puissances de M.

Solution (Ex.159 — Ezploitation d’un polynéme annulateur)

1, 1, -1
1. Mx [(Zakl\/lk_l)] = —(>_axMF) = —(P(M) — aol,),
R w3

ao

d
~1
P(M) = 0 donc M x 72 MEDY | =1, Cofd.
or P(M) onc [ao(k_lak )] qfe

2. a) En fait, tout provient de
MU =AU = MFU=)U
par récurrence immeédiate.
Et tout aussi immédiatement
MU=AU = PMU=P\)U (Q).
Du coup, si de plus P(M) =0 et U # 0, alors P(A\) = 0.
Détail de (Q) :

d d d
P(M)U = (Z akMk> U=> ayMU=> a\"U=P\U.
k=0 k=0 k=0

b) I3 — Iy = 0 donc P(I3) = 02 : P est un polynéme annulateur de Io.
Cependant, 0 est une racine de P mais n’est pas valeur propre de Iy puisque Sp(Iz) = {1}.

3. YmeN, M™ = P(M)Qm<M) + Rm(M) =0x Qm(M) + Rm(M) = Rm(M)
4. e On vérifie que P(M) = 03 :

23 —21 6 7T -7 2 1 00
21 —16 3 -3l 7 -6 1 —-210 1 0| =03
18 -9 -1 6 —3 —1 0 0 1

o M3 —3M — 2[5 = 0 = M(M? — 3I3) = 2[3 = M x [;(W — 313)] =I5, donc M~ ! = %(MZ —1I3)
e Et comme P(X) = (X +1)%(X - 2), Sp(M) C {-1,2}.
8 —7 2
rgM+1Is)=rg|7 -5 1| =2(Ci+2Cy+3C3=0), donc —1 € Sp(M).
6 -3 0
5 =7 2
rgM—-2I3)=rg|7 -8 1 | =2(C;+Cz2+4 C3s=0), donc 2 e Sp(M).

6 -3 -3
Ainsi Sp(M) = {—1, 2}. Cependant M n’est pas diagonalisable car dim(E_;) =1 < 2 = w(-1).
e Comment trouver le reste de la division de X™ par P 2 Tout est la.
Sur ’exemple, voyons ce que ¢a donne.
X™ =P(X)Qm(X) + Ry (X) avec deg(Ry,) < 3.
Soit Ry (X) = amX? + b, X + ¢, Exploitons les racines —1 et 2 de P.

X™ =P(X)Qun(X) + am X2 + by X + ¢ (D).

(V) en X = —1 donne (—1)™ = ay, — by + -
(V) en X = 2 donne 2™ = 4ay, + 2by, + Cm.
Il nous faudrait une troisiéme relation. Exploitons le fait que —1 est racine double, donc annule P et P’. Je
dérive (Q).
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mX™ 1 = P/(X)Qn(X) + P(X)Q,,(X) + 24X + by, (V).
(V) en X = —1 donne m(—1)""! = —2a,, + by,.

am — b + Cm, = (=)™
(@m, b, cm) est solution de < 4a,, + 2b,, + ¢, = 2™

Aprés un peu de sueur :
1
am = =((3m — 1) (=1)" +2™)
b = = ((Bm +2) (=1)™ " +27F1) et M™ = 4, M2 + by M + .

Cm = §((8 — 6m) (1) 4 2™)

Exercice 160

Polynoéme minimal et crochets de Lie

1. Polynome minimal
Soit n > 2. Soit A une matrice de M, (K).
a) Justifier que la famille (I,,, A, ... ,A”Q) est liée.
b) En déduire l'existence d’un polynéme P non nul tel que P(A) = 0.
Donc toute matrice posséde au moins un polyndme annulateur non nul.

c) Soit D = {n € N/3P € K[X]\ {0} tel que P(A) = Oet deg(P) = n}. Justifier qu’il existe d 4 min(D), et qu’il
existe un polynéme pa unitaire de degré d tel que pa(A) = 0.

d) Montrer que, si P est un polynéome de K[X] annulateur de A, alors il existe Q dans K[X] tel que P = Qua.

e) Montrer que pa, défini en 1.c), est unique.

f) En déduire que 'ensemble Z(A) des polynomes annulateurs de A est :

Z(A) = {Qua,Q € K[X]}.

Ce polynome est qualifié de « polynéme minimal de A ».

2. Un polynoéme divisible par son dérivé
Soit P un polynoéme unitaire (donc non nul) de K[X] tel qu’il existe o dans K vérifiant :
XP' = aP.
a) Montrer que o = degP.
b) On suppose que P’ posséde une racine 8 non nulle d’ordre de multiplicité p.
i — Quelle est I'ordre de multiplicité de la racine 8 de XP’?
ii — Justifier que B est racine de P. Quelle est 'ordre de multiplicité de la racine 5 de P ?
iii — En déduire que P = X,
3. Application a une équation matricielle
Soit A et B deux matrices de M,,(K) vérifiant :
AB —BA =A.
a) Que peut-on dire de Tr (A)?
b) Montrer que, pour tout k de N,
AFB — BAF = kAF.
c) Justifier que, pour tout P € K[X],
P(A)B —BP(A) = AP/(A).
d) En déduire que pua = X% Que peut-on dire de A ?
e) Donner un exemple de deux matrices non nulles A et B de My(K) vérifiant AB — BA = A.

Solution (Ex.160 — Polynéme minimal et crochets de Lie)

1. Polynéme minimal
a) La famille (I,, A, ..., A"Q) est liée car elle compte n? + 1 vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n?.
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Tl2 n2
b) Par conséquent, il existe n?+1 coefficients (ak)o<a, <n2 DON tous nuls tels que Z arAF = 0. Avec P = Z arX”,
k=0 k=0

onaP(A)=0.
c¢) D ={n € N,3P € K[X]/P(A)et deg(P) = n} est une partie non vide de N, donc elle admet un plus petit
1. df. .
élément d = min(D).
Il existe donc (au moins) un polynéme IT de degré d tel que II(A) = 0. Soit ag le coefficient dominant de II.

1
Alors pa % 1T convient.
a

d) Soit P un pol;lnéme de K[X] annulateur de A. Effectuons la division euclidienne de P par pa : P = Qua + R
avec deg(R) < d.
Alors R(A) = P(A)—Q(A)ua(A) = 0. Donc R est un polynéme annulateur de A de degré strictement inférieur
a d. Par définition de d, R = 0. Donc il existe bien Q dans K[X] tel que P = Qua.

e) Réciproquement, si P = Qua, alors P(A) = 0.
On en déduit bien que : Z(A) = {Qua, Q € K[X]}.

2. Un polynome divisible par son dérivé
Soit P un polynéme non nul de K[X] tel qu'’il existe o dans K vérifiant :

XP' = aP.

a) Soit d le degré de P. Le coefficient dominant de XP’ est d et celui de aP est o donc a = d = deg(P).
b) On suppose que P’ posséde une racine 8 non nulle d’ordre de multiplicité u.
i — L’ordre de multiplicité de la racine 5 de XP’ est encore p (8 n’étant pas racine de X).
ii — P(B) = BP/(B) =0 : B est racine de P. L’ordre de multiplicité de la racine 8 de P est :
e 11+ 1 par la propriété liant multiplicité et dérivation,
e . par légalité P = XP’ ...
d’ott PROBLEME!!!
Donc P’ ne posséde par de racine non nulle.
iii — L’unique racine de P’ est 0, et de multiplicité d — 1 = o — 1. Donc P’ = aX*~!. Donc P = X* + ¢. Or
P(0) = 0P/(0) = 0. Donc ¢ = 0 et P = X°.
3. Application a une équation matricielle
Soit A et B deux matrices de M,,(K) vérifiant :

AB - BA =A.

a) Tr(A) =Tr (AB) — Tr (BA) = 0.
b) La propriété est vraie au rang k =0 (et k = 1).
Supposons-la vraie & un rang k quelconque. Alors :
AFHIB — BAFT! = AAFB — ABA* + ABAF — BAA* = A(AFB — BA*) + (AB — BA)AF = AkAF + AAF =
(k+ 1)Ak+L
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout k£ de N.
c) Soit P =) " a;X* € K[X].
k>0
P(A)B-BP(A) =) a;A"B-B) apA" =) ar(A*B—BAF) =) kapAF = A) kap AR = AP/(A).
k>0 k>0 k>0 k>0 E>1
d) Appliquons ¢) a pa : 0 = Ag/y (A). Done Xy/y € Z(A). Donce : 3Q € K[X], Xy = Qua. En raison des degrés,
Q est un polynome constant, disons Q = a.
Alors Xy, = apa avec pa non nul et unitaire. Par 2., pp = X4,
Ainsi A est nilpotente (d’ordre de nilpotence d).

e) Partons de A = , nilpotente et de trace nulle et B =
0 0 c d
c d—a 0 1 d—a=1
AB—BA = A < - — { ¢
0 —c 0 0 c=0
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B = convient.

Exercice 161

Polynéme annulateur scindé a racines simples

Dans cet exercice, on démontre dans le cas de deux racines un résultat valable en toute généralité[ﬂ :
Si Uendomorphisme f admet un polyndome annulateur non

nul scindé & racines simples, alors f est diagonalisable.
Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.

On suppose que f admet un polynéme annulateur P s’écrivant
P=X-X)(X—pu)avec \ # p.
1. Histoire de se familiariser avec les polynémes d’endomorphismes, justifier que
(f = Nidg) o (f — pidi) = (f — pidg) o (f — Aidig) = 0.

2. Montrer que Ker(f — Xidg) N Ker(f — pidg) = {0}.

3. a) Vérifier que, pour tout = de E,

2 = 5 ((f = Aide) @) = (f = pid)(z)
b) En déduire que
Ker(f — Aidg) @ Ker(f — pidg) = E.

c) Conclure.

4. Démontrer rapidement que toute projection et toute symétrie de E est diagonalisable.

Solution (Ex.161 — Polyndéme annulateur scindé & racines simples)

1. (f — Midg) o (f — pidg) = f2 — (A + u)f + M\pidg = P(f) = 0, et de méme (f — widg) o (f — \idg) =
2=\ +p)f + Muidg = P(f) = 0.
Tout repose sur le fait que les puissances de f commutent entre elles...

2. o 0 € Ker(f — Xidg) N Ker(f — pidg) puisque Ker(f — Xidg) N Ker(f — pidg) est un sous-espace vectoriel.
o Siu € Ker(f — Xidg) N Ker(f — pidg) alors f(u) = Au et f(u) = pu donc (A — p)u = 0, et comme X # p,
u = 0.
e Ainsi Ker(f — Xidg) N Ker(f — pidg) = {0}.

3. a) Le calcul du second membre donne directement, pour tout z de E,

v = 5 ((f = Aide) @) = (f = pids)(z)

b) Soit x € E. Posons

Y= Mi/\(f — Nidg)(x) et z = ,u_—l)\(f — pidg)(z).

D’aprés la premiére question, (f — uidg)(y) = 0 donc y € Ker(f — u) et de méme (f — Xidg)(y) = 0 donc
z € Ker(f — A).
Ainsi x € Ker(f — \idg) + Ker(f — pidg).
Donc E = Ker(f — Xidg) + Ker(f — pidg).
Et comme ces deux sous-espaces sont en somme directe, ils sont supplémentaires :
Ker(f — Midg) @ Ker(f — pidg) = E.
c) e Si A & Sp(f) alors Ker(f — Midg) = {0} donc Ker(f — pidg) = E, autrement dit f = pidg et f est
diagonalisable.
e De méme si u & Sp(f), f = Nidg et f est diagonalisable.
e Enfin, si {\, u} C Sp(f), alors Ey @ E, = E donc f est diagonalisable.

4. e Si p est une projection, p? = p et X2 — X = (X — 0)(X — 1) est un polynéme annulateur de p. Par ce qui
précede, p est diagonalisable.

1. ... et au programme en filiéres MP et PSI.
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e Si s est une projection, s = idg et X2 — 1 = (X + 1)(X — 1) est un polynéme annulateur de s. Par ce qui
précéde, s est diagonalisable.
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Chapitre 47

Normes matricielles et quotient de RAYLEIGH

[CCP-M1 - 2014 — PC — Partie II|[E3A-MA — 2013 — MP — Partie II] [CCP-M1 — 2002 — PC — |

Définition — Norme vectorielle (cours)

Soit E un K—espace vectoriel. On dit que [|.|| est une norme (vectorielle) sur E si
() VueE, |ul|=0 positivité
(i) Vue E, |jul|=0=u=0 séparation
(iii) Yu € E,YA € E, || Aul| = [A||]u] homogénéité
(iv) Y(u,v) € B2, ||lu+v|| < [Jul| + [|v]] inégalité triangulaire

Notations pour toute cette partie

e n désigne un entier naturel non nul.

e E désigne M,, 1(K), espace des colonnes.

e Pour toute colonne U, V, ... de E, on note u;, v;, ... la i—éme composante de U, V, ....

e B=(Ey,...,E,) la base canonique de E, les colonnes (E;)1<;<, étant caractérisées par

€ij=0ij (0 : symbole de Kronecker)

e Lorsqu’un indice ¢ apparait seul sous un symbole de sommation ou de maximum, il s’agit de le faire varier

delan:

n
Z truc; = Z; truc; et mzax{truci} = 12%}§L{truci}
7 1=
e Le produit scalaire canonique de deux colonnes U et V de E sera noté (U, V) ou plus directement *UV. On
s’affranchit d’écrire Tr (tUV) car on assimile M; (K) a K.

Exercice 162

Normes usuelles sur E

Rappeler les définitions des normes ||.||;, ||.|| et ||.||, définies sur E.

Solution (Ex.162 — Normes usuelles sur E)

déf. déf. 2 déf.
Ul =) il U, = [ [ul® et ||UIl, = max ug|.
7 7

Définition — Norme matricielle
Dans le K—espace vectoriel My (K), il existe deuz lois internes

+:(A,B)— A+Betx:(A,B)— AxB=AB.
L’inégalité triangulaire impose une condition sur ||A + B||. Lorsqu’on veut travailler avec une norme sur les ma-
trices carrées, il peut étre pratique d’tmposer aussi une condition sur le produit matriciel : la sous-multiplicativité.
Une norme vérifiant cette propriété est qualifiée de norme matricielle et on la notera avec des triples barres ||].||].
Une application |[|.||| : M, (K) — R est une norme matricielle si elle vérifie
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CHAPITRE 47. NORMES MATRICIELLES ET QUOTIENT DE RAYLEIGH

(i) VA € M, (K), |[||A]]| =0 positivité
(ii)) VA€ E, |||Alll=0=A=0 séparation

(iii) VA € M,(K), YA € K, || A]]| = [A|[||A]] homogénéité

(iv) V(A,B) € Mn(K)?, [[|A+BJ|| < [[|Al]| +[||B]|| inégalité triangulaire
(v) V(A,B) € M, (K)2, [||AB||| < [|Alll-|I|IB]]| sous-multiplicativité

Exercice 163

Norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle

Soit ||.|| une norme sur E. Soit
S ={V €E, |[V]| =1} la sphére unité.
On pose, pour toute A € M,,(K),

déf.

[[A[[] =" sup [[AV]].
ves
On dit que |||.]|| est la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle E.
Notez que :
e ||.|| est une norme vectorielle sur E = My, 1(K) ;
o |||.||| est une norme matricielle sur M,,(K).
1. Soit A € M, (K).
a) Justifier que la borne supérieure définissant |||.||| existe.
b) Justifier qu'il existe au moins un vecteur V€ S tel que [||A]|| = [|AV]].
2. Que vaut |[|L,]|| ?
3. a) Montrer que : VV € E, ||AV|| < |||A]]]. || V]]-
b) Montrer que : |||A]]| = _—
ver,vzo |[V]|
4. Montrer que |||.||| est une norme matricielle sur M,, (K).

5. Cas des normes subordonnées a ||.||; et |].]||

a) Montrer que :
déf.
I[Alll; = sup  [JAV]|; = max{ Y fa,|
VGE’HVHl:l J 7

b) Montrer que :

déf.
HAllle = sup [JAV]|,, = max { > ai|
i

VEE,||V|| =1

Solution (Ex.163 — Norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle)

1. Soit A € M,,(K).
a) S ={V € E, ||V]| =1} est une partie fermée car ||.|| est continue et bornée (par 1!).
fa : V.= ||AV]|| est continue sur E par continuité du produit et de la norme.
Par un théoréme du cours, fa est continue sur une partie fermée et bornée de E donc est bornée et atteint
ses bornes. Donc supy¢g ||AV]| existe.

b) Comme fa atteint ses bornes : 3V € S, ||AV|| = supycs [|AU|| = |||A]]].
2. [[falll=  sup  [ILV][= sup [[V]|=1.
VEE,||V]|=1 VEeE,||V]|=1

3. a) e Si V est unitaire : ||AV]|| < supyeg ||AU|| < [[|A]]] < |[JA]]] - [[V]]-
e Si V=0, alors 0 = ||AV]| et |||A]||||V|| = 0 donc 'inégalité est vérifiée.

e Si V n’est ni nul, ni unitaire, je pose V' = ——V.

V]
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AV v
V' est unitaire donc [|[AV’|| < |||A]]].||V'|], donc HHVHH || Al HVH ou :
AV < [J[A[[] - [[VI].
: . A AV|
b) e La question précédente entraine : |||A]|| > sup B
AV AV AV
e De plus : sup —— I H u (borne supérieure prise sur un ensemble plus grand). Donc sup ——— I H
vzo [IVI T ||V|\:1 V]| VA0 HVH
A v
Finalement : |||Al]|| = u
veev#o ||V
4. e |||.||| est positive.

o |[|Al]l]] =0=VV € E, ||AV|| = 0 car ||AV]|| < |||A]||||V]|- Donc Ker(A) = E, d’ou rg(A) =0et A =0.
o [[IAAJl] = sup IAAV]| = sup (IMTAVI]) = (A sup AV = [A[TAI]

o ]||A+B|H = sup H(A—i—B)VH = sup HAV—FBVH or ||AV + BV]|| < [|AV]| + ||BV]|, donc sup ||AV + BV]|| <
ves
SHPHAVHJFSUPHBVH HlAH|+|HB|H
veS ves o
o |[[ABJ[| = sup [[ABVI| < [[|A[| sup [ BV]| < [[[A[I] . [[B[|| sup [[V]] or sup |[V]| =1 par définition de S.
VeS Ves Ves VeS
5. Cas des normes subordonnées a ||.||; et |].]||,

a) e Soit V € &y, i.e. Z\Uﬂ =1.
J

AV =D 01D Jaigoi| <D0 laigl vl < (|Uj| > ‘ai,j|)

<> (yvjymgx{z !w,ﬂ}) < max {Z !am\} > lvjl

J i i J

< : V||, = 1.
o { 3 s f e V1

i

i

e Pour montrer I’égalité, on crée un vecteur V de S; tel qu’il y ait égalité, i.e. tel que ||AV||; = max {Z |a;.jl }
J

Soit jp un indice tel que Z lai jo| = mjax {Z |am|}

Soit V défini par v, =1 et Vi # jo, v; = 0.
On a bien ||V]|; =1 et

[|AV]], = Z Zamva’ = Z |ai jo| = max {Z !ai,j!}-

b) e Soit V € S, i.e. max |vj| = 1.
J

[AV][o = max > aijv; < max > laigl vl < max > lai
J J i

e Pour montrer 'égalité, on crée un vecteur V de So tel qu'il y ait égalité, i.e. tel que |[|AV]|| = max Z |a; ;|
(2

J
Si A est la matrice nulle, tout vecteur de S convient. Supposons maintenant A # 0.

Soit i¢ un indice tel que Z laig il = max Z la; ;| ¢ (>0).

J J
Qig,j :
—=  sia; #0
Soit V défini par v; = laio ;| 107 de sorte que, pour tout j € [1; n]], ai,,;v; = |aiy,j]-
0 si aiw- =0
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On a bien ||V]|,, =1 (car I'un au moins des v; vaut 1) et

[AV][o = max D aiguil = 1D aig v = D laig ] = max > lai
j i i i

Exercice 164

Normes subordonnées et inversibilité

On suppose que |||.||| est une norme matricielle sur M,,(K), subordonnée & une norme vectorielle ||.||.

Soit A € M,,(K) telle que |||A]|]| < 1
1. Montrer que I+ A est inversible. On pourra montrer par l’absurde que (1 + A)U = 0 entraine U = 0.

2. Justifier que [||[(I+A)7!||| < On pourra commencer par calculer (I — AT+ A)~H)(I+ A).

b
1—[[JAll]

Solution (Ex.164 — Normes subordonnées et inversibilité)

1. Soit U € E tel que (I+ A)U = 0. Alors ||U|| = ||-AU|| = ||AU]|.
Supposons ||U|| # 0. Alors :
Ul = 1|AU] < [[[A[[]- [[U]] < [[U]]
ce qui est absurde. Ainsi (I+A)U=0= U =0.
Donc Ker(I+A) = {0}, i.e. rig(I+ A) =n, donc (I+ A) € GL,(K).
2. Ona: (I-AT+A)™ HI+A) =L dou (I+A)t=T-A(T+A)"L
Par I'inégalité triangulaire : |||(T+ A)7||| < ||| + [[|[AT+ A) Y]]
Et comme |||.||| est une norme matricielle subordonnée
I = 1 et [[[AQL+ A1) < AT 1+ )7
D'ou |[|(T+A)~ || < 1+ [[JAl[[||@+ A)7H]]|, done

@+~ <

1—[[[Afl[

Définition — Rayon spectral d’une matrice
Soit A € M,,(C). On note p(A) le rayon spectral de A, défini par

p(A) =max { |A], A € Sp(A)}.

Remarque importante : méme si A € M,,(R), son rayon spectral p(A) est égal au plus grand module de ses
valeurs propres complexes. Notons que comme Spc(A) n’est jamais vide et compte aux plus n valeurs distinctes,
p(A) est parfaitement défini.
Définition — Quotient de Rayleigh
Soit A € M, (R). On appelle quotient de Rayleigh 'application R définie par

AV, V)  TWTAV

. { _
Rao:E\{0} =R, V— A

Exercice 165

Quotient de Rayleigh

Dans tout I'exercice, on suppose que A est une matrice symétrique réelle : A € S,,(R).
1. Justifier qu'il existe une matrice orthogonale Q € O,(R) et une matrice diagonale D = diag(A1, ..., \,) avec
A1 <o <A, telles que
'QAQ = D.
On note U; les colonnes de Q de sorte que Q = (Uy:Us: - --:Uy,).
On pose Fo = {0g} et, pour tout k € [[1; n]], Fir= Vect(Uy,...,Ug).
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2. Montrer que :  Vke[[1; n]], Ra(Ug)= .

3. Soit V € E. On note (a;)1<i<n les coordonnées de V dans (Ug, Us,...,U,) et on pose W = *QV.
a) Justifier que : ‘v’z e[l n]], wi=a.
b) Montrer que : Ra(V) = Rp(W).
c) Montrer que :  Vk € [[1; n]], A\ = max Ra (V).
€F
d) Montrer que :  Vk € [[1; n]], \x = min Ra(V).

VEeFE
4. Justifier que : VYV € E\ {0}, A1 <Ra(V) < A\,

5. On suppose de plus que les valeurs propres de A sont toutes positives.
Justifier que : maxRa (V) = p(A).
ave: maxRa(V) = p(4)

Solution (Ex.165 — Quotient de Rayleigh)

1. Puisque A est symétrique réelle, le théoréme spectral assure qu’il existe une matrice orthogonale Q € O, (R) et
une matrice diagonale D = diag(A1,...,\,) avec A1 < --- < A, telles que
'QAQ =D.
Au passage, les colonnes (U;)1<i<n de Q forment une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de A.
2. Soit k € [[1; nH tUkAUk = tUk/\kUk = )\k tUkUk, donc RA(Uk> = /\k~
3. Soit V € E. On note (a;)1<i<n les coordonnées de V dans (Uy, Us,...,U,) et on pose W = *QV.
a) V= Z%’Uz‘, or '*QU; = E; (i—éme vecteur de la base canonique), donc W = *QV = Z%‘Ez‘, autrement
i ,
dit w; = oy.
'VAV  'VQD'QV  "WDW
b) Ra(V) = ~ Ttvot Tt
\'AY VQtQV WW
k

= Rp(W).

c) e Comme V € Fi, V = Z%’Ui, autrement dit, pour i > k, w; = a; = 0.
i=1

k k
D Ned M) aof
Wow & a
[] RD(W) TWW = ]1‘ B & ! < )\kv

2 2
E :Oéz‘ E Q;
i=1 i=1

d’ott max Ra(V) < A

VeF,

o U, € Fi et Ro(Ug) = A donce \r/ne}:x RA(V) = Mg
Sy

Ainsi
Ap = Ra (V).
L= g Ry
n
d) Le raisonnement est analogue car V € ch-_1 signifie que V = Z a;U;, autrement dit w; = o; = 0 pour 7 < k.

i=k
n

Zn: Na? Mg Z o?

"WDW =
e Rp(W) = WW -k > — = Ak,
2 of D el
i=1 i=1
d’'ot min Ra(V) > Ag.
VEFL |
e U, € Fif | et Ra(Uy) = A\; donc  min RA(V) Ak
VeFE
Ainsi

Ar = min Ra(V).
VEFE

4. Soit V e E\ {0}.
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e Comme Fy = {0}, Fg = E donc V € Fy et Ra(V) > minL RA(V), i.e. Ra(V) = A1.
VeFy

e Comme F,, =E, Ve F, et RA(V) < max RA(V), i.e. RA(V) < Ay,
€Fn
Ainsi A1 < RA(V) < A\

5. On suppose de plus que les valeurs propres de A sont toutes positives. On savait déja que toutes les valeurs
propres de A sont réelles (théoréme spectral). Donc p(A) = A,,. Donc I\r/liéc Ra(V) < p(A).

Et comme Ra(Uy,) = Ay, il y a en fait égaliteé.

Exercice 166

Norme subordonnée a la norme euclidienne ||.|,

On rappelle que la norme euclidienne ||.||, sur E est définie par
U]l = v*UU.
Soit A € M, (R) quelconque.

1. Justifier que *AA est diagonalisable dans M,,(R) et que ses valeurs propres sont toutes positives.

déf.
Al = v |AV]], = v/ p(*AA).

€E,||V||,=1

2. Montrer que

3. Montrer que p(*AA) = p(A*A) et en déduire
(1ALl = AL

Solution (Ex.166 — Norme subordonnée a la norme euclidienne ||.||,)

1. *(*AA) = *AA donc "AA est symétrique réelle donc diagonalisable dans M,,(R) d’aprés le théoréme spectral.
Soit A € Sp(A) et U un vecteur propre associé a .
0 < [JAU||? = tU*AAU = *UAU = A ||U|?, avec |[U|| > 0 car U # 0.
Donc A > 0, et du coup Sp(A) C [0; +ool.

[|AV]]
2. |HA|H2 = sup HAVHQ = sup V]| 2
VEE,||V][;=1 V#0 2
TWEIAAV
= sup vy sup \/RtAA(V) = \/P(tAA)
V#0 V#0

d’apres l'exercice précédent, puisque *AA est symétrique réelle a valeurs propres positives.

3. e Supposons p(*AA) > 0. Soit U # 0 tel que "AAU = p(*AA)U.
Alors AU # 0 et A*A(AU) = p(*AA)(AU), donc p(*AA) est une valeur propre de A*A, donc p(A'A) > p(*AA).
Et on démontre alors de méme que p(*AA) > p(AtA), d’ou finalement p(A*A) = p(*AA).
e Supposons p(*AA) = 0. Si p(A*A) > 0, le raisonnement précédent donne p(*AA) > p(A'A) > 0, ce qui est
absurde. Donc p(A*A) = 0 = p(*AA).
e On a alors par 2. |||*A|||, = /p(AtA) = \/p(*AA) = [[|A]|,.

Exercice 167

Et la norme euclidienne canonique de My(R) ?

1. Cours — Justifier que
(-1.): (A,B) = Tr (*AB)
est un produit scalaire sur M,,(R).

On notera |||.||| la norme euclidienne associée a ce produit scalaire.

2. Montrer que ||.||| est une norme matricielle, i.e. qu’elle vérifie la sous-additivité.

3. Justifier que |||.|||p n’est subordonnée a aucune norme vectorielle de E. On pourra s’intéresser a la matrice
vdentité.
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4. Justifier que
VA € Mu(R), [[[Allly < [[[Alllg < vrll[Alll;

et donner, pour chaque inégalité, un exemple de matrice A réalisant ’égalité.

Solution (Ex.167 — FEt la norme euclidienne canonique de M, (R) ?)

1. A savoir faire —
En particulier, savoir montrer que

2
(A|B) zaw i ot [IIANIG =D ad;
Y]

2. Il s’agit d’appliquer I'inégalité de Cauchy—Schwarz

(5) =(54) (%)

2

2 2 2

IIABI[[E = (Z kbk> <D { (Zk> <Z be,j) }
i k i, k ‘

En factorisant & chaque fois qu’un facteur ne dépend pas de I'indice de sommation :

S{(E) ()} -2 2{(E) (£2))

2| () iz

)

)y _(Z ) zbz,j_

i

- (Z ) [Tk
5

> U Z“zk

D’ou finalement :

2 2 2
IIABIIE < | D_aiy | [ D07, | = IIAIEIBIIE
ik Iy
3. |||In]|lg = v/n, or pour une norme subordonnée, |||I,||| = 1, donc |||.|||y n’est subordonnée & aucune norme

vectorielle de E.

4. e On s’appuie toujours sur l'exercice précédent. Soit A € M, (R).
Soit 0 < A1 < --- < \y, les valeurs propres de *AA.
Ona: A\, Z)\ nXy, donc p(*AA) < Tr (*AA) < np(*AA), donc

Ay < [[Alllg < v lllAlll,
e Pour A = Ey 1, "E11E1,1 = E11, donc |||Eq1]|], = 1 et [||Eq,1]||g = 1 donc la premiére inégalité est une égalité.

e Pour A =1, "AA =1, donc [||I,]||, = 1 et |||I,|||g = v/n donc la seconde inégalité est une égalité.

Exercice 168

Norme matricielle et rayon spectral

1. Soit [||.||| une norme matricielle sur M,,(K). Soit A € M,,(K). On note Sp(A) 'ensemble des valeurs propres de
A.
Montrer que : A € Sp(A) = |A| < [||A]]].
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1
On pourra prendre un vecteur propre U associé a la valeur propre \, V.= | 1 | et s’intéresser a la matrice UVT.
1
2. Application — Soit A € M,,(K) telle que I+ A ne soit pas inversible.
Montrer que |||A[|| > 1.
Solution (Ex.168 — Norme matricielle et rayon spectral)
1
1. Soit U # 0 tel que AU = AU. Soit V =
1
Alors :
L IOV = [[30VT] = [[lauv Tl < Al [lovT])

Or UVT = (u;)1<; j<n (et il ne manque pas d’indice... & méditer) n’est pas la matrice nulle donc on peut diviser
par H‘UVTH‘, donc [A| < |[|A]]]-

2. I+ A n’est pas inversible, donc —1 est une valeur propre de A. Donc |||A||| > 1.

Exercice 169

Rayon spectral et limite de la suite des puissances

Dans cet exercice, on établit précisément ce que lintuition peut laisser deviner lorsqu’on a digéré la réduction des

matrices carrées : si les valeurs propres de A sont toutes de module strictement plus petit que 1, alors A¥ —— 0.
k——+o0
A lissue de Dexercice, on obtient méme une caractérisation, i.e. des propriétés équivalentes.

1. Lorsque A est diagonalisable.
a) Soit A € M,,(K) diagonalisable.
Montrer que, si p(A) < 1, alors lim AF = 0,,.

k—+o00
b) Soit A € M, (K). On suppose que p(A) > 1. Montrer que la suite (A¥) ne converge pas vers 0,,.
La suite (A*) diverge-t-elle nécessairement ?

2. Soit A € M,(K) et € > 0. Dans cette question, on démontre qu'’il existe au moins une norme matricielle
subordonnée ||[.||| telle que

HA[Il < p(A) +e.
a) Justifier 'existence d’une matrice P € GL£,,(C) et d'un matrice T € M,,(C) triangulaire telle que P~*AP = T.
On notera
Aot tiz ... tin
0 X taz ... ton

P lAP=T=

0 )\an tnfl,n
o ... ... 0 An

b) Justifier qu’il existe un réel 6 > 0 tel que

n
Viel[l;n—1]], > |¢ 7, <e
j=it1
c) On note D la matrice diagonale diag(1,4,52,...,6"1).
Vérifier que
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A 5t172 5215173 - (5n_1t17n
0 A2 (5152,3 . 5"72152,”
(PD)"'APD=| : . .. . : 2
0 )\n—l 5tn—1,n
0 0 An
d) Montrer que I'application
[V = [|(PD) V|,
est une norme vectorielle sur E.
e) On note [||.||| la norme matricielle subordonnée a ||.||.
On pourra utiliser (cf. exercice 2) que, pour la norme matricielle ||.|||,, subordonnée a la norme vectorielle
|I-/]o0s on a

VB € Mi(K), |IIBl[lo = max > 1biyl
J

Montrer que

HA[Il < p(A) + €
3. Soit A € M, (K). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
1 lim AF =0
W (I AT =0n
(2) VWEE, lim A"V =0,
k—4o00
(3) p(A) <1

(4) ]IIB|]| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |||.|||

4. Soit [||.]|| une norme matricielle quelconque sur M,,(C). Soit A € M,,(C).
a) Montrer que, pour tout k € N*, p(A¥)1/F = p(A).
b) On admet (vu dans un exercice précédent) que pour toute matrice carrée M, p(M) < |||[M]||.

Montrer que, pour tout k € N*, p(A) < H‘A’ﬂ ‘ ‘Uk.

c¢) Soit € > 0. On pose A, = . Justifier que klil}rl Alg =0.
—+00

p(A) +¢

d) Montrer finalement que

i [ ]] =t

k—4o00

Solution (Ex.169 — Rayon spectral et limite de la suite des puissances)
1. a) Il existe P € GL,,(K) telle que P"'AP = D = diag()\;, 1 <i < n). Alors : Yk € N,  A¥ = PDFP—L.
Or DF = diag(\F,1 < i < n) PR 0, car Vi, |\;| < p(A) < 1.
—+o00

Par continuité du produit matriciel, A¥ ——— 0,,.
k——+o0

b) e p(A) > 1 donc : IX € Sp(A) telle que |A| > 1.
Soit U un vecteur propre associé & A : U # 0 et AU = \U.
Vk € N, HAkUH = [A"||U]| = ||U]| > 0, donc A*U ne tend pas vers 0.

Or si A¥ ——— 0,,, alors A*U —— 0.
k——+o0 k—+o0

Donc A* ne tend pas vers 0,.
e Ceci n’entraine pas que (A¥) diverge. Par exemple : p(I,,) = 1 et (IF) converge, vers I,,.

2. Soit A € M, (K) et ¢ > 0. Dans cette question, on démontre qu'’il existe au moins une norme matricielle

subordonnée |||.||| telle que

HA[Il < p(A) +e.
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a) Dans C, ya est toujours scindé donc A est trigonalisable (c’est dans le cours).

b) Soit M— nax. { Z It }-
Jj=i+1
e Si M =0, alors 6 = 1 convient.

o Si M > 0, soit & = min(1, %).
Alors pour tout i € [[1; n—1]],ona:Vj >i+1,[6?"| <4 donc

n n
Z ‘(Sj_itm“ <9 Z |ti,j| <M < e
j=i+1 j=i+1
c) (PD)"'APD = P~'D'APD

D est la matrice diagonale diag(1,6,52,...,6" 1),

donc D71 = diag(1,671,672,...,567 7).

Or multiplier & gauche une matrice B par une matrice diagonale A revient & multiplier chaque ligne de B par
le coefficient diagonal correspondant de A, et le produit & droite multiplie de facon analogue les colonnes de

B. Ainsi :
A1 (575172 (52t1,3 - (5”711517”
0 )\2 515273 ce 5n_2t2,n
(PD)"'APD =T =
0 )\n—l 5tn—1,n
0o ... .. 0 An
d) En s’appuyant sur le fait que ||.||, est une norme, on montre que 'application ||.|| : U H(PD)_lV‘ ‘OO est
une norme vectorielle sur E.
e) l[|Alll = sup [|AV]| = sup ||(PD) AV
VilIVlI=1 VI(PD) =1V =1
Posons U = (PD)~ 'V,
IIAlll= sup ||PD)'APDU|[ = sup [|TsU|l = [|[Tslll
U,[|U]| =1 U[|U]| =1
Par la propriété de |||.]||,, rappelée :
A = | Tsl|o = max (1A + Z &7 41) < max])\ | + ¢ par choix de 4.
Jj=i+1

Donc [[[A[l] < p(A) +&.
3. Rappelons que la convergence ne dépend pas de la norme choisie car M, (K) et E = M,, 1 (K) sont de dimension
finie.
(1) = (2) : soit |||.]|| une norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle ||.||.
Pour tout V de E, on a HAkVH < H‘Ak| H [|V]|, d’ou I'implication.
(2) = (3) :si p(A) = 1, alors d’aprés 1.b), (A¥) ne tend pas vers 0,,. Par contraposition, (2) = (3).

1—p(A
(3) = (4) : d’apreés le résultat de la question 2. avec € = 5() par exemple.
(4) = (1) : appliquons la sous- multiplicativité pour la norme subordonnée de (4), on a :
VkeN, |||B¥||| < 1B, or |||B]||* P 0. Donc |||B¥||| ——— 0 par encadrement, et B¥ ——— 0.
k—+o00 k—+o00

4. a) Soit k € N*. Comme K = C, A est trlgonahsable et il existe P € GL,(C) telle que

A X ... X

0 A

PIAP = 2
X
0 0 A\,

Alors
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Mooxo o x
k
piakp— | 0
X
0 0 Mk
Par conséquent, )\erélpzﬁk){\)\]} = (Agslg()i){w})k.
Autrement dit : p(A¥) = (p(A))k
1/k 1/k
b) p(A) = (p(a®)"* < [||ax[||"""
¢) Comme A.U = AU <= AU = A\(p(A) +¢)U, on a :
A) = A
_ P
donc p(A;) = 2A)+e <L

Par la question 3., on en déduit : lim Alg =0.
k——+o00

d) Par définition de la limite, il existe £, € N* tel que

V> L, (A<, e [[|AY]] < (0(8) + 2

donc : Wk > £, ||| AF[|]"* < p(A) + <.
Finalement, on peut écrire :

Ve > 0,30 € N*Vk > £, p(A) < |[|AF]|]* < p(A) +e.

Autrement dit :

k——+o0

i [ = .
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Chapitre 48

Hyperplans et formes linéaires

Définition — Hyperplan en dimension quelconque
Soit E un K—espace vectoriel.
On appelle forme linéaire ¢ toute application linéaire de E dans K.
On dit que H est un hyperplan de E s’il existe une forme linéaire ¢ : E — K non nulle telle que
H = Ker(yp).
Exemples —

® Soit E =R = {(up)nen }. Soit H = {u € E,up = 0}.
Alors H est un hyperplan de E car
H =ker(p) ot ¢ : E = R, u +— up.
@ Soit E =C[X] et H={P € E, 1 est racine de P}.
Alors H est un hyperplan de E car
H =ker(p) on p: E - C,P — P(1).
® Soit E=R3 et H = {(z,9,2) € B,z + 2y = 3z2}.
Alors H est un hyperplan de E car
H=ker(p) ot ¢ : E = R, (x,y,2) — = + 2y — 3z.

Définition — Espace dual
Soit E un K—espace vectoriel. L’ensemble des formes linéaires sur E est appelé espace dual de E et noté E*.

Exercice 170

Caractérisation en dimension finie

Supposons E de dimension finie. Alors le sous-espace H de E est un hyperplan de E si, et seulement si, dim(H) =

dim(E) — 1.

Solution (Ex.170 — Caractérisation en dimension finie)

Soit n la dimension de E.

® Soit ¢ une forme linéaire non nulle.

Alors ¢ : E — K, donc Im(y) C K, donc dim(Im(p)) < dimK! = 1.

¢ n'est pas la forme nulle, donc dim(Im(y)) > 1, donc dimIm(yp) = 1.
La formule du rang donne alors : dim Ker(p) =n —rgp =n — 1.
Donc tout hyperplan est bien de dimension n — 1.

@ Soit H un espace de dimension n — 1, (hy,...,hy,—1) une base de H.

Je la compléte en une base B = (hy, ..., h,—1, hy,) de E, et je considére I'application ¢ : E
u=x1h1+ -+ Tp_1hn_1+ xn
¢ est une forme linéaire, non nulle car ¢(hy,) =1 # 0.

De plus : u € H <= 2, = 0 <= ¢(u) = 0.
Donc H = Ker(p) est un hyperplan.
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Remarque sur les exemples précédents

Dans les exemples @ et @, ceci n’a pas de sens puisque E est dimension infinie.

Mais pour ®, on peut constater que dim(H) = 2 = dim(E) —1, et on retrouve trés classiquement que x+2y—3z = 0
est I’équation d’un plan vectoriel de R3.

Vous avez déja pu remarquer que fréquemment, dans les espaces euclidiens, on passe des équations linéaires & des
relations d’orthogonalité, et réciproquement.

Par exemple :

r+2y—32=0<<= (v,y,2) L (1,2,-3).

Exercice 171

Théoreme de représentation des formes linéaires dans un espace euclidien

Soit E un espace euclidien et ¢ une forme linéaire sur E.

1. Montrer qu’il existe un vecteur u, € E tel que
Vv € E, o(v) = (ugp,v).
Sur lezemple précédent, ¢ : v = (z,y,2) — z + 2y — 3z = ((1,2,-3),v).
2. Soit n € N* et (x)o<k<n M + 1 réels deux a deux distincts de [0; 1].
Montrer qu'’il existent n + 1 réels (Ar)gcp<, tel que
1 n
VP € R,[X], / P(z)dz = > M\P(ap).
0 k=0
Solution (Ex.171 — Théoréme de représentation des formes linéaires dans un espace euclidien)
1. Premier cas : Si ¢ est la forme nulle, il suffit de prendre u, = 6)
Second cas : Supposons que ¢ n’est pas la forme nulle. Alors H = Ker(y) est un hyperplan, donc de dimension
dim(E) — 1.
Analyse : pour tout v € H,p(v) = 0 = (uy,v) montre que u, € HL. Soit A = Ht, dim(A) = 1 (c’est un
supplémentaire de H).
Comment choisir cet uy, ?
1
Prenons un vecteur u engendrant A tel que o(u) = 1 pour fizer les idées (si p(u) # 1, on pourra poser u' = ﬁu
o(u
et on aura p(u') =1).
Il faut en particulier que ¢(uy) = |Juy|?
12 1
Il existe k € R, uy, = ku, ko(u) = k? |[u|[* donc on prend k = Tall - Finalement tentons u, = Wu
U U
Synthese :
Soit u € A = H™ tel que p(u) = 1. Soit u, = r H2u
u
e Pour tout v € H = Ker(p), p(v) =0 = (uy, v).
e Pour tout v € A, 3k € R, v = ku.
1 k 2
o) = ke) = k et ) = (g b ) = ol = b
e Et comme H® A = E, pour tout v = vy + va,
p(v) = p(va) + @(va) = (ug, va) + (Up, vA) = (Up, v) : gagné!
1
2. Tout d’abord, ¢ : R,[X] - R, P / P(z)dx est une forme linéaire.
0

Ensuite, (P, Q) = Z P(xr)Q(zk) est un produit scalaire sur R, [X] : clairement bilinéaire, symétrique et positif.

k=0
Et positif car (P,P) = 0 entraine que les n + 1 nombres z sont racines de P, donc P a strictement plus de

racines que son degré, donc est nul.
Ainsi il existe un polynéme Q tel que
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VP € Rn[X]7 SO(P) = <Q7P> = Q(‘Tk)P(xk)

En posant A\ = Q(zx) pour tout k € [[0; n]], on a

1
VP € Ry[X], /0 P(a)de = 3 AeP(2k).

Exercice 172

Espace dual € base duale

Soit E un K—espace vectoriel et E* son dual.
1. Justifier que E* est un espace vectoriel.

2. On suppose que E est de dimension finie.
a) Justifier que E* est de dimension finie et que dim (E*) = dim(E).
b) Soit n = dim(E) et B = (e1,...,e,) une base de E.

n

Soit pour, tout i de [[1; n]], ef : E = R,z = Zmiei = ;.
’ i=1

Montrer que B* et (63)1<7L<n

On Uappelle base duale de B.
c) Interpréter, pour tout i de [[1; n]], e en terme de projection.

est une base de E*.

3. Soit n € N*. On suppose que E = R" muni de sa structure euclidienne canonique et on note B = (61, .

base canonique de E.
Exprimer, pour tout i de [[1; n]], ef a I'aide du produit scalaire.

Solution (Ex.172 — FEspace dual & base duale)

..,en) la

1. I suffit d’observer que E* = £(E,K), qui est d’aprés le cours un espace vectoriel, sous-espace vectoriel de K.

2. a) Toujours par le cours, puisque E et K sont de dimension finie, L(E,K) est de dimension finie et dim(E*) =

dim (£(E,K)) = dim(E) x dim(K) = dim(E).

b) e Pour tout ¢ de [[1; n]], ] est bien une forme linéaire (linéarité banale : e} (x +y) = z; +y; = e} () + e} (y)).

e Supposons que (o)1<i<n sont n scalaires tels que

Zaje;f = O~ (1).
j=1

Soit i dans [[1; n]]. (}) évaluée en e; donne a; = 0 car e (e;) = ;.
Donc B* est une famille libre de E*.
e Comme Card (B*) = n = dim (E*), B* est une base de E*.

c) Soit i € [[1; n]].

Soit p; la projection de E sur Vect(e;) parallelement & Vect({e;|j € [[1; n]]\ {i}}). Alors

Ve eE,  pi(z)=ef(2)e
3. Pour tout 7 de [[1; n]],
VreE,  ef(z) = (z,e).
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Chapitre 49

Bases adaptées a I’étude des endomorphismes
nilpotents

[MP-M1 — 2020 — PC - ||[E3A-M2 — 2017 — PSI — | [CS-M2 - 2019 — PSI — |

Définition — Endomorphisme nilpotent et indice de nilpotence

Soit E un K—espace vectoriel.

Un endomorphisme f de E est dit nilpotent s'il existe un entier naturel k tel que f* =0 L(E)-

Si f est nilpotent, on appelle indice de nilpotence de f l'entier

i =min{k € N, f* = OzE) )

Comme {k € N, fF = OL(E)} est non vide car f est nilpotent, et comme toute partie non vide minorée de N

admet un plus petit élément, i est bien défini.

Exercice 173

Propriété des noyauz et images itérés

Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

1. Montrer que : Yk € N, Ker(f*) C Ker(f**1) et Im(f*+1) C Im(f*)

2. On suppose : Fkg € N, Ker(fFo+1) = Ker(f*o).
Montrer que : Vk > ko, Ker(f*) = Ker(f*0).

3. On suppose : Fkg € N, Im(fFo+1) = Im(f*o).
Montrer que : Yk > ko, Im(f*) = Im(f*0).
Autrement dit, les suites des noyauz et des images sont croissante et décroissante respectivement.

4. Justifier que, si de plus E est de dimension finie, les suites (Ker(f*)) et (Im(f*)) sont stationnaires, i.e. constantes
a partir d’'un certain rang kg.

Solution (Ex.173 — Propriété des noyaux et images itérés)

1. Savoir traduire les appartenances au noyau et a l’image.
o u € Ker(f*) = f*(u) = 0 = f*(u) = f(0) = 0 = u € Ker(f*!).
o U C Im(fk+1) = J ek, u= fk:-i—l(v)
— Jv € E,u= f*(f(v)) = u € Im(f*).

2. Par récurrence sur k > k.
Ker(f*0) = Ker(f*o).
o Ker(f*0) = Ker(f*)cKer(f*+1)
e Soit x € Ker(f*+1). fil(z) = 0= fF*o(2) € Ker(fro+!)
— fk=ho(z) € Ker(f*) = z € Ker(f*) = = € Ker(f*).
Donc Ker(f**+1) = Ker(f*o).
Vk > ko, Ker(f*) = Ker(f*o).
3. La suite (dim(Ker(f*)) est une suite croissante, majorée par dim(E), donc convergente. Et comme c’est une
suite d’entiers, elle est constante a partir d’'un certain rang.
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Ainsi il existe un rang ko tel que dim(Ker(f¥*1)) = dim(Ker(f*°)), et comme dim(Ker(f*0)) C dim(Ker(f*o+1)),
dim(Ker(f*0)) = dim(Ker(f*o*1))

Méme raisonnement pour les images.

Exercice 174

Base adaptée a l’étude d’un endomorphisme nilpotent

Justifier les propriétés suivantes.

1. Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E nilpotent de E d’indice de nilpotence i.
Alors pour tout = € E tel que fi=!(x) # 0, la famille (f*~*(z),..., f(x),x) est libre.
2. On suppose de plus que E est de dimension finie n € N* et que 'indice de nilpotence de f vaut n.
Alors pour tout z € E tel que f"~!(z) # 0, la famille
C=(fr"1z), "), f(z),2)

est une base de E et

0 1 (0)
0 In—l
Me(f) = =
(0) 1 01 0
0 .o 0

Solution (Ex.174 — Base adaptée a l'étude d’un endomorphisme nilpotent)
Simplement traduire qu’une famille est libre.

1. Soit (a;)o<j<i—1 € K' tel que
i—1
>_a;fP@) =0 (V).
=0

En composant (©) par f~!, on apour j > 1, fi*(z)=0carj+i—1>1i.
Donc il reste : agf*"t(z) = 0, et comme fi1(z) # 0, ag = 0.
Du coup

S /@) =0 (@)
j=1

En composant par fi=2, on obtient a; f*~!(x) = 0, donc a; = 0.
Et ainsi de suite...
2. Notons qu’il existe (au moins un) x € E tel que f*~1(x) # 0, car sinon cela signifierait que l’indice de nilpotence
de f est au plus n — 1.
Comme Card(C) = n = dim(E) et C est libre, C est une base de E.
e f(f" }z)) = f*(z) = 0 donc la premiére colonne de Mc(f) est nulle.
e Pour i € [[2; n]], f(f" i (x)) = f7(z) =« le vecteur précédent dans la base C, » ce qui explique la
matrice obtenue.
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Chapitre 50

Matrices circulantes et racines n-émes de
'unité

[E3A-M2 — 2019 — PSI — Partie 2| [CS-M1 — 2016 — PSI — Partie III] [CS-M1 — 2018 — PSI — Partie II] [CS-M1
- 2019 — PC — Partie I

Définition — Matrice circulante élémentaire d’ordre n

Soit m un entier naturel au moins égal & 2. On note C,, la matrice de M,,(C) définie par

01 0 0
00 1 O 0
Cndif.
1 0
0 0 o1
10 ... ... ... 0

Chaque ligne est obtenue en circulant la ligne précédente d’un cran vers la droite.

Exercice 175

Propriétés des matrices circulantes élémentaires

1. Montrer que C,, est orthogonale. C,, est-elle inversible ? Si oui, que vaut C,;1 ?

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que C,, € SO, (R).
0 In—k
I.| O

J'aurais pu exclure k =0 et k = n, mais j’y vois CY = C =1,,...

3. Justifier que pour tout k € [[0; n]], CE =

4. Justifier successivement que xc, = X" — 1, C,, est diagonalisable, ses valeurs propres sont les racines n—emes
de I'unité :
Sp(Cp) = U, = {w* k€ [[0; n—1]]} ot w = 27/,
ses sous-espaces propres sont, pour tout k € [[0; n — 1]],

E » = Vect w2k
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Justifier en particulier que C,, est diagonalisable dans R si, et seulement si, n = 2.

Solution (Ex.175 — Propriétés des matrices circulantes élémentaires)

1.

2.

11 suffit d’observer que les colonnes de C,, forment une base orthonormale de M,, 1(R). Toute matrice orthogonale
est inversible d’inverse sa transposée.
En développant suivant la premiére colonne, det (() C,,) = (—1)"*1 :

Cn€S0O,(R) <= n impair.
I1 peut étre intéressant d’étudier 'endomorphisme ¢,, canoniquement associé a C,,. En notant B = (e, ea, ..., ey)
la base canonique de R,

@n(B) = (e’lM 617 627 cve 7677,—1)'

Comme ¢, effectue une permutation circulaire sur les vecteurs de la base canonique B, on a, pour tout k €
(15 =],

k —
Qﬁn(B) - (en-i-l—k‘) €n+2—ks---,6n,€1,€2,... 7en—/€)'
On—k,k ‘ Lk
L

Notez que C}! =1, donc X" — 1 est un polynome annulateur de C,,, donc les valeurs propres de C,, sont parmi
les racines de X" — 1, i.e. parmi les racines n—eémes de ['unité.

Vkel[l; n—1]], Ck= Mp(ph)=

Ok,n—k

e En développant suivant la premiére colonne :
xc, (X) =X x X771 — (=) (—1)n"t = X" — 1.
C,, posséde n valeurs propres distinctes, les n racines n—émes de 1, donc
C,, est diagonalisable et Sp(C,) = U, = {w¥, k € [[0; n —1]]}.
eSur ce cas particulier, il est plus direct de résoudre le systéme que de rechercher le noyau.
Pour A € Sp(C,,) :

xI9 I To = )\.’L’l
T I
. i)
Col i | =2] ¢ | &= =\l | =
Tn, : Tn = A1y
Tn T
n L xr1 € C
Comme 3k € [[0; n—1]] tg A =w*, on a
1
wk
Vk e [[0; n—1]], E, = Vect w2k
wn=1k

Dés que n > 3, w € R et xc, n’est pas scindé, donc C,, n’est pas diagonalisable. Seule Cy est diagonalisable
dans R avec Sp(Csz) = {—1,1}.
Définition — Matrices circulantes d’ordre n

Pour tout a = (ag, . ..,an,—1) € C", on définit la matrice circulante M, par
ag a ... Qp—2 Qp—1
Gp—-1 Qo a1 Ap—9
Mo =Mugany=| o o 1| € M(O).
a9 . e al
aj az ... Qapn—1 ap

On note de plus I' 'ensemble de toutes les matrices circulantes de M,,(C)
I'={M,/a € C"}.
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Exercice 176

Propriétés des matrices circulantes

Justifier les propriétés suivantes.

1.

2.

I est un sous-espace vectoriel de dimension n de M,,(C)
n—1

En particulier, M, = Z akaL est un polynoéme en C,.
k=0
I" est stable pour le produit matriciel :
V(a,b) € C2, M,M, €T.
Le produit de deux matrices circulantes est encore une matrice circulante.
Le produit de deux matrices circulantes commute :
V(a,b) € C2, MM, = MyM,.
Soit a € C™.
Les vecteurs propres de C, sont des vecteurs propres de M,.
Par conséquent M, est diagonalisable.

Solution (Ex.176 — Propriétés des matrices circulantes)

1.

Remarquons que M, = aol,, + a1C,, +--- + an_lCZ*1 donc

I = Vect(I,,Cp, ..., C7 1),
ce qui prouve que I' est un sous-espace vectoriel de M,,(C).
De plus, (I,,Cp,...,C" 1) est libre :

n—1 ayp air ... Qap—-1
aolp, +a1Cp + -+ +0p1C 7 =0 = ) ' =0=aqy=a1="--=a,-1=0

I' est un sous-espace vectoriel de dimension n.
Soit (Mg, My) € T'2,

Alors M, et M, sont combinaisons linéaires de (I, Cy,...,C?" 1), donc MM, est combinaison linéaire de
(I,,Cp, ..., C2"=2) mais comme CI = I, on a C?~!*% = CE=1 pour tout k € [[0; n — 1]], donc MM, est
combinaison linéaire de (I, Cp,...,C? 1), donc M,M, € T.

Comme les puissances de C,, commutent entre elles (C%C% = C%Cﬁl = ) et le produit des polynomes est

commutatif,

MM, = Qa(cn)Qb(Cn) - (Qa X Qb)(cn) = (Qb X Qa)(cn) = Qb(cn)Qa(Cn)
MM, = MpM,,.

Soit U un vecteur propre de C,, et A la valeur propre associée.

n—1 n—1
M,U = (Z akaL> U= Z ar,CEU or (récurrence) CEU = A\FU, donc
k=0

k=0
n—1 n—1
M,U = Z ap AU = (Z ak)\k) U ce qui prouve que U est un vecteur propre de M,.
k=0 k=0

Donc tout vecteur propre de C,, est vecteurs propres de M,.
Or C,, est diagonalisable : il existe une base formée de vecteurs propres de C,, donc de M,.
M, est diagonalisable, et méme

n—1 ) n—1
Sp(M,) = {Zam’m c Sp(Cn)} A= {Zakoﬂ"“,j €[[0; n— 1]]}-

k=0 k=0
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Chapitre 51

Matrices compagnons, suites récurrentes,
E.D.L. & localisation des racines d’un
polynome

[E3A-M1 - 2016 — PC — Exo 3| [E3A-M2 — 2019 — PSI - Partie 3] [CS-M1 — 2018 — PSI — Partie II]]
Définition — Matrice compagnon d’un polynoéme
Soit P = X" 4+ a, 1 X" ! +--- +a1X + ap € K,[X]. On appelle matrice compagnon du polynéme P la matrice

0 1 0 0

Cp = : 0 € M, (K)
0 0 1
—apg —ay ... —Ap—2 —Qap-1

Parfois, Cp est définie comme la transposée de cette matrice, ce qui ne modifie les propriétés essentielles des
matrices compagnons.

Exercice 177

Elements propres

Soit Cp la matrice compagnon du polynéme P.

1. Montrer que
Cp € GL,(K) <= a9 # 0 <= P(0) #0.
2. Montrer que xcp(X) = P(X). Que dire des valeurs propres de C 7

Au passage, étant donné un polynéme unitaire P, cela permet de construire une matrice dont P est la polynéme
caractéristique.

3. Soit A € Sp(Cp) i.e. A une racine de P. Montrer que

SEP(Cp, A) = Ker(Cp — Al,) = Vect 22

An—l
En particulier, tous les sous-espaces propres sont de dimension 1.
4. A quelle condition nécessaire et suffisante Cp est-elle diagonalisable ?

5. En utilisant une matrice compagnon, montrer que si les n scalaires A\; pour 1 < ¢ < n sont deux & deux distincts,
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CHAPITRE 51. MATRICES COMPAGNONS, SUITES RECURRENTES, E.D.L. & LOCALISATION
DES RACINES D’'UN POLYNOME

alors le déterminant de VANDERMONDE suivant n’est pas nul :

Solution (Ex.177 — Elements propres)

11
AL
APt

1
An

An—l

n

£ 0.

1. En développant suivant la premiére colonne, det (() Cp) = (—1)"*2ag donne la conclusion.

X

2. XCp (X) = det (XIn — Cp) =
0

ao

Une astuce :

-1

a

0

X

an—2

X+ an—1

0

0
-1

e multiplier la derniére colonne par X"~ !, I'avant-derniére par X"~ 2, jusque la deuxiéme par X, donc on calcule

X1+2+~~+(n—1)XCP (X),

e sommer toutes les colonnes sur la derniére, celle-ci devient nulle, sauf son dernier coefficient qui vaut P(X),

e développer suivant cette colonne pour obtenir :
Xl-i—?-i—~---i—(n—1)XCP (X) — X1+2+-~~+(n—1)P(X) Cqfd.

Donc xp(X) = P(X), et Sp(Cp) = {a € K, P(a) = 0}.

Autrement dit, les valeurs propres de Cp sont les racines de P.

x1
3. Soit A € Sp(Cp). Soit X = e K.
In
X € SEP(Cp, \) <= CpX = XX
0 1 0 0
I T
= 0 =
0 R 0 1 Ty Ty
—ap —ai ... —Qp—9 —AaAp—-1
(1‘2 = A\11
T3 = )\.TQ
<~
Ty = ATp_1
—apT] — A1T2 — = Ap—2Tp—1 — Ap—1Tn = ATp
>
=
2 fl To = )\%1
xr3 = A I La — /\2x
. Ppuso 7o =X
::Anfl :
on o A
P()\)Il =0
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A
SEP(Cp, A\) = Ker(Cp — Al,,) = Vect A2

An—l

4. En particulier, on a : VA € Sp(Cp), dim(SEP(Cp,\)) = 1.
Donc par le cours, Cp est diagonalisable si, et seulement si, pour toute valeur propre A, w(A) = dim(SEP(Cp, \) =
1, donc si, et seulement si, P est & racines simples.

5. Prenons P = (X — A\)(X — A\2)... (X = Ap) et Cp la matrice compagnon de P. Alors
1 1 e 1

A1 A2 o A

n—1 n—1 n—1
Al Ay e AN
est la matrice de passage vers une base de vecteurs propres de Cp, donc est inversible et de déterminant non
nul.

Exercice 178

Lien avec les suites récurrentes linéaires d’ordre n

Soit (ap—1,...,a1,a0) € K" Soit (ug)ren une suite vérifiant la relation de récurrence linéaire d’ordre n
VE €N, Upyn + ap1Uktn—1 + Gn—2Upqn—2 + -+ aou, =0 (R).

Justifier les propriétés suivantes.

® Posons P = X" + a, 1 X" 1+ + 01X + ag € K, [X].

Uk

Uk+1
Avec Uy, = . ,ona:VkeN Ug = CpUy.

Uk+n—1
@ Donc : Vke N, U= (CP)ka.
@ Si I’équation caractéristique
2"+ ap 12" 4t aztag=0 (&)
admet exactement n solutions distinctes Ay, ..., \,, alors
Hag,...,an) €K, VEEN, wu= al)\’f o ag Ak,
Ceci généralise le théoréme sur les récurrences linéaires d’ordre 2, dans le cas ot il y a 2 solutions distinctes a
[’équation caractéristique.

Solution (Ex.178 — Lien avec les suites récurrentes linéaires d’ordre n)

1. Il n’y a qu’a écrire (R) sous la forme

Vk € N, Uk+n = —An—-1Uk4+n—1 — An—-2Uk4tn—-2 — =+ — AQUp.
2. Par récurrence immédiate.
3. Si (£) a n solutions distinctes, P est scindé a racines simples car (£) équivaut a P(z) = 0, donc Cp est
diagonalisable, et admet A1, ..., \, pour valeurs propres.

Il existe Q € GL,(K) telle que Cp = Qdiag(A1, ..., \,)Q !, donc
Ck = Qdiag(Mk,..., A))Q 1.
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Surtout, je ne cherche pas a développer, méme si on peut expliciter Q) puisqu’on connait les sous-espaces propres
par la propriété précédente.

Les coefficients de CII’% sont tous combinaisons linéaires (a coefficients constants, ceux de Q et Q! qui ne
dépendent pas de k) des A¥, ... \E.

Comme U = = (Cp) Uy, up est combinaison linéaire de )\’f e )\’fl, a coeflicients constants.

Exercice 179

Lien avec les équations différentielles linéaires scalaires homogénes d’ordre n

Soit (an—1,-..,a1,a9) € K" On s’intéresse a ’équation différentielle d’ordre n

y™ + a1y a4y 0y™ P 4 fay +agy =0 (EDL).

Justifier les propriétés suivantes.

1. Posons P = X" +a, 1 X" '+ +a;X + ap € K,[X].

Y
'

Avec Y = y ,ona:Y =CpY.

y(n_l)

Si ’équation caractéristique
2" +a, 12" 4tz +ag=0 (€)

admet exactement n solutions distinctes Aq,..., A,, alors
J(a1,...,an) EK?, y = a1eM® 4o+ ape’n®,
Autrement, l’ensemble des solutions de (EDL) est
Vect(z +— eM®, ... 1 s eMn?),

Ceci généralise le théoréeme sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2, dans le cas ot il y a 2 solutions
distinctes a ’équation caractéristique.

Solution (Ex.179 — Lien avec les équations différentielles linéaires scalaires homogénes d’ordre n)
1.

Il n’y a qu’a écrire (EDL) sous la forme

y(n) e —an_ly(n_l) — an_zy(n_z) + e — aly/ — aoy.
Si (£) a n solutions distinctes, P est scindé & racines simples car (£) équivaut & P(xz) = 0, donc Cp est
diagonalisable, et admet Aq,..., )\, pour valeurs propres.

Il existe Q € GL,(K) telle que Cp = Qdiag(A1, ..., \,)Q 1 = QDQ L.

7 (z) = Mz ()

Y

Y = CpY =Y = QDQ~1 225 7/ = D7 =

21 (2) = Apzn(2)

n
Ce qui raméne a n EDL d’ordre 1 indépendantes :

/Ble)\lx
3(617"-7/3n) e K", Z(.’L’) =

Bne)\nx

Surtout, je ne cherche pas a développer, méme si on peut expliciter Q) puisqu’on connait les sous-espaces propres
par la propriété précédente. Je n’inverse pas non plus Q!!!
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OrY = | | =QZ, donc y est combinaison linéaire a coefficients ne dépendant pas de z (Q ne dépend pas de

x) des n fonctions
T eMT ey e

Exercice 180

Localisation des racines d’un polynéme

Peut-on trouver un lien entre les racines d’un polynome et ses coefficients 7 Ot chercher les racines d’un polynéme ?
Si ses coefficients sont petits, ses racines sont-elles petites ?

Les matrices compagnons apportent une réponse a ces questions.

Justifier les propriétés suivantes.

1. Petite considération générale
Soit A = (a; ;) une matrice de M, (C), soit pour tout 1 < i < n,

ri = Z la; ;| = ||ligne n% de Al|,.
j=1
Alors : VA € Sp(A), |A] < max 7]

Si les coefficients de A ne s;;\;as grands, ses valeurs propres non plus.
2. Soit P = X" +a, 1 X" '+ +a1X + ap € K,[X]. Alors toute racine A de P vérifie
IA| < max{|ag|,|a1| +1,...,|an—1]| + 1}
Autrement dit, les racines de P sont toutes situées dans les disques fermé de centre 0 et de rayon
R = max{lag|, |ai1| + 1,...,|an—1] + 1}.

3. Ainsi, je peux affirmer que les 1789 racines complexes de
X1789 o 2xl515 + 3xl492 7

sont toutes dans le disque de centre 0 et de rayon 4. Etonnant, non ?

Solution (Ex.180 — Localisation des racines d’un polynéme)

n
1. Soit X un vecteur propre de A associé a A\. De AX = A\X, on tire : Vi € [[1; n]], Z a; jxrj = A\x;, puis
j=1

n
Al < ) laigl ;] < 7il1X] o
j=1

En particulier pour I'indice iy tel que |z;,| = ||X]||,, on a
ANX oo = (A0 < i X oo
Comme [|X]|, >0,

Al < rip < max [ry].
1<i<n

2. On va appliquer la propriété précédente a *Cp dont les normes des lignes sont simples.
Soit P = X"+ ap 1 X" 14+ -+ a1 X+a € K, [X]. Soit Cp la matrice compagnon de P. Toute racine \ est
valeur propre de Cp donc de *Cp. Or pour *Cp, on a
r1=|aol, et : Vi € [[2; n]], ri=|a;)|+ 1.
Donc par 1., |A| < max{|ao|,|a1| +1,..., |an—1| + 1}

307



CHAPITRE 51. MATRICES COMPAGNONS, SUITES RECURRENTES, E.D.L. & LOCALISATION
DES RACINES D’'UN POLYNOME

308



Chapitre 52

Matrices stochastiques

[CCP - 2016 — PST — | [MP-M1 - 2017 — PC-PSI — |
Définition — Matrices stochastiques
Une matrice M = (m”) de M,,(R) est dite stochastique si ses coefficients sont positifs et si, sur chacune de ses

lignes, la somme des coefficients vaut 1. Notons S,, ’ensemble des matrices stochastiques de M, (R). Autrement

dit :
.. 2
V(i j) € [[1; n]]", mi; >0 (D)
M € S, si,etseulementsi -
n s NWielal, Smyg=1 (%)
j=1
Exercice 181
Propriétés générales des matrices stochastiques
1. Tres utile pour caractériser la propriété (X).

1

Soit U= | : | la colonne de M,, ;(R) ne contenant que des 1.

1
Montrer que
M vérifie (3) si, et seulement si, MU = U.

Justifier que §,, n’est pas un espace vectoriel.

Montrer que S,, est stable pour la multiplication :
Y(M,N) €S2, MNe€S,.

Montrer que S, est une partie fermée et convexe de M, (R).

Justifier que si M est stochastique et la suite de ses puissances (MF) converge, alors klim MF est stochastique.
—+00

Solution (Ex.181 — Propriétés générales des matrices stochastiques)
Maitriser le produit matriciel...

1.

2.

n n
Vie[1l; n]], (MU)= meuj = Zmiﬂ" donc M vérifie (X) si, et seulement si, MU = U.
j=1 j=1
S, a la facheuse manie de ne pas contenir 0,...
Soit (M,N) € S7.
n
V(i,7) € [[1; n])?, (MN); ; = Zmi,knk’,j > 0 donc MN vérifie (IT).

k=1
MNU = M(NU) = MU = U donc MN vérifie ().

e L’ensemble M™ des matrices a coefficients positifs est fermé, car c’est I'intersection des n? ensembles fermés
(par continuité de M — m; ;)
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M:j = {M € Mn(R),mi,j > 0}.
De plus £ = {M € M, (R),|[MU — U|| = 0} est fermé car M — |[MU — U|| est continue.
Donc S, = LN M est fermé.
On pouvait aussi raisonner par coordonnées, et expliquer que si une suite de matrices stochastiques converge,
alors la limite de chaque coordoonée est la limite d’une suite positive, donc est positive, et la limite des sommes
par lignes est 1 puisque ces sommes valent toujours 1.
e Soit (M,N) € §,,. Soit A € [0; 1].
() V(i) € 115 ), (1= M +AN)s = (1= \ma + Angy > 0
() (1=AM+IAN)U=(1-AMU+IANU=(1-A+ANU=TU
donc : VA €[0; 1], (1=A)M+ AN €S, i.e. [MN] C S,.

5. 5., 3. et 4 entrainent que si M est stochastique et la suite de ses puissances (MF) converge, alors klim MF est
—+o00

stochastique, car toutes les puissances sont stochastiques...

Exercice 182

Du coté des éléments propres

Soit M une matrice stochastique d’ordre n.

1
. Justifier que 1 € Sp(M) et U= | : | € SEP(M, 1) puisque MU = U.

—

1
2. Montrer que si A € Sp(M) alors |A| < 1.

3. Montrer que si pour tout k € [[1; n]], my k. 7 0, alors la seule valeur propre de M de module 1 est 1.

On peut démontrer que si tous les coefficients de M sont strictement positifs, la dimension de SEP(M, 1) vaut 1
(théoreme de Perron-Frobenius).
Montrer que si on suppose de plus M diagonalisable, alors la suite (Mk) converge vers une matrice de rang 1 de

la forme
pPr P2 ... Dn
ME b1 P2 ... DPn OUpL+pyt -t py =1
k—+o0 . :
pP1r P2 .-- Dn
5. Soit
4 4 4
M=i 6 3 3
12

2 5 5

Vérifier que M est stochastique et non-diagonalisable.
Moralité : toute matrice stochastique méme 4 coefficients strictement positifs n’est pas nécessairement diagona-
lisable

Solution (Ex.182 — Du cété des éléments propres)
1. ..car MU=1xT.
x1
2. Soit A € Sp(M) et X = | * | #0 tel que MX = AX. Soit ¢ € [[1; n]] tel que |z;| = jpax. |zj| > 0. La i—éme
In

ligne de MX = AX fournit
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Zmid‘:ﬂj = )\IEZ (P)
j=1

Et par I'inégalité triangulaire

n n
Al il < miglag| < mig lail <1 Jail
j=i j=i

donc |\ < 1 puisque |z;| > 0.
. Je continue avec les mémes notations, en supposant de plus |A| = 1. (P) fournit
T
A—m)z; =Y mijzjdonc A—mi; =Y m; -~
e = 3 =Y
. . . . . ]#Z ]#Z
L’inégalité triangulaire permet d’écrire
1—mi; = [\ —mi; <|IA—my,| < Zmz] < Zmi,j =1—-m;;.
. . .]#i j#l . . .
Puisque les membres extrémes sont égaux, ces inégalités sont toutes des égalités et en particulier 1 — m;; =
|)\ — mml
Donc A est sur le cercle de centre m;; et de rayon 1 —m;;, et comme |[A| =1, A est aussi sur le cercle unité, et
il n’y a qu’une possibilité car ces deux cercles sont tangents en 1 :

iR

2
=

. Donc A =1, Cqfd.
@ Si on suppose de plus M diagonalisable, alors M est semblable a D = diag(1, A2, ..., \p) avec Vi € [[2; n]], | \i] <
1 d’aprés @.

Du coup, D ——— A = diag(1,0,...,0).

. k—+oco

Ecrivons M = PDP~ L. Alors MF —— 5 1, = PAP L.
k—4o00

Ce qui prouve déja que la suite (Mk)

De plus L est semblable & A, de rang 1, donc L est de rang 1. Donc toutes ses lignes sont proportionnelles, mais
L est stochastique car limite d’une suite de matrices stochastiques (S,, est fermé et stable par produit, ¢a peut
servir!). Donc ses lignes sont toutes égales entre elles, car leur somme vaut toujours 1. Donc

Pr p2 ... Pn
pr p2 ... D

MkmL= o D oupidpet =1
b1 p2 ... Dn

. M admet pour polynoéme caractéristique yy = X?(X — 1) avec dim(Eg) = dim(ker(M)) = 3 —1g(M) = 1 #
w(0) = 2.
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Chapitre 53

Formes bilinéaires & formes quadratiques

[CCP - 2020 — PC — Exo no2|
Bien que les formes bilinéaires ou quadratiques ne fassent pas l’objet d’une étude systématique dans le pro-
gramme de P.C. — a lexception notable des formes bilinéaires symétriques définies positives, alias produits sca-
laires, on les retrouve dans de nombreux sujets et les petits exercices suivants constituent une entrée en matiére
incontournable.
Définitions —
Soit E un K—espace vectoriel (K =R ou C). Soit ¢ : Ex E — K.
On dit que :
1. ¢ est linéaire a gauche si
Vo e E, ¢g:E—=E,u— ¢(u,v)
est linéaire.
Autrement dit, si, et seulement si,
V(u,u',v) € B3 VA €K,  olu+ M/, v) = ¢(u,v) + Ap(u',v).
2. @ est linéaire a droite si
Vu€eE, ¢q:E—E v~ o(u,v)
est linéaire.
Autrement dit, si, et seulement si,
Y(u,v,0") € B3 VA €K,  o(u,v + M) = o(u,v) + Ao(u,v').
3. @ est bilinéaire si ¢ est & la fois linéaire & gauche et linéaire & droite.
‘Opératoirement parlant, la bilinéarité induit la distributivité ‘
Y(u,u',v,) € E4,

pu+u',v+0") = o(u,v) + p(u, V') + o(u', v) + p(u', ).
4. p est symétrique si
Y(u,v) € B2, ¢(u,v) = p(v,u).
‘Opératoirement parlant, la bilinéarité est la commutativité. ‘

5. @ est antisymétrique si
V(u,v) € B2, o(u,v) = —p(v,u).
6. © est alternée si
VueE, ¢(u,u)=0.
7. o est positive (respectivement négative) si
Vu€e E, ¢(u,u) >0 (resp. ¢(u,u) <0).
8. ¢ est définie positive (respectivement définie négative) si
Vu e E\ {0}, o(u,u) >0 (resp. p(u,u) <0).
9. On appelle forme quadratique toute application
qg:E—K
pour laquelle il existe une forme bilinéaire ¢ telle que
Vu e E, q(u) =p(u,u).
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Dans ce cas, on dit que ¢ est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire ¢. Voir le premier exercice
pour la non-unicité de .

Exercice 183

Quelques généralités

Soit E un K—espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire sur E.
1. Montrer que ¢ est alternée si, et seulement si, elle est antisymétrique.

2. Soit ¢ la forme quadratique associée a .
a) On suppose dans cette sous-question uniquement que ¢ est symétrique.
Montrer que, pour tout (u,v) de E?,

1
p(u,v) = 7 (q(u+v) —g(u—v)).
Cette identité s’appelle l'identité du parallélogramme.
b) On ne suppose plus ¢ symétrique. Montrer qu'’il existe une unique forme bilinéaire symétrique 1 telle que

Vu e E, q(u) =¢(u,u).

1
On pourra s’intéresser a (u,v) +— 5 (¢(u,v) + (v, u)).

Solution (Ex.183 — Quelques généralités)
1. e Supposons ¢ alternée. Alors pour tout (u,v) € E2, par bilinéarité,
o+ v+ 0) = () + plu,0) + p(v,0) + p(0,0)
donc 0 = ¢(u,v) + p(v,u) i.e. p(v,u) = —p(u,v).
Donc ¢ est antisymétrique.
e Supposons ¢ antisymeétrique. Alors pour tout v € E, en permutant u et u (si!)
90(u7 u) = —cp(u, u)
donc 2¢(u,u) =0 i.e. p(u,u) =0.
Donc ¢ est alternée.

2. a) On remarque que, par bilinéarité,
q(utv) = @(u,u) + 2¢(u,v) + ¢(v,v)
d’ou
gl +v) — glu — v) = 4p(u,v).
b) Soit ¢ : E? = K, (u,v) %(@(u,v) + (v, u)).
e 1) est clairement symétrique.

e 1 est linéaire & gauche :

v(Au+ ', v) = %(Ag@(u, v) + (', v) + Ap(v,u) + (v, 1))

1 1

= A (l,0) + p(v,0) + 5 (9, ) + (0,10

= )\w(uv U) + WUI,U)
e Par conséquent 1 est bilinéaire car linéaire a gauche et symétrique (plutot que de recommencer ce qui
précede) :
Olu, Mo+ ') "B o+ o w) T EE N (0, 1) + (0, u)

TET A (u,0) + 1 (u, )

1

o Vu € B ¢p(u, u) = 5(p(uu) +¢(u,u) = o(u, u) = q(u).

A ce stade, on a montré qu’il existe une forme bilinéaire symétrique dont ¢ est la forme quadratique associée.
e L’identité du parallélogramme précédente montre 'unicité d’une telle forme bilinéaire symétrique.

Exercice 184

Représentation matricielle

On suppose que E est un K—espace vectoriel de dimension finie n.
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Soit B = (ey,...,ey) une base de E. Pour tout vecteur = de E, on note X la colonne de M,, 1 (K) représentant z
dans la base B.
Soit ¢ une forme bilinéaire.

1. Montrer qu’il existe une unique matrice A dans M,,(K) telle que
Y(z,y) € B2, ¢(x,y) = 'XAY = XTAY.
2. Caractériser sur la matrice A le fait que  est symétrique, respectivement antisymétrique.

3. On suppose dans cette question que E = K" avec n € N* et que ¢ est la forme quadratique associée a .
a) Quelle est I’écriture matricielle de g(x) pour = € K™ ?

b) Montrer que ¢ est un polynéme homogéne de degré 2 en x1, xa, ..., @y, i.e. il existe n coefficients scalaires
n(n—1
(@i)ig[(1; n)) €t (2) coefficients scalaires (8; ;)1<i<j<n tels que
v(xi)lgign e K", q((xl, ... ,xn)) = Z aix? + Z 5i7jxixj.

1<isn 1<i<j<n
4. Dans cette question, on suppose que K = R et que ¢ est symétrique.
a) Justifier que A est diagonalisable.
b) Justifier que ¢ est positive, respectivement définie positive, si, et seulement si, Sp(A) C [0; +oo[, respective-
ment Sp(A) C ]0; +ool.
c) Caractériser de fagon analogue le fait que ¢ est négative, respectivement définie négative.

Solution (Ex.184 — Représentation matricielle)

1. Montrer qu’il existe une unique matrice A dans M,,(K) telle que
Y(z,y) € B2, o(z,y) = 'XAY = XTAY.
e Analyse — Supposons que A conviennent. En prenant des vecteurs de la base, on a :
gp(ei, 6]') = tEZ'AEJ' = CLZ'J'

Le seul candidat est la matrice A = (gp(ez-, ej)), ce qui prouve déja I'unicité en cas d’existence.
e Synthese — Soit A = (go(ei,ej))ij.
Par le calcul précédent, V(4,7) € [[1; n]],¢(ei, ej) = "E;AE;.

n n
On a alors pour z = E xTie; ety = E Yi€j,
i=1 j=1

n n n n
oz, y) = sz ZijD(eia €j) = sz ZythiAEj
=1 j=1 =1 j=1

n
= x;"BAY = 'XAY
i=1
e Bilan — Il existe bel et bien une unique matrice A vérifiant la propriété voulue.
2. o Comme Y(i,7),a;; = p(e;, e;), A est symétrique si ¢ est symétrique et antisymétrique si ¢ est antisymétrique.
e Réciproquement, si A est symétrique alors
V(z,y) € E2, p(y,z) = 'YAX = 'Y*AX = Y(AY)X € M;(R), or une matrice d’ordre 1 est égale sa transposée
( ;_))7
p(z,y) = X ("(AY)) = 'XAY = p(z,y).
Donc ¢ est symétrique.
Le méme calcul montre que si A est antisymétrique alors ¢ est antisymétrique.
e Donc ¢ est symétrique si, et seulement si, A est symétrique, et antisymétrique si, et seulement si, A est
antisymétrique.
3. a)Vz €E, q(x) = "XAX.
b) Le calcul explicite de *XAX donne
Q((331, e ,:cn)) = Z amx? + Z (a;j + aj;)x;xj, qui fournit 'expression voulue en posant a; = a;; et
1<i<n 1<e,5<n
Bij = aij+aj;.

4. a) Par la question 2, A est symétrique réelle donc diagonalisable.
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b) e Si A admet une valeur propre A négative strictement avec U vecteur propre associé,
o(u,u) = "UAU = \*UU = A ||U||? < 0 donc ¢ n’est pas positive.
De méme si A admet une valeur propre négative, ¢ n’est pas définie négative.
e Soit P une matrice orthogonale et D = diag(\1, ..., \,) telles que *PAP =D. On a :
Vo € E, o(x, 1) = "XAX = *X'PD'PX = "YDY en posant Y = *PX. Ainsi :
n

Vz € E, o(z,z) = Z \y? ot Y = 'PX.
i=1

Donc si Sp(A) C [0; +oof, Vo € E, p(z,z) > 0.
Et si Sp(A) C ]0; 4o0[, non seulement Va € E, ¢(x,x) > 0, mais en plus
o(x,z) =0=Y =0= X =0 = 2 = 0 puisque X = PY.
e Finalement, ¢ est positive, respectivement définie positive, si, et seulement si, Sp(A) C [0; +oo], respecti-
vement Sp(A) C ]0; +ool.

c) p est négative, respectivement définie négative, si, et seulement si, Sp(A) C | —oo; 0], respectivement Sp(A) C
] —o0; O[.

Exercice 185

Eléments de géométrie symplectique

Et d’abord, pourquoi s’intéresser aux formes symplectiques ¢

Au début du XIX-éme siécle, Lagrange a développé les méthodes dites de « wvariation des constantes » dans le
cadre de l'étude du mouvement des planétes - il avait a la fin du siécle précédent largement contribué o l'étude
des équations et systemes différentiels par sa ‘théorie générale de la variation des constantes’ (1775). Si les lois de
Kepler conjuguées aux principes de la mécanique de Newton permettent une détermination explicite du mouvement
des planeétes connaissant soit les 6 données de ses conditions z'm'tialeslﬂ soit ses 6 éléments keplérz'ensEL le probléme
se corse dés que l'on souhaite tenir compte des perturbations (interactions) engendrées par la présence des autres
planétes. Lagrange propose de raisonner comme si la présence d’un troisiéme corps (voire plus) ne remettait pas
en cause le modéle général de résolution mais modifiait continuellement chacune des 6 constantes précédentes,
[’expression « variation des constantes » prenant a nouveau tout son sens.

Dans ses travaux de 1808 a 1811, il observe que [’application

n
w: R X R (2,y) — Z Tilnti — YiTnt1
i=1
joue un réle important dans la description l'étude du mouvement des planétes (avec n = 3 dans ce cas particulier).
Ces travaur marquent le début de [’étude des formes symplectiques et de la géométrie symplectique.
Soit n € N*.

I

On note, pour tout x = (z;)1<i<on € R?, X = : € Mg, 1(R) la colonne représentant x dans la base

Tan
canonique de R?".

1. a) Déterminer une matrice J,, € My, (R) telle que
V(z,y) € (R?")?, w(z,y) = X1J,Y.
b) Montrer que w est une forme bilinéaire antisymétrique.
c) On appelle noyau de w 'ensemble
Ker(w) = {z € R*"|Vy € R*", w(z,y) = 0}.
Montrer que Ker(w) = {0}.
On dit que w est non dégénérée.
Une forme bilinéaire antisymétrique et non dégénérée est dite symplectique.

1. Les position et vitesse initiales étant décrites chacune par 3 coordonnées nécessitent un ensemble de 6 données.

2. Lagrange retient le demi-grand axe a, la paramétre de Uellipse b, ’époque ¢, l'inclinaison du plan de l'orbite ¢ sur un
plan de référence, la longitude des noeuds h et la longitude du périhélie k, autant d’éléments familiers & I’astronome... que la
consultation d’un ouvrage ad hoc pourra expliquer.
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2. On dit que deux vecteurs z et y de R?" sont orthogonaux pour w si w(z,y) = 0.
Pour tout sous-espace vectoriel F de R?", on appelle orthogonal pour w de F, ou w-orthogonal de F, ’ensemble
noté F¥ défini par
Fv = {2z € R*"|Vy € F,w(z,y) =0}.
a) Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de R??, alors F“ est un sous-espace vectoriel de R?".
b) Montrer que si F est une droite vectorielle, alors F C F«.
Voici qui constitue une sérieuse différence avec la notion d’orthogonalité euclidienne, i.e. pour un produit
scalaire.

3. On se propose d’établir que pour tout sous-espace vectoriel F de R??,

dim(F) + dim(F¥) = dim(R*") = 2n.

Ce qui n’induit pas que F et F¥ soient orthogonauz, vu Uezemple 2.).
Soit F un sous-espace vectoriel de R?™.
On note E* Iespace des formes linéaires de R?" :
B & £(R2" R) = {f : R2" - R linéaire}
Cet espace vectoriel s’appelle le dual de R?".
a) Justifier que dim(E*) = 2n.
b) On note F? I'ensemble
FOY (feE*|va € F, f(z) = 0}.

Justifier que F? est un sous-espace vectoriel de E*.
c¢) Soit (uq,...,u,) une base de F orthonormale pour le produit scalaire canonique.

Montrer que

f € FY si, et seulement si, Vi € [1; 7]], f(u;) = 0.
d) Montrer que
w: E* %Rr,f = (f(u1)77f(ur))

est linéaire et surjective. On pourra s’intéresser auz applications f; : u— (u,u;) par exemple...
e) En déduire que dim(F%) = 2n — 7.
f) Montrer que I'application linéaire

Q:R™ 5 EX o0 Q) 1y = w(z,y)

est un isomorphisme.
g) Vérifier que F¥ = Q= 1(F0).
h) En déduire que dim(F¥) = 2n — dim(F).

4. On appelle isométrie pour w, ou w-isométrie, tout endomorphisme f de R?" conservant w, i.e. tel que
V(z,y) € (R*")?,  w(f(2), f(y) = w(z,y).

Soit f un endomorphisme de R?" et M la matrice représentant f dans la base canonique.
Montrer que f est une w-isométrie si, et seulement si, MTJ,M = J,,.
On dit alors que M est une matrice symplectique.
On pourra étudier le § relatif aux « matrices symplectiques » pour étudier quelques propriétés de ces matrices.

Solution (Ex.185 — Eléments de géométrie symplectique)
1. a) La bilinéarité de w ne posant pas de probléme, les calculs menés dans ’exercice précédent montrent que

On In .
J, = € Mo, (R) convient.
_In On
b) Toujours par I’exercice précédent, w est une forme bilinéaire antisymétrique car J,, est antisymétrique.
c) Supposons que Ker(w) # {0} et soit z un vecteur non nul de Ker(w). Soit @ € [[1; 2n]] un indice tel que
Siie[[1; n]], alors w(z,enti) =1, ce qui est absurde.
Siie€[[n+1; 2n]], alors w(x,e;—,) = —1, ce qui est absurde.
Dans tous les cas, ceci est impossible, donc Ker(w) = {0}
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B

On dit que deux vecteurs z et y de R?" sont orthogonaux pour w si w(z,y) = 0.
Pour tout sous-espace vectoriel F de R?", on appelle orthogonal pour w de F, ou w-orthogonal de F, ’ensemble
noté F¥ défini par
Fv = {2z € R*"|Vy € F,w(z,y) = 0}.
a) e F¥ C R,
e 0 € F¥ donc F¥ # ().
e Si (z,2') € (F¥)? et A € R, alors par bilinéarité, Vy € F,
w(z+ ', y) =w(z,y) + Aw(z',y) =0
donc z 4+ A2’ € F¥.
e Donc F¥ est un sous-espace vectoriel de R?™.
b) Soit u # 0 et F = Vect(u). Soit x € F et A € R tel que = Au.
Alors Vu € R, w(x, pu) = Muw(u,u) = 0, donc Yy € F,w(x,y) = 0. Donc z € F¥.
Ainsi F C F~.
. a) dim(E*) = dim(£(R?*",R) = dim(R?") dim(R) = 2n x 1 = 2n.
b) F° contient la forme linéaire nulle, et si f et g sont dans FO et \ dans R, alors
vz € F,(Af +g)(z) = M (2) + g(z) = 0.
Donc Af + g est dans FO.
FO est bien un sous-espace vectoriel de E*.
c) e L’implication provient de la définition de F* puisque (Vi),u; € F.
e La réciproque provient de la linéarité de f et du fait que (u;)1<i<, est une base de F (tout vecteur de F est
combinaison linéaire des u;...).
d) La linéarité de ¢ est banale.
Pour tout ¢ dans [[1; 7]], fi : uw — (u,u;) est une forme linéaire telle que ¢(f;) = b;, i-éme vecteur de la base
canonique de R” car f;(u;) = (uj, uj) = d;; (de I'intérét de prendre une base orthonormale...).
Donc : Vi € [[1; r]],b; € Im(p) et Vect((b;)1<i<r) = R", donc R" C Im( 7), donc ¢ est surjective.
e) Par la formule du rang,
dim(Ker(¢) = 2n — dim(Im(p)) = 2n —r.
Or par c), Ker(¢) = FY. Donc dim(F°) = 2n — r.
f) o dim(E) = dim(E*).
e Supposons Q(x) = 0. Alors : Vy € R*" w(z,y) = 0. Donc # = 0 car w est non dégénérée (voir questionl).
Donc Ker(p) = {0} et ¢ est injective.
e Par I’égalité des dimensions, ¢ est bijective : ¢’est un isomorphisme.
g) F¥ = {z e R*"|Vy € F,w(z,y) =0}
= {z e R*|Vy € F,Q(z)(y) =0}
= {z € R*"|Q(z) € FO}
— Q1K)
h) Comme Q7! est un isomorphisme (réciproque de I'isomorphisme ), il conserve la dimension.
Donc dim(F¥) = dim(F%) = 2n — r = 2n — dim(F).

4. ¢ Si MTJ,M = J,, alors ¥(z,y) € (RQ”)Q

w(f(x), f(y) = MX)TT,MY = XTMTJ,MY = XTJ,)Y = w(z, ).
Donc f est une w-isométrie.
e Si f est une w-isométrie. Alors pour tout (4, j) dans [[1; 2n]]%,
w(e, ej) = EiTJnE]— = (Jpn)i; et par isométrie
wles,e5) = w(fle:), flej)) = BT (MTI,M)E; = (MTJ,M)
donc MTJ,M = J,,.
e Ainsi, f est une w-isométrie si, et seulement si, MTJ,M = J,,.

(N
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Chapitre 54

Matrices symétriques positives et strictement
positives

[CCP - 2020 — PC — Exo no2|[E3A-M1 - 2018 — PSI — Exo nol]|

Définition — Matrices symétriques positives & strictement positives, et racines carrées

Soit n € N* et E = M,,1(R). On note B = (El7 o ,En) la base canonique de E. On munit E du produit
scalaire canonique :

V(X,Y) € E, (X]Y) = 'XY.

O, (R) est 'ensemble des matrices orthogonales de M, (R) et S,,(R) I'ensemble des matrices symétriques de
M, (R).

On note S,/ (R) I'ensemble des matrices symétriques S de S, (R) telles que :

vX e E, tXSX > 0.
On note S (R) 'ensemble des matrices symétriques S de S, (R) telles que :
vX € E\ {0}, fXSX > 0.

Exercice 186

Quelques observations

Justifier les propriétés suivantes.

1. Si S est symétrique, VX € E, FXSX = (SX | X) = (X | SX).
2. Sur un excellent moyen de récupérer les coefficients d’une matrice par un produit matriciel.
Soit M € M,,(R) quelconque. Y(i,5) € [1; n]]*, ‘E;ME; = m; ;.
3. Si P est une matrice de projecteur orthogonal distincte de I, alors P € S (R) mais P ¢ S;7"(R).
4. Si S € S,(R) n'est pas inversible, alors S € S;F(R).

5. Fake news —
SiS e S (R), voire S € ST (R), alors les coefficients de S sont tous positifs, voire strictement positifs ... NON'!

1 - x 0
Par exemple, soit S = . Alors : VX = #* ,
-1 5 Y 0
x [e—
XSX = (z y) Y =2% — 22y +5y% = (v —y)? + 492 > 0...

-+ 5y

Solution (Ex.186 — Quelques observations)
1. (SX | X) = Y(SX)X = *X'SX = 'XSX = (X ] SX)
2. ME; donne la j—éme colonne de M, et en multipliant a gauche par E;, on récupére son i—éme coefficient.

3. e P vérifie P2 = P (projecteur) et 'P = P (projecteur orthogonal donc endomorphisme symétrique).
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VX eE, XPX TP x(tPP)X = {(PX)(PX) = |[PX]? = 0.

Donc X € S (R).

e Mais si je prends X € ker(P) avec X # 0,

PXPX = ¥X x 0 = 0 bien que X # 0.

Donc X € S+ (R).

D’ailleurs plus généralement, si S n’est pas inversible, alors en prenant X € ker(S)\{0}, ona: *XSX = *Xx0 =0,
donc S & S;FT(R).

Exercice 187

Fabriquer des matrices symétriques positives et strictement positives pour pas cher

Soit A € My (R) et S = tAA.

1. Montrer que S € S;7(R).
2. Montre que, si de plus A est inversible, alors S € S (R).

Solution (Ex.187 — Fabriquer des matrices symétriques positives et strictement positives pour pas cher)
1.

'S = *(*AA) = *A*(*A) = "YAA =S donc S € S, (R).

VX € E, 'XSX = 'X'AAX = {(AX)AX = ||[AX||* > 0 donc S € S; (R).
Si de plus A est inversible, alors

IXSX = 0 = ||AX]|? = 0 = AX = 0 ““Z=® x — 0, done

VX € E, (X #0) = *XSX > 0 donc S € S (R).

Exercice 188

Caractérisation par les valeurs propres

Ou on apprend que le signe (strict) des valeurs propres est primordial dans cette histoire.
Soit S € §,,(R). On sait déja que S est diagonalisable. Démontrer les équivalences suivantes :

1. S € S;F(R) si, et seulement si, Sp(S) C [0; +ool.
2. S € S (R) si, et seulement si, Sp(S) € |0; 4ool.
Observation — Sur 'exemple « fake news », xg = X2 — 6X + 4, le produit des valeurs propres vaut 4 donc
elles sont de méme signe, et la somme vaut 6 donc elles sont strictement positives, donc S € S; *(R). Notez que
6 £ 20
je n’ai pas déterminé les valeurs propres pour conclure (pour info A\ = — = 3+v5>0).
Solution (Ex.188 — Caractérisation par les valeurs propres)

Par le théoréme spectral, il existe P € O,(R) (orthogonale, dit le théoreme spectral) telle que *PSP = D =
diag(A, .., An)-
Soit X € E. On a : *XSX = *XPD'PX = '(*PX)D(*PX)

Y1

Posons alors Y = | | = *PX (on va jusqu’au bout du changement de base...) Alors

Yn
EXSX = 'YDY = A\y? + - + A\uy2

Voila qui nous donne déja le sens indirect :-)

1.

Si les \; sont tous positifs, alors *XSX > 0.

2. Siles \; sont tous strictement positifs, alors si X # 0, on a aussi Y # 0 car X = PY, et du coup 'un des y; au

moins est non nul, donc *XSX > 0.
Et pour le sens direct ?

320



Soit 7 € [[1; n]]. Prenons Y = E; et X = PY, de sorte que
tXSX = *YDY = 'E,DE; =D, ; = \;

3. SiS e S (R), alors *XSX > 0 donc A; > 0.

4. Si S € ST (R), alors comme Y # 0 entraine X = *PY # 0, on a : *XSX > 0 donc \; > 0.
Pour le sens direct, il y a une variante accessible et assez immédiate, qui montre bien aussi le lien avec le signe
des valeurs propres.

Soit X un vecteur propre associé & une valeur propre A de S.
FXSX = X (AX) = A'XX = A |[X|]* avec |[X]| # 0.
Ce qui induit :
5. SEST(R) = "XSX > 0= \>0.
6. SESITR) = "XSX>0=\>0.

Exercice 189

Application a la recherche de racines carrées

Justifier les propriétés suivantes.

1. Ewistence —
Pour toute matrice S € S;F(R), il existe une matrice R € M, (R) telle que R? = S.

2. Unicité dans S;7T(R) -
Pour toute matrice S € S;7(R), il existe une unique matrice R € S/ (R) telle que R? = S.

Solution (Ex.189 — Application a la recherche de racines carrées)
1. Cette propriété est en fait vraie pour toute matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont positives.
Puisque S € S;F(R), il existe P € GL,(R) telle que
P~1SP = D = diag(\1, ..., \n) avec Vi, \; > 0.

A =diag(vV A1,V An)
de sorte que A2 = D. En posant R = PAP~! on a
R? = PA?P~ ! =PDP ! =S§

Prenons

donc R est une racine carrée de S.
2. Dans ce qui précéde, il n’y a pas unicité car toutes les
A = diag(£V/1,. .., V)
conviennent. De plus, R = PAP~! est & valeurs propres positives (les v/A;) mais pas nécessairement symétrique.
Au lieu de prendre P € GL,(R) quelconque, je prends P € O, (R) en appliquant le théoréme spectral, et je
choisis encore R = PA'P. Ainsi :
e 'R ="YPA'P) =P'A'P =R (A est diagonale!) donc R est symétrique;
e Sp(R) = {VA1,...,V A} C]0; +oo[ donc finalement R € S;F (R).
e Montrons maintenant 'unicité.
(i) Commengons par l'unicité pour les matrices diagonales.
Soit D = diag(A1, ..., \n) et A = diag(v/A1,-..,v/An). Montrons que A est 'unique matrice de S, (R) telle que
A% =D.
Soit N € S (R) telle que N? = D.
(a) Soit € Sp(N) et Y un vecteur propre de N associé a p.
Alors DY = N2Y donc : Vi € [[1; n]], \iy; = p?y;. Comme D et N sont dans S;7(R), \; > 0 et u > 0, donc
VA = ;.
Donc Y = AY, donc NY = AY.
(b) Soit maintenant une base (Yi,...,Y,) de vecteurs propres de N, alors : Vj € [[1; n]],NY; = AY;. Les
endomorphismes représentés par N et D coincident sur une base, donc sont égaux. Donc N = A.
(ii) Montrons alors l'unicité de la racine R de S.
Supposons que U € S (R) vérifie U2 = S. Soit N = *PUP.
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Alors : N € SH(R) et N2 = 'PSP =D, donc N = A.
Donc U = PN'P = PA'P = R. Cqfd.
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Chapitre 55

Commutant et racines carrées d’une matrice
carrée

[CS-M1 - 2018 — PSI — Partie ITT] [CS-M2 — 2019 — PST - | [CCP - 2021 — PC - Exercice 3] [CS-M1 — 2024 —
PC — Parties I et II]

Définition — Commutant et racine carrée d’une matrice

Soit A € M, (K).

On appelle commutant de A, noté ici C(A), ’ensemble

C(A) = {M € M,(K),AM = MA}.

On appelle racine carré de A toute matrice R € M,,(K) telle que

R2 = A.
Exercice 190

Propriétés générales

Soit A € M,,(K).
1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M,,(K).

2. Montrer que si R est une racine carrée de A, alors R € C(A).

Solution (Ex.190 — Propriétés générales)
1. 0€C(A) et (M,N) €C(A)2= AAM +N) = (AM + N)A.
2. RA=RR?*=R3=R%2R=AR

Exercice 191

Cas des matrices diagonalisables

On suppose que A € M, (K) est diagonalisable et on choisit P € GL,,(K) et D € M, (K) diagonale telles que
P~1AP =D.
Soit M € M,,(K). Justifier les équivalences suivantes :
1. MeC(A) <= P MPeC(D),
2. M:=A < (P"'MP)’=D.
Autrement dit, la recherche du commutant de A ou des racines carrées se ramene a la recherche du commutant
de D ou des racines carrées de D.

Solution (Ex.191 — Cas des matrices diagonalisables)
1. MA = AM <= P !MPP~!AP = P 'APP~!MP <= P~!MPD = DP~!MP.
2. M2 =A < P !M?P =P !AP < (P"'MP)? =D.
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Exercice 192

Cas des matrices diagonales

Soit D = diag(A1, ..., \n) une matrice diagonale (ses valeurs propres Ai, ..., A, sont ses coefficients diagonaux!).

1. a) Montrer que si ses coefficients diagonaux sont deux a deux distinctes alors
(i) A commute avec D si, et seulement si, A est diagonale, i.e.

C(D) = {diag(us, - pm)s (1, - pin) € K"} = Vect{Byi € [[15 ]}
(ii) R est une racine carrée de D si, et seulement si,
R = diag(p1, . .., pn) avec Vi € [[1; n]], pu? = ;.

b) Dans le cas ou K = R, a quelle condition nécessaire et suffisante D admet-elle au moins une racine carrée ?
Dans ce cas, décrire ces racines carrées et les dénombrer.
\La suite est entre I'exercice et la méditation... \
... présentation non académique...

2. MALIS si deux coefficients diagonaux sont égaux, alors ces résultats sont faux, exemples & méditer

(i) C(I2) = M2 (K)... évidence,
2

0 a 00 ‘ ‘
Va € K, = ... nilpotentisme,

0 0 0 0
(ii) Dans K = R,

cosf sinf . ‘
Voe]|—m; w,S= vérifie % = Io...symétries orthogonales.
sinf —cosf

Et ce ne sont pas les seules possibilités, par exemple :

deéf 1 a+ 1 2a

Va e R\ {1}, S, = —— vérifie $2 = Io.
a—1\ _2 _4-1
(iii) Et les coefficients strictement négatifs ne sont plus rédhibitoires, y compris dans R,
2
0 -1 -1 0
+ = = —I.
1 0 0 -1

3. S’il y a deux coefficients diagonaux identiques (au moins), on peut raisonner par blocs.
Par exemple

2 00

0 2 0| admet par exemple pour racines carrées

00 3
V2cosf +/2sinf 0
(i) lesRg = | +2sinf —+2cosf| 0 avec 0 € | —m; 7,
0 0 +v3
V2S.| 0
(ii) les T, = avec a # 1.

0 | +v3

Solution (Ex.192 — Cas des matrices diagonales)
1. a) (1) Soit M = (mm-). Alors MD = ()\jmi,j) et DM = ()\imm), donc
MD = DM <— V’i,j, )\jmm = )\imm‘ < V’i,j, ()\j — )\Z‘)mm' =0
or: Vi # j,\j — A\; # 0, donc
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2.

MD =DM <= Vi#j, m;;=0
Cqfd.
(ii) On sait que R? = D entraine que R € C(D) donc R est diagonale : R = diag(u, ..., i,). Alors R? =
diag(p3, ..., u2) améne aux conclusions.
b) En particulier si K = R, D admet des racines carrées si, et seulement si, ses n valeurs propres sont positives

ou nulles, et dans ce cas

R2=D <= R =diag(£V/\1,...,=V/ ).
Ce qui donne 9(nbre de vp strictement positives) racines carrées.
(ii) Soit S € M3 (R) telle que S? = I. Alors S est une matrice de symétrie et toute matrice de symétrie convient.
Donc les symétries orthogonales conviennent.
Mais pas seulement : VOiCiD la matrice de la symétrie d’axe (1, a) et de direction (1,1) (pourvu que a # 1)

1 a+1 2a
Se =

a—1\ o _4-1

(iii) L’idée n’est pas artificielle si je vois —Iy comme la matrice R, de la rotation d’angle .
On sait que RgRygr = Ryrgr, donc
2 2
cos(m/2)  sin(w/2) 0 -1
—sin(w/2) cos(mw/2) 1 0

Exercice 193

Cas des matrices symétriques positives : algorithme de Héron matriciel

Soit ¢ € N*. Soit M une matrice symétrique positive : M € S; (R).

1. a) Déterminer une matrice B € S (R) telle que B? = M.

b) Montrer que B est la seule racine carrée de M appartenant a S; (R). On note alors v/M l'unique racine carrée

symétrique positive de M.

2. Soit a € RT. On définit la suite (¢, (a))nen par :

cola) =1

vn €N, cpii(a) = % <Cn(“) T c,:(La)>

a) Montrer, par récurrence sur n € N, que, pour tout n € N, ¢, (a) est bien défini et que ¢, (a) > 0.

b) Pour tout n € N, donner une expression de c¢,+1(a)? — a faisant intervenir (c,(a)? —a)?. En déduire que, pour
tout n > 1, ¢,(a) > va.

c) Montrer que (¢, (a))nen converge vers y/a.

3. On note Aq,..., A\, les valeurs propres de M répétées autant de fois que leur multiplicité.

On rappelle que, d’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice P € Oy(R) telle que
M = Pdiag(\y,. .., \)PT.

On pose alors :
My =1,

1
VneN, M, = 3 (Mn + MMgl)
a) Montrer, par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, M,, est bien définie et que
M,, = Pdiag(c,(A1), - .-, cn(Ag))PT.

b) En déduire que la suite (M,),cn converge vers v/M.

1. Exercice : vérifier cette affirmation.
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Solution (Ex.193 — Cas des matrices symétriques positives : algorithme de Héron matriciel)
Soit ¢ € N*. Soit M une matrice symétrique positive : M € S(;r (R).
1. a) On note Ay, ..., A; les valeurs propres de M répétées autant de fois que leur multiplicité. Comme M € S;'(R),
toutes les valeurs propres \; sont positives.
D’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice P € Oy (R) telle que

M = Pdiag(Ay, ..., \)PT.
Posons B = Pdiag(v/A1,...,1/Aq)PT
Alors B> =M et
BT = (szag VAL .. \/> PT) = Pdiag(v/ )1, - . \/> )PT =
Les valeurs propres de B sont v/, ..., \F donc posmves
Ainsi B est une matrice de S(;r racine carrée de M.

b) Réciproquement, soit B € S,(R) telle que B> = M. On a MB = B? = BM donc B commute avec M. Or
deux endomorphismes auto-adjoints u et v qui commutent sont co-diagonalisables. En effet, les sous-espaces
propres de u sont stables par v, et les différents endomorphismes induits de v sur ces sous-espaces sont toujours
auto-adjoints dont diagonalisables dans des bases orthonormées.

Il existe donc P € Oy(R) tel que D = PTMP et A = PTBP soient diagonales, et B2 = M < A? = D soit,
puisque les valeurs propres de B sont positives, A = diag(A1,...,A\q), ce qui assure 'unicité de B.

2. Soit @ € RT. On définit la suite (c,(a))nen par :

cola) =1
VneN, c (a)—1 cn(a) + a
) n+1 - 2 n cn(a)
a) Récurrence sur n € N sans aucun souci.
b) Pour tout n € N,
1 2
Cn+1(a)2 —a= (2 (cn(a) + C;ZCL))) —a
1
= Ton(a)? (cn(@)* + 2acy(a)? + a® — dacy(a)?)
cn(a)? —a)?
= W > 0 donc ¢,11(a)? > a.
Donc ¢p41(a) = v/a d’apreés a).
Quitte a décaler 'indice, pour tout n > 1, ¢, (a) = v/a.
1 1
c) e cpii(a) —cepla) = 3 (Cnaw) - cn(a)> = Sen(a) (a — cn(a)?) < 0 donc la suite (cy(a)) est décroissante.

e Comme cette suite est minorée par 0 (ou min(1, /a)), elle converge, vers une limite £ > min(1, \/a).

1
eSia=0,c(a)=— —— 0= /a.

2" n—+o00
Sia >0, ¢ > min(1,/a) > 0 vérifie 2€:€+%donc€: % i.e. 2 = a donc ¢ = \/a.

e Dans tous les cas, la suite (¢,(a)) converge vers /a.

3. a) e My est définie et comme co()\;) vaut 1 pour tout i et PPT = I, on a bien M,, = Pdiag(c, (A1), ..., cn(Ag))PT.
e Supposons la propriété vraie & un rang n quelconque de N.

Alors M,, = Pdiag(cn(A1),...,cn(Ag))PT avec ¢, (N;) > 0 pour tout i donc det (M,,) = ch()\i) > 0, donc

M,, est inversible et M,,41 est définie.

Ensuite )
PTM,, 1P = 3 (PTM,P + PTMPPTM,;'P)
1
=5 (dzag( n(A1)s - en(Ag))
+diag(Ai, ..., N\g)(diag(cn(A1), ..., cn()\q)))*l)
1. A1 A
:7(11,019 (A1) + s en(Ag) + 4
5 ( (A1) PR (Aq) Cﬂ@q))
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= diag(cn41(M1), - - s cnt1(Ag))
donc M,, 41 vérifie I’égalité souhaitée.
e Par récurrence, on a établi la propriété voulue pour tout n de N.
b) e Par convergence par coordonnées, diag(cn (A1), ..., cn(Aq)) — diag(v/AL, - v/ Aq)

e Par continuité du produit matriciel,
M, —+—>Pdmg VAL A PT

d’aprés la premiére question car Pdiag(v/Ai, ..., /A;)PT est manifestement symétrique, a valeurs propres
positives et de carré valant M.
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Chapitre 56

Matrices symplectiques

[CS-M1 — 2020 — PC — |[MP-M2 — 2015 — PSI — |

Pour comprendre l'origine des questions posées par les exercices suwivants, on pourra travailler [’exercice «

éléments de géométrie symplectique » du paragraphe « formes bilinéaires et formes quadratiques ».

Dans toute cette partie, n désigne un entier de N* et le corps des scalaires est R.
Définition —
On note J,, ou plus simplement J la matrice de Mg, (R) définie par

Une matrice M € Mg, (R) est dite symplectique si, et seulement si,

MIM = J.
L’ensemble des matrices symplectiques est noté Sp,, (R) :

Spo(R) & {M € My, (R), 'MIM = J}.

Exercice 194

Matrices symplectiques de Ma(R)

Dans cet exercice uniquement, n = 1.

1. Montrer que M € M5 (R) appartient a S2(R) si, et seulement si, son déterminant vaut 1.

2. Soit M une matrice orthogonale de taille 2 x 2. On note Cq,Cy € My 1(R) les deux colonnes de M. Montrer

4.

5.

I’équivalence :
M est symplectique si, et seulement si, Co = —JC;.
Soit X; € My 1(R) de norme 1. Montrer que la matrice constituée des colonnes X; et —J1X; est a la fois
orthogonale et symplectique.
Soit M une matrice de taille 2 x 2 symétrique et symplectique.

a) Montrer que M est diagonalisable et que ses valeurs propres sont inverses I'une de l'autre.
b) Montrer qu’il existe une matrice P & la fois orthogonale et symplectique telle que P~'!MP soit diagonale.

Déterminer les matrices de taille 2 x 2 & la fois antisymétriques et symplectiques et montrer qu’elles ne sont pas
diagonalisables dans R.

Solution (Ex.194 — Matrices symplectiques de Ma(R))

a b a b 0 —ad + be _ ) .
t J = donc M est symplectique si, et seulement si, det (() M) = 1.

c d c d ad — be 0

329



CHAPITRE 56. MATRICES SYMPLECTIQUES

a
2. Soit Cq = . La question précédente et la structure de SO2(R) permettent d’écrire
b
—b
Me S(R) <= M € SO3(R) <= Cy = — Cy = —-JC;.
a

a
3. Soit X; € M3 1(R) de norme 1, disons X; = avec a® + b% = 1.
b

M= (Xy] -JXy) = ¢ € SO2(R) donc M est a la fois orthogonale et symplectique.
b a
4. Soit M une matrice de taille 2 x 2 symétrique et symplectique.

a) M est symétrique réelle donc diagonalisable. Ecrivons xy = (X — AM)(X — ) = X2 — A+ )X + M\ =
X2 — Tr () M)X + det (() M). Par unicité des coefficients d'un polynome, Ay = det (() M). Et comme M est
symplectique, det (() M) = 1 donc les deux valeurs propres de M sont inverses I'une de l'autre.

b) Par le cours, il existe une matrice P orthogonale dont les colonnes sont des vecteurs propres de M. Comme
P est orthogonale, det (() P) = 1. Si det (() P) = —1, on permute les colonnes de P, et alors P demeure
orthogonale (ses colonnes forment une base orthonormale), det (() P) = 1 donc P est symplectique, et P~*MP
est diagonale puisque les colonnes de P forment une base de vecteurs propres de M.

0 —a
5. e Soit M € My(R) antisymétrique. Il existe a € R tel que M = . Supposons de plus M symplectique.
a 0

Alors det (() M) = 1 entraine a? = 1, donc a = £1, donc M = J ou M = —J.

Réciproquement, J et —J sont a la fois antisymétriques et symplectiques.

Les seules matrices antisymétriques et symplectiques de Mo(R) sont J et —J.

e Y15 = X2 + 1 donc Spg(+J) = 0 et £J n’est pas diagonalisable dans R.

Exercice 195

Premiéres propriétes des matrices symplectiques

1. a) Calculer J2 et *J en fonction de Iy, et J.
b) Montrer que J est inversible et expliciter son inverse.
c) J est-elle symplectique ?

ITL On

def est symplectique.

2. a) Vérifier que pour tout réel o la matrice K(«)
—al, I,

. aer. | U On
b) Pour tout U € GL,,(R), vérifier que Ly = ,
0, ‘U~

3. L’ensemble Spy, (R) est-il un sous-espace vectoriel de My, (R) ?
4. Montrer que si M € Spy, (R), alors det (() M) & 1.
5. a) Montrer que le produit de deux éléments de Sp,,(R) est un élément de Spy, (R).

b) Montrer qu’un élément de Sp,,,(R) est inversible et que son inverse appartient Spy,, (R).
c¢) Montrer que si M € Sp,,,(R) alors *M € Sp,, (R).

6. Soit M une matrice de Ma,(R) écrite par blocs sous la forme

A B
M= avec A, B, C et D dans M,,(R).

C D
Déterminer des relations sur A, B, C, et D caractérisant 'appartenance de M a Sp,,,(R).

est symplectique
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Solution (Ex.195 — Premiéres propriétes des matrices symplectiques)
1.a) J2=-Iy, et 8J=—J.
b) J(—J) = Iy, donc J est inversible et J~! = —J = 'J. On pouvait aussi remarquer que les colonnes de J forment
une base orthonormale de My, 1(R), ce qui fait de J une matrice orthogonale.
c) 'JJJ =J71JJ = J donc J est symplectique.
2. a) Tous les blocs intervenants sont de taille n x n donc permettent le produit par blocs. On vérifie sans peine
que *K(a)JK(a) = J, donc K(«) est symplectique.
b) A nouveau, tous les blocs intervenants sont de taille n x n donc permettent le produit par blocs.
0 —tuyuh
U-'u 0
or lorsqu’une matrice est inversible, sa transposée 1’est aussi et 'inverse de la transposée est la transposée de
I'inverse, donc 'LyJLiU = J et Ly est symplectique.
3. '0J0 =0# J donc 0 & Sp,,(R) donc Sp,,, (R) n'est pas un sous-espace vectoriel de Mo, (R).
4. Soit M € Spy,(R). Alors det (J) = det (*MIM) = det (*M) det (J) det (M) = det (M)*det (J) or det (J) # 0 (J
est inversible), donc det (M)? = 1, donc det (M) = +1.
5. a) Soit (M,N) € Sp,,(R)2.
Y(MN)JMN = *'N(*MJIM)N = *NJN = J, donc MN € Sp,, (R).
b) e Si M € Sp,,,(R), alors det (() M) = £1 # 0 donc M est inversible.
e Soit M € Sp,,(R).
MIM = J = (*M)"VMIJIMM ! = (*M)~tJM~!
= J="MNHIM! = M! € Spy,(R)
c) Soit M € 8py,(R). M est inversible et *(M~1)JM~! = J. Inversons cette relation (toutes les matrices étant
inversibles!) :
MJ~1M = J71, et comme J7! = —J, MJ*M = J, relation qui montre que *M € Sp,,(R).
6. Tous les blocs sont de taille n x n donc par produit par blocs
'CA - 'AC 'CB - 'AD
‘DA — 'BC 'DB - 'BD
Comme *(*CB — *AD) = —(*DA — 'BC), on en déduit
'CA - 'AC =0,
M e Sp,,(R) <~ ‘DA - 'BC =1,
‘DB - *BD =0,

LyJLU =

"MIM =

Exercice 196

Déterminant d’une matrice symplectique

Dans cet exercice, on se propose de démontrer que le déterminant d’une matrice symplectique vaut 1.
Soit M dans Sp,,(R) que 'on décompose sous forme de matrices blocs

A B
M= avec A, B, C et D dans M, (R).

C D
Dans tout cet exercice, les matrices A, B, C, D sont les matrices de cette décomposition.

1. On suppose dans cette question que D est inversible.
a) Montrer qu'il existe quatre matrices Q, U, V, W de M,,(R) telles que

L, Q[ |U 0, A B

0, L||v w C D|

b) En utilisant la derniére question de Iexercice pécédent, vérifier que BD™! est symétrique, puis que
det (M) = det (*AD — *CB) = 1.
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On suppose dorénavant D non inversible.

2. Soit P,Q € M, (R) telles que 'PQ soit symétrique.
On suppose qu’il existe deux réels différents s1, sy et deux vecteurs Vi, Vg dans M,, 1(R) tels que :
(Q — 81P)V1 = (Q — SQP)VQ =0.
Montrer que le produit scalaire (canonique) (QV1,QVa) est nul.

3. Montrer que Ker(B) N Ker(D) = {0}.

4. a) Soit m un entier naturel non nul. On suppose qu’il existe s1, ..., sy, des réels non nuls et deux a deux distincts
et Vi,...,V,, des vecteurs non nuls tels que
pour tout i € [[1; m]], (D—sB)V;=0.
Montrer que pour tout ¢ € [[1; m]], DV; est non nul et que la famille (DVi,i e[[1; m]]) forme une famille
libre de M, 1(R).
b) En déduire qu’il existe un réel a tel que D — aB soit inversible.
c) Montrer alors que det (() M) = 1. On pourra exploiter la matrice K(«) de ’exercice précédent.

Solution (Ex.196 — Déterminant d’une matrice symplectique)

1. On suppose dans cette question que D est inversible.
a) Montrer qu'il existe quatre matrices Q, U, V, W de M,,(R) telles que

I, Q|U 0, A B

0, L||v w| |c p|
Toujours par produit de blocs compatibles

L, Q| |U 0, U+QV QW

0, L,f |V W \Y W
Comme D est inversible, il suffit de prendre
V=C,W=D,Q=BD'et U=A—-BD!C.
b) En utilisant la derniére question de I'exercice pécédent, vérifier que BD™! est symétrique, puis que
det (M) = det (*AD — *CB) = 1.
e D’aprés 'exercice précédent, comme M est symplectique, 'DB = 'BD.
En multipliant par D=1 & droite et ®(D™!) & gauche, BD™! = ¥(D71)*B, i.e. BD™! = ¥(BD™1).
e Et en faisant apparaitre des déterminants triangulaires par blocs

I, BD™'| |A-BD"'C o0,
det (M) = det
0, I, C D
I, BD! A -BD"'C o0,
= det det
0, I, C D

= det (A —BD!C) det (() D) = det (*A — *CBD™ ) det (D)
— det (*AD — *CBD~'D) = det (*AD — *CB)
or 'AD — 'CB = *(*DA — '*BC) = *I,, = I, toujours par I'exercice précédent, donc
det (M) = det (I,) = 1.

On suppose dorénavant D non inversible.

2. Soit P,Q € M, (R) telles que *PQ soit symétrique.
On suppose qu’il existe deux réels différents s1, so et deux vecteurs Vi, Vg non nuls dans M,, 1 (R) tels que :
(Q—51P)Vy = (Q — s2P)Va = 0.
Montrer que le produit scalaire (canonique) (QV1, QV3) est nul.
(QV1,QV2) = (s1PV1,QV3) = 51 'V 'PQV,
<QV1, QV2> = <QV1, SQPV2> = S92 t\/'l tQPVg = S92 t\/l tPQVg par symétrie de tPQ.
Donc (s2 — s1)V1'PQVa = 0, et comme s3 # s1, *V1'PQVy = 0.
Donc (QV1,QVa) = 0.
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0 A B| |0 BV 0
3. Soit V € Ker(B) nKer(D). Alors M = = =

v c D| |V DV ol

Comme M est symplectique donc inversible, =M"! = donc V = 0.
A% 0 0
Comme 0 € Ker(B) N Ker(D) (qui est un espace vectoriel), on a
Ker(B) N Ker(D) = {0}.
4. Soit m un entier tel que m < n. Soit s1,..., S, des réels non nuls et deux a deux distincts et Vq,...,V,, des
vecteurs non nuls tels que
pour tout i € [[1; m]], (D-sB)V,;=0.
a) e Soit 7 € [[1; m]]. Comme DV; = 5;BV; avec s; # 0, si DV; = 0 alors BV; = 0 donc V; € Ker(B) N Ker(D)
donc V; = 0, ce qui est impossible. Donc DV; # 0.
e Notons que, puisque M est symplectique, 'BD = *DB donc *BD est symétrique.
En appliquant le résultat de la question 2), on voit que, dés que i # j, DV; L DV;. Donc la famille (DVi,z’ €
[[1; m]]) est une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls, donc une famille libre de My, 1 (R).
b) Supposons que pour tout @ € R, D — aB soit non inversible. Alors
Vie[[1; n+1]],3V; #0 tel que (D —iB)V; =0.
D’aprés la question précédente, la famille (DVi,i e[1; n+ 1]]) est une famille libre de n + 1 vecteurs de
My, 1(R), lui-méme de dimension n, ce qui est impossible.
Donc il existe a € R tel que D — aB soit non inversible.
c) Prenons « tel que D — aB soit inversible.

A B
K(a)M = est symplectique car K(a) et M le sont, et —aB + D est inversible. Donc

—aA+C —aB+D
on peut appliquer la premiére question a K(a)M :
det (K(a)M) = 1, donc det (K(«)) det (M) = 1.
Or det (K(«)) = 1, donc det (M) = 1.
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Chapitre 57

Théoréme des moindres carrées et application
aux ajustements polynomiaux

Lorsqu’un systéeme linéaire a n équations et p inconnues
AX =B, ou X € M, 1(R), et A € M, ,(R), Be M, 1(R),
n’admet pas de solution, on peut chercher le vecteur X qui minimise
|IAX =B,

on parle alors parfois de « pseudo-solutiony.

Evidemment, cela présuppose qu’on s’est donné une norme. La norme euclidienne |-l associée au produit
scalaire canonique de My, 1(R) est bien adaptée a ce probleme de minimisation grace & la propriété de meilleure
approzimation en norme. Avant d’exposer le théoréme général, on commence par donner un procédé systématique
pour déterminer la matrice d’une projection orthogonale.

Exercice 197

Formules pour les matrices de projections orthogonales

Soit n € N*. Soit E = M,, 1(R) muni du produit scalaire canonique noté (., .). Pour X € E, XT désigne la transposée
de X.
Soit d € [[1; n]] et F un sous-espace vectoriel de E de dimension d.

1. On suppose que (Uy,...,Uy) une base orthonormale de F.

d
Soit M =Y U, U;T.
Montrer qzuelM représente la projection orthogonale sur F dans la base canonique de E.
2. On suppose que (Cy,...,Cq) une base quelconque de F et on note A la matrice de M,, 4(R) donc les colonnes
sont Cq,...,Cq.
a) Montrer que, pour tout X de E,
i— X € F < 3Y € My41(R), AY =X,
i — X eFl = ATX=0.
b) Montrer que ATA est une matrice inversible. On pourra déterminer Ker(ATA).
c) Soit M = A(ATA)'AT.
Montrer que M représente la projection orthogonale sur F dans la base canonique de E.
3. Application - Impératif d’utiliser ce qui précéde! Déterminer la matrice de la projection orthogonale de M3 1 (R)
sur le plan P d’équation z +y + 2z =0
a) en utilisant une base quelconque de F,
b) en utilisant une base orthonormale de F.

Solution (Ex.197 — Formules pour les matrices de projections orthogonales)
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1. VX € E,
d d d
MX =Y UUTX =) U (U, X) => (X, U;) Ui = pr(X)
i=1 i=1 i=1
d’aprés la propriété du cours, puisque (Uy,...,Uy) est une base orthonormale de F.
a1
2. a) i — Il suffit d’observer quesi Y = | * |, alors
Yd
d
AY = Z 4 C;.
=1
Comme (Cy,...,Cy) est une base de F, donc une famille génératrice, on a bien :
X eF < 3Y € My;:(R), AY =X.
<Cl’ X)
ii — Pour tout X € M, ;(R), ATX =
<Cd7 X>

Comme (Cy,...,Cg4) est une base de F, ATX = 0 <= X € F*.
b) e ATA € My(R).
e Soit X € Mg (R).

X € Ker(ATA) = XTATAX = 0 = ||AX]|| =0 = AX =0.
d

Or AX = inCi et (Cq,...,Cy) est une base de F, donc une famille libre. Donc AX =0 = X = 0.
i=1
Ainsi Ker(ATA) = {O}
e Par la formule du rang, rg(ATA) = d donc ATA est inversible.
c) Soit M = A(ATA) AT,
Soit X € E et Y = MX.
® Comme Y = A[(ATA)'AT]X avec (ATA)ilAT € Mgi1(R), Y € F d’aprés i.
@AT(X-Y) =ATX - ATA(ATA)"'ATX = ATX — ATX = 0 donc d’aprés ii X — Y € FL.
@ Ainsi Y e Fet X =Y € FL, donc Y est le projeté orthogonal de X sur F.
@ Ceci étant vrai pour tout X de E, M représente la projection orthogonale sur F dans la base canonique de

E.
1 1
3. a) Prenons A = -1 0
0 -1
2 1 1 2 -1
Alors ATA = , (ATA) ! = et
12 3\ -1 2
2 -1 -1
1
M= = _ _
3 1 2 1
-1 -1 2
b) Par le procédé de Gram-Schmidt, prenons
1 1
1 1
U; = —1 | et Upg=— 1
ERVG RRV(G
0 -2

Alors
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UUT=-] -1 1 0 |etUUpT=—| 1 1 —2
0 0 0 2 —2 4
Et
2 -1 -1
M=UU;"+U0, U == 1 2 _1
1 -1 2

Exercice 198

Théoréme des moindres carrés

Soit A € M, ,(R) et B € M, 1(R). On suppose que rg(A) = p.
Montrer que :
(i)  min |
XeM, 1(R)
(i) "AA € M,(R) est inversible, donc le systéme linéaire *AAX = *AB admet une unique solution,

|AX — B||, existe,

(iii) min ||JAX — BJ|, est atteint si, et seulement si, X est I'unique solution du systéme "AAX = *AB.
p,1

Solution (Ex.198 — Théoréme des moindres carrés)

Commentaire : il s’agit d’un probleme de minimisation d’une ||.||y, donc il y a de la projection orthogonale dans
Uaar...

Dans cette correction, j’ignore le résultat de ’exercice précédent, et du coup je le redémontre...

(i) Soit Cy,...,Cp € My, ,(R) les p colonnes de A de M,, ,(R).
z1

On a alors, pour tout X =| * |, on a,

Zp
AX = (21C1 + - + 2pCp) € My 1(R).
Posons F = {AX € M,,1(R),X € M, 1(R)} = Vect(Cy,...,Cp) est un sous-espace vectoriel de M, 1(R), de
dimension p car rg(Cy,...,Cp) =1g(A) =p.

Alors, s'il existe, min [JAX —B||, = gmﬁ [|Y — BJ|,. Or par le cours, ce minimum existe, et est obtenu uni-
XeMp1(R S

quement pour Y = pp(B).
On a déja lexistence...
(ii) C’est un exercice classique. Notons que si A n’est pas forcément carrée, "AA € M,(R) est carrée.
On a toujours : Ker'AA = KerA, car
o AX =0 — 'AAX =0,
o PAAX = 0 = 'X'AAX = 0 = (AX,AX) = 0 = ||AX|| = 0 = AX = 0.
Or A représente un endomorphisme de RP dans R™, donc la formule du rang donne
dim(Ker(A)) = dim(RP) — rg(A) =0,
donc dim(Ker(*AA)) = 0 et rg(*AA) = p, ce qui assure 'inversibilité. Donc 'unicité de la solution du systéme
AAX = 'AB.
(iii) Voyons comment obtenir ce projeté.
YeF IXeM,i1(R), Y=AX
Y-Bert = \vie [1; pl], (C;)AX—-B)=0
car F = Vect(Cy,...,Cp). Or
Vie[[l; p]], (Ci,AX—B)=0<=Vie[l;p], 'Ci(AX-B)=0
— Vie [[1 ; pH , tClAX = tCiB

Y = pF(B) <~
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el el
tC2 t02
— AX = B < 'AAX = 'AB
Cp Cp
X R Y = AX
Donc Y = prp(B) <= € Mpa(R),
tAAX = 'AB

Donc le minimum cherché vaut ||[Y — B||, = [|[AX — B||, ou X est I'unique solution de *AAX = *AB.

Exercice 199

Ajustements polynomiauz

On se donne z1, ..., x, n réels deux a deux distincts et yi, . .., y, n réels quelconques. Par exemple, (x;,y;) est une
série statistique de résultats expérimentaux. On cherche une fonction polynomiale P,, de degré au plus m passant
au plus prés des n points, en quelque sorte

Viel[[l; n]], Pm(z) =y,
Le § sur linterpolation de LAGRANGE montre que si m =n — 1, il existe une et une seule solution.
Probléme : si la série est grande (n grand), il est peu probable que l’on accepte un polynéme de degré n.

De plus, si on prend ’exemple de la trajectoire d’un mobile uniquement soumis a la gravitation, on sait que la
trajectoire est parabolique, donc qu’on veut m = 2 et P(x) = a® + bz + c. Notre nuage de points (z;,y;) doit nous
servir a préciser les coefficients.

Comment optimiser le choix de P lorsque m <n —17¢

x1 1

On connait X=1| * |, Y= ¢ |, et on cherche

Tn Yn
Pn(z) =cpa™ + -+ 1z + ¢

qui minimise la somme des écarts au carré, alias les moindres carrés
n

déf. 2
E(CO) L) CM) = Z (Pm(xl) - yz) .
k=1
Or en munissant R™ de la norme ||.|,,

co + 1wy + -+ et — Y1

S(Cos- .-y Cm) = : = [|AC - Y||;

CO‘i‘Clxn%’“"i‘cml‘nm*yn 9

1 7
avec A = 1 2yt . € My m+1(R) et Y connues,
1z, Ty
€o
et C = : est notre inconnue.
Cm

Montrer que le théoréme des moindres carrés précédents s’applique.
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Solution (Ex.199 — Ajustements polynomiaux)

Il suffit de vérifier que rg(A) =m + 1 or

e Ae Mymi1(R) = rg(A) <m+1,

e les m + 1 premieéres lignes constituent une matrice de VANDERMONDE, de déterminant non nul car les x; sont
deux & deux distincts, donc le rang des m + 1 premiéres lignes est m + 1, dans rg(A) > m + 1.

Cofd.
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Chapitre 58

Intégration numérique avec Python

On passe en revue quelques méthodes de calculs approchés d’intégrales. 11 s’agit de calculer une valeur approchée

b
de / f(t)dt a partir de valeurs de f en quelques points.
a

Dans le premier exercice, on s’intéresse a une fonction a la fois réguliére (C*) mais avec une forte variabilité
qui servira de fonction test pour les exercices suivants.

Exercice 200

Un simple sinus

T 15t 2

1. Vérifi in(—)dt = —.

érifier que /0 sin ( 5 ) 15

. . .15t _
2. Tracer la courbe représentative de t — sin (7) et s’assurer que son allure est la suivante
15t
Y 1y = sin (—2 )
1 P
— 4 t
m
0

Solution (Ex.200 — Un simple sinus)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(t):
return np.sin(7.5%t)

n = 300
t = np.linspace(O,np.pi,n)
y = (%)

plt.plot(t,y)

Pour tout les exercices suivants, on suppose définie les modules numpy et matplotlib.pyplot importés sous
np et plt, et on suppose définie une fonction f : [a; b] — R continue.
Par exemple,
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(t):
return np.sin(7.5%t)

Exercice 201

Meéthode des rectangles

Soit N € N*.
Les formules énoncées ci-aprés sont a méditer et a savoir écrire.

1. Ecrire a I'aide d’une boucle des fonctions rect_g(a,b,N), rect_d(a,b,N) et rect_m(a,b,N) calculant des

valeurs approchées de f(t)dt a l'aide des formules
' b—ar= b—a
= Z f (a +1 ) Formule des rectangles a gauche
Dy = N <a +1 > Formule des rectangles a droite

N—- 1

b a b—a .
N ZO f (a + (20 +1) oN > Formule des rectanlges milieux
1=

s
2. Indiquer l'erreur absolue commise lors du calcul de / sin (—)dt par chacune de ces méthodes, pour N €
0

{5, 10,20, 50, 100}.
Commentaire ?

3. En exploitant les fonctions np.linspace et sum, réécrire ces fonctions sans boucles.

Solution (Ex.201 — Méthode des rectangles)

1. def rect_g(a,b,N):
s =0
= (b-a)/N
for i in range(N):
s += f(at+i*h)
return s*h

def rect_d(a,b,N):
s =0
= (b-a)/N
for i in range(1,N+1):
s += f(at+i*h)
return s*h

def rect_m(a,b,N):
s =0
= (b-a)/N
for i in range(0,N):
s += f(a+(2*i+1)*(h/2))
return sxh

2. Le script suivant

test = [5,10,20,50,100]
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res = np.zeros((4,len(test)))
for i in range(len(test)):

N = test[i]
res[0,i] = N
res[1,i] = abs(rect_g(0,np.pi,N)-2/15)

res[2,i] = abs(rect_d(0,np.pi,N)-2/15)
res[3,i] = abs(rect_m(0,np.pi,N)-2/15)

# Pour afficher 5 chiffres en \’evitant 1’\’ecriture scientifique #
np.set_printoptions(precision=5,suppress=True)
print(res)

fournit le tableau

([ 5. 10. 20. 50. 100. ]
[ 0.13333 0.08881 0.06275 0.0289%4 0.01509]
[ 0.76165 0.22535 0.09433 0.03389 0.01633]
[ 0.31095 0.03669 0.00803 0.00124 0.00031]]

Sur cet exemple, on observe que le choix des points milieux est bien meilleur que les deux autres.

3. Les fonctions usuelles np.... comme np.sin supporte d’étre appliquées directement & un tableau, élément par
élément.

def rect_g(a,b,N):
t = np.linspace(a,b,N+1)
return sum(f(t[:-1]))*(b-a)/N

def rect_d(a,b,N):
t = np.linspace(a,b,N+1)
return sum(f(t[1:]1))*(b-a)/N

def rect_m(a,b,N):
h = (b-a)/N
t = np.linspace(a+h/2,b-h/2,N)
return sum(f(t))*h

Exercice 202

Meéthode des trapezes

b— a+(i+1)h

Soit N € N* et h = Ta. La méthode des trapézes consiste a approcher / f(t)dt par l'aire du trapéze du
a+ih

base h et de hauteurs f(a + ih) et f(a+ (i + 1)h).

1. Vérifier que cela conduit a
N-1

Tn=nh <W + Z fla+ zh)) Meéthode des trapézes

i=1
b
2. FEcrire une fonction trap(a,b,N) calculant des valeurs approchées de / f(t)dt a l'aide de cette méthode.
a
i 15t
3. Indiquer I'erreur absolue commise lors du calcul de / sin (T)dt par cette méthode pour N € {5, 10, 20, 50,100}.
0

Commentaire ?

Solution (Ex.202 — Méthode des trapézes)

1. def trap(a,b,N):
h = (b-a)/N
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t = np.linspace(a+h,b-h,N-1)
return ((f(a)+f(b))/2+sum(£f(t)))*h
2. test = [5,10,20,50,100]
res = np.zeros((2,len(test)))
for i in range(len(test)):
N = test[i]
res[0,i] = N
res[1,i] = abs(trap(0,np.pi,N)-2/15)

# Pour afficher 5 chiffres en \’evitant 1’\’ecriture scientifique #
np.set_printoptions(precision=5,suppress=True)

print (res)

On obtient

[[ 5. 10. 20. 50. 100. ]
[ 0.44749 0.06827 0.01579 0.00248 0.00062]1]

L’erreur est de fois plus importante que dans la méthode des rectangles milieu, mais bien meilleure que les
rectangles & gauche ou & droite.

Exercice 203

Méthode de SIMPSON

Les méthodes des rectangles et des trapézes consistent a approcher sur chaque intervalle [a + ih; a4 (i + 1)h] la
fonction f par une fonction constante (méthodes des rectanlges) ou une fonction affine (méthode des trapézes).
La méthode de SIMPSON consiste & approcher f par un polynéme du second degré (on approche alors la courbe
de f par une parabole).

1. Soit f:[a; b] = R.
a) Montrer que la base de LAGRANGEE] associée aux points a, m et b est (Lg, Ly, L) définie par

Lo(z) = (()_161)2(2:52 — (a+ 3b)z + ab+ b?)

Lo (z) = (b_1a)2( 44 4 d(a + bz — 4ab)

Ly(x) = C —1a)2 (222 — (3a + b)x + a® + ab)

/abLa( )dm—/b Ly(z )dx—bgaet /abLm(x)deQ(b;a).

c) En déduire que la méthode de SIMPSON consiste en I’approximation
- a+b
[ war="50 (s a5+ )

b—a
2. En partageant l'intervalle en N € N* intervalles et en itérant cette démarche sur chacun des intervalles | a +i———; a +

b) Vérifier que

vérifier qu’on obtient la formule

N-1 N
el <f(a) i ; Jloz) +4 ; fleai) f(b)> Méthode de Simpson
b—a

N ,ai:a+i§pour1§i<2N—1

ol h =
3. Ecrire une fonction Simpson(a,b,N) calculant des valeurs approchées de / f(t)dt a laide de cette méthode.

i 15¢
4. Indiquer 'erreur absolue commise lors du calcul de / sin (%)dt par cette méthode pour N € {5, 10, 20, 50, 100}.
0

1. Voir le § consacré a I'interpolation de LAGRANGE.
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Commentaire ?

Solution (Ex.203 — Meéthode de SIMPSON)

—m)(z —b
1. a) Ly(z) = H;Ei_b; de fagon a ce que Ly (a) = 1 tandis que L,(m) = Ly (b) = 0.
b —b)?
On développe, en exploitant (a —m) = — 5 % donc (a—m)(a—10b) = (az).

De méme pour les deux autres.
b) Simple vérification.
c) D’aprés l'interpolation de LAGRANGE, le polynéme de Ro[X] coincidant avec f en a, m et b est
P(x) = f(a)La(x) + F(m)Lon() + F(B)Ly(x).
Alors

/abP(x)dx ~ f(a) /ab Lo(z)dz + f(m) /ab Ly (z)dz + f(b) /ab Ly(z)dz

b —a a
f(a:)dxf:/ P(a:)dx:b6 (f(a)+4f( ;b)Jrf(b)).

a

1
2. Les extrémités a et b apparaissent une fois avec le coefficient =, les extrémités ag; = a+ih (1 <i < N —1)) des
N sous-intervalles apparaissent deux fois en tant qu’extrémités droite puis gauche des sous-intervalles, munis du

1 ) . . . . .
coefficient 2 x 6’ et les milieux ag;—1 (1 < i < N) des sous-intervalles apparaissent une fois munis du coefficient
4

6
3. def Simpson(a,b,N):
s = f(a)+f(b)
h = (b-a)/N
for i in range(1,N):
s += 2xf(a+i*h)
for i in range(1,N+1):
s += 4xf(a+(2%i-1)*h/2)
return s*h/6

4. test = [5,10,20,50,100]
res = np.zeros((2,len(test)))
for i in range(len(test)):
N = test[i]
res[0,i] = N
res[1,i] = abs(Simpson(0,np.pi,N)-2/15)

# Pour afficher 7 chiffres en \’evitant 1’\’ecriture scientifique #
np.set_printoptions(precision=7,suppress=True)

print (res)

fournit

[[ 5. 10. 20. 50. 100. ]
[ 0.0581391 0.0017027 0.000093 0.0000023 0.0000001]1]

La précision est bien meilleure que celle des méthodes des rectangles et des trapézes.

Exercice 204

Méthode de Gauss a trois points

Le § sur 'intégration numérique par la méthode de quadrature de Gauss nous a appris que
1
5 3 8 5 3
P(t)dt ~ —P [ —y/ = —P(0)+ =P -
/1() 9 (V@>+9()+9 ( J
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cette formule étant exacte pour tout polyndéme P de degré < 5.
Que donne cette méthode appliquée & d’autres fonctions que les polynomes ?

On pose p = \/g , de sorte que notre formule d’approximation devient
/ F(e)dt = 5 (5 (=) +8(0) +51(0))
1. Soit f:[a; b] = R. On pose d = ? Montrer que la méthode revient a
/a f(u)du ~ g (5f(—dp+m)+8f(m)+5f(dp+m)).
2. Ecrire une fonction Gauss3(a,b) calculant une valeur approchée par cette méthode de / f(u)du.

¢ et d’appliquer

3. Pour améliorer la précision, on décide de partager [a; b] en N € N* intervalles de longueur

I’approximation précédente sur chacun de ces sous-intervalles.
Programmer une fonction Gauss(a,b,N) calculant une valeur approchée de 'intégrale sur ce principe sans utiliser
de boucle.

i 15t
4. Indiquer ’erreur absolue commise lors du calcul de / sin (T)dt par cette méthode pour N € {5, 10, 20, 50, 100}.
0

Commentaire ?

Solution (Ex.204 — Meéthode de Gauss a trois points)

2 a+b b a+b
1. Onposet—b_au—b_ (= 2 5 ) de sorte que
b— b— b
/f a/ FEEL 20 ar
IR 2
On obtient alors .
—a b—a b—a
/f(u)du_ (Sf(—2p+m)+8f(m)+5f(2p+m)>.

2. def Gauss_3(a,b):
rho = np.sqrt(3/5)
= (b-a)/2
= (at+b)/2
return h*(5*(f (-h*rho+m)+f (h*rho+m))+8*f (m)) /9
3. def Gauss(a,b,N):
rho = np.sqrt(3/5)
h = (b-a)/(2*N)
m = np.linspace(a+h,b-h,N)
return h* (5% (sum(f (-h*rho+m) ) +sum(f (h*rho+m)))+8*sum(f (m)))/9
4. test = [5,10,20,50,100]
res = np.zeros((2,len(test)))
for i in range(len(test)):
N = test[i]
res[0,i] =
res[1,i] = abs(Gauss(0,np.pi,N)-2/15)

# Pour afficher 3 chiffres avec \’ecriture scientifique #
np.set_printoptions(precision=2,suppress=False)

print(res)

Ce qui fournit le tableau

[[ 5. 10. 20. 50. 100.]
[ 2.03e-03 1.38e-05 1.85e-07 7.30e-10 1.13e-11]]

La méthode de Gauss est de loin la plus performante que celles envisagées précédemment.
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Chapitre 59

(GAUSS-LEGENDRE et (GAUSS-TCHEBYCHEV avec
Python

=[] est conseillé de lire les § « Fspaces de Hilbert et familles de polyndmes orthogonaux » et « Intégration
numérique de Gauss » au préalable, mais on peut aussi admettre la propriété rappelée ci-apres.

Exercice 205

Quadrature numérique de GAUSS

Soit Ja; b C R et w : Ja; b] — R une fonction poids, c’est-a-dire strictement positive et telle que, pour tout
n €N, t — t"w(t) est intégrable sur | a; b[. Soit n € N*.

Soit (Pk)o<k<n une famille de polynémes orthogonaux telle que : Vk € [[0; n]], deg(Px) = k.

Alors P,, admet exactement n racines réelles distinctes rq, ..., r, dans | a; b[ et il existe n coefficients réels ¢y, ..., ¢,
tel que

b
WP € Rop_1[X], / P(Dw(t)dt = eP(ry) + - + P ().

Cette formule étant remarquablement simple, on I'extrapole aux fonctions f : Ja; b — R, ce qui fournit la formule
de quadrature de GAUSS

b
/ FOwb)dt = erf(r) + -+ enf ().

Lorsque Ja; b[ =]—1; 1[ et w = 1, on parle de méthode de GAUSS-LEGENDRE, et lorsque |a; b[ =]—1; 1] et

w = Wi on parle de méthode de GAUSS-TCHEBYCHEV.

Exercice 206

Gauss-Legendre, Pascal, Horner, dichotomie...

1. Petite bibliothéque pour calculer les polynémes de Legendre
Les polynémes de Legendre sont définis par

dTL
VneN, L,X)=[X*-1)""=_—_(X2-1)".
n(X) = [( )"] X )
1
Il arrive fréquemment qu’on les normalise par un coefficient gnpp? qui n’a pas d’intérét ici car on ne s’intéresse
n!
qu’a leurs racines. On décide de représenter les polynoémes par des numpy . array et on amorce un script en Python

par

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

347



CHAPITRE 59. GAUSS-LEGENDRE ET GAUSS-TCHEBYCHEV AVEC PYTHON

degre = 20

degre est une constante indiquant le degré maximum des polynémes que ’on souhaite utiliser. Chaque polynéme
P=ay+a1 X+ -+ adegreXdegre sera représenté par le np.array [ ag, a1, ..., agegre 1, étant entendu que
si deg(P) <degre, tous les coefficients d’ordre k >degre seront pris égaux a 0.

a) Compléter la fonction suivante afin qu’elle renvoie le np.array codant le polynéme dont les coefficients sont
fournis par la liste 1

def creer(1):
p=np.zeros(............. )
for k in range(len(l)):
plkl = ... . ...
return p

Par exemple

creer([1,-2,3])
>>>
array([ 1., -2., 3., 0., 0., 0., 0., 0., 0.,

., 0.,
0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0.1

b) Compléter la fonction suivante afin qu’elle transforme un polynéme au format np . array en chaine de caractéres
suffisamment lisible, par exemple :

aff_poly(creer([1,0,-2,3]))
>>> 7+3.0X73-2.0X"2+1.0X"0°

def aff_poly(p):

g = "

for k in reversed(range(0,degre+1)):
if plk] !'= 0:

return s

c) Ecrire une fonction deriv(p) renvoyant le dérivé du polynéme p.
d) Ecrire le développement suivant la base canonique de (X2 — 1)™.
e) Soit 0 < p < n. Justifier les relations
n 1 sip=20
=<n <n — 1) )
D — sinon
p\p—1
n
et programmer une fonction récursive binom(n,p) calculant < >
p

f) Ecrire enfin une fonction Legendre (n) calculant le n—éme polynéme de LEGENDRE en dérivant n fois (X2—1)".
On vérifiera qu’on obtient

aff_poly(legendre(4))
>>> 7+1680.0X~4-1440.0X"2+144.0X°0’

donc Ly = 1680X* — 1440X2 + 144.

2. FEvaluation d’un polynéme en un point : algorithme de Horner
d

On doit & HORNER l'algorithme suivant de calcul de P(z) = Z arz® qui est linéaire et ne nécessite aucun calcul

. k=0
de puissance.

La présentation en pile est assez efficace.
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aq
ag—1 ad—1
aq—9 aq—2 ad—2
s=0 rs+aq — S rs+aqg—1 — S
al a1 ai
ap ao a0

rs+ar— S| qp |TSs+ap— s, et alors s = P(x)

On rappelle que la méthode liste.pop() dépile la liste liste, c’est-a-dire

(i) renvoie le dernier élément de liste,

(ii) supprime cet élément de liste.

Compléter 'algorithme suivant afin qu’il renvoie la valeur de P(z), le polyndéme P étant défini par le np.array
p-

def Horner(p,x):

1 = list(p)

Recherche d’une racine par dichotomie
On suppose un polynoéme P défini sur | a; b[ vérifiant P(a)P(b) < 0.
a) Justifier que P admet au moins une racine dans | a; b|.
b) Ecrire une fonction dicho(p,a,b,e) renvoyant une racine de p dans | a; b[ avec une précision au moins égale
ae.
Racines des polynomes de Legendre
Soit n € N*. Soit P,, le polynome (X2 — 1)".
a) Justifier qu’il existe une famille de polynomes (Qx)o<r<n telle que
vk e ([0 nll, PR = (X2-1)mkQy,
et vérifiant
Vk€[[0; n—1]], Qu1 = (X* = 1)Q; +2(n — k)XQy.
b) Que peut-on dire de Q,, ?
c¢) Justifier, pour tout k € [[1; n]], que Q) admet exactement k racines distinctes, et qu’entre chaque racine
successive de Py se trouve exactement une racine de Pj_;. Schématiquement

-1 1
Qll pas de racine | I
Q1 a1 =0 1
Qll as1 a2 I
Qsll azr ase asz I
Qull a1 asz asz ass ||

d) Ecrire une fonction produit(p,q) renvoyant le produit des deux polynémes p et q.
e) Compléter la fonction racine(n,e) suivante de sorte qu’elle renvoie la liste des racines de L,, avec une précision
inférieure & e.
def racine(n,e):
Qk = creer([1])
Xdmu = creer([-1,0,1])
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dX = creer([0,2])

Rk = [-1,1]
for k in range(n):
QK = et
aux = [-1]
for i in range(k+1):
aux.append(dicho(......... ... ... ...... ))
Rk = aux+[1]

return np.array(Rk[1:-1])
A titre d’exemple, on doit obtenir ceci :
racine(3,1e-8)

>>> array([ -7.74596672e-01, 1.27271108e-09,
7.74596670e-01])

5. Calcul des coefficients ¢; par les polynémes de Lagrange
Toujours en notant rq,...,r, les racines du polynéme de LEGENDRE Ly, on introduit la base de LAGRANGE
(4;)1<i<n de R,,_1[X] associée & ces n racines, définie par
. X —r;
vie[[1;n]], 4X)= ]I ;

Y —1j
1<<ngzi b

a) Justifier que
1

Vie|[l; n]], « :/ 4;(t)dt.
—1
b) Compléter les deux boucles de la fonction suivante qui doit renvoyer le tableau des coefficients (¢;)i<i<n
def coeff _L(r):
c = np.zeros(len(r))
for i in range(len(r)):
# Calcul de 1i
1li = creer([1])
for j in range(len(r)):
if j 1= i:
1i = ........
# Calcul de 1’int\’egrale de 1i sur [-1,1]
for j in range(int((len(r)+1)/2)):
clil += (... ...
return c

A titre d’exemple, on doit obtenir ceci :

coeff_L(racine(3,1e-8))
>>> array([ 0.55555555, 0.88888889, 0.55555555])

6. Calcul des coefficients ¢; par la résolution d’un systéeme de Vandermonde

c1 Iy .

OnnoteC=1] : [, V= (T;il)lgid‘gn et B= : ou, pour tout ¢ de [[0; n—1]], I; = /1 tidt.
Cn I
a) Justifier que C est 'unique solution du systéme linéaire VC = B.
b) L’instruction a = np.vander (r,increasing=True) .transpose () crée la matrice de Vandermonde a = (r[j]*~1),
et np.linalg.solve(a,b) renvoie la solution x du systéme linéaire a.x=b.
Ecrire une fonction coeff_V(r) renvoyant le tableau des coefficients (c;) en résolvant le systéme de VANDER-
MONDE précédent.

S’assurer qu’on obtient les mémes valeurs que par la fonction coeff_L.

7. Mise en ceuvre de la quadrature de Gauss-Legendre et exemples

b— b
Soit f:[a; b] = R. On pose ¢ = 5 ® et m = %. Montrer que la méthode revient a I’approximation
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/bf(u)du zﬁzn:cif(fri+m).
a i=1

b
a) Ecrire une fonction Gauss_Legendre(f,a,b,n) calculant une valeur approchée de / f a laide des racines
a

du polynéme de L,, calculées avec une précision 1e-8.

b) Soit f:[0; 7] — R, ¢ — sin (gt)

Calculer I = / f(t)de.

On désigne par I, la valeur renvoyée par Gauss_Legendre(f,0,np.pi,n).
Compléter le tableau d’erreurs relatives suivant :

2

1

V-t
1
Justifier I'existence de J = / f(t)dt et la calculer.
—1

n
‘1-%

I
c)Soit g:]—1; 1[ =R, t—

Dans la mesure ou cette méthode de quadrature n’exige pas de calculer g en 1, on peut se demander ce que
donne cette méthode pour une telle intégrale impropre.
On désigne par J,, la valeur renvoyée par Gauss_Legendre(g,-1,1,n).
Compléter le tableau suivant :
s |2 s | a7 | 0] o
J—Jn

Commentaire 7 Pour pallier cet inconvénient et élaborer une stratégie pour des intégrales impropre, voir [’exer-
cice sutvant.

Solution (Ex.206 — Gauss-Legendre, Pascal, Horner, dichotomie...)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

degre = 20

def creer(l):
p = np.zeros(degre+1)
for k in range(len(l)):
plk] = 1[k]
return p

def aff_poly(p):
s = nn
for k in reversed(range(0,degre+1)):
if plk] != 0:
if p[k] > 0:
s += "4

s += str(plk])+"X~"+str(k)

return s

def deriv(p):
d = np.zeros(degre+1)
for k in range(l,degre+l):
d[k-1] = k*p[Kk]
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d[degre] = 0
return d

def binom(n,p):
if p == 0:
return 1
else:
return (n*binom(n-1,p-1))//p

def Legendre(n):
Ln = np.zeros(degre+1)
for p in range(n+1):
Ln[2%p] = binom(n,p)*(-1)**(n-p)
for p in range(n):
Ln=deriv(Ln)
return Ln

def Hormner(p,x):
s =0
1 = list(p)
for k in range(degre+1):
s = x*s+1l.pop()
return s

def dicho(p,a,b,e):

a=a
b=5>
while b-a>e:
m=(a+b) /2
if Horner(p,m)*Horner(p,a)>0:
a=m
else:
b=m

return (a+b)/2

def produit(p,q):
r = np.zeros(degre+1)
for k in range(degre+1):
r(k] =0
for i in range(k+1):
r[k] += plil*ql[k-1i]
return r

def racine(n,e):
Qk = creer([1])
Xdmu = creer([-1,0,1])
dX = creer([0,2])
Rn = [-1,1]
for k in range(n):
Qk = produit(deriv(Qk) ,Xdmu)+(n-k)*produit(Qk,dX)
aux = [-1]
for i in range(k+1):
aux.append(dicho(Qk,Rn[i] ,Rn[i+1],e))
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def

def

def

def

for

def

for

Rn = aux+[1]
return np.array(Rn[1:-1])

coeff_L(r):
¢ = np.zeros(len(r))
for i in range(len(r)):
# Calcul de 1i
1i = creer([1])
for j in range(len(r)):
if 1= i
1li = produit(li,creer([-r[j],11))/(r[il-r[jI1)
# Calcul de 1’int\’egrale de 1li sur [-1,1]
for j in range(int((len(r)+1)/2)):
c[i] += 2*%1i[2%j]1/(2*j+1)
return c

coeff_V(r):
a = np.vander(r,increasing=True) .transpose()
b = np.zeros(len(r))
for i in range(int((len(r)+1)/2)):
b[2*i] = 2/(2%i+1)
return np.linalg.solve(a,b)

Gauss_Legendre(f,a,b,n):
r = racine(n,le-8)

c = coeff_V(r)

1 = (b-a)/2

m = (a+b)/2

return l*sum(c*f (1l*r+m))

f(t):
return np.sin(2.5%t)

n in [2,3,4,5,6,7]:
print (abs(Gauss_Legendre(f,0,np.pi,n)-2/5)*5/2)

f(t):
return 1/np.sqrt(1-t)

n in [2,3,4,7,10,15]:
print (abs(Gauss_Legendre(f,-1,1,n)/(2*np.sqrt(2))-1))

I A O A I
’III” 2.56 | 0.398 | 0.0307 | 0.00142 | 4.37E=9% | 9.62E~07
no 2 s a7 ] 0] s
‘J_JJ” 0.175 | 0.125 | 0.0968 | 0.0581 | 0.0415 | 0.0281

Pour 'intégrale impropre J la convergence est moins rapide.

Exercice 207

Gauss-Tchebychev, exemple d’une intégrale impropre
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On cherche & améliorer le calcul approché de 'intégrale impropre de I’exercice précédent

J_/l dt
1 VIt
VIiFt

—dt = h(t)w(t)dt ou
o= e

h:]-1; 1[>R,vV1+tetw:]—-1; 1[ =R,

On observe que J = /

1
V1—1t2

On sait que les polynoémes de Tchebychev (T),),en sont orthogonaux pour cette fonction poids. De plus, les racines
1
m) pour k € [[0; n —1]].

Donc il existe n coefficients (¢;)o<i<n—1 tels que

/ﬁ fclf(cos(%;%))

la formule étant exacte pour toute fonction polynomlale f de degré au plus 2n — 1.

2
de T,, sont les réels cos (

P 1 t 71'/2
1. a) Justifier que pour f(t) = t*, I, &t / /) dt :/ sin®(t)dz.
1 V1 —t2 —n/2

k—1
1 1/2k 2k
b) Justifier que sin?*(¢) = %1 | 5 ( k:> + (=1)F pE: (p) cos(2(k — p)t)
c) En déduire que

1/ k e pa
— m  sik pair
I, = { 28 \k/2 Ptk
0 si k impair.
d) Soit 0 < p < n. Justifier les relations
=<{n <n — 1) )
D — sinon
p\p—1
et programmer une fonction récursive binom(n,p) calculant <n>
p

e) Ecrire une fonction I(k) renvoyant la valeur de I'intégrale Ij.
2. Ecrire une fonction racine(n) renvoyant le tableau de type np.array contenant les n racines du polynome T,,.

3. a) La relation étant exacte pour toutes les fonctions ¢t +— t* avec k € [[0; n — 1]], écrire le systéme dont les
(¢i)o<i<n—1 sont solutions.
b) L’instruction a = np.vander(r,increasing=True) .transpose() crée la matrice de Vandermonde a = (r[j]* 1),
et np.linalg.solve(a,b) renvoie la solution x du systeme linéaire a.x=b.
Compléter la fonction suivante

def Gauss_Tchebychev(f,n):
r = racine(n)
a = np.vander(r,increasing=True) .transpose ()
# D\’efinir b
¢ = np.linalg.solve(a,b)
return sum(cxf(r))

1

4. On revient au calcul approché de J = / h(t)w(t)dt.
-1
a) Définir la fonction A.

b) On désigne par H,, la valeur renvoyée par Gauss_Tchebychev (h,n).

J—H,
J

Commentaire 7
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Solution (Ex.207 — Gauss- Tchebychev exemple d’une intégrale impropre)

it —it\ 2k
s 2k _ e —e 2k’§ 2k 2k—p zpt —z(2k p)t
Sin (t) = <2Z) 2@ —9 < ].

k k—1 o
in2k (4) = 1)P i(2p=2k)t 4 (_1)k
sin“*(t) 2% > < > e’ +(—1) <k>

p
2k
2k ,
+ -1 pez(2p—2k)t
2 ()
p=k+1
k k—1
sin2" (¢) q=2k—p (—21]3 (2k:> (—1)PeiCP=2M0t | (1) <2k>
2 P k
p=0
k—1
2k .
—1)4¢(2k—29)t
i <2k - Q>( e
q=0
k k—1
sin2* (1) q=2k—p (;21]3 <2k> [ei(2p—2k)t n ei(2k72p)t] +(=1)F (2:)
p=0 p
k—1
. 1 1/2k 2k
sin?*(t) = 21 | 5 < k> + (=1)F Z (p) cos(2(k — p)t)
p=0
Ii est nulle pour k impair car on intégre une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport a 0.

w/2

1/ k
cos(2(k — p)t)dt = 0 pour 0 < p < k, on obtient I = o" <k:/2> pour k

Avec la relation précédente, comme /
—7/2

pair.

Proposition de programme :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def binom(n,p):
if p ==
return 1
else:
return (n*binom(n-1,p-1))//p

def I(k):
if k%2 ==
return binom(k,k/2)/2**k*np.pi
else:
return O

def racine(n):
return np.array([np.cos((2xk+1)*np.pi/(2%n)) for k in range(n)])

def Gauss_Tchebychev(f,n):
r = racine(n)
a = np.vander(r,increasing=True) .transpose()
b = np.array([I(k) for k in range(n)])
¢ = np.linalg.solve(a,b)
return sum(c*f(r))

def h(t):
return np.sqrt(1+t)
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for n in [2,3,4,7,10,15]:
print (abs(Gauss_Tchebychev (h,n)/(2*np.sqrt(2))-1))

n H 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 7 ‘ 10 ‘ 15

J _JH” 0.00210 | 0.00103

La méthode GAUSS-TCHEBYCHEV est mieux adaptée au calcul de ce type d’intégrales impropres que la méthode
de GAUSS-LEGENDRE. Avec le méme nombre de points, I'erreur relative est de 'ordre de 50 fois plus faible.

0.0262 0.000457

0.0115 | 0.00645
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Chapitre 60

Programmation orientée objet : la classe
Polynome

Pour manipuler des polynémes, nous pouvons utiliser des listes : aprés tout, un polynoéme est avant tout une
liste (finie) de coefficients. Par exemple, on peut convenir que la liste

P = [1, 2, 3] représente le polynome P = 1 4 2X + 3X2.

C’est faisable mais les opérations sur les listes ne sont pas les mémes que les opérations sur les polyndomes.

Par exemple, si P = [1, 2, 3] et Q = [1, -2, 0, 1] alors P+Q est la liste [1, 2, 3, 1, -2, 0, 1] puisque pour les
listes, « + » désigne la concaténation, alors que si P =1+ 2X +3X2 et Q = 1 — 2X + X3, P + Q est le polynome
1+ 3X2 4+ X3, qui n’est évidemment pas représenté par la liste P+Q précédente mais par [1 ,0 ,3 ,1].

De méme, P=[1,1]; P(2) provoque une erreur de type 'LIST’ OBJECT IS NOT CALLABLE signifiant qu’une liste
n’est pas évaluable en un point. Or pour un polynéme P, I’évaluation de P en 2, notée P(2), a un sens.

Si PYTHON posséde un certain nombre d’objets prédéfinis, avec leurs opérations propres, opérations appelées
méthodes, dont la syntaxe est en général nom_de_1_objet.methode() (pensez & LISTE.APPEND() par exemple),
PYTHON offre aussi la possibilité de créer de nouveaux objets, pour lesquels ont peut définir toutes les opérations
et fonctions qui nous sembleront utiles.

Ainsi, nous allons définir une nouvelle classe d’objets, les polyndmes, ainsi que les opérations et fonctions
usuelles sur ces objets, pour pouvoir nous en servir aussi librement que n’importe quel autre objet déja connu de
PyTHON (liste LIST, chaine de caractéres STRING, entier INT, réel FLOAT, booléens BOOLEAN, etc.)

Exercice 208

Définition de la classe Polynome

1. Le code suivant

class Polynome():
def __init__(self,coefficients):
self.coeffs = coefficients

définit une nouvelle classe d’objet.
a) Exécuter ce script, puis dans la console exécuter P = Polynome([1, 2, 3]), puis P, puis P.coeffs.

On a défini une nouvelle classe d’objets, les polyndmes, qui s’initialisent avec la donnée de ses coefficients,
qu’on récupére en invoquant la méthode nom_du_polynome.coeffs, le nom du polyndéme s’appelant traditio-
nellement SELF (lui-méme, logique non 7).

b) On compléte notre script de la fagon suivante :

class Polynome():
def __init__(self,coefficients):
self.coeffs = coefficients

def deg(self):
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n = len(self.coeffs)
for i, ¢ in enumerate(reversed(self.coeffs)):

if ¢ '= 0: #ou abs(c)<=1e-10 (erreurs de calcul)
return n-1-i
return -1

Exécuter ce script, définir P = Polynome([1, -2, 3, 0]), puis P.coeffs puis P.deg().

c) Quelle convention est adoptée pour le degré du polynéme nul dans ce script ?
Nous venons de définir une méthode propre aux polynémes : la fonction « degré ».

2. a) Exécuter P, puis PRINT(P). L’affichage est-il satisfaisant ?

On ne peut pas en vouloir & PYTHON de ne pas savoir que, pour nous, la présentation naturelle du poly-
néome de coefficients [1, -2, 3, 0] est 1 — 2X + 3X2, que I'on pourrait afficher par la chaine de caractéres
71+ (-2) *X+3*%X"~37.

b) La méthode qui, dans une classe d’objets, définit sa repésentation est __str__(self). Compléter le script
suivant afin d’obtenir un affichage lisible des polynémes. On testera cet affichage en exécutant print (P) pour
différents polyndmes.

def __str__(self):
if self.deg() == -
return ’0°

else:

chaine = 7°
for k,
if

in enumerate(self.coeffs):
1=0:
if ¢ > 0:
chaine += str(c)
else:
chaine +=’(’+str(c)+’)’
if k ==
chaine += .........
elif k >= 2:
chaine += .........
chaine += ’+’
return chaine[:len(chaine)-1]

C
Cc

Exercice 209

Opérations algébriques usuelles

Venons-en aux opérations sur les polynéomes. Comme rappelé en introduction, la somme de listes (LIST) est la
concaténation. Il est possible de définir la somme pour les polynémes, de facon a ce que P+Q génére le polyndéme
somme de P et Q.

1. a) Compléter la méthode __add__(self,other)

def __add__(self,other):

if self.deg() < other.deg():
self, other = other, self

tmp = other.coeffs + [0]*(self.deg()-other.deg())

res = []

for k in range(len(self.coeffs)):
res.append(....... ..., )

return Polynome(res)

b) Définir deux polynoémes P et Q puis vérifier que PRINT(P+Q) affiche le polynéme attendu.

2. Définir une méthode __neg__(self) générant le polynéme opposé de SELF. On pourra chercher une écriture
condensée comme
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def __neg__(self):
return Polynome([...... for ¢ in self.coeffs])

3. Définir, a I’aide des méthodes précédentes, la méthode __sub__(self,other) générant le polyndéme SELF-OTHER
sans utiliser de boucle.

4. On peut envisager le produit polynomial de deux fagons :
e le produit par un scalaire, qui confére a R[X] (avec addition) une structure d’espace vectoriel (]R[X], =+, ) ;
e le produit de deux polynoémes, qui confeére & (R[X], +, ., ><)E|une structure d’algébreﬂ
a) Compléter la fonction (propre a la classe POLYNOME) afin qu’elle génére le polynéme produit de SELF par le
scalaire REEL :

def scalp(self,reel):

return Polynome([ ....................... D
m n m—+n
b) Soit P = Zaka et Q = Zkak deux polynémes. Soit R =P x Q. On pose R = Z cpXF.
k=0 k=0 k=0
k
Justifier que, pour tout k € [[0; m + n]], cx = Z aibi—_;.
i=0

Justifier que, pour tout k € [[0; m + n]],
Cr = Z aibk,i.
max(0,k—deg(Q)<i<min(deg(P),k)
c) Ecrire une méthode __mul__(self,other) générant le produit de SELF et OTHER.
d) Observer si P=POLYNOME(|1,2,3]) ; Q=POLYNOME([1,0,-1]) ; PRINT(P*Q) produit I'affichage attendu.

Exercice 210

FEvaluation : lalgorithme de HORNER

0
Un objet peut étre « évaluable » (« CALLABLE » nous dit PYTHON) : c’est la cas des fonctions et des méthodes
prédéfinies ou de celles que 'utilisateur définit. Syntaxiquement, cela s’exprime par les parenthéses (...) :

SIN(T), LISTE.INDEX(’BONJOUR’), MIN(A,B),...

alors que les crochets [...| sont réservés aux collections (LIST, TUPLE, STRING, NUMPY.ARRAY...) d’objets énumé-
rables par des indices (« ITERABLE » nous dit PYTHON).

Les coefficients des polynomes sont des listes (catégorie ITERABLE), mais les polyndmes sont évaluables (CALLABLE)
en un point. Il serait bon que, lorsqu’on écrit P(1), PYTHON calcule la valeur du polynéme P en 1. Pour cela, il
faut définir la méthode __call__(self, x) qui retournera la valeur du polynéme SELF en X.

n
1. a) Vérifier la formule dite Algorithme de Horner pour un polynéme P = Z aip Xk
k=0
P(z) = ap + z(a1 + z(az + z(ag + ... (an—1 + z(an))))).
b) En quoi cette formule est-elle bien meilleure que
Px)=ay+a1 xz+ayxeXxzx+--+a,xx X - xx?

2. Programmer la méthode __call__(self, x) et la tester en définissant un polynoéme P et en exécutant P(2)

par exemple.

Solution : proposition de définition des la classe POLYNOME
Proposition de définition de la classe POLYNOME :

class Polynome(): #D\’efinition d’une nouvelle classe d’objet
def __init__(self,coefficients): #Initialisation d’un objet polynome
self.coeffs = coefficients #par le liste de ses coefficients

1. Ou x désigne le produit de deux polynomes.
2. Cette notion est hors de notre programme, mais vous noterez que c’est aussi les cas de M,,(R). Dans M,,(R), il existe
I’addition, la multiplication par un scalaire, mais aussi la multiplication de deux matrices.
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def

def

def

def

def

def

deg(self): #M\’ethode d\’eterminant le degr\’e
n = len(self.coeffs)
for i, ¢ in enumerate(reversed(self.coeffs)): #Parcourir les
if ¢ !'= 0: #coefficients du plus haut au plus
return n-1-i #jusqu’\‘a en rencontrer un non nul
return -1 #deg(0)=-1
__str__(self): #M\’ethode pour 1l’affichage propre
if self.deg() == -1: #Cas du polyn\~ome nul
return ’0’
else:
chaine = 7° #des polynomes, e.g. 1+(-2)*X+3*X"2
for k, ¢ in enumerate(self.coeffs):
if ¢ !=0: #0n affiche que les mon\~omes non nuls
if ¢ > 0: #Parenth\’esage pour les coefficients
chaine += str(c)#n\’egatifs ’+-2’, c’est pas joli
else:
chaine +=>(’+str(c)+’)’
if k == 1: #Mon\~ome de degr\’e 1
chaine += %X’
elif k >= 2: #Mon\~omes de degr\’e sup\’erieur
chaine += ’*X~’+str(k)
chaine += ’+’ #Un ’+’ pour pr\’eparer le terme suivant
return chaine[:len(chaine)-1]  #Suppression du dernier ’+’
C’est parti pour les op\’erations usuelles

__add__(self,other): #Addition

if self.deg() < other.deg():
self, other = other, self

tmp = other.coeffs + [0]*(self.deg()-other.deg())

res = []

for k in range(len(self.coeffs)):
res.append(self.coeffs[k]+tmp[k])

return Polynome (res)

__neg__(self): #0pposition
return Polynome([-c for ¢ in self.coeffs])

__sub__(self,other): #Soustraction
return self+(-other)

scalp(self,reel): #Produit par le scalaire ’reel’
return Polynome([reel*c for ¢ in self.coeffs])

__mul__(self,other): #Produit de deux polyn\~omes
dself = self.deg()
dother = other.deg()
res = []
for k in range(dself+dother+1):
res += [ sum(self.coeffs[i]*other.coeffs[k-i]J#\‘A \’ecrire sur 1 ligne
for i in range(max(0,k-dother) ,min(dself,k)+1))]
return Polynome(res)

__call__(self, x): #\’Evaluation en un point ’x’ par
somme = 0 #1’algorithme de Hormer
for ¢ in reversed(self.coeffs):
somme = c +x*somme
return somme



Chapitre 61

POO & interpolation polynomiale

Munis de la classe d’objets POLYNOME (voir section précédente), nous allons pouvoir déterminer le polynéme
de degré coincidant aux n + 1 points x; avec la fonction f.

Exercice 211

Bases de Lagrange et interpolation

. Pour répondre au probléme, Lagrange propose de créer n + 1 polyndémes définis par

) X _
viello;n]], LX) ] Tk
Ty — Tk
0<k<n,k#i
a) Quel est le degré de chaque L; ?
b) Que vaut, pour tout (4, ) € [[0; n]]*, Li(z;) ? On distinguera les cas j =i et j # i.
c) En déduire, sans chercher a développer les L;, que la famille (Li)0<i<n est une base de R, [X].

d) Vérifier que le polynéme

est le polynéme cherché.

. a) Compléter la fonctionE] suivante afin qu’elle renvoie la liste des polyndmes constituant la base de Lagrange
liée & la liste X de x;.

def Base_Lag(x):
res = []
for k in ..........:
lag = Polynome([1])
for i in range(len(x)):
i
lag *= ... ...
res += [ lag ]
return res
b) Ecrire un script pour vérifier que, pour X=[0, 1, 2, 3], les quatre polynémes de la base de Lagrange satisfont
les relations décrites en 1.b).

. a) Définir la fonction f: z — 171022

b) Ecrire une fonction INTERPOL(F,X) renvoyant le polynome interpolant la fonction f aux points listés dans X.

c¢) Vérifier que le polynéme interpolateur obtenu pour x=[-1, -0.5, 0, 0.5, 1] est le bon.

1. Cet algorithme n’est pas optimal car nécessitant beaucoup de produit mais on s’en contente, pour le moment...
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Solution (Ex.211 — Bases de Lagrange et interpolation)

1. Base de Lagrange
a) Vi € [[0; n]],deg(L;) = n car produit de n polynéme de degré 1.

b) ¥(5,4) € [[0; nll’, Li(ey) = {(1) Iy
c) On suppose que ZaiLi(X) =0 (Q).

=0
Pour tout j € [[0; n]], (V) évaluée en x; donne a; x 1 =0 (tous les autres termes étant nuls). Donc a; = 0.
Ce qui prouve que la famille (L;)o<i<, est une famille libre de n+1 polynémes de R, [X], lui-méme de dimension
n + 1. Donc est une base de R, [X].

d) Pour tout j € [[0; n]], I,(z;) = Zf(a:z)Ll(wj) =0+ f(z;) x 1 = f(x;), donc I, est un polynome de degré
=0

au plus n coincidant avec f en les n + 1 points x;. I, est le polynéme cherché.

2. Programmation
a) def Base_Lag(x):
res = []
for k in range(len(x)):
lag = Polynome([1])
for i in range(len(x)):
if 1 = k:
lag *= Polynome([-x[i],1]).scalp(l/(x[k]-x[i]))
res += [ lag ]
return res
b) ### Test de Bas_Lag
x = [0,1,2,3]
B = Base_Lag(x)
for k, xi in enumerate(x):
print B’ +str(xi))
for y in x:
print (’>> ’+str(y)+’ : ’+str(Blk](y)))
Ce script produit I'affichage

BO

>0 : 1.0

>> 1 : 1.1102230246251565e-16
>> 2 : 4.440892098500626e-16
>> 3 : 2.220446049250313e-16
B1

> 0 : 0.0

> 1 : 1.0

> 2 : 0.0

> 3 : 0.0

B2

>0 : 0.0

> 1 : 0.0

> 2 : 1.0

>> 3 : 0.0

B3

> 0 : 0.0

>> 1 : -5.551115123125783e-17
>> 2 1 -1.1102230246251565e-16
> 3 :1.0
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3.

1.

a) def f(x):
return 1+x+x%*2
b) def Interpol(f,x):
B = Base_Lag(x)
res = Polynome([0])
for k, xi in enumerate(x):
res += B[k].scalp(f(xi))
return res
¢)x = [-1, -.5, 0, .5, 1]
I = Interpol(f,x)
for t in x:
print(t,I(t)-£(t))
produit
-1 3.608224830031759e-16
-0.5 1.1102230246251565e-16
0 0.0
0.5 1.1102230246251565e-16
1 3.608224830031759e-16

Effectivement, aux erreurs d’arrondi prés, I et f coincident aux points de X.

Exercice 212

Phénomene de RUNGE

Importer les modules NUMPY et MATPLOTLIB.PYPLOT sous les alias NP et PLT afin d’utiliser les fonctions
NP.LINSPACE et PLT.PLOT.

Ecrire un script demandant un entier n a l'utilisateur et tracant la courbe de la fonction f sur [—1; 1] ainsi que
la courbe du polynéme interpolateur de f en n + 1 points équirépartis sur [—1; 1].

Qu’observe-t-on aux voisinages de —1 et de 1 lorsque n augmente ?

Ce phénomeéne est connu sous le nom de phénomeéne de Rungeﬂ. On démontre que pour le choix équiréparti des
n + 1 points, il n’y a pas convergence uniforme lorsque n tend vers +oo.

Solution (Ex.212 — Phénomeéne de RUNGE)

1.

0
1.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

t = np.linspace(-1,1,200)

n=eval (input (’n="))

i = Interpol(f,np.linspace(-1,1,k))
plt.plot(t,i(t))

plt.plot(t,f(t))

Lorsque n augmente, les polynémes interpolateurs semblent pouvoir s’écarter fortement de f au voisinage des
points —1 et 1 (voir les courbes a la fin de cette partie).

Exercice 213

Polynémes de Tchebychev et convergence uniforme

a) Les polynomes de Tchebychev sont définis par les relations

To=1, T1=X e VneNT,o=2XT,41 —Ty.

2. Carl RUNGE, mathématicien et physicien allemand, 1856-1927
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Programmer une fonction récursiveE] TCHEBYCHEV(N) renvoyant le polynéme T),,.
b) Tracer les courbes de T, T1g, T15 et Top. Comment se répartissent les racines de T, lorsque n augmente ?
c) On rappelle que, pour tout = € [—1; 1], T, () = cos (nArccos(z)). Déterminer les racines de T,.

Ces racines sont appelées points de Tchebychev.

2. a) Ecrire une fonction RACINES(N) renvoyant la liste des n racines du polynéme T,,.

b) Ecrire un script demandant un entier n & I'utilisateur et tracant la courbe de la fonction f sur [—1; 1] ainsi
que la courbe du polyndéme interpolateur de f aux n + 1 racines du polynéme Tp1.

c) Qu’observe-t-on lorsque n augmente ?
On peut montrer qu’avec ce choix de points d’interpolation, la convergence est uniforme lorsque n tend vers
+00.
Les calculs précédents du polyndéme annulateur nécessitent un grand nombre de calculs, ne serait-ce que le
calcul des n 4+ 1 polynémes de la base de Lagrange.

Solution (Ex.213 — Polynoémes de Tchebychev et convergence uniforme)

1. a) def Tchebychev(n):
if n ==
return Polynome([1])
elif n ==
return Polynome([0,1])
else:
return Polynome ([0, 2])*Tchebychev(n-1)-Tchebychev(n-2)
b) On observe une plus grande densité des racines de T,, au voisinage de —1 et de 1
c) e Cherchons les racines de T,, dans [—1; 1]. Soit z € [—1; 1] et 6 = Arccos(z) € [0; ).

k
Tn(x):0<:>cos(n€):0<:>EII<:€Z,9:214_77T
non
k 1 1
Deplus:l+—7r€[0; <= —=<k<n——-,orfe€[0; 7, donc
2n  n 2 2
k
To(z) = 0 <= cos(nf) = 0 <= Tk € [[0; n_”],e:%Jr%

To(z) =0 <= 3k € [[0; n—1]],2 = cos (;ﬁ”)

n
. T km . . R . .
La suite | — + — est strictement croissante a valeurs dans [0; 7] et la fonction cos est strictement
2 "/ o<k<n—1
s m kmw . -
décroissante sur [0; 7] donc les n nombres cos on + — ) pour k € [[0; n— 1]] sont deux & deux distincts
non

(suite strictement décroissante).
e Comme deg(T,,) = n, T, posséde au plus n racines distinctes.
e Finalement, T,, a exactement n racines distinctes, toutes dans [ —1; 1], ce sont les
T} = COS (ﬂ + k7T> pour k € [[0; n—1]].
2n n
2. a) def Racines(n):
return [np.cos((2*i+1)*np.pi/(2#n)) for i in range(n)]

b) t = np.linspace(-1,1,200)
n=eval (input (’n="))
i = Interpol(f,Racines(n))
plt.plot(t,i(t))
plt.plot(t,f(t))

c) Lorsque n augmente, le polynéme interpolateur semble s’approcher uniformément de f en tout point de
[—1; 1].

3. La encore, cette méthode risque d’étre gourmande en temps dés que n est un peu grand, mais on s’en contentera ici.
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Exercice 214

Meéthode des différences divisées

Pour k € [[0; n]], on note Ij, le polynéme d’interpolation de f aux k + 1 premiers points zg, 1, . .., Tg.
L’objectif est de construire le polynéme I,,. Nous allons le construire par récurrence.
1. D’aprés le premier exerice, quel est, au plus, le degré de I ?
2. Justifier que Ip(X) = f(zo).
3. a) Soit k € [[1; n]]. Montrer qu’il existe un coefficient réel, noté f[zg,z1,...,zk|, tel que
Ik<X) — kal(X) = f[l’o,.f(:l, oo ,xk](X - :L'())(X - xl) e (X - {Ekfl).
b) Montrer alors que
n
I(X) = f(z0) + Y flwo, w1, -, k) (X = 20) (X — 1) ... (X = 21).
k=1
Cette écriture s’appelle la forme de Newton du polynome interpolateur.
4. Mise en ceuvre
a) Pour k € [[1; n]], on note I} _; le polynéme d’interpolation de f aux k points x1,xa, ..., T.
Justifier que son coefficient dominant est f[z1,..., x|
b) Justifier que le polynéme Py défini par
P(X) = p— (X = zo)}_y (X) = (X = 2p)Te-1(X))
est de degré k et coincident avec f aux points xg, 1, ..., Tk-
c) En déduire que Py = Ij.
d) Justifier alors les relations
ke[l nl], flaoa,... o = L@l = fleoen el
Lk — L0
avec Yk € [[0; n]], flzk] = f(ag).
De par ces relations, la quantité f[zg,z1,...,x] est appelée différence divisée d’ordre k de f aux points

T, L1y, LTh-

5. a) Ecrire une fonction DIFFERENCES(F,X), d’arguments la fonction f et la liste X des points xg, 1, ...

renvoyant un tableau T de type NP.ARRAY de taille n + 1 par n + 1, tel que

Vjel[0; n]],Vie[[0; n—j]],

f () sij=0
T(Li)= flwi, ... 2] = { TLi+1,5-11 = T[4,j-11 o
x[i+5] — x[1] sigellLs ml

b) Ecrire enfin une fonction NEWTON(F,X) renvoyant le polynéme interpolateur de f aux points de la liste X en

utilisant la forme de Newton de la question précédente.

6. Comparer avec la premiére méthode.

Solution (Ex.214 — Meéthode des différences divisées)
1. deg(Iy) = k.

2. Ip est un polynéme constant coincidant avec f en xg donc Ip(X) = f(xo).

3. a) Iy — Ixk — 1 est un polynéme de degré k s’annulant en xg,x1,...,x; donc proportionnel a (X — z)(X —
x1) ... (X —xk_1). Dot lexistence du coefficient f[x,z1,...,xx] (c’est aussi le coefficient dominant de Ij, —
Lp—1).

b) Posons pour tout i € [[0; n]],

7
Ji(X) = f(zo) + Z flxo,z1, .. 2] (X —20) (X —21) ... (X — 2—1) (en particulier In(X) =
k=1
Montrons par récurrence que J; = I; pour tout i de [[0; n]].

La propriété est vraie au rang ¢+ = 0.

f (o).
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Soit 7 € [[0; n — 1]]. Supposons la propriété vraie au rang i.
i+1

Ji1(X) = flao) + > flwo,z1, .., 2] (X = 20) (X — 1) .. (X — 1)
k=1

= Ji(X) + flxo,x1, ..., z141] (X —20) (X —21) ... (X — 25)
= Ji(X) + Lit1(X) = Li(X) = Liy1(X)
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout ¢ de [[0; n]].
En particulier pour ¢ = n... CQFD
Cette écriture s’appelle la forme de Newton du polyndme interpolateur.

4. Mise en ceuvre

a) En appliquant ce qui précéde avec les points 1,2, ..., 2, Ij_| — I;_, est de degré k — 1 et de coefficient
dominant fz1,...,z;]. Comme I}_, est de degré k — 2, ce coefficient dominant est celui de Ij_,.
b) e Comme I _; et I;_; sont de degré ki et de coefficients dominants distincts, Py, est de degré k.
Trog — Tk
o Pr(xo) = ——— xOIk—l(l'O) = I—1(z0) = f(z0)

.Pu%pfzquqmwzmquzf@w

e Pourie[[1; k—1]],
1 . T, —x0—x; +T
Py(w;) = ((zi = wo) Ty () — (5 — ap) g (2)) = ———————f () = f(x:)
T — X0 T — X0
Donc Py, coincide avec f aux points xg, x1, . . ., Tk.

c) Par unicité du polynéme de degré au plus k coincidant avec f en k + 1 points, Py = Ij.
d) D’un coté, Py, = Ij, donc son coefficient dominant est f[xg, x1,. .., zx]. D’un autre coté, son coefficient dominant
est celui de

1
(X = zo)T_ (X) — (X = )1 (X))
Tk — X0
Costoadire fler, .. @] = flwo, z1, .. -,961%1].
T — X0

Par unicité des coefficients d’un polynéme, on a la relation voulue.
Enfin, f[zy] est le coefficient dominant du polynéme de degré 0 coincidant avec f en xj, donc du polyndéme
constant égal & f(zy), donc flxg] = f(zk).
De par ces relations, la quantité f[zg,x1,...,zx] est appelée différence divisée d’ordre k de f aux points
Loy Llye-ey L
5. a) def Differences(f,x):
n = len(x)
T = np.zeros((n,n))
for i in range(n):
T[i,0] = £(x[i])
for j in range(l,n):
for i in range(n-j):
T[i,j] = (T[i+1,j-11-T[i,j-11)/(x[i+j]1-x[i])
return T
b) def Newton(f,x):
diff = Differences(f,x)
I = Polynome([diff[0,0]])
prod = Polynome([1])
for k in range(1,len(x)):
prod *= Polynome([-x[k-1],1])
I += prod.scalp(diff[0,k])
return I

6. 10 essais avec 50 points au hasard :
n = 10

deb = time()
x = list(np.random.rand(50))
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for i in range(n):
Newton(f,x)

print (time () -deb)

deb = time()

for i in range(n):
Interpol (f,x)

print (time () -deb)

provoque

0.062194108963012695
1.3463971614837646

La méthode de différences divisées semble donc en moyenne environ 20 fois plus rapide que la méthode « brute

»

Interpolation pour n=5

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2 1

0.0 1

— Fonction

. --- Equirépartis
\ —-- Tchebychev

N\
\\ N
-7 ‘ify/’,

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Interpolation pour n=10

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2

— Fonction
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»

A
11
11\
1\
[
[
[
[
[
] 1
1 1
I 1
1 1
I 1
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1
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367



CHAPITRE 61. POO & INTERPOLATION POLYNOMIALE

368



Chapitre 62

Simulation aléatoire et méthode de
Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo (capitale du casino!) reposent essentiellement sur les lois des grands nombres :
si (X,) est une suite de variable aléatoire réelle indépendantes de méme loi possédant une espérance m et une
variance, alors

Xi4---+X
At A m (Loi faible des grands nombresE[)

n
Xi4+..-4+X
1.e. Ve > O,]P’( ‘M - m' > E) — 0, convergence dite en probabilité, et
n n—-+0oo
X1+ +X, ps. .
Mt A 2% m (Loi forte de grands nombresﬂ)
n
Xy 4+---+X
i.e. P 1+ +&n m | = 1, convergence dite presque-sure.
n n—-+o0o

L’idée est de simuler N variables X,, et d’observer vers quoi tend leur moyenne. Pour simuler des situations
aléatoires, on dispose du générateur aléatoire du module numpy de Python.

L’instruction numpy .random.rand() (lire numpy — sous-module random — instruction rand()) renvoie un réel
de |0; 1] suivant la loi uniforme sur [0; 1], c’est-a-dire que :

® rand()€ [0; 1]
@V0<a<b<l,
P(randO€ [a; b]) = P(randO€ Ja; b[) =b—a

Autrement dit, la probabilité que rand () prenne sa valeur dans un intervalle donné de [0; 1] est proportionnelle
a la longueur de cet intervalle.
@ En particulier, pour tout p € [0; 1],

P(randO< p) = P(rand(O<p) =p
@ Chaque appel de la fonction rand() renvoie une valeur indépendante des appels précédents.
® rand (N) renvoie un np.array de taille N contenant N valeurs (indépendantes) obtenues par rand (). Ainsi
« v = numpy.random.rand(1789) » équivaut
« v = numpy.zeros(1789)
for k in range(1789)
v[k] = numpy.random.rand() »

Pour tous les exercices de cette partie, on suppose la fonction numpy.random.rand() importée sous le

nom « rand() » en plagant systématiquement en en-téte des scripts Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from numpy.random import rand
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Une variable U de loi uniforme sur [0 ;1] est une variable aléatoire vérifiant
U(Q) =1[0; 1] et V[a; b C[0; 1], P(UE€[a; b)) =b—a.
On notera qu’on ne peut que raisonner par des inégalités, car en prenant b = a,
Va e [0; 1], P(U=a)=0.
On peut d’ailleurs observer que Card ([U = a]) = Card ({a}) = 1 tandis que Card (©2) = Card ([0; 1]) = +oo...
Il est indifférent de dire que U suit une loi uniforme sur [0;1], sur ]0;1], sur [0;1], ou sur ]0;1[, et une
telle variable peut étre simulée par

U = rand().

Dans les corrigés, U désignera une telle variable.

Exercice 215

Le hasard pour calculer ™

1. Soit (U;)i<i<n et (Vi)i<i<n 2n variables uniformes sur [0; 1] mutuellement indépendantes. Soit, pour i €
[[1; n]], Y; la variable indicatrice de I'événement [(U? + VZ) < 1].

0
a) En considérant la figure suivante, justifier que Y; — B(—)

1)
Yy
1 T~ ~
~ o °
tUj, Vj
(Ui, Vi) \
[ ‘\
5 x
1
b) Compléter la fonction Y() afin qu’elle renvoie 0 ou 1 en suivant la loi des Y;.
def Y(O):
if rand()**2+rand()**2 <= 1:
return ...
else:
return ...

n
1
c) On pose S,, = E 1 Y; et Z, = gSn.
1=
. . o
Que valent HEIEOOE(Z,L) et ngrfoo V(Zy,) 1

.. . . ™
En statistique, on dit que Z,, est un estimateur convergent de 1

4 — 72

d) On donne

~ (,169.
Justifier que P (‘Zlooo — %‘ >0, 1) < 2%.
2. Analyser le script suivant et expliquer le graphique créé ainsi que les valeurs affichées.

def MC_pi(n):
s =0
t = np.zeros(n)
for k in range(n):
if rand()**2+rand () **2 <= 1:
s += 1
z[k] = s/(k+1)
plt.plot(np.linspace(l,n,n),4*z)
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return t[-1]

for i in range(5):
print (MC_pi(500))

3. Une spécificité des booléens bien pratique
Un booléen prend la valeur True ou la valeur False, mais lorsqu’on l'utilise dans un calcul, Python traduit
automatiquement True par 1 et False par 0. Par exemple :

(1<2)

>>> True

(1<2) -4%(2<3)+(3>4)
>>> -3

Que fournit le script suivant ? L’exécuter plusieurs fois.
def MC_pi(n):

return 4*sum((rand(n)**2+rand(n)**2)<1)/n

print (MC_pi(1000000))

Exercice 216

Evaluation de Uaire de astroide

Y

On souhaite évaluer laire de I'astroide, courbe d’équation paramétrique
v(t) = (sin®(t), cos3(t)).
En raison des symétries de l'astroide, on évalue le quart d’aire situé dans le carré [0; 1]2.

1. Montrer qu’'un point (z,y) est dans ce quart d’astroide si, et seulement si,
2P 4?3 <

2. En g’inspirant de I’exercice précédent, évaluer 'aire de 'astroide.

3. Vérifier la justesse de ces évaluations en calculant la valeur exacte de l'intégrale
1
I= / (1 — x2/3)3/2dx.

On pourra méditer la définition paramétrique de ’astroide pour trouver un changement de variable salvateur...
Solution (Ex.216 — FEvaluation de l’aire de ’astroide)
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1. e Posons z(t) = sin®(t) et y(t) = cos3(t).
z(t)2/3 + y(t)¥/? = sin(t) 4 cos?(t) = 1
1/3 _ & t
e Soit 2 >0, y > 0. Si 22/3 +¢y?/% = 1 alors (/%) + (y*/3)? = 1, donc 3t € [0; 7/2], * sin(?)
y'/3 = cos(t)

La frontiére de l'astroide (dans le carré [0; 1]*) a pour équation
Comme (0,0) est a l'intérieur de l'astroide, son intérieur a pour équation
2. Le script suivant

def astroide(n):
s =0
for k in range(n):
x = rand()

y =rand()
if x*x(2/3)+y**(2/3) <= 1:
s +=1

return (s/n)*4

print(astroide (10000000) /np.pi)
renvoie (sur mon essai, mais il ne renverra pas deux fois la méme valeur)

0.37494498169710994

3
D’ou il ressort que Aagiroide =~ 0, 3757 ~ g’ﬂ’ 777
1 x=sin® /2
3. I= / (1- 2/3)3/2da: o) / (1 — sin?(¢))3/23 cos(t) sin?(t)dt
0

I=3 / cos?(t) sin?(t)dt, et linéarisons intelligemment,

3/ cos( 2t + 1sin?(2t) gt

4
1-— 4t
:/ cos(2t) sin?(2t) + c;)s( )dt
3 o« 3[sin®(2t) sin(dt)]™* 3r 37
I=—x_-+2 - =_-d astroide — —5 -
16X2+8[ 6 s |, = 3z done Awuite = g

Exercice 217

Le paradoxe des anniversaires

Le paradoxe des anniversaires fait partie des paradoxes contre-intuitifs.

On réunit N convives et on fait 'hypothése que leurs jours de naissances Ji,...,Jy sont N variables indépendantes
de loi uniforme sur 'intervalle [[1; 365]].

Il parait que dés qu’on réunit au moins 23 convives, alors il y a plus d’une chance sur deux pour qu’au moins deux
d’entre eux soient nés le méme jour.

On note py la probabilité que, lorsqu’on réunit N convives, au moins deux d’entre eux soient nés le méme jour.
1. Justifier que
J = np.ceil(rand()*365)
simule une variable de loi uniforme sur [[1; 365]].
2. Ecrire une fonction anniv() qui crée une liste de simulations Ji,...,Jx de variables indépendantes du loi
U([[1; 365]] telle que
@) vi,jel[l; N=1]}, (@ #Jj) = Ji # Jj;
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(i) e e [[1; N=1]],In = J;.
La fonction anniv() renvoie alors N (mais ne renvoie pas la liste créée pour calculer N).

3. a) Définir en une phrase la variable aléatoire X simulée par la fonction anniv().
b) Soit Y la variable indicatrice de I’événement [X < 23]. Quelle est sa loi et quelle est son espérance ?

4. En déduire un algorithme évaluant po3 par simulation et donner une valeur obtenue au bout de 1000000 de
simulations, voire 10000 000 suivant la vitesse de votre ordinateur.

5. En prenant comme univers des possibles = [[1; 365]]23, calculer de fagon exacte pog, puis écrire un script
Python calculant cet probabilité.
Faire de méme pour calculer pss, ps1 et par.

Solution (Ex.217 — Le paradoze des anniversaires)
1. Rappelons que np.ceil(x) est le plafond du réel x, noté [x] et défini par
(] €Z, [z]-1<ax<[z].
Posons J = [365.U|. Comme U(Q2) =]0; 1[, 365/U(Q2) =]0; 365[ et J(Q2) =[[1; 365]].
Soit k € [[1; 365]]. Alors :
P([J =k]) =P([365.U] = k) =P(k — 1 < 365.U < k)
E—1 k ko k-1 1
- — < U < oo | T 5ar T Toar T oaro
( 365 365> 365 365 365
ce qui prouve que J est une variable de loi uniforme sur [[1; 365]].

2. Par exemple :

def anniv():

1 =11

t = True

while t:
d = np.ceil(rand()*365)
t = not(d in 1)

1.append(d)
return len(l)

Noter « d in 1 » qui renvoie True si d € £ et False sinon.

3. a) X simulée par la fonction anniv() compte le nombre nécessaire de convives pour obtenir les premiers ju-
meauxﬂ ou encore le temps d’attente de la premiére répétition lorsqu’on choisit au hasard et indépendamment
des dates dans [[1; 365]].
b) Y est la variable indicatrice de I’événement « il faut au plus 23 convives pour avoir au moins deux jumeaux ».
Comme toute variable indicatrice, Y suit une loi de Bernoulli, de paramétre P([X < 23]) = pos.
Donc : Y < B(p2s) et E(Y) = pos.

4. Ceci :
p=20
n = 1000000

for i in range(n):

p += anniv()<=23
print(n,p/(n+1))
produit : 10000000 0.507194649280535

5. Card (Q) = 365%.
Soit A I’événement : « parmi les 23 dates, deux au moins coincident ».

_ _ !
Alors A est : « les 23 dates sont distinctes deux & deux » et Card (A) = 365 x 364 x - -+ x (365 — 22) = %
B | 22 . '

Donc P(A) = ?AQ?(?’;BQS) = 1}) %, cette derniére formulation évitant de manipuler de grands nombres

tout en étant facilement programmable.

3. J’entends par « jumeaux » le méme jour d’anniversaire, pas nécessairement la méme année.
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N = eval(input(’N=’))
p=1
for i in range(N):

p =p*(365-1)/365

print CN="+str(N)+’ : p=’,1-p)

donne

N=23 : p= 0.5072972343239855

N=35 : p= 0.8143832388747152

N=41 : p= 0.9031516114817354

N=47 : p= 0.9547744028332993

En prenant comme univers des possibles Q = [[1; 365]]23, calculer de facon exacte pog, puis pss.

Exercice 218

Simulation et schéma de Bernoullt

Soit p €]0; 1].
1. Proposer une fonction Ber (p) simulant une variable de loi de Bernoulli de paramétre p, c’est-a-dire renvoyant 1

ou 0, avec une probabilité p et 1 — p respectivement.

2. Proposer une fonction B(n,p) simulant une variable de loi de binomiale de paramétres n et p
(i) d’abord en utilisant une boucle avec n répétitions;
(ii) ensuite sans boucle.

3. a) Proposer une fonction G(p) simulant une variable de loi géométrique de paramétre p a 1'aide d’une boucle
conditionnelle while ....
: o In(U)
b) Soit U de loi uniforme sur |0; 1[et X = | ——— | + L.
In(1 —p)
Montrer que X suit la loi géométrique de paramétre p.

¢) En déduire une fonction G(p) simulant une variable de loi géométrique de paramétre p sans utiliser de boucle.

Solution (Ex.218 — Simulation et schéma de Bernoulli)

1. def Ber(p):
return int(rand()<p)

2. (i)

def B(n,p): ou

s=0 def B(n,p):
for k in range(n): s =0

if rand() < p: for k in range(n):
s +=1 s += rand() < p

return s return s
(ii) A méditer
def B(n,p):

return sum(rand(n)<p)

3. a) Comptons le nombre d’échecs jusqu’au premier succes...

def geometrique(p):

X=0
while rand() >= p:
X +=1

return X+1
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b) U(©2) =]0; 1] donc In(U) < 0. Comme In(1 —p) < 0,

Soit k € N*. m
== (| =y | +1=) = (|5 =)
= k—lgmgll(_)m<k>avecln(1—p)<0

(Q=p)F <UL (1—-p)kt)avec U=U(]0; 1)),
—p) (1 -pF=0-pFt(1-(1-p)
= (1 - p)k_lpa
donc Y suit bien la loi géométrique de paramétre p.
c) D’ou la simulation directe sans boucle :

P
P(kIn(l —p) <In(U) < (k—1)In(1 — p))
P
(

def geometrique2(p):
return np.ceil(np.log(rand())/np.log(1l-p))

Exercice 219

Loi des séries

>0 et Y(Q) C N*.

On lance indéfiniment une piéce pouvant amener, & chaque lancer et indépendamment des autres lancers, « Pile »

avec une probabilité p € |0; 1] et « Face » avec la probabilité ¢ = 1 — p.

On note Sy et So respectivement la longueur de la premiére série de cotés identiques et celle de la seconde.

Ainsi, si on obtient comme premiers lancers
P1 Py P3s Fy F5 Pg...
——— ——

lére série 2éme série

alors S =3 et So = 2.

1. Compléter la fonction suivante afin qu’elle simule S; et Ss.

def serie(p):
E1l = rand()<p
S1 =1
while (rand()<p) == El:
S1 += ...

return S1, S2

2. a) Afin d’évaluer E(S;1) et E(S2), écrire un script
(i) demandant la valeur de p,
(ii) effectuant une série de 100000 simulations de S; et S,
(iii) affichant la moyenne des simulations obtenues.
b) Remplir le tableau suivant avec les moyennes obtenues :

b my mo

1/4
1/3
1/2
2/3
3/4

c) Qu’observe-t-on concernant Sg 7
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3. a) Déterminer la loi du couple (S1, S2).
b) En déduire la loi de S; puis son espérance.
c) Méme question pour Ss.
d) Confronter ces résultats aux simulations.
e) A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on E(S;) = E(S2) ?

Solution (Ex.219 — Loi des séries)
1. Proposition (il n’y a pas trop de choix) :

def serie(p):

El = rand()<p

S1 =1

while (rand()<p) ==
S1 +=1

S2 =1

while (rand()<p) != El1:
S2 +=1

return S1, S2

2. a) p= eval(input(’p= 7 ’))
n = 100000
s = np.zeros(2)
for k in range(n):
s += np.array(serie(p))
print(s/n)
b) On obtient par exemple :

b m1 mo

1/4 || 3.32782 | 1.99759
1/3 || 2.50762 | 1.99996
1/2 || 1.99523 | 1.99769

2/3 || 2.49022 | 1.99595

3/4 || 3.3324 | 2.00208
c) ma, qui estime E(Sz), semble ne pas dépendre de p.
3. a) (S1,5)(2) = N* x N*. Soit (i, j) € (N*)%.
[Sl =1,59 :]] = (P1 m"‘ﬂPiﬂFi+1ﬂ“-ﬂFi+jﬁPi+j+1)
U(F1ﬁ'”ﬂFiﬂPi+1ﬂ‘--ﬂPi+jﬁFi+j+1)
Ces deux événements sont incompatibles, et comme les lancers ont des résultats indépendants,
P([S1=14,S2 = j]) = p'dp+d'Pg=p"'d + ¢
b) A l'aide du systéme complet d’événements ([S2 = j])jen+, la formule des probabilités totales donne

+oo
. * . 7 7 om. j q 3 p
Vi € N*, P([Slzz]):Z( +1 g +q+1p])9 ptt 4 g P

o 1—g¢q 1—p
Vi e N*, P([S1 =1]) = plq + ¢'p.

+oo +00
DeZ:ipizpi Zpi pd< L ) 2:2,ont1re
i=1 dp \ 4 d —p) q
Pyd

E(S1) existe (si/) et E(Sl)

c) A T'aide du systéme complet d’evenements ([S1 = 7])ien~, la formule des probabilités totales donne
400 2

VjEN*, P([SQZj])ZZ( z+1qj _|_qz+1p]) le_ +p71_
=1

q
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Vi eN*, P([S2=j]) =¢ 'p*+p 1%

+oo +oo
, d , d 1 1 1
D ] -1 = — J = — = = — t'
6223p7 dg g;q Ol(1(1—q) (T-q2 p2 "

E(S2) existe (si/) et E(S1)=1+1=2.

d) E(S2) ne dépend pas de p, ce que laissait penser ma.
E(S1) est symétrique en p et ¢ donc E(S;) est identique pour (p,q) = (1/4,3/4) et (p,q) = (3/4,1/4) et vaut
1 3 4
) 1 2 5
Pour (p,q) = (1/3,2/3) et (p,q) = (2/3,1/3), on obtient E(S;) = 5t1=3

(
Pour (p,q) = (1/2,1/2), E(S;) =141 =2.

¢ pPP+(0-p?* 2°-2p+1 1 .y
p (Q-pp  (A-pp  (A-pp

1\* 1 _1 1
Or(1—pp=p—p*=~— (p - 2) + 1 < 7 avec égalité si, et seulement si, p = 5

1
Donc ——— > 4 avec égalité si, et seulement si, p = —.
(I-p)p 2

1
D’ou : E(S1) > E(S2), avec égalité si, et seulement si, p = 3
On pourra aussi remarquer que dans ce cas,

Vi e N*, P(S; = 1) = 5 = P(Sy = i), donc Sy et Sg suivent franchement la méme loi, qui est la loi

géométrique de paramétre 1/2.

Exercice 220

Marche aléatoire

Un exercice qui permet d’appréhender la nuance entre « il est presque-sir que le mobile revient a l'origine en un
temps fini » et « le temps du retour a l'origine n’a pas d’espérance », ou « le temps moyen de retour a l’origine
est infini ».

1l est conseillé de lire les § « Probleme du scrutin et marche aléatoire dans Z » et « Marche aléatoire dans 7. et
séries entiéres », car nous en admettrons les résultats.

Soit p € ]0; 1[ et ¢ = 1 — p. On considére une suite de variables (X;);en+ indépendantes toutes de lois définies par

Vie N, X(Q) ={-1,1} et PX;=1)=p PX;=-1)=q.

On pose

So=0 et VneN', S,=X;+- - -+X,.

On peut se représenter la situation par un mobile se déplagant sur Z, considéré comme axe gradué, situé en 0 a
I'instant ¢ = 0, et se déplacant & chaque instant ¢ € N* de X; = 41 unité. S,, est alors I’abscisse du mobile & I'issue
du n—iéme déplacement, So = 0 caractérisant 1’abscisse nulle au début de I’expérience.

On s’intéresse au premier retour a l'origine du mobile.

7 + (abscisse du mobile)

On peut montrer que :
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(1) I'événement R « le mobile revient au moins une fois a l’abscisse nulle » ou encore « le mobile revient a l’origine
en un temps fini » a pour probabilité

PR)=1—[p—adl,
(ii) en particulier, R est presque-certain si, et seulement si, p = ¢ = 1/2, et on peut dés lors affirmer, puisque
les déplacements sont indépendants donc le processus est sans mémoire, qu’il est presque-certain que le mobile
reviendra une infinité de fois a l'origine,
(iii) cependant, toujours lorsque p = ¢ = 1/2, la variable égale au rang n du premier retour a l'origine n’admet pas
d’espérance finie, et la série définissant son espérance diverge vers 400.

1. a) Justifier que les variables X; peuvent étre simulée par
2* (rand O<p) -1
b) Compléter la fonction suivante afin qu’elle trace une trajectoire de longueur n avec le parameétre p.

def marche(p,n):
s = np.zeros(n)
for i in range(1,n):
s[i]l = ... ool
plt.plot(range(n),s)

c) Ecrire un script qui demande n et p a I'utilisateur et trace cinq trajectoires de longueur n avec ce paramétre
p — on convient qu’une trajectoire de longueur n contient n + 1 points, le premier d’entre eux étant 1’origine
(0,0).

d) Exécuter ce script pour n = 200 et p = 0,5, puis p = 0,45 et p = 0,55, et observer.

e) Tracer cinq trajectoires de longueur 400 avec p = 0,5. Observer qu'’il y a vraisemblablement des trajectoires
qui restent longtemps sans repasser par l’origine, voire n’y repassent pas.

Ce phénomeéne est connu sous le nom « persistance de la malchance » : bien qu’on soit (presque-)sir de revenir
en origine, difficile de savoir quand...

2. Dans cette question, p = 1/2.
On souhaite évaluer ’espérance de la variable T égale au nombre de déplacements nécessaires au premier retour
a 'origine.
a) Ecrire une fonction T() simulant la variable T.
b) Ecrire un script créant un np.array contenant 1000 simulations de la variable T, affichant la plus grande
valeur de ce tableau ainsi que sa moyenne.
c) Exécuter plusieurs fois ce script et observer.
Pourquoi certaines exécutions sont-elles longues, voire trés longues ?
Quel est votre record de persistance de la malchance ?
La moyenne converge-t-elle 7
Méditer...

Solution (Ex.220 — Marche aléatoire)
1. a) P(2x (rand() <p) —1=1) =P((rand() < p) =1) = P(rand() < p) = p.
P(2 % (rand() < p) —1=—1) = P((rand() < p) =0) = P(rand() > p) =1 — p.
b) def marche(p,n):
s = np.zeros(n+l)
for i in range(1,n+1):
slil = ..ol
plt.plot(range(n+1),s)
c)n = eval(input(’n=’))
p = eval(input(’p=’))
for i in range(5):
marche(p,n)
plt.plot([0,n], [0,0])
d) Observer...
e) Bis
2. a) def TO):
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S = 2x(rand()<.5)-1
T=1
while S:
S +=2x(rand()<.5)-1
T +=1
return T
b) N = 1000
S = np.zeros(N)
for i in range(N):
S[i]l = TO
print (np.max(8) ,sum(S/N))
c) Pourquoi certaines exécutions sont-elles longues, voire trés longues ?
En zone de persistance de malchance, 'atterrissage peut étre long a venir...
Quel est votre record de persistance de la malchance ? Ca dépend, jamais deux fois le méme...
La moyenne converge-t-elle 7 Manifestement non...

379



CHAPITRE 62. SIMULATION ALEATOIRE ET METHODE DE MONTE-CARLO

380



Chapitre 63

Propagation d’une épidémie & résolutions
numériques d’équations

A. Modéle SIR

Le modéle SIR est historiquement le premier exemple de modéle a compartiments, c’est-a-dire dans lequel on
divise la population en plusieurs catégories. C’est encore aujourd’hui le modéle a la base des simulations actuels.
Il a été introduit en 1927 par Anderson Gray MCKENDRICK (1876-1943).

Pour une population donnée, on étudie la taille de trois sous-populations au cours du temps ¢ : S(t) représente
les personnes saines (susceptible en anglais) au temps ¢, I(¢) les personnes infectées (infected), et R(t) les personnes
retirées (removed).

Il convient de bien différencier les personnes saines des personnes retirées : les personnes saines n’ont pas
encore été touchées par le virus, alors que les personnes retirées sont guéries, et donc immunisées. Autrement
dit, les personnes retirées ne sont plus prises en compte. Par conséquent, le modéle SIR de base ne s’occupe pas
directement de prédire la mortalité de 1’épidémie, pour cela nous verrons les modifications que nous pourrons
apporter.

Le modéle SIR peut donc étre représenté par le schéma suivant :

() Ay B Ry

ol
e [ représente le tauz de transmission, c’est & dire le taux de personnes saines qui deviennent infectées
e v le taux de guérison, c’est a dire le taux de personnes infectées qui deviennent retirées.

Mathématiquement, le modéle SIR est donné par le systéme suivant :

as(t) _
B _ ssione (1)
SRS DD ssie - (12)
diit) = ~I(¢t) (1.3)

avec

R(0)=0, S(0)>0, I00)>0 et S(0)+1I(0)=N.

Au départ de I'épidémie, a priorile nombre I(0) de personnes infectées est trés faible au regard de la population
totale N.
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D’EQUATIONS

1000

800 -
800 A

600 -

600 1 — Sains — Sains
—— Infectés —— Infectés
400 1 —— Remis 400 —— Remis
200 1 200 A \
0+ — 0+ —_——
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
—— Sains
800 - - Infectés
—— Remis
600
400 1
200 A
0 4
0 2 4 6 8 10 12 14

Exercice 221

Quelques propriétés du modele SIR

Justifier les propriétés suivantes.
1. La population totale N = S(¢) + I(¢) + R(t) est constante.
2. S(t), I(t) et R(t) restent strictement positifs (sauf R uniquement en ¢ = 0).

3. Quand t parcourt [0; +oo[, S(¢) décroit strictement vers une limite Soc > 0, I(¢) tend vers 0 et R(¢) croit
strictement vers une limite R, < N.

4. S, vérifie la relation

Cn <§(’&) _ ﬁ(N S.0).

i (N=BRe) _ 8
! < 5(0) ) oo

et si on se permet approximation S(0) ~ N (le nombre initial d’infectés est trés trés faible au regard de la

population totale),
Roo p
—In({1- -]~ “Rg,
n( N ) gl

Solution (Ex.221 — Quelques propriétés du modéle SIR)

5. Ry, vérifie la relation

N()
dt
2. En considérant (1) comme une équation d’ordre 1 vérifiée par S, on a

- I(u)du
S(t) = S(0)e 6/0 ) > 0.

d
1. En notant N(¢) la population & I'instant ¢, (1) + (2) + (3) donne =0.

De méme, (2) fournit
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I(uw)du —
I(t) = I(O)eﬁ/O ) o > 0.

(3) induit alors que R est strictement croissante, et avec R(0) = 0, R reste strictement positive sur ]0; +o0l.

3. S, Iet R sont bornées, a valeurs dans [0; N] puisque S+ 1+ R =N.
Or (1) induit que S est strictement décroissante, et étant minorée, elle admet une limite finie S.
R est croissante, et étant majorée, elle admet une limite finie Ro.
Et comme I = N — S — R, I admet aussi une limite finie I..

t

De plus, (3) s’écrit R(t) = / vI(u)du, donc si I, > 0, alors tliin R(t) = 400, ce qui est absurde.
0 —+00

Donc Ioo =0, Reo €]0; N[, Seo €]0; N[ et Roo + Seo = N.

o dIn(S(2)) - e
4. (1) peut s’écrire —& - —B1(t) que 'on peut intégrer sur [0; +oof en In(Ss) —In(S(0)) = —p I(t)dt.
0

| oo
Et (2) réécrite dd(tt) = _dil(tt) — ~I(t) s'intégre en —I1(0) = —S,, + S(0) — 'y/ I(¢)dt.
0
+00
En éliminant / I(t)dt, lnss(og) = é( —1(0) + Soc — S(0)), et comme R(0) = 0, I(0) + S(0) = N. Donc
0 v
Seo _ B
—In— =—=(N—-Sy
s0) =" 5

5. Il suffit de se souvenir que Ry, = N — S, puisque I, = 0.

Exercice 222

Taux de reproduction Rq et théoréme du seuil

On définit le taux de reproduction Rg par

Ro e LS(O) ~ ﬁ—N

Y Y

En général, le nombre initial d’infectés n’est pas connu précisément — il faudrait tester toute la population pour
le connaitre —, mais s’il concerne quelques cas, voire quelques milliers de cas, pour une population s’évaluant en
dizaines de millions ou plus, l'approximation est tout a fait recevable.

Théoréme du seuil
1. Montrer que si Rg < 1, alors I est décroissante et il n’y a pas d’épidémie.

2. Montrer que si Ry > 1, alors I est strictement croissante jusqu’a un pic épidémique puis décroissante.

Solution (Ex.222 — Taux de reproduction Rg et théoréme du seuil)

dI(¢
(2) donne d(t)
1. Si Ry < 1, alors gS(t) — v < BS(0) — v et BS(0) — v =v(Ro — 1) < 0. Donc I décroit, tendant vers Io =0 : la

maladie s’éteint sans pic épidémique.

=1(t)(BS(t) — ) avec I > 0 et S strictement décroissante.

2. Si Rg > 1, alors 8S(0) — v = 7(Rop — 1) > 0. Donc I est initialement croissante. Comme I tend vers I, = 0,
I décroit nécessairement a partir d’un certain ¢y ou elle atteint son maximum. Alors I'(tg) = 0 = SS(tg) — 7.
Au-déla, pour t > tg, puisque S est strictement décroissante, 5S(t) — v < 0 donc I décroit strictement & partir
de tp : la maladie atteint un unique pic épidémique.

Quelques interprétations

e N est le nombre de personnes qu'une personne infectée contamine par unité de temps et 1/ est la durée
moyenne de la période infectieuse (c’est la durée moyenne en unité de temps pour atteindre la guérison. En effet,
pensez & l'espérance de la loi géométrique : si la probabilité de guérison par unité de temps est ~, alors le temps
moyen pour obtenir la guérison est 1/ unités de temps).

Donc Ry est le nombre moyen de « cas secondaires » diis & une personne infectée.
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e Le théoréme du seuil montre 'intérét de ramener Ry en-dessous de 1, et 'interprétation de Rq indique des
stratégies pour réduire ’épidémie :

(i) confinement, distanciation sociale et fermeture de lieux fréquentés pour réduire le taux de transmission j3;

(ii) traitement médicaux pour augmenter le taux de guérison ~y et réduire la période infectieuse;

(iii) dépistage et quarantaine pour réduire simultanément g et 1/7.

e Suivant les conditions initiales, on observe que la propagation s’arréte lorsque le nombre d’immunisés R
atteint un certain seuil. C’est 'immunité grégaire ou collective.

Pour atteindre cet état, il faut que la proportion d’immunisés soit ¢ = %

On a vu que Ry est implicitement défini par

R\ . Reo

L’étude de la fonction i — In(1 — i) + Ro¢ montre que I’équation
In(l1—1i)+Rpi =0
admet un unique solution dans |0; 1[.
e Parmi les moyens de lutte, la vaccination permet de baisser Rg, I’'objectif étant alors de passer sous le seuil
de 1.
Si une proportion p de la population est vaccinée, cela revient remplacer dans le modéle SIR initial S(0) par
(1 —p)S(0) et R(0) par pS(0). Ry devient alors (1 — p)Ry et la condition pour qu’il n’y ait pas d’épidémie devient
(1—p)7€0<1<:>p21—i.
Ro
On atteint alors une immunité collective par vaccination.

Dans son flash-presse du 15 avril 2020, 'Institut Pasteur donne les valeurs suivant de I'immunité collective

Maladie Ro D
Grippe saisonniére 2 50%
Rougeole 12 — 20 | 90% — 95%
COVID-19
3,3 70%
(estimé)

Améliorations du modéle SIR
Le modéle SIR reste trés théorique. On peut par exemple vouloir tenir compte de la démographie et introduire
un taux de natalité v et un taux de mortalité p indépendants de la maladie.

B
ARy m—" (R

I 1 1

La population totale N(¢) évolue alors au cours du temps et le systéme différentiel devient

diy) = —BS(H)I(t) + vN(t) — uS(t)
A ssine - - )
RO _ 10) - umer)

[ N(t) =S(t) +1(t) + R(?)

On peut aussi envisager que 'immunité suite a la guérison ne soit que temporaire et proposer le modéle SIR
suivant avec perte d’immunité :
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v p fn v R
MT z K
conduisant au systéme
diit) = —BS(DI(t) + VN(t) — pS(t) + 7R(?)
dgtt) — BS(B)L(t) — AL(E) — pl(t)
dR(t)

(dt

Une autre possibilité est d’ajouter un ou plusieurs compartiments.

B. Modéles SEIR, SEIRD, ...

Pour tenir compte du temps d’incubation, on ajoute un compartiment pour les personnes infectées non infec-
tieuses, baptisé « E » (pour exposées et un taux d’incubation « pour tenir compte de la phase d’incubation. Par
exemple :

@
conduisant au systéme
ds(t) _
5 = ~BsmI) (2.1)
di@ — BS(I(H) - aB(t)  (22)
(SEIR) dI(t)
T = aE(t) - VI(t) (2 3)
RO _ 100 24)

1000 A

800 1

—— Sains

Exposés
—— Infectés
—— Remis

600 -

400

200 A

0.0 25 5.0 75 100 125 150 175 20.0

On peut évidemment envisager d’y ajouter des considérations démographiques (natalité v et mortalité ), ou
sanitaires (perte d’immunité 7), mais aussi l'enrichir d’autres compartiment, par exemple « D » pour décédés
spécifiquement en raison de la maladie, avec un tauz de décés 9.

Par exemple :
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C. Modéle SEIR structuré par age

Dans ce modéle, on considére que le comportement de la maladie dépend de 'age de la personne (ce qui est le
cas pour le Covid-19), on obtient alors des équations aux dérivées partielles (EDP).

En reprenant le systéme du modeéle SEIR, et avec les mémes sous-populations S(a,t), E(a,t) , I(a,t) et R(a,t)
que précédemment mais en fonction du temps t et de ’age a, on a :

, asg;, b, asg;, ) _  B(a)S(a )(a, 1) — p(a)S(a,t) )
8Eg;,t) . aEéc: ) _ B(a)S(a,t)I(a,t) — a(a)E(a,t) — p(a)E(a,t)  (3.2)
6I(aat,t) N 81(5;, t) _ a(a)E(a, t) —v(a)l(a, t) — p(a)S(a,t) (3.3)

| RUat) | OROD s a)ia,t) — plRia. 1 (3.4

avec f3(a), a(a), y(a) et u(a) respectivement les taux de transmission, d’incubation, de guérison et de mortalité
qui dépendent tous de 'age.

Nous considérons de plus que 1(0,¢) = E(0,¢) = R(0,t) = 0 et S(0,t) = v; c’est a dire que, pour tout temps
t, les personnes naissent (a = 0) saines et ol v est un paramétre connu pour une population donnée (taux de
natalité).

D. Recherche numérique de Ro /N

Exercice 223

Meéthodes de dichotomie, du point fize et de Newton

R
Soit Ry € |1; +oo[. On souhaite déterminer numériquement le taux final d’immunisés 7 = WOO, défini implicite-

ment par

7€]0; 1] et In(l—7)+Rer=0.

1. Soit
f:10; 1[ = R, t — In(1 — ) + Rot.
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a) Montrer que f(t) = 0 admet une unique solution.

1
b) On pose @ = 1 — —. Justifier que 7 € Ja; 1.
0
2. Méthode de dichotomie

Yy
p ————— T «—— b,
n — 400 n — 400
_ aitbh
by = 45
A
. 1
. |
S : - : . t
0 ay) = « ! X '
1 ! 1
1 1
1 1
v :
1
al_a()-2i-b():a2 :
1
1
1

RESOLUTION PAR DICHOTOMIE

a) Justifier que 'on peut employer la méthode de dichotomie pour déterminer 7.
b) Définir la fonction d’en-téte f(r,t) ou r recevra la valeur de Ry.
c) Programmer une fonction dicho(r0,e) calculant 7 avec une erreur maximale e.
d) Pour Ry = 2, combien de boucles le calcul de 7 avec une précision 10~7 nécessite-t-il ?
e) Donner des approximations de 7 & 10~7 prés pour R = 1.5 (ébola), Ro = 2.5 (grippe), Ro = 3.3 (COVID-19?)
puis Ro = 15 (rougeole).
3. Méthode du point fixe

APPROXIMATIONS SUCCESSIVES PAR LA METHODE DU POINT FIXE

On définit
g:]10; 1] = Rt 1 — e Rot,
a) Vérifier que
f(t) =0<=g(t) =t
b) Justifier que l'intervalle |0; 1[ est stable par g, puis que [«; 1] est stable par g. On pourra commencer par
montrer que g(a) = a.
c) On pose ug = a et, pour tout n € N, upi1 = g(uy).

Montrer que
n

VneN, |u,—7|< 7130 avec k = egﬂl €]0; 1.
d) Programmer une fonction fixe(r0,e) calculant 7 avec une erreur maximale e. On commencera par évaluer
le nombre de boucles nécessaires pour calculer T avec une précision e.
e) Donner des approximations de 7 &4 107 prés pour Rg = 1.5 (ébola), Ro = 2.5 (grippe), Ro = 3.3 (COVID-197)
puis Ry = 15 (rougeole), précisant le nombre de boucles nécessaires a ses calculs.
4. Méthode des tangentes de Newton

On pose

h:xr1—e RoT g
On construit une suite (xj) suivant la méthode des tangentes de NEWTON en posant
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xo:a—;—l et VkeN, :Uk“::nk—s,((iz)).
Y T2 T 0 =1- 37

1] x
0

y = h(x)
METHODE DES TANGENTES DE NEWTON

a) Programmer une fonction Newton(r0,e) calculant 7 avec une erreur maximale e, en prenant pour condition
d’arrét que |rg1 — xx| < e.

b) Donner des approximations de 7 & 10~7 prés pour Rg = 1.5 (ébola), Rg = 2.5 (grippe), Ro = 3.3 (COVID-197?)
puis Ry = 15 (rougeole), précisant le nombre de boucles nécessaires a ses calculs.

Solution (Ex.223 — Méthodes de dichotomie, du point fixe et de Newton)

1. f/(t)ZRO_ll__tRot,f/(t):O@tzl—éO. Soita:1—7i0.
t 0 a T 1
f(#) + 0 -
f(t) _— fle) \0\
0 —00

2. Meéthode de dichotomie
fla) >0et tligl f(t) = —oo, théoréme des valeurs intermédiaires...
— 100

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(r,t):
return np.log(l-t)+r*t

def dicho(r,e):
a=1-1/r
b=0.999999999
while (b-a)>e:
m = (a+b)/2
if f(r,a)*f(r,m)>0:
a=m
else:
b=m
return (a+b)/2

for r in [1.5, 2.5, 3.3, 12 ]:
print(dicho(r,1e-7))

fournit
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0.5828116333716117
0.8926447384193892
0.9575740270973441
0.9999938398534473

1
La longueur initiale de U'intervalle est /g =1 — a = = et a chaque étape elle est divisée par 2. A l'issue de la

0
1
n—iéme étape, elle vaut ¢, = TRy
On veut ¢, < e
1 | 1
by <e<—2" > = n = LRO) donc le nombre de boucles est n = —M +1
eRo In(2) In(2)

Pour Rg =2, n = 23.

. Méthode du point fize
On définit
g:]0; 1] = Rt 1 — e Rot,
gt) =t == e Rl =1 —t &= —Rot = In(1 —t) <= f(t) = 0.
g (t) = e~ R0t donc g est croissante.
g(t) py 0 et g(t) = 1—e R0 < 1donc]0; 1] est stable par g.

Soit pour t € [0; 1], §(t) = g(t) — t (on prend évidemment g(0) = 0). Alors ¢ est C!, ne s’annule qu’en 0 et en
7, et §'(t) = Roe R0t — 1 est positive au voisinage de 07 avec §(0) = 0. Donc § est positive au voisinage de 0%,
donc par les valeurs intermédiaires, h est strictement positive sur |0; 7.
Comme a € |0; 7[, 6(a) > 0, i.e. g(c) > a. Donc [av; 1] est stable par g.
Par stabilité de [« ; 1], on a : Vn € Nyu, € [«a; 1].
g est Cl sur [a; 1] avec
vte[a; 1], ¢(t) = Roe Rot,
g’ est positive et décroissante donc Vt € [« ; 1], |¢'(t)] < ¢/ ().

R
g (a) = Roel R0 = en% or et > (Ryg— 1) + 1 (car Vo € R,e” > x + 1 avec égalité si, et seulement si,
x =0).
/ Ro
Donc Vt € [0; 1], |d'(t)| < kou k =¢'(a) = o1

En appliquant 'inégalité des accroissement ﬁms sur [a; 1] :

Vn e N, |upyr — 7| < kluy, — 7.
Et par récurrence sur n :

VneN, |u,—7| <E"|ug— 7|

1

Commeuo—a—l—R—OetTe [a; 1],0< T —up <1 —up < RO.Donc
k™ 0
Vn €N, ]un—T|<R—O aveCk:eerE]O;l[
En particulier, k" ——> 0 induit uy, — 7.
—+00 n—-+o0o

k™ o ln(eRo)
— se<—n:z
Ro In(k)
def g(r,t):

return 1-np.exp(-r*t)

def fixe(r,e):
k = r/np.exp(r-1)
n = int(np.log(e*r)/np.log(k))+1
1-1/r
for i in range(n):
= g(r,u)
return u

u

for r in [1.5, 2.5, 3.3, 12 ]:
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print(fixe(r,1le-7))

produit

167
0.582811643866
27
0.892644753609
14
0.957574014941
2
0.999993854556

4. Méthode des tangentes de Newton

def h(r,t):
return 1l-np.exp(-r*t)-t

def hp(r,t):
return r*np.exp(-r*t)-1

def Newton(r,e):

n=20

x =1

xx = 1-1/(2*r)

while np.abs(xx-x) > e:
X, xx = xx, xx-h(r,xx)/hp(r,xx)
n +=1

print(n)

return xx

.582811643866

4

0

4
0.892644753609
4
0.957574014941
3
0

.999993855335

On observe que le nombre maximum de boucles sur ces quatre exemples est 4, pas mal non ?

E. Meéthode d’Euler pour les systémes différentiels

Exercice 224
Les modeéles SIR et SEIR par la méthode d’Euler

On souhaite résoudre numériquement le modéle SIR décrit par les équations (1.1), (1.2) et (1.3). Pour cela on
utilise la méthode d’Euler, ou méthode des différences finies.
On définit les constantes nécessaires :

# Constantes de la simulation
N=1000

beta=2/N

gamma=.8
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Pour utiliser la méthode d’Euler, on discrétise la durée d’observation d (en jours) en coupant chaque jour en n

parties :

# Dur\’ee et \’echantillonnage

d=20 # dur\’ee (jours)

n=5 # \’echantillonnage par jours

p=nxd # nombre de donn\’ees, indice 0 \‘a t
dt=1/n

Ainsi, le temps est discrétisé en to = 0, t; = dt, to = 2dt,... t; = idt, t, = d, et sera représenté par un vecteur

T=np.linspace(0,d,t+1).
Chaque fonction S, I et R sera représentée par un vecteur dont les coefficients sont les valeurs de S(tp), S(t1), ...,

I(to), I(t1), etc.

T: (to=0] [ti=1dt] [ty=2dt] [ts=3dt] ty=d

connue

.
. . . .
0 . . 0
------------------------------

Euler Euler Euler Euler
D’ou l'initialisation
# initialisation
T=np.linspace(0,d,p+1)
I=np.zeros(p+1)
I1[0]=1
S=np.zeros(p+1)

S[0]=N-I[0]
R=np.zeros(p+1)

La méthode d’Euler consiste en "approximation

S(tis1) = S(1) + (1) 0111 — 1)

1. a) Compléter les lignes suivantes afin de calculer les vecteurs S, I et R

# Euler

for k in range(p):
S[k+1] = S[k]-beta*S[k]=*I[k]x*dt
I[k+1] = .......
Rlk+1] = .......

b) Faire tracer sur un méme graphique les courbes de S, I et R.
2. Plutot que de gérer séparément trois vecteurs S, I et R, on souhaite traiter le systéme vectoriellement en posant

et en traduisant le systéme sous la forme d’une unique relation

ax(r) _
= p(x).

On conserve les définitions des constantes, de la durée et de ’échantillonnage précédente et on remplace I'initia-

lisation par
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# initialisation

T=np.linspace(0,d,p+1)

I0=1

X=np.array([N-I0,I0,0])

XX=[X]

ou la liste XX contiendra a la fin de 'algorithme les vecteurs représentant X(tg), X(¢1), X(t2),. ..
a) Compléter la définition de la fonction f :

def £(X):
return np.array([......... S e s e D

b) Ecrire la boucle qui construit la liste XX.
c) Afin de séparer facilement (sans écrire de boucle) les coordonnées dans la liste de vecteurs XX, on la transforme
en un tableau a double entrée (une matrice) par

RES=np.array (XX)

de sorte que RES[:,0] fournit la premiére colonne de RES de taille p + 1.
d) Faire tracer sur un méme graphique les courbes de S, T et R.

3. Adapter le script précédent pour résoudre numériquement le modele SEIR décrit par les équations (2.1), (2.2),
(2.3) et (2.4).

Solution (Ex.224 — Les modeéles SIR et SEIR par la méthode d’Euler)

# Constantes de la simulation
N=1000

beta=2/N

gamma=.8

# Dur\’ee et \’echantillonnage

d=20 # dur\’ee (jours)

n=5 # \’echantillonnage par jours

p=n*d # nombre de donn\’ees, indice 0 \‘a t
dt=1/n

# initialisation
T=np.linspace(0,d,p+1)
I=np.zeros(t+1)

I[0]=1

S=np.zeros(t+1)
S[0]=N-I[0]
R=np.zeros(t+1)

R[0]=0

# Euler
for k in range(t):
S[k+1] = S[k]-betaxS[k]*I[k]*dt

I[k+1] = I[k]+betax*S[k]*I[k]*dt-gammax*I[k]*dt
R[k+1] = R[k]+gammax*I[k]*dt
# Trac\’e

plt.plot(T,S)
plt.plot(T,I)
plt.plot(T,R)
plt.legend([’Sains’, ’Infect\’es’, ’Remis’])

et version fonction vectorielle
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# initialisation
T=np.linspace(0,d,p+1)

I0=100

X=np.array([N-I0,I0,0])

XX=[X]

# Euler
def £(X):

return np.array([-betaxX[0]*X[1],
betaxX [0]*X[1] -gamma*X[1],
gamma*X [1]1])

for k in range(p):
X = X+f(X)*dt
XX.append (X)

RES=np.array (XX)

# Trac\’e

plt.plot(T,RES[:,0])
plt.plot(T,RES[:,1])
plt.plot(T,RES[:,2])
plt.legend([’Sains’,’Infect\’es’, ’Remis’])

Et SEIR :

#SEIR
N=1000
beta=4/N
gamma=.4
alpha=.5

d=20 # dur\’ee (jours)
n=5 # \’echantillonnage par jours

p=n*d
dt=1/n

# initialisation
T=np.linspace(0,d,p+1)
I=np.zeros(p+1)

I[0]=1

S=np.zeros(p+1)

S[0]=N-I[0]

E=np.zeros(p+1)

E[0]=0

R=np.zeros(p+1)

R[0]=0

# Euler

for k in range(p):
S[k+1] = S[k]-betaxS[k]=*I[k]*dt

E[k+1]
I[k+1]
R[k+1]

# Trac\’e

E[k]+betaxS [k] *I[k]*dt-alphaxE[k]*dt
I[k]+alphaxE[k]*dt-gammaxI [k]*dt
R[k]+gamma*I [k]*dt
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plt.plot(T,S)
plt.plot(T,E)
plt.plot(T,I)
plt.plot(T,R)
plt.legend([’Sains’, Expos\’es’,’Infect\’es’, ’Remis’])
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