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Chapitre 1

Algébre linéaire (1ére année et
compléments)

Exercice 1| Ftude d’un endomorphisme via sa matrice

Soit E un K—espace vectoriel muni d’une base B = (i, j, k).
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est

2 -1 -1
A=| 1 0 -1
1 -1 0
1. En observant les colonnes de A, déterminer le rang, le noyau et I'image de f.
2. Calculer A%2. Que peut-on en déduire pour Imf et Kerf ?
3. Quelle est la matrice de f relativement a une base C adaptée a la supplémentarité

1

2.

de Imf et Kerf?

Solution (Ex.1 — Etude d’un endomorphisme via sa matrice)

. C; 4+ Cy + C3 = 0 dont les colonnes sont liées : le rang est au plus 2. Comme C;
et Cy ne sont pas colinéaires, le rang est au moins 2. Donc rg(f) = rg(A) = 2.
dimImf = 2 et par le théoréme du rang dim Kerf = 1.

C1+Cy+C3 = 0signifie f(i)+f(j)+ f(k) . fi+j+k) =0donci+j+k € Kerf,
et en raison de la dimension, Kerf = Vect(i + j + k).

(f(i), f(j)) est une famille libre de Im f donc une base en raison de la dimension.
Donc Imf = Vect(f (i), f(j)) = Vect(2i + j + k, —i — k) = Vect(i + j,i + k) si on
veut simplifier un peu.

A? = A et f est un projecteur, donc son noyau et son image sont supplémentaires.
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3. Comme z € Imf = f(z) =x et z € Kerf = f(z) =0, Mc(f) =

o O =
o = O
o O O

Exercice 2| Endomorphisme vérifiant une équation

1. Soit E un K—espace vectoriel muni d’une base B = (i, j, k).
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est

2 -1 -1

a) En observant les colonnes de A, déterminer le rang, le noyau et 'image de f en
donnant une base de chacun d’eux.

b) Calculer A%. Que peut-on en déduire pour f?

c) Montrer que Imf et Kerf sont supplémentaires.

d) Quelle est la matrice de f relativement & une base C adaptée a la supplémentarité
de Imf et Kerf?

2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Soit f un endomorphisme de E. On suppose que f2 = 3f.

a) Montrer que Imf et Kerf sont supplémentaires.

b) Montrer que dans une base C adaptée a cette supplémentarité, la matrice de f
est

31, 0

Mc(f)—( 0 To_

> our =rg(f).

Solution (Ex.2 — FEndomorphisme vérifiant une équation)

1. a) C; +Cy 4 C3 = 0 dont les colonnes sont liées : le rang est au plus 2. Comme C;
et Cy ne sont pas colinéaires, le rang est au moins 2. Donc rg(f) = rg(A) = 2.
dimImf = 2 et par le théoréme du rang dim Kerf = 1.

C14Cy+C3 = Osignifie f(2)+f(5)+f(k) - f(i+j+k) = 0donc i+j+k € Kerf,
et en raison de la dimension, Kerf = Vect(i + j + k).
(f(z), f(j)) est une famille libre de Im f donc une base en raison de la dimension.
Donc Imf = Vect(f(i), f(])) = Vect(2i — j — k, —i+2j — k) si on veut simplifier
un peu.

b) A? = 3A donc f? = 3f.
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2 -1 1
c) On vérifie que M(f(@), f(4),i+j+k)=]| -1 2 1 | estderang3, donc
-1 -1 1
la famille (f(2), f(j),7+ j + k) est une base de E. Donc Imf @ Kerf = E.
d) Avec C = (f(i), f(j),i+j +k), ona f(f(i)) = f2(i) = 3f(3), F(f(5)) = f2(j) =
3 0 0
3f(5) et f(i+7+k)=0 (noyau!) donc Mc(f)=1 0 3 0
0 0 O

2. a) Par la formule du rang : dimImf + dim Kerf = dim E.
Soit z € Imf NKerf. Iy € E,x = f(y). Alors f(z) = f2(y) = 3f(y) = 3z, or
f(z) =0 car z € Kerf. Donc 3z = 0, donc = 0. Ainsi : Imf N Kerf = {0}.
Bilan : Imf & Kerf = E.

b) Soit B; et By des bases de Imf et Kerf respectivement.

On a: Card (B;) = r et Card (B;) =n—r et C = (B;, Bi) est une base de E par
supplémentarité.
De plus : Vo € B;,z € Imf, donc 3y € E,z = f(y), et alors f(x) = f2(y) =

3f(y) = 3z.
Et : Vo € B,z € Kerf, donc f(x) = 0.

Donc : Mc(f) = ( 3(1)7« IO )

Puissance d’un endomorphisme de Cq[X]

Soit E = Co[X] et f lapplication définie sur E par

1
VP eE, f(P)=XP+P(0)X- 5P”(o)X3.

1. a) Montrer que f est un endomorphisme de E.
b) Déterminer la matrice M représentant f dans la base canonique B de E.
c) Déterminer le rang, le noyau et 'image de f.

2. Calculer M™ pour tout n > 2.
3. On définit application g sur E par

VP EE, g(P)=(P+P)0)x (X +X2).

Montrer que, pour tout n > 2,
=g
Solution (Ex.3 — Puissance d’un endomorphisme de C3[X])
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1. a) ¢ On montre sans probléme la linéarité :
YA e C,V(P,Q) € E, f(AP + Q) = Af(P) + f(Q).
e On a bien, pour tout P € E, f(P) € C[X]. A-t-on f(P) € Co[X]?
On remarque que :
f(1) =X e Cy[X],
f(X)=X2+X+0X?=X+X? e Cy[X],
f(X?)=X3+0X-X3=0¢eCy[X],
donc par linéarité, pour tout P de C5[X], f(P) € C5[X].
On peut aussi raisonner en utilisant :

1
f(aX2+bX+c):aX3+bX2+cX+bX—§ x 2aX3 = (b+ ¢)X + bX2.

e Donc f est bien un endomorphisme de E.

0 00
b) Les calculs précédents donnent M= | 1 1 0
0 1 0

c) Déterminer le rang, le noyau et l'image de f.
rg(f) = rg(M) = 2, donc dimIm(f) = 2, Im(f) = Vect(f(1), f(X), f(X?)) =
Vect (X, X + X2) = Vect(X, X?) et dimKer(f) = 1, Ker(f) = Vect(X?) puisque
fx2) =0

0 0O
2. Ona:M?= 1 1 0 | et M3 = M2, donc par récurrence : Vn > 2, M"™ = M2,
1 1 0

3. e On vérifie sans probléme que g est un endomorphisme de E.
o g(1)=X+X? g(X)=X+X?et g(X?) =0 donc Mg(g) = M?.
Comme Vn > 2, Mp(f™) = Mg(g),ona:Vg =2 f"=g.
Ou de fagon équivalente, deux endomorphismes sont égaux si et seulement si ils
coincident sur une base (par linéarité...).

Matrice d’un endomorphisme nilpotent

1. Soit
0 -3 -6
N = 1 5 7
-1 -4 -5

et f 'endomorphisme de R3 canoniquement associé a N.
a) Calculer N2 et N3. Que peut-on en déduire pour f?
On dit que f est nilpotente d’indice (ou d’ordre) 3.
b) On pose e; = (1,0,0). Montrer que B = (f?(e1), f(e1),e1) est une base de R3.
c) Quelle est la matrice de f dans la base B?
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2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension n > et f un endomorphisme de E
vérifiant f"~1 #£ 0 et f* = 0.
Montrer qu’il existe une base B de E telle que

0 1 0o ... 0

Mp(f) = 0
1

0 0

Solution (Ex.4 — Matrice d’un endomorphisme nilpotent)

3 9 9
l.a)N?=| -2 —6 —6 | et N®=03. Donc f? # Oz et f2 = 0z(p).
1 3 3
b) En notant C = (e1, ez, e3) la base canonique de R?,
3 0 1
rg(Mc(B))=rg| —2 1 0 | =3 donc B est une base de R3.
1 -1 0
01 0
c) De f3(e1) = 0 car f3 =0, on tire immédiatement Mp(f)=| 0 0 1
0 0 O

2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension n > et f un endomorphisme de E
vérifiant f71 #£0et f* = 0.
Montrer qu’il existe une base B de E telle que
Comme f*~1 £ 0, il existe e € E tel que f"~!(e) # 0.
Soit B = (f"~1(e), f*2(e),..., f(e),e). B est une famille de n = dim(E) vecteurs.
11 suffit qu’elle soit libre pour étre une base. Montrons que B est libre.
Soit (ag,...,an—1) € R™ tel que :

an_1f" M)+ +aifle) +age=0 (V).

En composant (V) par f"~1, il vient immédiatement agf"~*(e) = 0 donc ag = 0
car f"(e) # 0.

(V) devient alors an—1 " 1(e) + -+ a1 f(e) =0.

En composant (V) par f"~2, il vient immédiatement a; f"~*(e) = 0 donc a; = 0

car f"1(e) # 0.
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En itérant, on a : Yk € [0; n — 1], ag = 0. Donc B est une libre et par consé-
quent B est une base.
0 1 0o ... 0
De f"(e) = 0 car f" = Og(g) vient alors Mp(f) = TR
1
0 e 0

Rang et trace d’un projecteur

Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n tel que :

pop=p.

1. a) Démontrer que Im(p) = {u € E,p(u) = u}.
b) Démontrer que Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires.

2. Montrer que rg(p) = tr(p).

Solution (Ex.5 — Rang et trace d’un projecteur)
l.a)e VueE, (u=pu))= (uelm(p)).
e Soit u € Im(p). Alors : Jv € E, p(v) = u.
Done p(u) = p(v) = p(v) = 1.
b) e Soit u € Ker(p)NIm(p). Comme v € Im(p), p(u) = u. Comme u € Ker(p),p(u) =

0. Donc w = 0. Bilan : Ker(p) N Im(p) = {0}, l'inclusion réciproque étant évi-
dente (pour mémoire, Ker(p) et Im(p) sont des sous-espaces vectoriels E...).
Ainsi, Ker(p) et Im(p) sont en somme directe.
e Par le théoréme du rang : dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(E).
Conclusion : Ker(p) @ Im(p) =E

2. Dans une base B adaptée a la décomposition Im(p) @ Ker(p) = E,

Ma(p) = Ldim(@m(p)) ‘ 0 R ) ‘ 0
0 ‘ Odim(Ker(p)) 0 ‘ Op—rg(p)

Par conséquent, rg(p) = tr(p).

Exercice 6 | Trace et crochets

Soit n € N*. Existe-t-il deux matrices A et B dans M,,(K) telles que

AB-BA=1,7
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Solution (Ex.6 — Trace et crochets)
tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0 et tr(I,) = n. Comme n # 0, il est impossible
que AB—BA=1,...

Exercice 7| Une matrice a paramétre

a 1 1
Soit a e Ret M = 1 o 1
1 1 «

1. Déterminer le rang de A, son noyau et son image.

2. Lorsque A est inversible, déterminer son inverse.

Solution (Ex.7 — Une matrice a paramétre)
1. det(A) = (a — 1)} (a +2).
e Sia=1:rg(A)=1,Ker(A) = Vect((1,0,—-1),(0,1,—1)), Im(A) = Vect((1,1,1));
o Sia=-2:rg(A)=2,Ker(A) = Vect((1,1,1)), Im(A) = Vect((—2,1,1),(1,-2,1));
o Siadg{-21}:1g(A) =3, Ker(A) = {0}, Im(A) = R3.
1

1 a+ -1 -1
2. Si —-2,1 I A= - _ _
iadg{-2,1}, alors pE— 1 a+1 1
—1 -1 a+1
Matrices semblables
Montrer que
-1 0 —4 2 0 0
MY 1 2 2 et T 0 11
1 0 3 0 0 1

sont semblables.

Solution (Ex.8 — Matrices semblables)
Soit f ’endomorphisme de R3 canoniquement associé a M. Il s’agit de montrer qu’il
existe une base C = (u, v, w) telle que T = Mc(f).

fu) =2u
Or: T=Mc(f) e { flv)=v
fw) =v+w
u=(0,1,0)
Ceci conduit & des systémes linéaires dont une solution est ¢ v = (2,0, —1)
w=(1,1,-1)
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0 2 1
On vérifie que cette famille est de rang 3, car | 1 0 1 | =1, donc forme une
0 -1 -1

base C de R3, ce qui prouve que M et T sont semblables, puisqu’elles représentent
un méme un endomorphisme dans deux bases distinctes.

** | Exercice 9 | Réunion de sous-espaces

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
Montrer que :

(FUGZE)@(F:EouG:E).

Solution (Ex.9 — Réunion de sous-espaces)

e L’implication (F =EouG= E) = (F UG = E) est claire.
e Réciproquement, supposons F UG = E.

Raisonnons par I’absurde : supposons F # E et G # E.

Alors : 3z € E\F (donc z € G), et Iy € E\ G (donc y € F).
Comme z +y € E, on a soit x +y € F, soit x +y € G.
Sixz+y € G, alors comme G est un sous-espace vectoriel,
y=(r+y)—x e G.. ce qui est absurde.

Siz+y € F, alors comme F est un sous-espace vectoriel,
x=(x+y)—y€F.. cequi est absurde.

Ainsi, F=E ou G=E...

Matrices particuliéres

Soit n un entier naturel au moins égal & 2. Dans E = M,,(R), on consideére les
sous-espaces vectoriels :
S,={MeEM'=M} A, ={MecEM' =-M},
I = {(mi;) €E, (i < j) = my; =0} et
Dy = {(mi;) € E, (i # j) = mi; = 0}.
1. Les sous-espaces suivant sont-ils supplémentaires dans E :
(i) Sp et A, 7 (ii) Sp et Z,, 7 (iii) Ay et Z,, ?

2. Montrer que : A,, Z,, et D,, sont supplémentaires dans E.

Solution (Ex.10 — Matrices particuliéres)

1. (i) Analyse — Soit M € E. Supposons qu’il existe S € S, et A € A, telles que
M=S+A. Alors MT =S — A, et du coup

1 1
S= 5(M+MT) et A= 5(M—MT).
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Synthése — Soit M € E, soit S = %(M +MT) et A = %(M — M7T). On vérifie
sans probléme que S et A sont respectivement symétrique et antisymétrique. Et
I’analyse assure l'unicité de la décomposition.

S, d A, =E.
(ii) Analyse — Soit M € E. Supposons qu’il existe S € S,, et B € Z,, telles que
M =S+ B. Alors :

Vi < j, Si,j = My 4, bi,j = 0, Vi < j, Si,5 = My, bi,j = Myj,5 — My ;.

Synthése — Soit M € E, soit S et B définie par les relations précédentes. On vérifie
sans probléme que S et A sont respectivement symétrique et strictement inférieure.
Et l'analyse assure ['unicité de la décomposition.

S, 9L, =E.
(i) I, € A, et 1, € Z,, donc ... A, +Z,, # E.

S, et Z,, ne sont pas supplémentaires.
. On montrer successivement que :

I, ND,, = {0} (strictement inférieure et diagonale ... donc nulle)
A, N (Z, + Dy,) = {0} (antisymétrique et inférieure ... donc nulle)
Donc la somme est directe.
Soit M € E. On pose :
D =diag(mi1,...,mpp) € Dy,
A € E telle que : Vi < j,a;; = m;j et aj; = —m,;j et Vi,a;; = 0, de sorte que
Ac A,
B € E telle que : Vi < j,b; ; = 0 et Vi > j,b; ; = m; ; —m;;, de sorte que B € Z,.
Alors M=D+ A + B.
Donc E=A, +Z, + D,.
Ainsi ces trois sous-espaces sont supplémentaires dans E.

Exercice 11| L’endomorphisme « transposition »

Soit f : M, (K) = M, (K),M — *M.
Déterminer f2, Im(f), Ker(f), rg(f), tr(f) et det(f).

Solution (Ex.11 — L’endomorphisme « transposition »)

f? = Idm, k), donc f est un automorphisme involutif (f~! = f), donc Im(f) =
M, (K), Ker(f) = {0}, rg(f) = dim(M,(K)) = n®.

Dans une base obtenue en concaténant une base du sous-espace vectoriel S, (K) des
nn+1)

5 , et une base du sous-espace vectoriel

matrices symétriques, de dimension

-1
A, (K) des matrices antisymétriques, de dimension %, qui sont supplémen-
taires, la matrice de f est diag(1,...,1,—1,...,—1) et :
1 -1
tr(f):n(nTH xl—i—% x (=1) =n,
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n(n —1)
det(f) = (1) 2

Matrices par blocs et supplémentaires stables

Soit E = R3[X] et f 'endomorphisme de E défini par

f=fX)=X+1 et f(X?)=FfX>)=X>+X2%

1. Déterminer Im(f) et Ker(f).

2. a) Ecrire la matrice de f dans la base canonique B = (1,X, X2 X?) de E.
b) En déduire deux sous-espaces non triviaux supplémentaires et stables par f.

ef. 1
3. a) Montrer que p et if est un projecteur.

b) En déduire deux sous-espaces (non triviaux et distincts des précédents) supplé-
mentaires et stables par f.

Solution (Ex.12 — Matrices par blocs et supplémentaires stables)
1. Im(f) = Vect(f(1), f(X), f(X?), f(X?)) = Vect(X + 1,X3 + X?) est de dimension
2.
Par le théoréme du rang, dim(Ker(f)) =4 -2 =2.
Par linéarité, f(1 —X) = f(1) — f(X) =0 et f(X® —X2) =0.

Donc Ker(f) = Vect(1 — X, X3 — X2).
1 1 0 O
déf. 1 1 0 O B 0 1 1
2. M = M = = U B: .
a) 5(f) 001 1 (o B)Ou (1 1)
0O 0 1 1

b) On déduite de cette écriture par blocs que Vect(1,X) et Vect(X?,X3) sont
stables par f. Ils sont supplémentaires puisqu’en concaténant leurs bases (1,X)
et (X2,X3), on obtient la base B de R3[X].

3.a) Mz(p) = %M et M2 = 2M, donc (Mp(p))® = Mp(p) et p* = p : p est un
projecteur.
b) p étant un projecteur, Ker(p) et Im(p) sont stables par p et supplémentaires. Or
Ker(p) = Ker(f) et Im(p) = Im(f), et comme f = 2p, tout sous-espace stable
par p est stable par f.
Donc Ker(f) = Vect(1 —X, X3 —X?) et Im(f) = Vect(X +1, X3 +X?) sont deux
sous-espaces supplémentaires et stables par f, distincts des précédents.

* Deux démonstrations de la formule de Taylor

Soit n e N*, E=C,[X] et a € C.

26



1. 1™ méthode - On considére I'application

f:E—C"* P+ (P(a),P'(a),...,P"™(a)).

a) Montrer que f est un isomorphisme.
b) Déterminer 'antécédent des vecteurs de la base canonique de C"*! par f.
c) En déduire que, pour tout P de E,

2. 2%m¢ méthode - Pour tout k € [[0; n]], on pose :

(X —a)*
Pr=
a) Montrer que la famille (Py)q¢ <, est une base de E.

b) Pour k € [[0; n] et j € N, que vaut P](gj) ?
n
c) Soit P € E et (ag,ai,...,a,) n+ 1 complexes tels que : P = ZakPk.
k=0
Etablir que, pour tout k de [0; ]}, ar = P*)(a).

Solution (Ex.13 — Deux démonstrations de la formule de Taylor)

1. 1 méthode -
a) f est linéaire.

P € Kerf = P(a) = P'(a) = --- = P(™(a) = 0 donc a est une racine d’ordre au
moins n+ 1 de P. Comme deg P < n, ceci entraine P = 0. Ainsi, Ker(f) = {0},

f est injectif.
dim(E) = dim C"*™! = n + 1, donc f est un isomorphisme.

b) En notant B = (e, ...,e,) la base canonique de C"*!, ot chaque coordonnée

de ey, est nulle sauf la (k + 1)°™¢ qui vaut 1, on a, pour tout k de [[1; n],

f(P) =ex = Pla) = --- = P*N(a) = 0et P*)(a) = 1 : a est une racine

déf.

d’ordre k de P. On vérifie alors que P, =" — (X — a)* convient, et par unicité

k!
c’est antécédent de ey.

On remarque que Py = 1 est aussi 'antécédent de eq.
c) Soit P € E.

f(P) = (P(a),P'(a),...,P™(a)) =Y P®(a)e, donc
k=0

o / n pk) (g
P= ) 2 Y PO ) (o) = 3 P D x )
k=0 :

k=0
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X —a)*
Kl

a) (Pk)0< k<n €St une famille de n 4+ 1 polynémes échelonnée en degré, donc est
une base de E.

2. 29m¢ méthode - Pour tout k € [[0; n]], on pose : Py =

X —a)ki
((kal)j)' Sl_]< I{;,
. : () _ —J)
b) Pour k € [0; n] et j €N, P,/ = 1 6=k
0 sinon.

n
c) En dérivant j fois Z%Pk et en évaluant en a, PY)(a) = aj;...
k=0

Ezxemple de diagonalisation par blocs

Soit f I’endomorphisme de R? défini par
f@y,2) = (x—y,2 -2y + 2,0 — 4y + 22).
1. a) On pose F = Ker(f — Idgs) et G = Ker(f? + Idgs).
Montrer que F et G sont supplémentaires et stables par f.
b) Donner une base € de R? telle que la matrice représentant f dans € s’écrive

1.0 0
mate(f)=1 0 : 0 -1
011 0

2. a) Soit u un vecteur non nul de R? et A un réel.
On suppose que f(u) = Au. Montrer que det(f — Mdgs) = 0.
b) En déduire qu’il n’existe pas de base de R? dans laquelle la matrice représentant
f est diagonale.

Solution (Ex.14 — Exemple de diagonalisation par blocs)

1. a) F = Ker(f—Idgs) = Vect((1,0,—1)) et G = Ker(f?+Idgs) = Vect((1, —1,0),(1,0,1)).
u€eFNG= (f(u)=uet f2(u) = —u) = u=—-u=u=0:F et Gsont en
somme directe.

dim(F) + dim(G) = dim R3.
Donc F & G = R3.
ueF = flu)=u= f(u) €F,
we G )= —u= fHu) = —fu) = (f +id)(f(w) =0 = f(u) € G, F
et G sont stables.
b) Prenons u = (1,0,—1) € F, alors f(u) = u.
Prenons v = (1,—1,0) € G et w = f(v) = (2,3,5). Alors f(w) = f2(v) = —v.
On vérifie sans peine que € = (u, v, w) est une base de R3, et on a :
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2. a) u € Ker(f — Aldgs), donc Ker(f — Aldgs) # {0} et f — Mdgs n’est pas injectif,
donc pas bijectif : det(f — A\dgs) = 0.
b) Supposons qu’une telle base D = (a, b, ¢) existe et que Mp(f) = diag(\, p, V).
déf.

Alors A, 1 et v sont des racines de P(z) =" det(f — zIdgs).

1—2 0 0
Or det(f — zldgs) = det 0 — -1 | =01-2)(z®+1).

0 1 -z

Donc A=p=v=1et Mp(f) =13, donc f = Idgs, ce qui est manifestement
faux.
Ainsi il n’existe pas de base de R? dans laquelle la matrice représentant f est
diagonale.

*| Exercice 15| Une matrice « pascalienne »

Soit n € N*. On considére la matrice P € M,,;1(R) de coefficients
o j—1
Wi ettt = (]0)):

1. Soit B la base canonique de R, [X] et C e (LX4+1,(X+1)2...,(X+1)").

a) Justifier que P est la matrice de passage de B a C.
b) Pour (j,k) dans N2, calculer (X¥)U), et en déduire P~! grace a la formule de
Taylor.
2. On considére ’endomorphisme :
v : R,y [X] = R,[X],PX) —» P(X+1).
a) Montrer que ¢ est un automorphisme et donner son automorphisme réciproque.
b) Déterminer Mg () et retrouver alors P~L.

3. Soit k € N. Déterminer P*.

Solution (Ex.15 — Une matrice « pascalienne »)
7 . n
1. a) Exprimons les vecteurs de € dans la base B : (X+1)7 = Z (‘7>XZ = szq,l‘jJrlXi
i :
i=0 i=0
du fait du décalage entre indices et exposants (la 1¢*® ligne concerne 1 = X,
la 26me X1 etc., tandis que la 1% colonne concerne (X + 1)°; la ¢®™¢ olonne

j—1
concerne (X + 1), etc.) Dot p; ; = (Z B 1) et P=Mgz(C).
k!
=)

b) Pour (j, k) dans N2, (X¥)(0) = Xk=7 si j < k, vaut 0 sinon.

29



CHAPITRE 1. ALGEBRE LINEAIRE (1ERE ANNEE ET COMPLEMENTS)

Exprimons les vecteurs de B dans la base € grace a la formule de Taylor en —1 :
k ; k n
XY@ (=1 . Ak ) -k
x5 EE ey = S0 (B ooy = o (B s
i=0 ’ i=0 =0

' (i1
1)7 , et comme P~ = Me(B), (P~1);; = (-1)" (Z _ 1)'

2. a) ¢ est linéaire puisque (AP + Q)(X + 1) = AP(X + 1) + Q(X + 1), c’est un
endomorphisme.
De plus, p(P) =0 = Vz € R,P(z + 1) = 0 donc P a une infinité de racines :
P = 0. Ainsi Ker(¢) = {0}, ¢ est injectif, et comme R,[X] est de dimension
finie, cela suffit pour affirmer que ¢ est un automorphisme.
On remarque qu’en définissant ¢ : R, [X] = R,[X] par ¢ : Q(X) — Q(X — 1),
on a pour tout P de R,,[X], Yo p(P) =¢p(P(X+1)) =P((X-1) +1) = P(X).
Donc ¢ o ¢ =idg,,x) et ¥ = o1

b) Les colonnes de Mgy (¢) expriment les vecteurs ¢(X7) = (X 4 1) dans la base

B : Mgy (p) est donc la matrice P.

De plus, P71 = (Mfg(go))fl = Mgz (p~1) = Mgz(2)) : les colonnes de P! ex-
priment 1 (X7) = (X — 1)7 dans la base B.

i .
Par la formule du binéome : (X — 1)/ = E (‘?)Xi(—l)ji et on retrouve
i

3. Pk = Mp(¢") or par une récurrence immeédiate o : P+ P(X + k). Pour tout j

de [[0; n]], *(X7) = (X + k)7 Z ( )k] Xt d’on

=0

Vi) e [Lsn+1], (PF),, = <jl)kji.

1—1

* Polynome minimal et crochets de Lie

1. Polynome minimal
Soit n > 2. Soit A une matrice de M,, ( ).

a) Justifier que la famille (I,,, A, ... A ) est liée.
b) En déduire lexistence d’un polynoéme P non nul tel que P(A) = 0.

Un tel polynome est qualifié de « polynéme annulateur de A ».
c) Soit D = {n 6 N/3P € K[X] \ {0} tel que P(A) = 0 et deg(P) = n}. Justifier

qu’il existe d = det- min(D), et qu'il existe un polyndme pp unitaire de degré d tel
que pa(A) =0.
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d) Montrer que, si P est un polynéme de K[X] annulateur de A, alors il existe Q
dans K[X] tel que P = Qua.
e) Montrer que pa, défini en 1.c¢), est unique.
f) En déduire que 'ensemble Z(A) des polynomes annulateurs de A est :
Z(A) ={Qua,Q € K[X]}.

Ce polynome est qualifié de « polynéme minimal de A ».

2. Un polynome divisible par son dérivé

Soit P un polynome unitaire (donc non nul) de K[X] tel qu'il existe o dans K
vérifiant :

XP’' = aP.
a) Montrer que o = deg P.
b) On suppose que P’ posséde une racine § non nulle d’ordre de multiplicité .
i — Quelle est 'ordre de multiplicité de la racine § de XP'?
ii — Justifier que [ est racine de P. Quelle est 'ordre de multiplicité de la racine
5 deP?
iii — En déduire que P = X*.
3. Application o une équation matricielle
Soit A et B deux matrices de M,,(K) vérifiant :
AB - BA =A.
a) Que peut-on dire de tr(A)?
b) Montrer que, pour tout k de N,
AFB — BAF = EAF.
c¢) Justifier que, pour tout P € K[X],
P(A)B — BP(A) = AP/(A).
d) En déduire que us = X?%. Que peut-on dire de A ?
e) Donner un exemple de deux matrices non nulles A et B de My (K) vérifiant
AB —BA =A.

Solution (Ex.16 — Polyndme minimal et crochets de Lie)

1. Polynéme minimal

a) La famille (I,,, A, ... 7A"z) est liée car elle compte n? + 1 vecteurs d'un espace

vectoriel de dimension n?.

b) Par conséquent, il existe n? + 1 coefficients (a)o<a, <n2 non tous nuls tels que
2

n 7l2
ZakAk =0. Avec P = Zaka, on a P(A) =0.
k=0 k=0
c) D ={n e N,3P € K[X]/P(A) et deg(P) = n} est une partie non vide de N,

donc elle admet un plus petit élément d et min(D).
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11 existe donc (au moins) un polynome II de degré d tel que II(A) = 0. Soit aq4

of. 1
le coefficient dominant de II. Alors pa 4 1T convient.
aq
d) Soit P un polynéme de K[X] annulateur de A. Effectuons la division euclidienne

de P par pa : P = Qua + R avec deg(R) < d.
Alors R(A) = P(A) — Q(A)ua(A) = 0. Donc R est un polynéme annulateur de
A de degré strictement inférieur a d. Par définition de d, R = 0. Donc il existe
bien Q dans K[X] tel que P = Qua.

e) Réciproquement, si P = Qua, alors P(A) = 0.
On en déduit bien que : Z(A) = {Qua, Q € K[X]}.

2. Un polynoéme divisible par son dérivé
Soit P un polynéme non nul de K[X] tel qu’il existe a dans K vérifiant :

XP' = aP.

a) Soit d le degré de P. Le coefficient dominant de XP’ est d et celui de oP est «
donc a = d = deg(P).
b) On suppose que P’ posséde une racine 8 non nulle d’ordre de multiplicité .
i — L’ordre de multiplicité de la racine S de XP’ est encore u (8 n’étant pas
racine de X).
ii — P(8) = BP/(8) =0 : B est racine de P. L’ordre de multiplicité de la racine
[ de P est :
e 1+ 1 par la propriété liant multiplicité et dérivation,
e 4 par égalité P = XP’ ...
d’ott PROBLEME!!!
Donc P’ ne posséde par de racine non nulle.
iii — L’unique racine de P’ est 0, et de multiplicité d — 1 = a — 1. Donc P’ =
aX*~ ! Donc P = X 4 ¢. Or P(0) = 0P/(0) = 0. Donc ¢ = 0 et P = X,
3. Application & une équation matricielle
Soit A et B deux matrices de M,,(K) vérifiant :

AB—-BA =A.

a) tr(A) = tr(AB) — tr(BA) = 0.
b) La propriété est vraie au rang k =0 (et k = 1).
Supposons-la vraie & un rang k quelconque. Alors :
AFTIB — BAF1 = AAFB — ABA¥ + ABA* — BAA* = A(A*B — BA¥) + (AB —
BA)AF = AKA* + AAF = (k + 1)AFFL
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout k de N.
c) Soit P =" a; X" € K[X].
k>0
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1
2
3

P(A)B-BP(A) = Y axA*B-BY apA* = " ar(A*B-BA¥) =) " kapA* =
k>0 k>0 k>0 k>0
A kapART! = AP/(A).
E>1

d) Appliquonsc) & pa : 0 = Ay (A). Donc Xy, € Z(A). Donc: 3Q € K[X], Xy, =

Qua. En raison des degrés, Q est un polynéme constant, disons Q = «a.

Alors Xp/y = apa avec pga non nul et unitaire. Par 2., upy = X%

Ainsi A est nilpotente (d’ordre de nilpotence d).
0
0

0
AB_BA — A & c d—a _ 0 1 - d—a=1
0 —c 0 0 c=0
B = 00 convient.
0 1

Un endomorphisme de R3[X]

e) Partons de A =

b
, nilpotente et de trace nulle et B = < “ J >
c

Soit E = R3[X], B = (X?,X2,X,1) la base canonique de E, f I'application définie
par :

VPcE, f(P)=P+4+P +P®? +PG
. Déterminer M & Mzi(f).
. Déterminer rg(f), Imf et Kerf. Que peut-on dire de f?
. a) Déterminer I'ensemble V des réels « tels que f — aidg ne soit pas bijectif.

b) Pour chaque « € V, déterminer E, et Ker(f — aidg).
c) En déduire qu’il n’existe pas de base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

4. Déterminer la matrice dans B de 'endomorphisme réciproque de f.

5

1

2.

. Quel est 'antécédent de X3 par f?

Solution (Ex.17 — Un endomorphisme de R3[X])
00

- ME Mu(f) =

DO W =
NN = O
— = O

0
0
1
rg(f) =rgM) =4. Im(f) = E car Imf C E et dimImf = dimE. Kerf = {0} car
dimKerf =4—-4=0.

f est un automorphisme de E.
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3. a) f — aidg non bijectif ssi rg(f — aidg) # 4 ssi rg(M — aly # 4 ssi @ = 1. Ainsi

Y ={1}.

b) E1 = Vect(l) = Ro[X}

c) Raisonnons par l'absurde : supposons qu’il existe une base =(P,Q, R, S) telle
que Mc(f) = diag(a,b,c,d).
Alors f(P) = aP donc P € Ker(f —aidg), donc Ker(f —aidg) # {0} et f —aidg
n’est pas bijectif. Par 3.a), a = 1. Il en est de méme pour b, c et d.
Donc Mc(f) =1y = Mc(idg), done f = idg. Ce qui est absurde.
Donc ’il n’existe pas de base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

1 0 0 0
4 My = (Ma(p) " =n = |2 T

0 0 -1 1
5. f(P)=X3 & P =f1(X3) = X3 - 3X2 daprés Mp(f1).

Ezxemple de changement de base

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et € = (1,1 — X, (1 + X)?).
1. Ecrire les matrices de passage P = Pp.e, puis Q = Pe 5.
2. Soit A = X2 4+ X + 1. Donner les coordonnées de A dans B puis dans C.

3.a)Soit f: A— A+ A+ A”. Vérifier que f est un endomorphisme de E, puis
donner la matrice de f relativement & la base B.

b) Déterminer, a l'aide de P et Q, la matrice de f relativement a la base C.

c) Calculer directement f(1), f(1—X) et f((X+1)2) et retrouver la matrice de f
relativement & la base C.

4. Déterminer la matrice de f dans la base D = (1,1 + X, (1 + X)?). Commentaire ?

5. a) Montrer que Ry[X] et R;[X] sont stables par f.
b) Montrer que Ry[X] est le seul sous-espace de dimension 1 de E stable par f.

Solution (Ex.18 — Ezemple de changement de base)

1 1 1 1 -3
1. P=| 0 -1 2 |[,Q=P =] 0 -1 2
0 0 0 0 1
1 -1
2. A=(1+X)?+(1-X)—1ouQ| 1 |[=] 1
1
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1 1 2
.a) M=mats(f)=| 0 1 2
0 0 1

1 -1 6
b) N =mate(f) =P"'MP=QMP= [ 0 1 -2
0 O 1
) f)=1,f1-X)=-X=(1-X)—1, fX2+2X+1) = X2 +4X + 5 =
(X24+2X+1)—2(1—X)+6.
4. f(1) =1, fA4+4X) =X+2=14+(1+X), f(1+X)?) =X24+4X+5 =
1 1 2
(1+X)2+2(1+X)+2,doumats(f) =] 0 1 2 |.Onamatp(f)=mats(f).
0 0 1

5.a)e VT eRyX],f(T)=T+T +T" =T € Ry[X].
o VIeRX,f(T)=T+T +T"=T+T € Ry[X].

b) Soit F un sous-espace de E de dimension 1 et stable par f. Soit T tel que
F = Vect(T). Comme F est stable, f(T) € F donc il existe « tel que f(T) = aT.
En écrivant T = aX? + bX + ¢, on obtient

aX? + (b+2a)X + (c+ b+ 2a) = a(aX? + bX + ¢).
Identifions les coefficients de méme degré.
Si a # 0, alors o = 1, mais alors b 4+ 2a = b donc a = 0 : absurde. Donc a = 0.
Si b # 0, alors a = 1, mais alors ¢ + b = ¢ donc b = 0 : absurde. Donc b = 0.
Donc T est constant et F = Ro[X].
Réciproquement, on sait que Ry[X] est stable par f.

Un endomorphisme de M, (R)

Soit n un entier au moins égal a 2. Soit E = M,,(R).
Soit p:E—EM+— M —tr(M)L,.
1. a) Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
b) Déterminer Kerep.
c) ¢ est-il un automorphisme ?
2. a) Déterminer ’ensemble E; des matrices M telles que
(M) =M.
Justifier qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de E, préciser sa dimension.
b) Déterminer ’ensemble Eo des matrices M telles que
(M) = (1 —n)M.
Justifier qu’il s’agit d’un sous-espace de E, préciser sa dimension.

3. a) Justifier que E; et E5 sont stables par ¢, et supplémentaires.
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b) Donner la matrice représentant ¢ dans une base obtenue en concaténant une
base de E; et une base Es.

Solution (Ex.19 — Un endomorphisme de M, (R))

1. a) Par la linéarité de tr, on vérifie sans peine que ¢ est linéaire.
b) M € Kerp = M = tr(M)I,, = tr(M) = tr(tr(M)L,) = tr(M) = tr(M)tr(L,) =
tr(M) = ntr(M), et comme n # 1,tr(M) = 0.
Or M = tr(M)I,, donc M = 0. Kerp = {0}.
c) ¢ est un endomorphisme de E, de dimension finie n?. Comme ¢ est injectif
(puisque Keryp = {0}), ¢ est un automorphisme.
La) M) =MeM-—-trM)I, =M < tr(M) = 0 & M € Ker(tr).
E; = Ker(tr), comme tout noyau, c’est un sous-e.v. de E. Comme tr est une
forme linéaire non nulle (tr : E — R), Im(tr) = R, rg(tr) = 1, et par la formule
du rang, dim(Ker(tr)) = dim E — rg(tr), donc dim(E;) = n? — 1.

tr(M
b) (M) = (1 — n)M < M — tr(M)L, = (1 — )M & SO0
n
Donc : M € E2 = M € Vect(1,).
tr(M
Réciproquement, si M € Vect(I,,), en écrivant M = al,, r( )In = %In =
n n

al,, = M donc M € E,.
Donc Eg = Vect(I,,), sous-espace vectoriel de dimension 1 de E.
. a) On a déja dim(E;) + dim(Ez) = n? = dim(E).
Soit M € E; N Ey. Alors tr(M) =0 et 3o € R,M = al,.
Alors 0 = tr(M) = tr(al,) = atr(I,) = an, donc a = 0 puisque n # 0.
Donc M = 0.
b) Soit B = (A1,...,A,2_1,B) une base de E avec A; € E; pour 1 <i <n?—1et
B € E,. Alors
Vie [[1;n? —1]],9(A;) =1 x A; et p(B) = (1 —n)B.
Du coup, la matrice de M,,2(R) représentant ¢ est la matrice diagonale :
mats(p) = diag(1,...,1,1 —n)

Un endomorphisme de R?

Soit E = R3. Soit f définie sur E par
Y(z,y,z) € E, flx,y,2) = 22 -3y + 2, —z+ 2y — z, -9z + 15y — 62).
1. a) Veérifier que f est un endomorphisme de E.
b) Déterminer Kerf et Imjf. f est-il un automorphisme ?
2. Soit B la base canonique de E. Déterminer la matrice M représentant f dans B.
3. Soituw=(1,1,1),v=(1,2,3) et w=(0,1,3) et C = (u,v,w).
Justifier que € est une base de E.

4. Ecrire la matrice de passage P de B a C.
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Déterminer la matrice de passage de C a B.
Déterminer la matrice N représentant f dans C.
Montrer que Vect(u) et Vect(v,w) sont deux sous-espaces de E stables par f.

Calculer N” pour tout n de N.

Solution (Ex.20 — Un endomorphisme de R?)

1. a) La linéarité est banale, f est un endomorphisme.
b) Kerf = Vect((1,1,1)) donc f est n’est pas injective, donc f n’est pas un auto-
morphisme.
Im(f) = Vect((—1,1,6),(—=2,1,9)).
On peut aussi dresser la matrice M de f dans la base canonique et vérifier que
rg(f) = rg(M) = 2 (ci-apres).
2 =3 1
2. M=Mg(f)=| -1 2 -1
-9 15 -6
1 1
3. SoitP=Mp(C)=] 1 2 1 |.rg(P)=3=dimE (a calculer) donc C est une
1 3
base de E.
4. (C’est la matrice P précédente.
3 -3 1
5. PC,B =p-1l= -2 3 -1
1 -2 1
6. e On peut utiliser la formule de changement de base :
0 0 0
N=P!MP=| 0 -1 0
0o 2 -1
e FEn calculant MP, on calcule les images de vecteurs représentés par les coloonnes
de P, i.e. de u, v et w:
0 -1 0
MP=] 0 0 -1 |,donc f(u)=0, f(v) =—v+2wet f(w)=—w ce qui
0 3 -3
permet d’écrire N.
7. e Soit F = Vect(u). f(u)

= 0 € F donc par linéarité de f, F est stable par f.
e Soit G = Vect(v,w). f(v) = —v+w € Get f(w) = —w € G, donc par linéarité

de f, G est stable par f.
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0 0 0 0 0 1
8. e FEcrivonsN=D+Aavec| 0 -1 0 etA=| 0 0 0 [ etducoup:
0 0 -1 0 0 0
Vk > 2,AF = 0.
Puisque D et A commutent, par la formule du binome,
L 0 0 0
N = ;;) (k) AD" R =D"4+pAD" ' =] 0 (-1)" 0

0 2n(-1)""t (=1)"
e On peut aussi calculer N2, N2 puis conjecturer son expression générale et dé-
montrer le résultat par récurrence sur n.

Un endomorphisme de R? Soit E = R3. Soit f définie sur E par

1. Vérifier que f est un endomorphisme de E. Est-ce un automorphisme ?

N

Soit B la base canonique de E. Déterminer la matrice M représentant f dans B.
3. Soit u=(1,1,1), v =(1,2,3) et w = (0,1,3) et € = (u,v,w).

Justifier que € est une base de E.

Ecrire la matrice de passage P de B a €, puis la matrice de passage de € a B.
Déterminer la matrice N représentant f dans C.

Montrer que Vect(u,w) et Vect(v) sont deux sous-espaces de E stables par f.

N ook

Calculer N™ pour tout n de N.

Solution (Ex.21 — Un endomorphisme de R3)

1. La linéarité est banale, f est un endomorphisme.
Kerf = {0} donc f est injective, et comme E est de dimension finie, f est un
automorphisme. On peut aussi dresser la matrice M de f dans la base canonique
et vérifier que rg(f) = rg(M) = 3 (ci-apreés).

0 -2 1
2. M=Mp(f)=| 1 -3 1
1 -2 0
1 1 0
3. Soit P=Mp(C)=] 1 2 1 |.rg(P)=3=dimE (a calculer) donc C est une
1 3 3

base de E.

4. e C(C’est la matrice P précédente.
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5.

N ok

e Déterminer la matrice de passagede Ca B. Pcg =P~ 1= -2 3 -1
1 -2 1
e On peut utiliser la formule de changement de base :
-1 0 1
N =P 'MP = 0 -1 0
0 0 -1

e En calculant MP, on calcule les images de vecteurs représentés par les coloonnes
de P, ie. de u, v et w:

-1 -1 1
MP=] -1 -2 0 |,donc f(u) =—u, f(v) =—-vet f(w) =u—w ce qui
-1 -3 -2

permet d’écrire N.

e Soit F = Vect(u,w). f(u) = —u € F et f(w) =u—w €F, donc par linéarité
de f, F est stable par f.

e Soit G = Vect(v). f(v) = —v € G donc par linéarité de f, G est stable par f.

0 0 1
e Ecrivons N=—-I34+AavecA=| 0 0 0 | et ducoup:Vk>2 A% =0.
0 0 0

Puisque —I35 et A commutent, par la formule du binome,

n

N* = Z (Z) AP(=I)" 7 = (=I5)" + nA(=I5)" ' = (=1)"5 + (=1)" " 'nA.
k=0

e On peut aussi calculer N2, N3 puis conjecturer son expression générale et dé-

montrer le résultat par récurrence sur n.

Un endomorphisme de R3

Soit E = R3. Soit f définie sur E par

Y(x,y,z) € E, f(z,y,2) = (z,3x — 2y + 2,92 — 9y + 42).
Vérifier que f est un endomorphisme de E. Est-ce un automorphisme ?

. Soit B la base canonique de E.

Déterminer la matrice M représentant f dans B.

Soit u = (1,1,1), v = (1,2,3) et w = (0,1,3) et C = (u,v,w).
Justifier que € est une base de E.

Ecrire la matrice de passage P de B a C.

Déterminer la matrice de passage de C a B.

Déterminer la matrice N représentant f dans C.

Montrer que Vect(u,w) et Vect(v) sont deux sous-espaces de E stables par f.
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8. Calculer N” pour tout n de N.

Solution (Ex.22 — Un endomorphisme de R?)

1. La linéarité est banale, f est un endomorphisme.
Kerf = {0} donc f est injective, et comme E est de dimension finie, f est un
automorphisme. On peut aussi dresser la matrice M de f dans la base canonique
et vérifier que rg(f) = rg(M) = 3 (ci-apres).

1 0 0
2. M=Mgp(f)=] 3 -2 1
9 -9 4
1 10
3. SoitP=Mp({C)=] 1 2 1 |.rg(P)=3=dimE (a calculer) donc C est une
1 3 3
base de E.
4. C’est la matrice P précédente.
3 -3 1
5. PC,B =p-1l= -2 3 -1
1 -2 1
6. e On peut utiliser la formule de changement de base :
1 00
N=P'MP=]| 0 1 0
1 0 1

e En calculant MP, on calcule les images de vecteurs représentés par les coloonnes
de P,ie. deu,vetw:

1 1 0

MP=| 2 2 1 |,donc f(u) =u+w, f(v) =vet f(w) =w ce qui permet
4 3 3

d’écrire N.

7. o Soit F = Vect(u,w). f(u) =u+w € Fet f(w) =w €F, donc par linéarité de
f, F est stable par f.
e Soit G = Vect(v). f(v) =v € G donc par linéarité de f, G est stable par f.

0 0 0
8. o Ecrivons N=Is+AavecA=| 0 0 0 | etducoup:Vk>2 AF=0.
1 00

Puisque —I3 et A commutent, par la formule du binome,
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1.

n
n .
Nt =Y (k) AMEF =13 4 nAIy ! =13 + nA.
k=0
e On peut aussi calculer N2, N3 puis conjecturer son expression générale et dé-
montrer le résultat par récurrence sur n.

Diagonalisation par blocs

Soit f € L(R*) 'endomorphisme canoniquement associé &

1 1 1 -1
M — 0 0 1
1 -1 1 1
0 1 0 1

. a) Déterminer rg(f), Im(f) et Ker(f).
b) f est-il un automorphisme ?
c) Im(f) et Ker(f) sont-ils supplémentaires ?
. a) Déterminer F = Ker(f — 2id) et G = Ker(f?).
b) Montrer que F et G sont stables par f.
c) Montrer que F et G supplémentaires dans R*.
2, 0

d) Montrer qu’il existe une base C telle que Mc(f) = ( 0 N

) ouN € Mz(R)

vérifie N2 = 0.
. a) On pose D = Mc(f). Calculer D" pour tout n > 2 en fonction de n et D%
b) En déduire M™ pour tout n > 2.

Solution (Ex.23 — Diagonalisation par blocs)
a) rg(f) = 3, Im(f) = Vect(e, e3, e2 + e4) et Ker(f) = Vect(e; — e3).
b) f n’est pas un automorphisme car rg(f) < dim(R?).
c) Im(f) N Ker(f) = Vect(e; — e3) # {0} donc Im(f) et Ker(f) ne sont pas sup-
plémentaires.
.a) F =Vect(er + e3,ea + e4) et G = Vect(e1 — e3,ea — e4).
b)e weF = f(u) =2u€F : F est stable par f.
e ueG=> f2(f(u)) = f(fQ(u)) = f(0) =0 = f(u) € Ker(f?) = f(u) € G.
c) On a déja dimF + dim G = dim R*.
flu) =2u
f2(u) =0
Donc F N G = {0}.
e DBilan : F et G supplémentaires dans R*.

uGFﬁG:x{ = f2(u) =4u=0=u=0.
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d) Prenons C concaténée de bases Br et Bg de F et G (par exemple celles données

dans 2.a)).

Comme F et G sont stables par f, Mc(f) est diagonale par blocs : M¢(f) =
A
0 avec A = Mp.(fir) et N = Mp.(fic)

Comme Yu € F, f(u) = 2u, A = 2Is.
Comme Vu € G, f?(u) =0, N2 = 0.

3. a) Vn > 2,D" = ( (212)” 0 ) _ ( 2" 0 ) _on—22.

0 N7 0 O
b) 1l existe une matrice de passage P telle que M = PDP~!. Alors pour tout n > 2,
1 010
0 1 0 1
M” = PDnP—l — 2n—2PD2P—1 — 2n—2M2 — 2n—1
1 010
0 1 0 1

Diagonalisation par blocs

Soit fL£(R?*) 'endomorphisme canoniquement associé a

1. a) Déterminer rg(f), Im(f) et Ker(f).
b) f est-il un automorphisme ?
c) Im(f) et Ker(f) sont-ils supplémentaires ?
2. a) Déterminer F = Ker(f — 2id) et G = Ker(f? + 4id).
b) Montrer que F et G sont stables par f.
c) Montrer que F et G supplémentaires dans R*.
91,

d) Montrer qu’il existe une base C telle que Mc(f) = ( 0

1(\)1 ) ou N € My(R)

vérifie N2 = —4I,.
3. a) On pose D = M¢(f). Calculer D™ pour tout n > 2.
b) En déduire M™ pour tout n > 2.

Solution (Ex.24 — Diagonalisation par blocs)
1. a) rg(f) = 3, Im(f) = Vect(ey, e3,e2 + e4) et Ker(f) = Vect(e; — e3).
b) f n’est pas un automorphisme car rg(f) < dim(R*).
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c) Im(f) N Ker(f) = Vect(e; — e3) # {0} donc Im(f) et Ker(f) ne sont pas sup-

plémentaires.
2. a) F = Vect(e; + e3,e2+e4) et G = Vect(eg — e3,e3 — e4).

b)e weF = f(u) =2u €F : F est stable par f.
o ueG=(f2+4id)(f(u)) = f(f*(u)+4u) = f(0) = 0= f(u) € Ker(f?) =
f(u) € G.

¢) On a déja dimF + dim G = dim R*.

=2
weFNG = f§“> Y S P = du= —du=u=0.
F2(u) = —u

Donc F NG = {0}.
e DBilan : F et G supplémentaires dans R*.

d) Prenons C concaténée de bases Br et Bg de F et G (par exemple celles données
dans 2.a)).

Comme F et G sont stables par f, Mc(f) est diagonale par blocs : Mc(f) =

( g ; > avec A = Mp.(fir) et N = Mp.(fic)

Comme Yu € F, f(u) = 2u, A = 2I,.
Comme Yu € G, f2(u) = —4u, N? = —4l,.
3.a)Vn >2,D" = ( (2L)" 0 >
0 N™
De N* = 161, on tire :
N** = 16*1, et D** = 16*1y,

21
N#+L = 16FN et D*+! = 16* < 02 ; > =16"D,

I
N4F+2 — _4(16%)1, et D*+2 = 4(16%) ( 02 OI > = 16*D?,
—Is
N4+3 = _4(16%)N et D¥*+3 = 16*D3,
ce qui couvre tous les cas possibles.
Plus simplement : D*+7 = 16*Dr.

b) 1l existe une matrice de passage P telle que M = PDP~!. Alors pour tout k € N
et tout r € [0; 3], M¥+7 = PD#*+7p~1 = 16*M".

Diagonalisation par blocs

Soit f£(R?*) 'endomorphisme canoniquement associé a
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2 0 -1
M — 1 2 -1 0

0o -1 2

-1 0 1 2

1. a) Déterminer rg(f), Im(f) et Ker(f).
b) f est-il un automorphisme ?
c) Im(f) et Ker(f) sont-ils supplémentaires ?
2. a) Déterminer F = Ker(f — 2id) et G = Ker(f? — 4f).
b) Montrer que F et G sont stables par f.
c) Montrer que F et G supplémentaires dans R*.

21
d) Montrer qu’il existe une base C telle que Mc(f) = ( 02 1(\)I > ou N € My(R)
vérifie N2 = 4N.
3. On pose D = M¢(f). Calculer D™ pour tout n > 2 en fonction de n et N.
a) Donner un exemple explicite de base C et d’une matrice N convenable.

Solution (Ex.25 — Diagonalisation par blocs)
1. a) rg(f) = 3, Im(f) = Vect(e1 — eq,e2 + €4, e3 + €4) et Ker(f) = Vect(e; — ea —

es + 64).
b) f n’est pas un automorphisme car rg(f) < dim(R*).
1 0 0 1
1 0 -1
c) Comme 01 -1 =4 # 0, la concaténée des deux bases précédentes
-1 1 1 1

de Im(f) et Ker(f) est une base de R* : Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires.
2. a) F = Vect(e; + e3,e2+e4) et G = Vect(eg — ez, eq — e4).
b)e uecF = f(u)=4u € F : F est stable par f.
o u€ G= (fP—4f)o flu) = f(f*(u) —4f(u) = f(0) = 0 = f(u) €
Ker(f2 —4f) = f(u) € G.
c) On a déja dimF + dim G = dim R*.
fu) =2u
f(u) = 4f(u)
Donc F N G = {0}.
e Bilan : F et G supplémentaires dans R*.
d) Prenons C concaténée de bases Br et Bg de F et G (par exemple celles données
dans 2.a)).

ueFﬂG:{ = f2(u) =4u=8u = u=0.
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Comme F et G sont stables par f, Mc(f) est diagonale par blocs : Mc¢(f) =
A

0
Comme Yu € F, f(u) = 2u, A = 2I,.
Comme Vu € G, f?(u) = 4f(u), N2 = 4N.

215)™ Al
3.a)Vn >2,D" = (212) 0 = 2 0 .
0 N» 0 4n—1IN

2 2
b) En prenant les bases de F et G trouvée en 2.a), N = Mp,(fic) = )

avec A = Mp.(fir) et N = Mp.(fic)

2 2
car f(e1 —e3) = f(ez —es) = 2(e1 — e3) + 2(e2 — e4).
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CHAPITRE 2. DETERMINANTS

Chapitre 2

Déterminants

Exercice 26 | Déterminants élémentaires

Calculer sous forme factoriser

0 a b
1. |a 0 ¢ |;
b ¢ O
a b
2. c a b |;
b ¢ a
1 1 1
3. | cosa cosb cosc | (on pourra commencer par retrancher la premiére colonne

sina sinb sinc
aux autres) ;

a b c
4. | a® b2 2
a2 b 2

L

Solution (Ex.26 — Déterminants élémentaires)

2abc.
(a+0b+c)(a®+ b* + % — (ab + bc + ca)).
—4sinb_asinc_asinb_c

2 2 2

abe(a —b)(a —¢)(b—c).
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Exercice 27 | Par récurrence

0o 1 ... 1
. -1
Calculer par récurrence D,, =
: . 1
-1 ... -1 0

(n]

Solution (Ex.27 — Par récurrence)

Dn = Dn,Q et
D. — 1+ (=1)" )0 sinimpair
" 2 |1 sin pair

Exercice 28 | Par récurrence

0o 1 ... 1
1

Calculer par récurrence D,, =
: 1
1 1 0

Solution (Ex.28 — Par récurrence)
D, =-2D, 1 —Dp o et
D, = (-1)""Y(n—1).

Tridiagonal

Soit z € C et n € N*. Calculer

1+22 2 (0)
D,=| °
. z
(0) z 1422

[n]

Solution (Ex.29 — Tridiagonal)

En développant suivant la premiére colonne puis la premiére ligne (stratégie tridia-
gonale) :

Dn = (1 + Zz)Dn_l — Z2Dn_2.

Notons que cette relation est encore vérifiée pour n = 0 en prenant Dy = 1, car
D; =1+ 2% et Dy = (14 2%)% — 22

Suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique :
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2% — (14 2%z + 22 = 0, de racines 1 et 2.
e Premier cas : 22 # 1.
11 existe a et b dans C tels que : Vn € N,D,, = a + bz?".

1— Z2n+2
Avec Dg et D1, on obtient Vn € N,D,, = e
-z

e Second cas : 22 = 1.
Il existe a et b dans C tels que : Vn € N,D,, = a + bn.
Avec Dg =1 et Dy = 2, on obtient Vn € N,D,, =1+ n.

Exercice 30 | Déterminant de sommes

k
Soit n € N*. Soit pour tout k € [1; n]] S = Zz
i=1

Sl Sl Sl e Sl
Sl SZ SQ e SQ
Calculer | S1 S2 Sz ... S3
St S2 Sz ... S,

(n]

Solution (Ex.30 — Déterminant de sommes)
En effectuant successivement L,, + L,,—L,,_1, L,_1 < L,,_1—Ly,_o,..., Ly + Lo—Lq,
ce déterminant vaut n!.

Exercice 31 | Déterminant et racines n-iémes de l’'unité

1 a (0)

Soitn>2,aeCet M= R € M, (C)
© . a
a 1

1. Calculer det(M).

2. Déterminer le rang de M en fonction de a.

Solution (Ex.31 — Déterminant et racines n-iémes de l'unité)

1. En décomposant la premiére colonne :

1 a (0) 0 a (0)

det(M) = + =1+ (-1)"*+ta".
0) - a 0) - a
0 1 a 1
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2. detM)=0& (—a)" =13k ec[0;n—1],a=—e2Fr/,
1 a (0)
Dans ce cas, M, posséde une matrice extraite ' ' de rang
0 - a
1

[n—1]

n — 1 donc est au moins de rang n — 1.
Finalement :

rg(M,)

n

n

-1 sidke[0;n—1],a= _e2ikm/n

sinon.

Matrices antisymétriques

Soit A une matrice antisymétrique d’ordre 2n + 1. Montrer que det(A) = 0.
En est-il de méme pour une matrice antisymétrique d’ordre pair ?

Solution (Ex.32 — Matrices antisymétriques)
det(A) = det(*A) = det(—A) = (—1)?"*1 det(A) = — det(A) donc det(A) = 0.

A=

0
-1

est un contre-exemple si 'ordre est pair...

Exercice 33 | Inverse d’une matrice triangulaire par blocs

Soit n,p € N* et M = (

A

B
0 C ) avec A € M, (K), B e M,, ,(K) et C € M,(K).

1. Montrer que M est inversible si, et seulement si, A et C le sont.

2. Dans ce cas, écrire M1 par blocs.

Solution (Ex.33 — Inverse d’une matrice triangulaire par blocs)
1. det(M) = det(A) det(C) donc

(det(M) #0) < (det(A) # 0 et det(C) # 0),

ce qui se traduit par M est inversible si, et seulement si, A et C le sont.

2. On pourra chercher M~! =

XY

7z T | ou on méditera avec profit sur la pro-

priété : I'inverse d’une matrice triangulaire inversible est triangulaire (penser a la
résolution d’un systéme linéaire du type TX = 0...)

[

A B
0 C

)

Al _AIBC!
0 ! = Intp
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Déterminant et blocs

Soit (A,B,C,D) € (M, (K))" tel que D € GL,(K) et CD = DC.

A B
Montrer que : det < o D ) = det(AD — BC).

Solution (Ex.34 — Déterminant et blocs)

On cherche a trouver des relations entre matrices triangulaires par blocs, par exemple :
A B " vt =B (7 0
C D 0 A ) \? AD-BC )
En prenant le premier «7 » égal 4 I, :
A B o L, =B\ [ A 0
C D o A ) \C AD-BC )
A B
Alors det o D x det(A) = det(A) det(AD — BC).

A B
Et puisque det(A) # 0, det ( 6 D > = det(AD — BC).

Déterminant et Pascal

Soit n > 2. Calculer :
1
(o)

) ()

Solution (Ex.35 — Déterminant et Pascal)

N
: .
3 -
—
S~
=

En retranchant, a partir de la seconde ligne sa précédente, et par la formule de
Pascal, on obtient :
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n—1
n—1

0 n—1 n—1 n—1
0 1 n—2 [n]

k
Comme (k) = 1 (Vk), en développant par rapport a la premiére colonne, D,, =

Exercice 36 | Déterminant a un paramétre

Soit n > 2 et a € C. Calculer
a+1 1 1

déf. 1 a+1

Solution (Ex.36 — Déterminant a un paramétre)

En conservant la derniére colonne et en retranchant a chacune des autres la suivante :

a 0 ... O 1
—a a
D, E | 0 4 . 0
: . a 1
0O ... 0 —a a+1 [n]

En remplagant la derniére ligne par la somme de toutes les lignes :
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a 0 0 1
—a a

D.E | 0 —a .0
: . - a 1
0O ... 0 0 a+n

En développant par rapport a la derniére ligne :
D, =a""1(a+n).

Déterminant tridiagonal

Soit # € R\ 7Z, n € N et D,,(0) le déterminant d’ordre n :

2cosf 1 0 0
1 2cos 6
Dn(0)=| o 0
: 2cosf 1
0 0 1 2cosf
sin ((n +1)6)

Montrer que, Vn € N, D,,(0) =

sin 0

Solution (Ex.37 — Déterminant tridiagonal)

iné
Do(6)=1= s%ne (produit vide, ou convention),
sin
B _ sin(26)
D1(0) = 2cosf = nd
sin(30)

_ 20 1 _
D2(0) =4cos® 6 — 1 oz

car sin(360) = 3sinf — 4sin® @ = sin (3 — 4sin®§) = sin (4 cos? @ — 1).
En développant par rapport & la 1°* colonne,

1 0 0
1 2cosf 1
Dpy2(0) =2cos0Dpy1(0) —| o - . - 0
: 2cos 1
0o ... 0 1 2cosd

En développant par rapport & la 1°° ligne,
Dy42(0) = 2cos0D,,+1(0) — D, (0).
Avec les valeurs initiales, cette relation est vraie dés n = 0.
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L’équation caractéristique associée par la relation linéaire de la suite (D, (6)) est
2?2 —2xcosf+1=0.

Ses solutions sont et et il existe o et 3 réels tels que :

Vn €N, Dp(f) = acos(nf) + Bsin(nd).
Avecn=0:a=1.

Avecn=1:cosf + Bsinf = 2cosf = B = Z:’;g
Ainsi : Vn e N, D, () = cos(nb) + cos 0 sin(nf) M

sin 0 sin 0

Matrices de Vandermonde et polyndomes

Dans cet exercice, on retrouve le déterminant de Vandermonde par une autre mé-
thode que celle du cours, utilisant des polyndémes. Soit n un entier naturel supérieur

a2etay,...,a, n nombres complexes. Soit
1 ay o} ... af?
1 ay a3 ... ag_l
¢ -1
V(al,_._’an) d;f. 1 a3 a% ag
1 ap, ada? an—1
1. Inversibilité
bo
def b1 def. =
a) Soit B = € M, 1(C). En considérant le polynéme P = Z b; X",
i=0
bn—l

montrer que le systéme linéaire :
(8) & V(ar,...,a,)B=0
d’inconnue B est de Cramer si, et seulement si,

Vi, g) € [Lin]®, (i #J) = (ai # a))

b) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que V(aq,...,a,) soit
inversible.
2. Déterminant
Jusqu’a la fin de cette question, on suppose désormais les a; deux a deux distincts.
a) Soit # € C. Montrer que f(z) C et (V(ai,...,an,x)) est une expression
polynomiale de degré n et de coefficient dominant det(V(aq,...,an)).
b) Quelles sont les racines de f? En déduire par récurrence lexpression du déter-
minant de Vandermonde d’ordre n.

Solution (Ex.38 — Matrices de Vandermonde et polynomes)
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1. Inversibilité

bo
i bl i n—1 )
a) Soit B det € M, 1(C). En considérant le polynome P e Z b; X",
i=0
bn—l
montrer que le systéme linéaire :

(§) VB =0
d’inconnue B est de Cramer si, et seulement si,

V@i, j) € [1;n)*, (i #7) = (ai # ay)

e Si:di#j,a; =aj,alors

rg(V(ay,...,an)) <n et (S) nest pas de Cramer.

o Si:V(i,j) € [1;n]*, (i#4) = (ai#ay), alors
(S)=Vie[l;n],Pla;)=0=P=0=B=0

car P admet au moins n racines distinctes et deg(P) < m. Donc (S) est un

systéme de Cramer.

b) V(ay,...,an) est inversible si, et seulement si, les (a;) sont deux & deux distincts.

2. Déterminant

Jusqu’a la fin de cette question, on suppose désormais les a; deux & deux distincts.

a) En développant V(aq,...,a,,x) par rapport a sa derniére ligne, on observe

que f(x) est une expression polynomiale de degré n et de coefficient dominant
det(V(a1, ..., an)).

b) Vi € [[1; n], f(a;) = 0 donc les racines de f sont exactement les n nombres
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(ai)1<i<n (racines simples deux & deux distinctes).
On a alors, en factorisant f :
det(V(ay,...,an,x)) =det(V(ay,...,an))(® —a1)...(x — ap).
On pourra remarquer que cette relation reste vraie si deux (au moins) des a;
sont égaux.
Une récurrence sans difficulté montre qu’alors :
VneN*, det(V(ay,...,an)) = [ (a;—ai).

1<i<jsn



Chapitre 3

Espaces vectoriels normés

Exercice 39 | Equivalence des normes usuelles

Démontrer les encadrements suivants sur les normes usuelles de R™.

oo < 1 <2l
[-llo < IL < vl
[loe < 1l < VRl

Solution (Ex.39 — Equivalence des normes usuelles)
Soit z = (z1,...,z,) € R™

n

1. 3ie 1 nl,|fll = o] donc [zl < 3 foy| = flal|,.
j=1

Wi € [1; n], Jail < lallo, done [|zll, = Y Jail < nllell

2. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(21l lzaDIB L - Dl = (2l fzal), (1,22 1))

. 2 2
i [l n > [lall} done [[o]], < vt ],
n

2
le]]F = Zl +2) Jaillzj| =) af = |Jzll; done |lal], > |la],.
i=1

1<j

3. Ji e [[1;n]), [zl = 2] done [lxl, = /27 <

(3

n
Zﬂf? = [[z[],-

. 2
Vi€ [15n]), |zl < [lallo, done & < |12, dOHCHﬂﬂHg*Zx < el
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done [[z]], < vn |zl
Ouwverts ou fermés

Etudier si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés :
A={(z,y) eR*0<|y+1] <1}, B={(z,y) e R} 0<2?+2y> <1},
C={(z,y) eR%,-1<22+y* <0}, D={Me M,(R),M e GL,(R)}.

Solution (Ex.40 — Ouwverts ou fermés)

o f:(x,y) |y+ 1] est continue sur R? et A est I'intersection des ouverts Ay def-

{(z,y) € R?/f(x,y) > 0} et A4 et {(z,y) € R?/f(z,y) < 10} donc A est un ouvert
de R?.

o Vn > 2 MN %

(1/n,1/n) € B mais lirf M,, = (0,0) ¢ B donc B n’est pas
n—-+oo
fermé. f : (x,y) — |y+ 1| est continue bur R? et A est I'intersection des ouverts

Ao {(z,y) e R2/f(z,y) > 0} et A1 & {(2,y) € R?/f(z,y) < 10} donc A est un
ouvert de R?.

M = (1,0) € B mais Vr > 0,B(M,r) ¢ B car (1+ r/2,0) € B donc B n’est pas
ouvert.

o C est vide donc C est ouvert ET fermé.

o det : M,(R) — R est continue (polynéme des coefficients de la matrice) donc
{M € M, (R)/det(M) = 0} est fermé et son complémentaire D est ouvert.

Sous-multiplicativité de la norme canonique matricielle

1. Rappeler la définition de [|.||,, norme euclidienne canonique sur M,, (R).

2. Montrer que, pour tout (A,B) € M, (R)?, ||AB||, < ||A||,||B||,. Indication : on
fera apparaitre (AB); ; comme produit scalaire canonique de deux vecteurs bien
choisis de R™.

Solution (Ex.41 — Sous-multiplicativité de la norme canonique matricielle)

1. [M][, = Vtr(MT.M) = mevj

2. Soit C = AB. V(i Cij = Zalkbk] = ((ai,e); (be,5))-
Par Vinégalité de Cauchy-Schwarz : ¥(i, ), ¢} ; < <Z aik> (Z b%j).
k=1 k=1
Ainsi :
= < X (N ) (1) - 32 |30 | () (o)
i i k=1 i=1 | j=1 L \k=1 k=1
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3

|ABI[; < En: (iak>é[<§b2]>] z

i=1

[(Z ) ||B||§]
=1 k=1
Dou ||AB|[3 < [|All; |[B][3...

Exercice 42| Intérieur, adhérence et opérations ensemblistes

Soit A et B deux parties d’un espace vectoriel normé.
1.
2.

Montrer que: ANBCANB e AUB=AUB
En déduire des propriétés analogues pour l'intérieur de AN B et de A UB.

Solution (Ex.42 — Intérieur, adhérence et opérations ensemblistes)
1.

e Soit x € ANB. Alors il existe une suite (z,),eny de A N B convergente, de
limite z.
Or:VneN,z, € A, donc z = lim =z, € A.

n—-4o0o

Et:VneN,z, € B, donc z = lim =z, €B.

n—-+o0o
Donc z € ANB. Bilan: ANB Cc AnB.
e Soit x € AUB. Alors il existe une suite (z,)n,eny de A U B convergente, de
limite x. De deux choses 1'une : soit une infinité de x,, est dans A, soit une infinité
de z,, est dans B.
Pour fixer les idées, supposons qu'’il existe une suite extraite (z,(,))n contenue

dans A. Alors . = lim z,(,) € A.
n—+o00

Dans I'autre cas, on montre que z € B.

Doncz € AUB,et AUB C AUB.

Réciproquement, si z € A, alors il existe une suite (zn) € AN convergeant vers x.
Mais (z,,) est une suite de AUB, donc x = lim x, € AUB. De méme si z € B.

n—+4oo

D’otut I'implication réciproque.

. Rappelons que CgA = @, donc A = Cg (CEA), et que :

BEAO CEB = EE(A U B) et EEA U BEB = BE(Aﬂ B).

Montrons que AND= :&ﬂ]% :
ANB =L (CpA) NCs (CeB) = Cr (CeA UTHB) = (CA UCB)
ANB=Cg (Ce(AnB) _AB

On montre de méme que : AUB C AUB (en se souvenant que : A C B = CgB C
CeA).

/(j\Ul%:UE (@) UCg (@) =Cg (@ﬂ@) donc
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o

o o S ——— 2
AUB ¢ e (CeANCeB) = Ce CsANCeB) = AUB

Limite et inverses
1. a) Soit A € M,,(K). On pose, pour tout = de K, P(z) = det(A + zI,).
Justifier que f n’a qu’un nombre fini de racines non nulles.
b) En déduire que A est limite d’une suite de matrices inversibles.
2. Soit (Ax)r € N une suite de matrices de GL,, (K) telle que :

Ay, —— A et A'——B
k—+o00 k—+4oc0

Montrer que A et B sont inversibles, en précisant A1,

Solution (Ex.43 — Limite et inverses)
1. Soit A € M, (K).
a) P est un polynome en z de degré n (P(X) = xa(—X)), il n’admet qu'un nombre
fini de racines, donc un nombre fini de racines non nulles.
¢ 1
b) Soit, pour tout n € N* A, WA+ —I,.
n

Soit r & min{|z| /P(x) = 0 et © # 0} si P admet des racines non nuls et r “y

sinon.
. 1 . . .
Dés que — < r (l.e n > =), A, est inversible. Or lim A, = A. Donc A est
n r n—-+o0o
limite d’une suite de matrices inversibles.

2. Par continuité du produit :

AB = lim (A;) lim (A;') = lim (AjA;') = lim I, = 1,, donc A et B
k——+oo k——+oc0 k——+oc0 . k—-+oco

sont inversibles et inverses I'une de ’autre.

Exponentielle de matrices particuliéres

k

1 .
Soit M € M,,(K) et, pour tout k de N, Sy, = E M.
- J:
Jj=0
On appelle ezponentielle de M, si elle existe, la limite de la suite (Sy)xen, notée eM.

M

1. Dans les cas suivants, montrer que e existe et la calculer :

a)M:<g Z) b) M:(S g) ) M=

2. On suppose M diagonalisable, c’est-a-dire qu’il existe P € GL,,
diagonale telles que

a b
0 ¢
0 0

o O O

—~

K) et D e MTL(K)

D = P~ !MP.
Montrer que eP et eM existent, et donner une relation entre elles.
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1 -1
3. Calculer eM pour M = ( Ll )

Solution (Ex.44 — Ezponentielle de matrices particuliéres)

1. Dans les cas suivants, montrer que eM existe et la calculer :

a) M = a b M2 — a? ab+ be P — a®  a?b+ abe + be? ’
0 ¢ 0 b2 0 b2

et par récurrence :

k_ .k
k—1 ak ba —¢ . 7£
k Eel—i i a—c¢C Sl a C,
vhen, weo | P I o
9 =0
' k akb  bkak1 )
0 b sia=c
0 bk '
k k
J b
Za— “,Z — ¢’ donc
]' Jj—+o0 j' Jj—+oo
Jj=0 Jj=
o b(e® — e°) )
e pour a # c, Sk—> a—c et oM
k—-+o00 0 e

e be" \ def.
e pour a = c, SkE—» 0 . =e" .
) e

0 1
b) M? = @21, donc, en posant N = ), M?* = ¢2*1, et M2+ = ¢2+F+IN.

1 0
J 2 —1 2t
a
i=0
o i a2t e? —l—e_“ . Jfl a?itl et — e @
T e
= (20)! jotoo ’ = (2i+ 1)1 joteo 2

1
donc ng —_— = (

Jj—4o00 2
J 2i J 2i+1
a a
S (Z @) ) . <Z @+ 1) ) b

=0 =0

1 e +e % et —e @
donc ng+1 —>

e +e7? e?—e @
e’ —e % e*+e @

— 400 2 ea _ e—a ea + e—a
1 e +e? et —e @ ) def. g

Finalement : Sy —
k—+oo 2\ e —e % e* e @
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=
o

b
c) M= c |, M? = et Vk > 3,MF = 0.
0

o O O
o O e
o O O
o O O

La série n’a que trois termes non nuls, donc converge : eM =

2. On suppose M diagonalisable.
Soit P € GL,,(K) et D € M,,(K) diagonale telles que
D = P~1MP. _
En notant D = diag(\1,...,\n),ona:VjeN, DI =diag(\],...,\).
k
1 .
Notons pour tout k£ de N, Ty, = Z —D’.
L
7=0
Donc T, —— diag(exp(A1), - ..,exp(An)) 4 oD,
k—+o00 ) i
Comme :Vj €N, M/ =PD/P~! ona:VkeN,S,=PT, P L

_ def.
Donc : Sy —— PePP~1 = M,
k— 400

Ainsi eP et eM existent, et PePP~1 = M.,

3. On a par récurrence : Vn € N*, M" = 27~ IM.

1 S B LK1,
ZHM _12+< 2 >M_12+2<Zk!2 M
k=0 k=1 k=1
1+ e2 1—62>

- 1 k 1 2 PN _
OEM m}12+§(€ —1)MdoueXp(M)—<1e2 1+62

k=
Non-équivalence des normes en dimension infinie
Soit E = (?1([0; 1] 7]R). Pour toute f € E, on pose :
1
deéf. déf.
11l = /0 f@ldL, [1flle = sup [f()] et N(f) = [f(0)| + sup [f'(t)]-

te[0;1] te[0;1]

déf.

1. Montrer que |[|.||;, ||.||, et N sont des normes sur E.
2. Soit, pour tout n de N,
frni[0;1] > Rz — 2™,
a) Montrer que (f,), € N converge vers la fonction nulle pour la norme ||.||;.
b) En est-il de méme pour ||.|| 7 Et pour N7
c) Etudier, pour chacune de ces normes, si la suite (f,)nen est bornée.

Solution (Ex.45 — Non-équivalence des normes en dimension infinie)
Soit E = (?2([0; 1] ,R). Pour toute f € E, on pose :
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1
def. daf. def.
Al = / [f@)dt, [[fll = sup [f(®)] et N(f) = [£(0)[+ sup [|f'(2)].
0 te[0;1] te[0;1]
1. La vérification des axiomes des normes ne pose pas de probléme pour ces 3 normes.
1

n 1
2' a)an_OHl: t dt:mm()donc anOpourHHl

b) Vn e N, ||fn —%Hoo =1 donc f, ne tend pas vers la fonction nulle pour ||.|| .
vn € N,N(f,) =0+ n =n donc f, ne tend pas vers la fonction nulle pour N.
c) Pour [|.||;, (fn)nen est bornée car Vn € N, || f,||; < 1.
Pour ||.||o, (fn)nen est bornée car Vn € N, || f || < 1.
Pour N, (fn)nen n’est bornée car ngrfooN(f") = +o00.

Ezemple d’application lipschitzienne
Soit (a,b) € [0; +oo [ 2 et
f:R?2 = R? (z,y) — (ax,by).
1. Montrer que f est lipschitzienne lorsque R? est muni de la norme ||.||;.

2. En est-il de méme pour ||.||, 7 Et pour ||.|| 7

Solution (Ex.46 — Ezemple d’application lipschitzienne)
1. Soit (z,y) € R? et (2/,y') € R%

(@, y) = f(2" )l = [[(alz — 2"),0(y — )|, = ale — 2’|+ bly —¥/|
Soit k = max(a,b).

f(,y) = F@ )y < k(e —2'[+ [y —¢']) <Kz, y) — @9
[ est k-lipschitzienne lorsque R? est muni de la norme |[.||; .

2. Oui, grace a I’équivalence des normes de I'exercice Comparaison des normes usuelles :
f(z,y) = (&)l < M f (2, y) = F(& 90y <K l(z,y) = (& 9l < kvnll(z,y) — (
1f (@ y) = f@ )l < [1F(2sy) = f@ 90l < Ell(zy) — @)l < knll(z,y) — (2

Exercice 47| « Ceinture » d’un convexe

Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie et A une partie non vide
de E

Pour tout « € E, on pose :  d(x,A) der in£ ||z — all.
ac

Soit R€]0; +oofet: C(AR) Y {zeE, daA) <R}

1. a) Montrer que da : E — R, 2 — d(z, A) est 1-lipschitzienne.
b) En déduire que C(A, R) est une partie fermée de E.

2. On suppose de plus A convexe. Montrer que A est une partie convexe de E.

Solution (Ex.47 — « Ceinture » d’un convexe)
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1. a) Soit (z,y) € E? et 2z € A.
d(z, A) <|lz —z2[| = [[(z —y) + (v = 2) | <[lz =yl + |ly — =]|
donc d(z,A) — ||z —y|| < ||y — 2||, ceci Vz € A,
donc d(z,A) — ||z — y|| < d(y,A) dott d(z,A) — d(y, A) < ||z — yll.
En permutant le role de x et y, d(y, A) — d(x, A) < ||z — yl|.
Done [d(z, A) — d(y, A)| < ||z — yll. ie. [da() = da@)] < |1z — gl : da est 1-
lipschitzienne.
b) C(A,R) = {z € E,da(z) — R < 0}, or da est 1l-lipschitzienne donc continue.
Donc C(A,R) est un fermé de E.
2. Soit (z,y) € C(A,R)? et A € [0; 1].
Soit n € N*.
Par définition de la borne inférieure :

1
Jz, € A, d(z,z,) < d(x,A) + — Jyn € A, d(z,yn) < d(y,A) +

Par convexité de A : z, def. Ay + (1= Ny, € A.

dAz + (1= Ny, A) < [Az+ (1= Ay =z < [[Az —zn) +2(1 — N —wn)ll <
Ml = anll + (1 = A)lly = yall < Ad(z, A) + (1 = A)d(y, A) + ~ <R+
En passant a la limite lorsque n tend vers +o0o : d(Az + (1 — Ay, A) <
Donc Az + (1 — Ny € C(A,R).

Ainsi : V(z,y) € C(A,R)2, VA € [0; 1], Az + (1 — N\)y € C(A,R).
C(A,R) est convexe.

Trois exemples de parties de R?

Représenter les ensembles suivants en préciser s’ils sont ouverts ou fermés, bornés
ou non bornés.

1. A={(x,y) e R?/2%? — 4% > 1}.
2. B={(z,9) €ER?/z >0,y >0et z+ 7 < 1}.
8. C={(z,y) eR*/z >0,y >0et v +expy <1}

Solution (Ex.48 — Trois exemples de parties de R?)

1. La fonction f : R? — R, (x,y) — 22 — y? est polynomiale donc continue. Par
conséquent, A est un fermé de R2.

f(a:,y)l@nyQl@{y “ ou {y *

|z > 1 |z > 1
Soit g : | —00; —1]U[1; +o00 [,z + Va2 — 1. La frontiére est constituée de la
réunion des courbes C; et C_g. g est paire, I'étude sur [1; +o0 [ suffit.
g est dérivable sur |1; +oo[ avec ¢’ : z — ﬁ strictement positive. On
pourra noter une tangente verticale en 1 & Cj.
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_3 L
Comme f(0,0) < 1 et f(£2,0) > 1, A est 'ensemble des points situés entre (ou
sur) C_, et C,.

A n’est pas borné : Vn € N*, (n,0) € A, et ||(n,0)|| , =n —— +o0.

n—-+4oo

. B=(]0; 400 [x]0; 400 [) N{(z,y) € R*/z + /y < 1}.

La fonction f :]0; 400 x]0; +00[ = R, (2,y) — = + /y est continue comme
somme de (z,y) — x (polynomiale, ou projection) et de la composée de (z,y) — y
(continue) par /- (continue sur ]0; +oo[). Par conséquent, B est un ouvert de

R2.
B P x€]0;1]
flew)=1e i=1 @{y_(l_l,y

Pour obtenir la frontiére, on trace les segments [(0,0); (0,1)] et [(0,0);(1,0)] et
la portion de parabole y = (1 — )% sur ]0; 1] :

Comme f(1,1) > 1, B est 'ensemble des points situés a I'intérieur de ce « triangle
».

B est borné : (z,y) € B= (0 <z <1let0 <y <1) = [[(z,9)l <1 (ou
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(=, 9)ll, < 2, ou encore ||(z,y)|l, < v2.
3. Siy > 0 alors exp(y) > 1 donc C = ). Du coup C est ouvert, et fermé, et borné...

|[.I1 o m'est pas une norme...

Nous avons vu en cours que ||.||;, ||| et ||.]|o, et plus généralement :
pour tout p > 1, [|.[|, : R* = R, (z,y) = {/]zf” + [y[”
sont des normes.
On pose :
N:R2 5 R, (z,9) = (]l + Vo)
1. Montrer que N vérifie les axiomes de p051t1V1te, de séparation et d’homogénéité
d’une norme.
2. Soit F < {(z,y) € R2/N(z,y) < 1}.
a) Montrer que, pour tout (z,y) € R? :
(z,y) eFe (—z,y)eFs (v,—y) eFo (—z,—y) €F
Quelles symétries de F peut-on en déduire ?
b) Représenter F.

3. a) Vrai ou fauz ? Toute boule fermée est convexe ?
b) En déduire que N n’est pas une norme.

4. a) Quel axiome d’une norme n’est pas vérifié par N ?
b) Donner deux points A et B de R? tels que N(A + B) > N(A) + N(B).

5. Soit pe]0;1[et Ny : R 5 R, (z,y) — /|z|” + |y’

Montrer que N, n’est pas une norme.

Solution (Ex.49 — [|.[|, 5 n'est pas une norme...)

1. Les axiomes de positivité, de séparation et d’homogénéité d’une norme se vérifie
sans peine pour N.

2. Soit F Y {(z,y) € R2/N(x,y) < 1}.

a) (z,y) e F < (—2,y) € F & (z,—y) € F & (—x,—y) € F, car |z]| = |-z et
lyl = [yl
F est symétrique par rapport a l’axe des abscisses (symétrie (z,y) — (z, —y),
par rapport & axe des ordonnées (symétrie (z,y) — (—z,y) et par rapport a
Porigine (0,0) (symétrie (x,y) — (—z, —y).

b) On représente F N]0; +oo [2, puis on déduit les parties des autres quarts de
plan par symeétries.
Pour (z,y) € [0; 400 [%,

N(I,y)=1®(\/?s+\/y)2:1®\/g:1_ﬁ®{y—x—2ﬁ+1

0<x«<1
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On représente la frontiére en tragant la courbe de f : z +— x — 2y/x + 1 sur

[0; 1]. f est continue sur [0; 1], dérivable sur |0; 1] avec f':z+— 1 — 7

o
f est donc décroissante, avec une demi-tangente verticale en (0, 1) et horizontale
en (1,0).

3. a) Toute boule fermée est convexe, prouvé dans le cours.
1
b) Manifestement, F n’est pas convexe: A = (1,0) e F,B=(0,1) € F et N(§(A+
1

B)) = N(i(l’ 1)) = 2> 1: le milieu du segment [AB] n’est pas dans F bien
que A et B soient dans F.
Si N était une norme, F serait la boule unité fermée associée pour N, donc serait
convexe : N n’est pas une norme.

4. a) N ne vérifie pas l'inégalité triangulaire, puisque qu’elle vérifie tous les autres
axiomes sans étre une norme.
b) Avec A = (1,0) et B = (0,1), N(A +B) = N((1,1)) = 4 et N(A) + N(B) =
1+1=2..

5. Avec p € ]0; 1], Ny(A + B) = 21/7 et N,(A) + N,(B) = 2, et comme 1/p > 1,
N,(A+B) > N,(A) + N,(B) : N, ne vérifie pas I'inégalité triangulaire.

Maillage et quadrillage du plan

Soit M = {(z,y) e R¥/x e Zetye Z} et Q={(z,y) e R?/x € Z ouy € Z}.
1. Représenter M. Justifier sa nature topologique (ouvert ou fermé).
2. Représenter Q. Justifier sa nature topologique (ouvert ou fermé).
3. Quelle est la nature topologiquede U= |J |m;m+1[x]|n;n+1[?

(m,n)€Z?
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4.

3.

4.

Quel lien existe entre Q et U?

Solution (Ex.50 — Maillage et quadrillage du plan)
1.

M est le maillage constitué de tous les points 4 coordonnées entiéres : M = Z2.

Tout revient & déterminer la nature de Z... qui est fermé.

Attention! On peut écrire Z = UZ{n} mais rien n’assure qu’une réunion infinie
ne

de fermés soit fermée.
Plein de méthodes ...
e Racines d’une fonction continue —
Soit f: R — R,z +— sin(wz). f est continue et Z = {x € R; f(x) = 0} est fermé,
donc Z? aussi.
e (Claractérisation séquentielle —
Soit (uy,) une suite convergente de Z, de limite ¢. Alors, avec ¢ = 1/4 dans la
définition de la limite,
ngeN, VYn>=ng, (—1/4<u,<l+1/4
Or [£—1/4; £+ 1/4] ne contient qu’un entier : appelons-le m.
Alors : Vn = ng,up, € [£—1/4; £+ 1/4]NZ = {m}, donc Vn > ng, u, = m.
Par conséquent : nll)rfoo U, = m, et par unicité de la limite, £ = m, donc ¢ € Z.

Ce qui prouve que Z est fermé.
e Réunion et intersection —

En revanche, R\ Z = UZ] n; n+ 1] est une réunion d’ouverts donc est ouverte.
ne

Par complémentarité, Z est fermé

. Q est le quadrillage constitué des droites horizontales et verticales du plan.

Q = {(v,y) € R?/z € Z} U{(z,y) € R?/y € Z} = {(z,y) € R?/sin(nz) =
0} U{(x,y) € R?/sin(my) = 0}.
Comme (z,y) ~ sin(7z) et (z,y) — sin(my) sont continue sur R?, Q est la réunion
de deux fermés donc est fermé.

V(m,n) € Z*,Jm;m+1[ x |n;n+ 1] est ouvert. U est une réunion d’ouverts
donc est ouvert.

Q et U sont complémentaires dans R?. Dés lors, rien d’étonnant que U soit ouvert
puisque Q est fermé, et réciproquement.

Une fonction lipschitzienne

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Soit a € E. Soit f : E — E définie par

f(@) = ||«l] a.
1. Montrer que f est lipschitzienne.
2. f est-elle continue ?
Solution (Ex.51 — Une fonction lipschitzienne)

66



L V(z,y) € B2 |If(@) = f)ll = llllzlla—llyllall = [[(lell = lylDall = [ll=]| -
[yl | < llall
Or pour toute norme | ||z|| —||y||| < ||z — yl|, donc
V(z,y) € B2, ||f(x) — f()Il < llall [z — yl| et f est |lal| —lipschitzienne.

2. Question de cours : toute fonction lipschitzienne est continue...

Exercice 52 | Deux normes équivalentes sur un espace de dimension infinie

Dans E = C!([[0; 1],R), on considére :
N:E—-R, f— |f(0)|+/1f'(t)|dt et V:E—-R f— |f(1)+/1|f'(t)|dt.
1. Montrer que N et v sont 0des normes sur E. '
2. a) Pour f € E, quelle relation y a-t-il entre f(0), f(1) et /1 f@)de?
b) Montre que : Vf € E, v(f) < 2N(f). ’
c) Etablir une inégalité majorant N(f) a 'aide de v(f).

Solution (Ex.52 — Deuz normes équivalentes sur un espace de dimension infinie)

1. e N et v sont positives et homogénes par positivité et homogénéité de la valeur
absolue, et positivité de 'intégrale.

£(0)] = 0 (resp. f(1) = 0)

e N(f) =0 (resp. v(f) = 0) entraine 1

Or |f'] est

continue et positive, d’intégrale nulle sur [0; 1], donc f/ est nulle sur [0; 1], donc
f est constante sur [0; 1]. Comme f(0) = 0 (resp. f(1) = 0), f est la fonction
nulle de E. N et v vérifient la séparation.

2. a) / P = [£0)]) = 1) - 5(0)
b) Soit f € E. De 2.a) je tire : f(1) = f(0) + /Olf’(t)dt puis [f(1)] < |f(D)] +
/ P )lde <N
o) =15+ | Pt < N()+ N() < 2N()

1
¢) On raisonne de méme avec : | f(0)| < |f(1)] +/ |f/ ()| dt < v(f) issue de 2.a).
0
On obtient : N(f) < 2v(f).
1
Commentaire : Vf € E, §N(f) < v(f) < 2N(f), on dit que N et v sont équiva-
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lentes.

Deux normes non équivalentes sur un espace de dimension infinie
Soit E = B([1; +o0o[,R) l'espace des fonctions réelles bornées sur [1; 4+o00].

1. Montrer que :

N:E—->R,f— sup /()]
z€[1;+o00] z
est une norme sur E.

2. Justifier 'existence d’une constante C telle que :
VieE,  N(f) <Cllfll«

3. a) On pose, pour tout n de N, f,, : [1; +oo[ = R,z — z"e™*.
Montrer que, pour tout n de N, f,, € E, puis calculer || f, ||, et N(fy).
b) Montrer qu’il n’existe aucune constante D > 0 telle que :
VfeE,  N(f)2Dlflls

Solution (Ex.53 — Deuzx normes non équivalentes sur un espace de dimension infinie)

Soit E = B([1; 400 [,R) 'espace des fonctions réelles bornées sur [1; 400 [.
1. Soit f,g € E, A e R.
e N est positive.
o N(f)=0=Vz>1,|f(x)]=0= f =0g.
Vo > 1,m =\l ‘ff” ¢ [A| = 0, done N(Af) = |A| N(f).

o Vo> LIf(@) +g(@)] < 1F()] + lgfa)] done T HIDN VDL lo)]
N

donc N(f+g) N(f)
f

(f
2. Soit f € E. Vz > 1,
11l

3. a) f, est dérivable avec f/ : x — 2"} (n—1z)e~?, donc f est strictement croissante
sur [1; n] puis strictement décroissante sur [n; +oo [ avec f(1) =e~ !, f(n) =
e " et f(x) ——— 0. Donc ||f||,, =n"e™".
Tr—+o0

Observons que, pourn > 1:Vz > ‘f ()|

x
(n —1)"~te="*1 De plus, N(fo) = e~ !
b) Supposons qu'il existe une constante D > 0 telle que :
vVieE,  N(f)=D|flls
N(fn) B (n_ 1)n—1e—n+1 _ (1 1>n—1
[ fnll oo nte " n
facteur est borné (entre 0 et 1... en fait il tend vers e

= fn_l(a:),donc N(fn) = an—lHoo

X —e —— 0 car le premier
n n—+00

~! mais ¢a n’apporte rien).
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N(f2) N(f2)
> D, donc i
Tl = 4 BB Tl

Exercice 54 | Caractérisation des limites de puissances d’une matrice

1. Soit A et B deux matrices de M,,(K) telles que : A* —+> B. Montrer que
k—+o00
B? = B.

2. Soit B € M,,(K) telle que B? = B. Montrer qu’il existe une matrice A € M,,(K)

telle AF — B.
k— 400

3. Qu’a-t-on démontré?

Or : Vn € N*,

> D, donc 0 > D.

Solution (Ex.54 — Caractérisation des limites de puissances d’une matrice)

1. A¥ —— B entraine (suite extraite) A2* ——— B. Mais A?* = (AF)2 ———
k— o0 k—+o00 k—+o0

B2 par continuité du produit matriciel. Par unicité de la limite : B2 = B.

2. Avec A = B, on a par récurrence : Vk € N*, A¥ = B, donc A* k—) B.
—+00

3. Une matrice B est limite de la suite des puissances d’une matrice si, et seulement
si, B2 = B.

Une caractérisation de l’adhérence
Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé, A une partie non vide E. On rappelle que,
pour tout x € E, la distance de x & A, est définie par d(x,A) = ing [lz =yl

ye

Montrer que :

dz,A)=0 <= zecA.

Solution (Ex.55 — Une caractérisation de 'adhérence)
e Supposons : d(z,A) = 0. Alors : 12£|\x—y\| = 0. Donc : Vn € N* Ty, €
y

1
Az — ynl| < - (sinon, j’aurais ;rel/fx |z —yl| = )

1
Jai alors : Vn € Ny, € Aet ||z —yull, < = —— 0. (yn) est une suite
’n,in*ﬂroo

convergente d’éléments de A, de limite x, donc x € A.

e Supposons : © € A. Alors par la caractérisation séquentielle, il existe une suite

(yn) d’éléments de A convergeant vers z.

Puisque que : Vn € Ny, € A,on a: Vn €N, ||z — y,|| > ylrelg |z — yll.

Or ||z — yn|| —— 0, donc par prolongement des inégalités larges, 0 > inf ||z — y||.
n—+oo yEA

Et puisque inf ||z —y|| > 0, on a : inf ||z — y|| =0, donc d(x,A) = 0.
yEA yEA
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Exercice 56 | Un exemple de fonction non continue

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Soit a € E\ {0}. Soit f : E — R définie par

fa) = {le—all si- [l < lall

0 si-||z]| > [lall
1. Montrer que f est continue en a.

2. Montrer que f n’est pas continue en —a.

Solution (Ex.56 — Un exemple de fonction non continue)
1. Notons que f(a) = 0. Soit = € E.
|z —all st ||z]| < lal|
[f(z) = fla)l = | f()| = {0 . < e —al|
sinon

Par encadrement : lim |f(z) — f(a)] = 0 donc f(x) —— f(a), f est continue en
a. r—a Tr—a

2. Petite analyse... en vue d’une idée...
On peut faire un petit dessin : pour les points x dans B(0,]||a||), f(z) est la
distance de x a a. Dés qu’un point sort de cette boule, f(z) = 0... au voisinage
de —a, f(x) ~ 2||a|| pour les points dans la boule, etf(z) = 0 pour les points
extérieurs. Enfin, f(—a) = 2||a||.

1
Soit : Vn € N*, x, = — [ 1 + — | a... extérieurs & la boule, tendant vers —a.
n

1
Vn e N*, ||z, = <1 + n) [la|| > ||a|| donc f(x,) =0, donc f(x,) — 0.

n—+oo
1
Vn e N*, ||z, — (—=a)|| = = ||a|| —— 0 donc z,, ——— —a.
n n—-+oo n—-+4oo
Finalement : 2, —— —a et f(z,) —— 0 # f(—a) = 2||a||. f n’est pas
n—-—4o0o n—4oo

continue en —a.

Exercice 57 | Un ouvert dans un espace de fonctions

Soit E = C([0,1],R) muni de la norme [|.|| . On se propose de démontrer que
U={feE/Nzec[0;1],f(z) >0}
est un ouvert de E.
1. Premiére méthode —
a) Soit f € E. Justifier : Ja € [0; 1],Vx € [0; 1], f(x) > f(a).
b) Soit f € U et a défini comme précédemment. On pose m = f(a). Montrer que
B(f,m) n’est pas vide et que B(f,m) C U.
c) Qu’a-t-on démontré ?
2. Seconde méthode —
On définit la fonction ¢ par :
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p:E=-R fr zé?é?u{f(z)}'

a) Justifier que @ est correctement définie.
b) Montrer que ¢ est continue sur E.
c) Justifier que U est un ouvert de E.

Solution (Ex.57 — Un ouvert dans un espace de fonctions)

1. Premiére méthode —

a) f est continue sur le segment [0; 1] donc elle est bornée et atteint ses bornes,
notamment sa borne inférieure : 3a € [0; 1],Vz € [0; 1], f(z) = f(a).

b) Comme f > 0, m > 0. Donc B(f, m) n’est pas vide.
Soit g € B(f,m). ||g — f||., < m donc :
Vo € [0;1],|g9(x) — f(z)] < m, donc g(x) > f(x) — m, donc g(z) > 0 par
définition de m.
Ainsi, g € U. Donc B(f,m) C U.

¢) On a démontré : Vf € U,3Im > 0,B(f,m) C U. C’est-a-dire : U est un ouvert.

2. Seconde méthode —
a) Pour tout f € E, f est continue sur le segment [0; 1] donc elle est bornée et
atteint ses bornes, notamment sa borne inférieure, donc min {f(z)} existe :

z€[0;1]
 est correctement définie.
b) Soit f € E. Montrons que ¢ est continue en f.
Soit € > 0. Soit g € E tel que ||f —g||,, <e.
Alors : Vz € 0; 1], |f(z)—g(z)| <e.
Donc :Vx € [0; 1], f(z)—e<g(z) < f(z)+e.
On en tire :
Yz €[0;1],9(xz) > min f — ¢, donc ming > min f — ¢, i.e. o(f) — ¢(g) < &,
et aussi :

Vo €[0; 1], f(z) + & > ming, donc min f + & > ming, i.e. p(g9) — o(f) < e.
Ainsi : [o(f) — @(g)] < €.
Donc ¢ est continue en f. Et comme f est quelconque dans E, ¢ est continue
sur E.

c) U= {feE/Nze[0;1],f(z) >0} ={f €E/p(f) >0} avec ¢ continue sur
E, donc U est un ouvert de E.

Exercice 58 | Un fermé dans un espace de fonctions

Soit E = C([0,1],R) muni de la norme ||.|| . On se propose de démontrer que
F={fe€E/Nzec[0;1],f(z) >0}
est un fermé de E.
1. Premiére méthode —

a) Soit (f,) une suite de fonctions de F convergente, de limite f. Montrer que
feF.
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b) Conclure.

2. Seconde méthode —
On définit la fonction ¢ par :

WEHRJHM%%U@H

a) Justifier que @ est correctement définie.
b) Montrer que ¢ est continue sur E.
c) Justifier que F est un fermé de E.

Solution (Ex.58 — Un fermé dans un espace de fonctions)

1. Premiére méthode —
a) Soit (f,) une suite de fonctions de F convergente, de limite f. Montrer que
feF. Ona:||fo—flly e 0 donc la suite f, converge uniformément
n—r+00

donc simplement vers f.
Soit € [0; 1]. fn(x) P f(z). Or : ¥n € N, f,(z) > 0 car f,, € F. Par
n——+0oo

prolongement des inégalités larges a la limite : f(x) > 0.
Ainsi : Vz € [0; 1], f(x) > 0, donc f € F.

b) Toute suite convergente de F a sa limite dans F : F est fermé d’aprés la carac-
térisation séquentielle des fermés.

2. Seconde méthode —
a) Pour tout f € E, f est continue sur le segment [0; 1] donc elle est bornée et
atteint ses bornes, notamment sa borne inférieure, donc r{lin ]{ f(z)} existe :
z€[0;1

 est correctement définie.
b) Soit f € E. Montrons que ¢ est continue en f.
Soit € > 0. Soit g € E tel que ||f — g||,, <e.
Alors : Vz € 0; 1], |f(z)—g(x)| <e.
Donc :Vx € [0;1], f(z)—e<g(x) < f(x)+e.
On en tire :
Vo €[0;1],9(z) > min f — e, donc ming > min f — ¢, i.e. o(f) — ¢(g9) < ¢,
et aussi :
V€ [0; 1], f(z)+¢e > ming, donc min f +¢& > ming, i.e. p(g9) — o(f) < e.
Ainsi : |o(f) — ¢(g)] <e.
Donc ¢ est continue en f. Et comme f est quelconque dans E, ¢ est continue
sur E.
c)F={fe€ENze[0;1],f(x) >0} ={f €E/o(f) >0} avec ¢ continue sur
E, donc F est un fermé de E.
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Chapitre 4

Réduction et diagonalisation

Ezxemple de projecteurs

Soit E = R3[X] I'espace des polynomes de degré au plus 3 a coefficients réels.

1. Montrer que

P(X) + P(—X)

p:E—E P+— 5

est un projecteur de E.
2. En déduire que I = {P € E,P(—X) = -P(X)} et P = {P € E,P(-X) = P(X)}
sont deux sous-espaces supplémentaires.

3. Déterminer M = mat; x x2 x3)() et calculer M?2. Observer.

4. Montrer que 9 = idg — ¢ est un projecteur.

Solution (Ex.59 — Ezemple de projecteurs)

1. e On vérifie sans peine que ¢ est un endomorphisme de E.
P(X)+P(-X
e Pour tout P, p o o(P) = ¢ (()";()) _
(P(X) +P(=X) | P(=X) + P(=(=X))

2 2 2 ) _P(X) +2P(—X) o)

p oy = ¢ donc ¢ est un projecteur.

2. J=Kerp et P={P € E,p(P) = P} = Imyp donc J et P sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires.
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1 0 0 0
0 00O
3. M =mat( x x> x3)(¢) = et M2 = M... normal : ©? = o.
e 0 01 0
0 00 O
4. e Premiére option : on explicite 1.
P(X) - P(—X
Y(P)=P —pP) = % et on raisonne comme en 1.

e Seconde option : idg et ¢ sont des endomorphismes donc 1 aussi. De plus,
Yoyp = (idg — ¢) o (idg — ¢) = idp — ¢ — p + ¢* = idg — ¢ = 1) puisque p* = ¢.

Ezemple de réduction d’endomorphismes

Soit E = R?, f un endomorphisme de E et A la matrice de f dans la base canonique
de E. Dans chacun des cas suivants, déterminer si f est diagonalisable, en précisant
une base de chacun de ses sous-espaces propres.

3 —4 6

1. A= -1 3 -3 |;
-1 4 -4
3 0 2

2. A= -1 1 -1 |;
-1 0 O
3 -1 3

3. A= -1 2 =2 ];
-1 1 -1
1 -1 0

4. A= 1 -2 1
1 -4 2

Solution (Ex.60 — Ezemple de réduction d’endomorphismes)
1. xa = X2 —2X2 - X+2=(X-2)X-1)(X+1),Sp(f) ={-1,1,2}, E_; =
Vect((—2,1,2)), E; = Vect((—1,1,1)), Es = Vect((—2,1,1)), f diagonalisable.

2. XA = X3_4X2+5X_2 = (X_1)2(X_2)7 Sp(f) = {15 2}) El = VeCt((la 07 _1)7 (07 170))7
Eo = Vect((—2,1,1)), f diagonalisable.

3. xa=X3-4X24+5X-2=(X-1)?%X-2),Sp(f) ={1,2}, E; = Vect((—1,1,1)),
Es = Vect((—2,1,1)), f non-diagonalisable.
Remarque : méme polyndéme caractéristique pour 2. & 3.
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4. xa =X -X24+X—1=(X-1)(X?+1), Sp(f) = {1}, E1 = Vect((—1,0,1)), f
non-diagonalisable.

Dans un espace de polynomes

E = Ry[X] désigne l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, de degré au
plus 2.
Soit f Iapplication qui, & tout polynéme P de Ry[X], associe le polyndome défini par :
QX)=P(X+1)+XP'(X)
1. Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X].
2. Donner la matrice M de f dans la base canonique de Ry[X].
3. f est-il un automorphisme de Ry[X]?

4. a) Quelles sont les valeurs propres de f? f est-il diagonalisable ?
b) Déterminer une base C de E formée de vecteurs propres de f.
¢) Quelles sont les coordonnées du polynome Q(X) = X2 + X + 1 dans la base C.

5. Déterminer le polynome P de Ry[X] tel que :
P(X+1)+XP'(X) =X2+X+1.

Solution (Ex.61 — Dans un espace de polynémes)

1. Pas de probléme pour la linéarité.

1 1 1
2. M=mats(f)=] 0 2 2 | ouB=(1X,X?).
0 0 3

3. rg(f) =rgM) = 3 = dim(Rz[X]).
4. a) Sp(f) = Sp(M) = {1;2; 3} puisque M est triangulaire. f € L(E) et card(Sp(f)) =
3 = dim(E) donc f est diagonalisable.
b) La résolution de f(P) = AP donne : E; = Vect(1), Eo = Vect(X + 1) et E3 =
Vect(2X2 +4X +3). € = (1,X + 1,2X2 + 4X + 3) convient.
c) En raisonnant sur les coefficients par degrés décroissants :
1 1
X24+X+1= 5(2X2—|—4X—|—3) —(X+1)+ 3 %L les coordonnées de X%+ X + 1
dans € sont (1/2,—-1,1/2).

Trouvez le bon argument !

Soit
a b d -—c
f:Mg(R)%Mg(R),(C d>'—><—b a >

1. Vérifier que f est un endomorphisme.
2. f est-il diagonalisable ?
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

Solution (Ex.62 — Trouvez le bon argument!)
1' v(a7 b,C, da 67 f7ga h7 >\) 6 R97

a b e f B Aa+e A+ f B
f<A(c d>+<g h>>_f<</\c+g /\d+h>>_
Ad+h  =de—g \ a b e f
() (o)) ()

f est bien un endomorphisme de Mz (R).

2. V(a,b7c7d)eR47fof<<Z Z)):f(( flb _ac>>:<‘c‘ Z),donc

=t

f est un projecteur, donc f est diagonalisable...

Exercice 63| Trigonalisation et suites imbriquées

Soit
3 -1 1
e A= 2 0 1
1 -1 2
100
e B=]0 2 1
0 0 2

1. Montrer que A et B sont semblables, et expliciter une matrice inversible P de
M3(R) ne contenant que des « 0 » et des « 1 » telle que B = P~1AP.

2. Déterminer toutes les suites z, y et z de RY vérifiant
Tn+1 = 3In — Yn + Zn
Vn € N, Ynt+1 = 2Ty + 2Zn

Zn+1 = Tn — Yn + 2271

Solution (Ex.63 — Trigonalisation et suites imbriquées)
1. xa = X3-5X24+8X—4 = (X—1)(X—2)? est scindé sur R, donc A est trigonalisable.

0 1 T 1
Ei=Vect| 1 |,Es=Vect] 1 et la résolution de A | y = 1 +
1 0 z 0

2| y | donne, avec (x,y,2) € {0,1}%, | v | =

z z
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0 1 1
Donc P = 1 1 1 convient.
1 0 1

. Déterminer toutes les suites z, y et z de RY vérifiant
T+l = 3Tn — Yn + 2n
Vn € N, Ynt+1l = 2Ty + 2
Zn4l = Tpn — Yn + 225
In
Posons pour tout n de N, X,, = | v,
Zn
Le systéme imposé équivaut a : Vn € N, X, ;1 = AX,,.
Or: X, =AX, & X,;1 = PBP7X,, & P71X,,; = BP7!X,.

A
Posons Y,, = P~1X,, = b, |.-Alors:VneNY,;; =BY,. Ainsi:
CTL
Ap+1 = an
Vn € N, bn+1 = 2b, +cp
Cn41 = 2¢p,

Par conséquent : Vn € N, a,, = ag, ¢, = 2"¢g et by 11 = 2b, +2"¢o

On remarque que b; = 2by + ¢,

by = 2(2b0 + Co) + 2¢o = 4by + 6¢o = 2(2b0 + 260),

b3 = 2(4b0 + 660) + 4cy = 4(2b0 + 300)...

On peut conjecturer que : Vn € N, b, = 2"~1(2by + ncp).

o Cette propriété est vraie au rang 0 : by = bg.

e Soit n € N. Supposons que b, = 2"~ 1(2by + ncp). Alors :

bpt1 = 2b, + 2"¢o = 2™(2bg + nep) + 2"¢o = 2" (2b0 +(n+ 1)00). La propriété est
héréditaire.

e Par récurrence, on a bien : Vn € N, b,, = 2" 1(2by + ncy).

Ty bn + cn
Enfin : Vn € N, Un =X, =PY, = an + by + ¢,
Zn ag + ¢y,
Si 'on souhaite expliciter ag, bg et cg, il suffit de résoudre :
ao = —%o + Yo

Yo = P_1X0 & $bo=1y0— 20

Co =To — Yo + 20

Un endomorphisme de M, (C)
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

Soit n € N*. Soit f: M, (C) = M, (C),M — —M + tr(M)L,.
1. Vérifier que f est un endomorphisme.

2. Déterminer les éléments propres de f. f est-il diagonalisable ?

Solution (Ex.64 — Un endomorphisme de M., (C))

1. V(M,N) € M,(C)%2, VA € C, f(AM +N) = —(AM + N) + tr(AM + N)I,, = —\M —
N+ (Atr(M) + tr(N))L, = Af(M) + f(N).
Donc f € L’(Mn((C))

2. e Analyse.
Soit A € C et M € M,,(C) non nulle telle que f(M) = AM.
FOM) = AM = —Mtr(M)L,, = AM = (A + 1)M = tr(M)L,.
1 cas : A= —1.
Alors : f(M) = A\M & tr(M) = 0.
20me cag : N\ #£ —1.

M

Alors: f(M) =AM =M = t)\r(+ 1)In = M € Vect(I,).
Supposons donc que M = kI,, avec k € C. Alors :
FOM) = AM & KT, = "

A+1
e Synthése.
L’analyse précedente montre que —1 et n — 1 sont les deux seules valeurs propres
possibles de f, et méme plus précisément :
(i) f(M) = -M & tr(M) =0 & M € Ker(tr). Comme Ker(tr) # {0}, —1 est bien
valeur propre de f et E_; = Ker(tr).
(i) fM) = (n—1)M < M € Vect(1,,). Comme Vect(L,,) # {0}, —1 est bien valeur
propre de f et E,_; = Vect(I,).
f est-il diagonalisable ?
Nous avons :
e Sp(f)={-1n—-1};
e dim(E_;) = dim(Ker(tr)) = n? — rg(tr) par la formule du rang appliquée a
la forme linéaire tr : M, (C) — C. Or tr n’est pas la forme linéaire nulle donc
rg(tr) > 1. Mais dim C = 1 donc rg(tr) < 1. D’ou rg(tr) = 1.
Donc dim(E_;) = n? — 1.
e dim(E,_1) = dim(Vect(I,,)) = 1.
e Enfin dim M,,(C) = n? =dimE_; + dimE,,_;...
... donc f est diagonalisable.
Reliquat : xy = (X + DV NU(X —n+1).

Exercice 65 | Caractérisation de certains projecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension de n > 2.

I, eA+1l=nsA=n-—1.

1. A quelle condition sine qua non un endomorphisme de E est-il un projecteur ?
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2. Rappeler pourquoi tout projecteur est diagonalisable.
3. Soit f un endomorphisme de E tel que
tr(f) =1g(f) =1.

Montrer que f est un projecteur.

Solution (Ex.65 — Caractérisation de certains projecteurs)
1. f € L(E) est un projecteur si, et seulement si, f? = f.
2. Soit f un projecteur non nul et distinct de idg.
Alors Sp(f) ={0,1}, Eg = Kerf, E; = {u € E, f(u) = u} = Imf. Et comme pour
tout projecteur f de E Kerf et Imf sont supplémentaires, f est diagonalisable.

3. Soit f un endomorphisme de E tel que
tr(f) =rg(f) = 1.
Montrer que f est un projecteur.
Comme rg(f) = 1, dim(Ker(f)) =n — 1 > 1 par la formule du rang. Donc 0 est
valeur propre de f et dim Eq = n—1. Soit B une base de E obtenue en complétant
une base de Kerf par un vecteur n’appartenant pas & Kerf.

0o ... 0 7

Mp(f) = : © " | avecacC.
: D7
0 ... 0 «

Comme tr(f) = 1 = tr(Mg(f)), o = 1. Alors comme Mp(f) est triangulaire
supérieure, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc 1 est valeur
propre de f, et il n’y a pas d’autre valeurs propres que 0 et 1.

Enfin, dimEg + dimE; > (n — 1) + 1 > n, mais comme Ej et E; sont en somme
directe, dim Eg + dimE; < dim E < n. Ainsi, dimEg 4+ dimE; =n = dimE, f est
diagonalisable, et il existe une base C telle que Mc(f) = diag(0,...,0,1).

Alors Mc(f?) = diag(0,...,0,1)? = diag(0,...,0,1) = Mc(f). Donc f2 = f et
f est un projecteur ... de E sur la droite Imf ... paraléllement & I’hyperplan Kerf.

Similitude et transposition

1. Montrer que toute matrice diagonalisable de M,,(C) est semblable & sa transposée.
. 1 1

2. Soit A = 01 ) Montrer que A est semblable & *A.

3. Montrer que toute matrice de Ms(C) est semblable a sa transposée.

Solution (Ex.66 — Similitude et transposition)
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1.

80

Soit A une matrice diagonalisable de M,,(C). Comme le déterminant est invariant
par transposition, y«p = det(*A —XI,,) = det(*(A — XI,,)) = det(A — XI,) = xa.
Donc A et A on exactement les mémes valeurs propres : Sp(*A) = Sp(A).

Soit A € Sp(A).

dim(SEP(*A,\) =n —rg(*A — AL,) =n —rg("(A — AL,,)) = n—rg(A — \L,,) (le
rang est invariant par transposition aussi),

dim(SEP('A, \) = dim(SEP(A, ).

Puisque A est diagonalisable, la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
vaut n, donc la somme des dimensions des sous-espaces propres de ‘A vaut n,
donc *A est diagonalisable, et semblable & une méme matrice diagonale D que A
puisqu’elle a les mémes valeurs propres avec les mémes dimensions des sous-espaces
propres associés. Il existe P et Q inversibles telles que : D = P71AP = Q' tAQ,
donc

A= (QPTHA(QPT)

' tA et A sont semblables.

11
. Soit A = ( 01 ) Montrer que A est semblable & *A.

SoitP(a b).

c d

PA — ATP o a a+b _ a b - a=0
c c+d at+c b+d b=c

1
Avec P = ( (1) 0 ), P est inversible et PA = ATP donc AT = PAP~ .

Remarques :
e observons 'effet des multiplications par P :

b d
P x ( “ ) = ( ¢ ) : permutation des deux lignes,

c d a b
( @ b ) xP= ( b d > : permutation des deux colonnes.
c d a ¢

e En particulier, P2 =1, donc P=P~! = PT...

0 1 T
* Am<1 1) ClTCz)A

Soit A € M5(C).

e 1° cas: A est diagonalisable.

Alors A est semblable & AT par 1.

e 2%M€ cas: A n’est pas diagonalisable.

Alors A ne posséde qu’une seule valeur propre A et est trigonalisable :



3Q € GLy(C), A= Q(O )\)QlNotonsT (

A
0
A
Avec la matrice P de 2., j’ai : PTP~! = PTT(P~1)T = < 0 ) =TT,

A1n81 :
(QTQ ) (Q—l)TTTQT (Q—l)T(P—l)TTPTQT
(Q 1) TQ 1AQPTQT (QT) ( T)—lQ—lAQPTQT
— (QPTQT) AQPTQT
Donc A et AT sont semblables.

Une matrice générique de M,,(K)

Soit n > 2. On considére la matrice A,, définie par

0 0 1

A, = :
0 0 1
1 11

1 sii=nouj=n,
Autrement dit, a; ; = { J

0 sinon.

1. Etudier la diagonalisabilité de Ay en précisant ses éléments propres.
2. Méme question pour Ajs.

3. Méme question pour A,, avec n > 4.

Solution (Ex.67 — Une matrice générique de M, (K))
1. A, est diagonalisable avec P"1AoP = D pour

~1 —+5-1 (/5+1)
P= V5 V5 et D = 2 0 )
2 2 0 (£v5t)

2. Ajs est diagonalisable avec P"1A3P = D pour

-1 1 1 00 O
P = 1 1 1 et D= 0 2 0
0 2 -1 0 0 —1
3. o rg(A,) =2 donc 0 est valeur propre avec SEP(Ay,0) = Ker(A,) = Vect(E; —
E2,E; —Es,...,E1 — E,_1) ou E; désigne le i®™me vecteur de la base canonique
que M, 1(R).
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1
e Pour A\#0et U= ,

Tn

Vie[l;n—1],z, = Az,

Vie[l;n—1],z; = Az,
{()\Q—A—(n—l))xn:()

AU = .
i=1
Le systéme posséde des solutions non nulles si, et seulement si, A2 =\ —(n—1) = 0.
1++4n -3
A—in-3>0,a= 1EVIN=S

Donc A,, posséde deux autres valeurs propres :

1—+/4n -3 1++v4n -3
— s

Alzfet)\gz

Comme dim SEP(A,,,0) = n—2, on a nécessairement dim SEP(A,,, A1) = dim SEP(A,,, Ao
1 et A, est diagonalisable.

g

Pour aller jusqu’au bout, pour ¢ € {1,2}, SEP(A,,, ;) = Vect
Ai

—_

Exercice 68 | Commutants et racines carrées dans un cas particulier

Dans cet exercice, n désigne un entier au moins égal a 2.

Pour toute matrice M de M, (K), on appelle commutant de M noté C(M) I’ensemble
M) € (N € M, (K), MN = NM}.

On suppose que A est une matrice de M,,(K) (K =R ou K = C) possédant exacte-

ment n valeurs propres distinctes Ay, Ao,..., ;.

On note D la matrice diag(A1, A2,..., A,) et P une matrice inversible telle que
P~1AP = D. Soit B € Mk(R) et A = P~!BP.

1. 1% approche.
a) On suppose que AB = BA. Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur
propre de B et justifier que A est diagonale.
b) On suppose que A est diagonale. Montrer que AB = BA.
c¢) En déduire que : C(A) = {PAP~!, A diagonale}.
Quelle est la dimension de C(A) ? En donner une base (on pourra s’appuyer sur
la base canonique de M,,(K)).
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2. 28™e gpproche.
Montrer que : AB = BA & DA = AD <(A est diagonale). Conclure.

3. Une description plus directe de C(A).

a) Montrer que ¢ : R,,_1[X] = R",Q — (Q(A1),...,Q(\n)) est un isomorphisme.

b) On suppose que A et B commutent et on note aq, ..., a, les coefficients diago-
naux de A. Justifier qu’il existe un polynéme Q tel que A = Q(D).

c) Montrer que :

C(A) ={Q(A),Q e R,_1[X]} = Vect(I,,, A, A% ... A" 1),

On notera que cette seconde description de C(A) évite de recourir & une matrice
de passage particuliére.

4. Racines carrées de A
On qualifie de racine carrée d’'une M € M,,(K) toute matrice N vérifiant N? = M.
a) A l'aide de 2., montrer que si R est une racine carrée de D, alors R est diagonale.
b) En déduire les racines carrées de D dans M,,(C) puis M,,(R), puis de celles de
A.

5. Application
Rechercher le commutant, puis les racines carrées dans M3(C) et M3(R) de

-1 0 2
A= 0 -1 0
-1 1 2

Solution (Ex.68 — Commutants et racines carrées dans un cas particulier)

1. 1% approche.
a) Soit X € SEP(A,\) avec X # 0. Comme dimSEP(A,\) = 1, SEP(A, ) =
Vect(X).
ABX = BAX = BAX = ABX = BX € Vect(X) = Ju € R,BX = uX.
P est une matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres de A, donc des
vecteurs propres de B, donc A = P~!BP est diagonale.
b) A diagonale = DA = AD = PDP~'PAP~! = PAP~'PDP~! = AB = BA.
c) B € C(A) & Adiagonale et comme B = PAP~! C(A) = {PAP~!, A diagonale}
Comme (A diagonale)< (A € Vect(E; ;,1 < i < n),C(A) = Vect((PE; ;P71 <
i< n)).
(PE;;P~1,1 <i < n) étant libre, dimC(A) = n.
2. 29 gpproche.
AB = BA < PDP~'PAP~! = PAP~'PDP~! & DA = AD
En notant ¢, ; les coefficients de A : DA = (\;9; ;) et AD = ();04, j).
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DA =AD < Vi,j, >\z’5i,j = )\jé@j & Vi, g, ()\1 — )\j)&;,j =0& Vi # 7 (5,’7j =0 car
Ai # Aj. Donc DA = AD <(A est diagonale).
Meéme conclusion qu’en 1.¢)

3. Une description plus directe de C(A).
a) p(Q) = 0 = Q posséde n racines distinctes= Q = 0 : Kergp = {0}. ¢ est
injective. Comme dimR,,_1[X] = n = dimR", ¢ est un isomorphisme.
b) Par surjectivité de ¢, il existe Q € R,,—1[X] tel que Vi, Q(\;) = a;. Alors Q(D) =
QUdiag(\:)) = diag(Q(\)) = diag(a;) = A.
c) Par 1.2, VQ € R,,_1[X], Q(A) € C(A).
Par 2.3.b, B € C(A) = 3Q € R, 1[X],P7'BP = Q(P!AP), et comme
Q(P~'AP) = P1Q(A)P, B = Q(A).
Finalement, C(A) = {Q(A),Q € R,,_1[X]} = Vect(IL,,, A, A% ... A""1) = Vect(AF k €
[0; n—1]).
4. Racines carrées de A
a) RD = RR? = R?® = R?R = DR donc R et D commutent, et par 2., R est alors
diagonale.
b) En notant R = diag(p1, ..., pn),

Pt =X\
R%2 =D & diag(p?,...,p2) = diag(\1,..., ) & < ¢

P% =An
e Dans C, tout nombre non nul \; a exactement deux racines carrées, et 0
admet uniquement 0 pour racine.
Donc D a exactement 2" racines carrées si 0 ¢ Sp(A) et exactement 2"~ ! racines
carrées si 0 € Sp(A).
Soit R(D) I’ensemble des racines de D.
(i) si 0 ¢ Sp(A), en notant pj une racine carrée de A pour tout k € [[1; n],
alors :
R(D) = {diag(e1p1, ... enpn)/Vk € [1; 0] e € {-1,1}}
(ii) si 0 € Sp(A), en supposant A, = 0 et en notant p; une racine carrée de Ay
pour tout k € [1; n— 1], alors :
R(D) = {diag(&?lph s En-1pn-1,0)/Vk € [1;n — 1], e € {1, 1}}
e Dans R,
(i) si toutes les valeurs propres de A sont positives, alors la description de R(D)
est la méme que dans C.
(ii) si A posséde (au moins) une valeur propre strictement négative, alors D n’a
aucune racine carrée : R(D) = ()
e Enfin, soit B € M, (K) et R = P~!BP.
B2=A < PR?P~! =PDP ! & R2=D,
donc R(A) = {PRP~!/R € R(D)}.
Comme PRP~! = PR’P~! & R =R/, A a autant de racines carrées que D
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5. Application

-1 0 2
Pour A = 0 -1 0 [,ontrouve ya =det(A—XI3) = -XX-1)(X+1)
-1 1 2
donc Sp(A) = {—1,0,1} : A posséde exactement trois valeurs propres distinctes.
Donc
1 0 0 -1 0 2 -1 2 2
C(A) = Vect(I3, A, A%) = Vect 01 0|, 0 -1 0|, 0 1 0
0 0 1 -1 1 2 -1 1 2
Dans R, comme A posséde une valeur propre strictement négative, A n’a pas de

racine carré dans Mj3(R).
Dans C, on recherche les vecteurs propres.

1 0 O 1 1 2 1 1 2
AveeD® [ 0 -1 0 |etP=| 0 1 0 |doncP = 0 1 ,
0 0 O 1 0 1 1 -1 -1
onaP AP =D.
€1 0 0
Les 4 racines carrées R de Dsont les | 0 dey 0 | ot (e1,62) € {—1,1}%
0 0 O
Les 4 racines carrées de A sont les
—&1 €1 +1ey 26,
0 ieg 0 otl (e1,e9) € {—1,1}2.

—&1 €1 2*51

Exercice 69 | Matrices d’isométries en dimension 2

= VTP,

2

On munit E = M3 ;(R) de la norme [|.||, définie par

x
()
1. Soit A € M3(R) telle que : YU € E, ||AU||, = ||U]],.
Montrer que, si A est une valeur propre de A, alors A = +1.
cosa —sina

2. SoitaeRet A= )
sina  cosa

a) Montrer que VU € E, ||AU||, = ||U]s.
b) A est-elle diagonalisable ?

. cosa  sina
3. Soita e Ret A = .
sinaw —cosa

a) Montrer que YU € E, ||AU||, = [|U]|,.
b) Justifier A est-elle diagonalisable et préciser son spectre.
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Solution (Ex.69 — Matrices d’isométries en dimension 2)

1. Soit U # 0 tel que AU = AU.
IUll; = [|AU[ly = [IAU[[, = [Al[[U]ly, et comme [[Uf[, # 0 car U # 0, [A| = 1,
donc A = +£1.

2. a) Soit U = ).
Y

HAU||§ = (2 cos atysina)?+(xsina—ycosa)? = (cos? a+sin? a)z?+ (sin? a+
cos?a)y? = 22 + y? = ||U] 2 donc ||AU]], = |[U]],-

b) Les seules valeurs propres possibles de A sont £1 et ya = X? — 1.
xa(l)=0&cosa=1< A=1.
xa(-1)=0<cosa=-1<A=—I.
Bilan : A est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonale, ou encore, si,
et seulement si, 3k € Z,a = k.

3. a) Soit U = “.
Y

|\AU||§ = (2 cos atysina)?+(xsina—y cos a)? = (cos? a+sin? a)z?+ (sin? a+
cos? a)y? = a® +y? = ||U][; donc ||AU|l, = |[U]],.

b) A est symétrique réelle donc diagonalisable et Sp(A) C {—1,1}.
Comme tr(A) = 0, on ne peut pas avoir Sp(A) = {1} ni Sp(A) = {—1}, donc
Sp(A) = {-1,1}.

Sous espace propre de dimension n-1

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A € M, (K) de
rang 1 soit diagonalisable.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice A € M, (K)
admettant une valeur propre A telle que dim E) = n — 1 soit diagonalisable.

Solution (Ex.70 — Sous espace propre de dimension n-1)

1. 0 € Sp(A) avec w(0) > dimKer(A) = n—1, donc ya = X" }(X-)\) = X"—AX""1,
donc X = tr(A).

Premier cas : tr(A) =0, xa = X" et dimEy < w(0), A n’est pas diagonalisable.
Second cas : tr(A) # 0, xa = X" H(X—tr(A)) et dimEg = w(0), 1 < dimE,(4) <
w(1), donc dim E¢, (o) = 1, et A est diagonalisable.

2. xa = (X = X\)""}(X — u) avec éventuellement ;1 = \.
xa=X"t—=(n—DAX" 4+ )X —p)=X"— ((n—)A+p) X"t 4 ...
Premier cas : tr(A) = n), donc = A, Sp(A) = {\} avec dimEy < w(A), A n’est
pas diagonalisable.
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1.
2.

Second cas : tr(A) # nA, donc p < A, Sp(A) = {\, u} avec dimEy = n — 1 et
dimE, =1, A est diagonalisable.

Notons que 1. n’est qu'un cas particulier de ce cas.

Variante efficace — Quitte a plonger dans C si K = R, A est semblable a

A X L0 X
0 A
T=1| : - - : avec p=tr(A) —(n— 1A e K
: A X
0 ... ... 0 pu

Premier cas : = A (i.e. tr(A) = nA), Sp(A) = {A} et dimE) < n donc A n’est
pas diagonalisable.

Second cas : p # A (i.e. tr(A) # nA), Sp(A) = {\ tr(A) — (n — 1)A} et dimEy +
dim E¢;(A)—(n—1)» = n donc A est diagonalisable.

Exercice 71| Matrice a deux paramétres

Soit n > 2, a,b € R* tels que |a|] # |b).

a b a b
b a b ... a

Soit A= | a b a b | € Man(R)
b a b ... a

A est-elle diagonalisable ?

Déterminer une matrice diagonale semblable a A.

Solution (Ex.71 — Matrice o deux paramétres)
1.
2.

A est symétrique réelle donc diagonalisable.

rg(A) = 2 donc 0 € Sp(A) et dimEy = 2n — 2 = w(0) (car diagonalisable). On
note A et p les deux autres valeurs propres de A (et il n’est pas exclu que A = p).
Comme A est diagonalisable, semblable a diag(A, i, 0, ...,0), A+u = tr(A) = 2na,
donc p = 2na — .

Quelques idées pour trouver A et i :

e la somme des coefficients de chaque est constante, égale a n(a + b) donc

1 1

Al =n(a+b)| : |, donc A = n(a+b) est une valeur propre. Alors
1 1

pw=n(a—">b)
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

e FEn sommant les 2n lignes sur la premiére ligne, on obtient une factorisation :

11 ... 1
X X X

xa(X) =det(XIy, —A) = (X—n(a+b)| . . . | donc A =n(a+0) est
X X X

une racine de xa donc une valeur propre. u = n(a — b) est l'autre.
o tr(A?) = 2n2(a® + b?), et comme A? est semblable a diag(\?, u?,0,...,0),
A2+ 12 = n?(a + b?).
1
On en tire : Ay = 5(()\ +p)? = X2 = p?) = n?(a® - b%).
Donc \ et p sont les racines du trinome X? — 2naX + n?(a? — b?).
A = 4n%b? = (2nb)? > 0, A = n(a +b) et p=n(a —b).
Bref, A est semblable & diag(n(a + b),n(a —b),0,...,0).

Exercice 72| Sommes constantes en ligne ou en colonne

1. Soit A = (a; ;)1<i,j<n une matrice. On suppose que : Vi € [[1; n]] Za” =s.
Montrer que s € Sp(A).
2. En est-il de méme si : Vj € | Zaw =57
3. Etudier si
1 1 11
2 2 2 2
A =
3 3 3 3
4 4 4 4

est diagonalisable. Si oui, proposer une matrice diagonale semblable a A.

Solution (Ex.72 — Sommes constantes en ligne ou en colonne)

1.

88

1
Avec U= | : |, ona AU = sU donc s € Sp(A) et U € E,.

1

Variante : xa(X) = det(XL, — A) : on effectue C; + C; + Co +---+ C,, et on
factorise la premiére colonne par X — s, alors xa(X) = (X — s)det(?), et s est
racine de xa.

. Cette fois, A vérifie la propriété de 1., donc s € Sp(*A). Or Sp(A) = Sp(*A) donc

s € Sp(A). Donc dim(Eg) + dim(E19) =4 et A € My(R) : A est diagonalisable.



3.

rg(A) = 1 donc 0 € Sp(A) avec dim Eg = 3. Par 2., 10 € Sp(A). Comme dim E1 >
1let dlmEQ + dimElo < 4, dime = 1.

Calculs explicites en dimension 3

Pour les trois matrices suivantes, déterminer le polynéme caractéristique, les valeurs
propres et les sous-espaces propres, en précisant si elles sont diagonalisables dans R,

voire dans C :

4 -4 1 -1
M=|4 -3 0 |,N=[ =3
3 0 -2 -3

Solution (Ex.73 — Calculs explicites en dimension 3)

® XM = (X - 1) (X+ 1)2a Sp(M) = {_171}7 El(M) = Vect

Vect 1

o xn = (X—2)°-(X—1), Sp(M) = {1,2}, E;(N) = Vect

o v = X+DX+1) = X+ DX =X +1), Spg(L) = {1}, Spe(L)
1—1
3—1

1 1
Vect 11, 0
0 -3
1
{-1,i,—i}, E_1(L) = Vect 1
1
1+
Vect 3+1
6

Exercice 74| Matrice ¢ un paramétre

, non diagonalisable, ni dans R, ni dans C.

, diagonalisable dans R et dans C.

, Ei(L) = Vect

1 0
-4 2
—-12 5

, Eo(M)

) E—i (L)

, non diagonalisable sur R, mais diagonalisable sur C.
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

a ...«
1 1

Soit a €eK,n=>3et A= 1| (1) € M, (K)
1
a ...«

1 siie[2;n—2].
Etudier, suivant la valeur de o, si A est diagonalisable, et préciser dans tous les cas
ses éléments propres.

. a siie{lin
ie. ai,j:{ 117 {ﬂ }7

Solution (Ex.74 — Matrice & un paramétre)
rg(A) =n — 1 donc 0 € Sp(A) et dimEg =n — 1.
De plus, Eg = Vect(E; — Eg,...,E1 — E,;) ou (E;)1<i<n €st la base canonique de
M, 1(K).
Du coup w(0) = n —1et xya = X" H(X =) = X® — AX""L. Mais comme x5 =
X" —tr(A)X" 1 4+ ..., nécessairement \ = tr(A) = 2a+n — 2.
2
e Premiercas:a=1-— —.
n
Alors A =10, xa = X" et dimEg < w(0) : A n’est pas diagonalisable
e Second cas:a#1— g, alors Sp(A) = {0,2a+n — 2} avec dimEgpyp—2 = 1. A
est diagonalisable avec yo = X" }(X — (2a +n — 2)).

« « «
1 1 1
Enfin: A| | | =Qa+n-2)| : donc Egqyr—2 = Vect
1 1
a a o

Une matrice générique de M,,(R)

Soit n > 2 et M € M, (R) telle que

V(i,j) € [1;n]*, mi; = {

M est-elle diagonalisable ?

1 sit<n

1-n sit=n

Solution (Ex.75 — Une matrice générique de M, (R))

rg(M) = 1 donc dimKer(M — 0 xI,) = n—1 > 1: 0 est valeur propre, avec
dim(Eg) =n — 1.

Supposons M est diagonalisable : elle posséde alors une autre valeur propre A # 0 et
étant semblable a diag(A,0,...,0),ona:tr(M) =X+ (n—1) x 0, donc A = tr(M).
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1.

1.

Or tr(M) = 0 donc A = 0, ce qui est absurde.
M n’est pas diagonalisable.

Petit spectre dans R,[X]

Soit n € N*, E = R, [X], et u et v les deux endomorphismes de E définis par

u:P—P et v:P—=PX)+PX+1).

u et v sont-ils diagonalisables 7 Préciser leurs sous-espaces propres.

Solution (Ex.76 — Petit spectre dans R, [X])
1.

e Comme pour P # 0, deg(P’) < deg(P), u(P) = AP n’est possible que pour
deg(P) = 0 et A = 0. Donc Sp(u) = {0} et Eg = Rg[X]. Comme dim(Eg) =1 <
dim(E), u n’est pas diagonalisable.

I on peut aussi raisonner que

0 1 o ... 0

2
M = Mecanonique(u) = | L0
o ... ... ... 0

Sp(M) = {0} (triangulaire supérieure!), donc M n’est diagonalisable que si M =
0 x I,,, ce qui n’est pas le cas.

2 1 1 ... 1
0 2 2

o M= Mcanonique(v) =1 + . 2
0 ... ... ... 2

en raison de la formule du bindéme :

k
k .
XF) = XF + (X + 1)F = 2Xk X'
v(XF) +(X+1) + ; )
Sp(M) = {2} (triangulaire supérieure!), donc M n’est diagonalisable que si M =
2 x I,, ce qui n’est pas le cas.

Matrices antisymétriques d’ordre 3

0 -1 1
Etudier la diagonalisablité dans M3(R) de M = 1 0 1
-1 -1 0
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

0 —a —b
2. a) Soit a, b et c trois réels non tous nuls, s = a®?4+b*+c2etM=| a 0 —c
b ¢ 0

Calculer M? en fonction de M et de s.
b) M est-elle diagonalisable dans M3(R) ?
¢) On dit qu'une matrice M est antisymétrique si *M = —M.
Une matrice antisymétrique de M3(R) est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

Solution (Ex.77 — Matrices antisymétriques d’ordre 3)
1. xm = X3 +3X = X(X3 + 3). Spr(M) = {0} et M # 0 x I3 donc M n’est pas
diagonalisable. Elle le serait dans M3(C) car chy = X(X —4+/3)(X +1iv/3} scindé
a racines simples (et Spc(M) = {0,iv/3, —iv/3}).

a? + b2 b-c —a-c
2.a) M2 = — b-c a®+ 2 a-b et M3 = —sM.
—a-c a-b b + 2

b) Soit A une valeur propre de M et U vecteur propre associé.
M3U = A3U et M3U = —sAU donc A3U = —sA\U, et A3 = —s\ car U # 0.
Donc A =0 ou A\? = —s. Comme s > 0, \> = —s est impossible.
Donc 0 est I'unique valeur propre possible de M. Comme M # 0I5 car s # 0, M
n’est pas diagonalisable.

c) Non, sauf si elle est nulle, car toute matrice antisymétrique non nulle s’écrit

0 —a -b
a 0 —c | avec (a,b,c)# (0,0,0).
b ¢ 0
Utilisation d’un polynéme annulateur
-1 3 3
Soit M = 0 -4 0
3 3 -1

1. a) Calculer M? en fonction de M et I3.
b) En déduire un polynéme Q annulateur de M.
c) En déduire les valeurs propres de M et montrer que M est diagonalisable.

2. a) Déterminer une matrice P dont tous les coefficients diagonauz valent 1 telle que
P~'MP soit diagonale.
b) Calculer M" en fonction de n pour n € N.

Solution (Ex.78 — Utilisation d’un polynéme annulateur)
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10 -6 -6
1.a) M? = 0 16 0 = —2M + 8l
-6 —6 10
b) Q(X) = X? + 2X — 8 est un polynéme annulateur de M.
c) Si A est valeur propre de M et U un vecteur propre associé,
(M2U + 2M — 8I3)U = 0 donne (A2 + 2X\ — 8)U = 0 donc A2+ 2\ — 8 = 0.
Donc A =2ou A= —4:Sp(M) C {2,-4}.

-3 3 3

rgM—-2I)=rg| 0 -6 0 =2donc 2 € Sp(M) et dimE; =3—-2 = 1.
3 3 =3
3 3 3

rgM+4I)=rg| 0 0 0 | =1donc —4€Sp(M)etdimE_4=3-1=2.
3 3 3

dimE; + dimE_4 = 3 et M € M3(R) donc M est diagonalisable.

1 -1 -1
2. a) Eo = Vect 0 , E_4 = Vect 1 ,
1 0 1
1 -1 -1 0 0
AvecP=1] 0 1 0 P~IMP = —4 0
1 0 1 0 -4
0 0

b) On a alors, pour tout n de N, M" = P 0 (—=4n 0 Pl

. 1 1 1
Avec P71 = 3 0 2 0 |,
-1 -1 1

on 4 (74)71 on _ (74)77, on _ (74)n
M" = = 0 2. (—4)" 0
2n _ (_4)71 2n _ (_4)n 2n + (_4)71

Une matrice générique de M, (R)
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

Soitnm>2et A, =

1

S =

0

0

e M, (R).

1. a) Justifier sans calcul que A, est diagonalisable dans M, (R).

b) Déterminer les éléments propres de A,.

c) Déterminer les éléments propres de Aj.

2. On suppose désormais n > 3.

a) Montrer par récurrence sur n que det(A,) = —n + 2.

b) Montrer que 1 est valeur propre de A,, en précisant le sous-espace propre associé.

c) En déduire que A,, posséde deux autres valeurs propres, les déterminer ainsi
que les sous-espaces propres associés.

Solution (Ex.79 — Une matrice générique de M, (R))

1. a) A, est symétrique réelle donc diagonalisable.

b) va,(A) = A2 — 2% = A(A — 2), Sp(As) = {0,2}, Eg = Vect _11 )) et

omve(( 1))

c) xa(\) = A3 =3X24A+1 = (A=1)-(A2=2:A—1) = (A=v/2—-1)-(A=1)-(A\+v2-1)

Sp(A) = {1,1+ 2,1 -2}

Bz = Vect

V2 -2
1 et El,\@ = Vect 1
1 1

2. a) Un développement par rapport a la derniére colonne donne :

0
E; = Vect 1
-1
1 1
0
D, = (—1)n+1 .
0
1 0
Dn—l

0

0

(n—1]

+Dpo1 = (=) (=1)"det(I,,_2) +

D, =-1+4+D,_4, avec D, =0, donc D,, = —n + 2.
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o -
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b) A, -1, = S0 . T donc rg(A, —1,) =2<n:

Do . -0
10 ... 0 O
1 est valeur propre avec dim(E;) =n — 2, et
El = Ker(An - I?’L) = VeCt(Eg - E3,E2 - E4, e ,EQ - En)
c) Puisque A,, est diagonalisable, appelons A et p les deux autres valeurs propres
de A, (éventuellement confondues).
Alors : tr(A,) =(n—2) x 1+ XA+ p done A+ p = 2,
det(A,) = 172 p donc A\ = 2 — n.
Donc A et u sont les racines de X2 — 2X + (2 — n).
A =4—4(2—n)=4n — 4, et par exemple :
A=1l—-+vn—-letu=1++/n-1

On en tire déja : Sp(A,) ={1,1—vn—1,1++/n—1}.

Fvn—1 1 1
1 FVn-1 0 ... 0
Ap—(Q+vVn—1I, = : 0 :
: : 0
1 0 . 0 F/n-1
En remarquant que +£v/n —1C; +Co+---4+C,, =0, on a :
+vn -1
1
E,; m=1 = Vect . , ce qui corrobore I’étude de A3, et méme
1

A5 (pour laquelle cependant 1 n’est pas valeur propre).

Exercice 80 | Une matrice générique

1 ... 1 1

0 ... 01
Soitn>2et A, =

0 ... 01

A, est-elle diagonalisable 7
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Solution (Ex.80 — Une matrice générique)

A, est triangulaire supérieure donc Sp(A,,) = {0,1} et xa, = X"72(X — 1)2.
dimEg = dimKer(A,,) =n —rg(A,) =n — 2 = w(0),

0 1 1 1 1
0 -1 0 0 1
dim E; = dim Ker
-1 0 1
: -1 1
0 0 0 0
Or cette derniére matrice est de rang n — 1 car :
1 1 1 1 1 1 1
-1 0 0 1 -1 0 0
0 =| 0
-1 0 1 -1 0
0 ... 0. -1 1 0 0. -1
n—1+#0

Donc dimE; =1 < w(1) : A,, n’est pas diagonalisable.

Exercice 81 | Recherche d’une racine carrée

0 1 1
Soit A = 1 0 1

1 10

S Mg((C)

(—1)"(n—1) det(~I,_2) =

1. Justifier que A est diagonalisable et déterminer une matrice inversible P telle que
P~ AP soit diagonale.

2. Déterminer une matrice B € M3(C) telle que B? = A.

Solution (Ex.81 — Recherche d’une racine carrée)

1. A est symétrique réelle donc diagonalisable.
xa = (X +1)%(X — 2) donc Sp(A) = {—1,2} avec dimE_; =2 et dimEy = 1.

1
Ei1=Ker| 1
1
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1
1 = Vect
1

1
-1
0

1
0
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E; = Ker 1 -2 1 = Vect 1
1 1 -2
1 1 1

AvecP=| -1 0 1 |,P'AP =diag(-1,-1,2) =D.
0o -1 1

2. Soit A = diag(i,i,/2) de sorte que A% =D.
Posons B = PAP!. Alors B2 = PA?2P~! = PDP~! = A.
Pour les amateurs de calculs :
. 1 -2 1 ) V242%i V2—i V2 —i
P‘1:§ 1 1 -2 etB:g V2—i  V242xi V21
11 1 V2 —i V2—i V2420

Commutant

Soit

1. Montrer que M est diagonalisable, en précisant une matrice P inversible et une
matrice D diagonale telles que

D =P 'MP
Pour tout matrice A € M,,(K), on note

C(A) € (B e M, (K)/AB = BA}

son commutant.

2. a) Montrer que, pour tout A de M3(K), C(A) est un espace vectoriel.

b) Déterminer C(D) en précisant sa dimension et en donnant une base de ses bases.
On pourra commencer par raisonner par blocs.

c) En déduire la dimension ainsi qu’une base de C(M).

3. Que vaut D?? Que peut-on en déduire pour I’'endomorphisme de K? canonique-
ment associé & M.

Solution (Ex.82 — Commutant)
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Lo xu=X-X2-X+1=X-1>%(X+1)

1 1 0 -1 0 0 1 -1 -1
Avec P = -1 0 1 , D= 0O 1 0 et P71 = 0 1 1
1 1 -1 0 0 1 1 0 -1

on a P~IMP = D.
2. a) Laissée au lecteur.

o
B C

ND= [ ~¢ A DN = —a —A
-B C B C

ND:DN@{A:_A & A=0,B=0.
B=-B

b) Soit N = avec o € K, A € My 5(K), B € M3 1(K) et C € M3(K).

Donc C(D) = { < Cg g ) /C S MQ(K)} = Vect(ELl, E272,E273,E312, Eg’g)

c)AeCM) < AM = MA & P !APD = DP'AP & P 'AP € C(D) & A €
{PAPfl/A € C(D)}
DODC C(M) = VeCt((PEP_l)EG{Elrl,E2,2,E2,3,E3)2,E3)3})
Et dim(C(M)) = 5.
3. D? = I3 donc M? = PD?P~! = I3 donc ’endomorphisme ¢ associ¢ & M vérifie
¢? = id, donc est une symétrie (d’axe E; et de direction E_1).

Exercice 83 | Racines carrées

Soit
1 -1 -1
M = -2 3 =2
—4 5 =2

1. Montrer que M est diagonalisable, en précisant une matrice P inversible et une
matrice D diagonale telles que

D =P 'MP

2. a) Soit R € M3(K). On pose A = P7IRP.
Montrer que R? =M = (A? =D et AD = DA).
b) Combien I'équation R? = M d’inconnue R a-t-elle de solutions dans Mjz(R)?
Et dans M3(C)?
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Solution (Ex.83 — Racines carrées)

1. ywy=X>-2-X2-X+4+2=X-2)-(X-1)- (X +1).

2 1 1 1 0
P= 1 0 1 |,D=| 0 2
-1 -1 1 0 0

0

0 , Pl =

-1

-1 2 -1
2 -3 1
1 -1 1

2.a) RZ=M =P 'R?P =D = A2 =D, puis A? =D = AD = A3 = A2A = DA.
b) DA = AD = A diagonale car D est diagonale a valeurs propres 2 a 2 distinctes.
On pose A = diag(a,b,c). A2 =D & (a? = 1,0* =2,¢2 = —1).

e Il n'y a pas de solution dans M3

(R).

e Dans C, A? = D admet les 8 solutions A = diag(+1, £v/2, £i). Donc R? =
M a exactement 8 solutions dans M3(C) : R = PA‘nvP ou A? =D.

Exercice 84 | Puissance n-éme

Soit

7
-8
—12

M

2 3
-1 -4
-4 =5

1. Déterminer yy et étudier si M est diagonalisable.

2. a) M est-elle trigonalisable ?

b) Déterminer une matrice inversible P de M3(R) dont tous les de la premiére

ligne valent 1 et telle que

P~ 'MP =

On appelle T cette matrice.

-1 0 0
0 1 -1
0 0 1

3. a) Justifier 'existence de trois matrices A, B et C dans M3(R) telles que :

VneN, M'=A+(-1)"B+nC.
b) Déterminer A, B et C en fonction I3, M et M2,

Solution (Ex.84 — Puissance n-éme)
Lo yu=X3-X2-X+1=(X-17-(X

mais dimE; =3 —rg(M —I3) =3 —rg

+1)
6
-8
—12
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2. a) M est trigonalisable car xy est scindé.

1 1 1 -4 -1 -2
b)P=| -1 0 -2 | ,Pl= 3 1 1
-2 -2 -1 2 0 1
)™ 0 0
3. a) Récurrence ou Newton : 9gn € N,D" = 0 1 —n | =A+(-1)"B'+
0 0 1

C'n avec A’,B’, C’ adéquates.

Alors M" = PD"P~! = A + (—1)"B + Cn oit A = PA'P~! etc.
b) On peut calculer A, B, C a I'aide de P~1.

On peut aussi remarquer :

n=0=A+B=l,

n=1=A-B+C=M,

n=2=A+B+2C=M%.
Dou: C= %(M2 —I3), ete...

Exercice 85 | Dans un espace de fonctions

Dans RY, on considére :
fi:ix e ch(x), fo:rx e sh(x), f3: 2 zch(z) et fu: x— ash(x),

ainsi que E = Vect(f1, fo, f3, f1)-
4

1. a) Soit ()%, € R%. Déterminer le développement limité de Z a;fi.

i=1

b) En déduire que B = (f1, f2, f3, f4) est une base de E.
2. Montrer que ¢ définie sur E par

VFfEE, o(f)=f
est un endomorphisme de E.
3. Déterminer Mp(p).
4. ¢ est-il diagonalisable ?
5. ¢ est-il trigonalisable ?

Solution (Ex.85 — Dans un espace de fonctions)
4
1 1
1. a) (Z aifi) (z) =a1+ (a2 +az)z + §(a1 + 2a4)2” + 6(02 + 3az)z® + o(2?).

i=1

4

b) Si de plus Zaifi =0, il vient par unicité du D.L. : Vi € [1; 4] ,a; = 0.
i=1
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Donc B est libre, et génératrice de E : c’en est une base.

4
2. Notons que V(«;), Z «; f; est dérivable donc ¢ est bien définie sur E.
i=1
@ est linéaire par linéarité de la dérivation et :
e(fi)=f2€E, p(fo) = fi€eE, o(fs) =fi+t fi€Eet o(fs) = fo+ fs €E.
Par linéarité, Vf € E, p(f) € E.

01 1 0
1 0 0 1
3. M= Mpzp(p) = 00 0 1
0 0 1 0

4. Ona: xyp=xm = (X—1)?(X+1)? donc Sp(p) = {-1,1}
-1 1 1 0
1 -1 0 1

0 -1 1
0 0 1 -1
n’est pas diagonalisable. Donc ¢ non plus.

dmE; =4 —rgM—-14) =4 —rg =1 < w(1l) donc M

5. X, est scindé donc ¢ est trigonalisable.

Calcul d’une limite de puissance

Soit

1. Montrer que M est diagonalisable, et déterminer une matrice inversible P
e dont tous les coefficients diagonaux valent 1
o telle que P~'MP soit une matrice diagonale D dont les coefficients diagonaux
sont dans ’ordre croissant.

2. Montrer que lim D" existe et la calculer.
n—-+oo

3. En déduire lexistence et la valeur de lim M".
n—-+o0o

Solution (Ex.86 — Calcul d’une limite de puissance)

1 —1 1

Sp(M) = {1,1/2,—1/2} : M a autant de valeurs propres que son ordre dans M est
diagonalisable.
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

1 1 1 -1/2 0 0
P= 0o -1 1 convient, et c’est la seule, D = 0 1/2 0
-1 -1 0 0 0 1
-1 1 -2
Pour info, ou pour la suite, P~ = 1 -1 1
1 0 1
0 0 O
2. lim D"=11 0 0 0
n—-+4oo
0 0 1
0 0 O 1 0 1
3. lim M"=P| 0 0 0 [P'=[1 01
n—-+oo
0 0 1 0 0 O

Trigonalisation et nilpotence

1. Soit

3 1 2
M= -1 0 -1
-5 -2 -3
a) Etudier la diagonalisabilité de M.

b) Justifier que M est trigonalisable et déterminer une matrice de passage P telle

que

P~ IMP =

o = o
I
—

1
0
0

o O O

c) Justifier que M est nilpotente d’indice 3.
d) Montrer que, pour toute matrice M de M3(C), si Spe(M) = {0}, alors M est

nilpotente.
2. a) Etudier la diagonalisabilité de

A= 0 0 -1

dans M3(R), puis dans M3(C).
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b) La propriété démontrée en 1.d) demeure-t-elle en remplacant C par R ?

Solution (Ex.87 — Trigonalisation et nilpotence)
1. xu = X3, Sp(M) = {0} mais dim Ey = dim KerM = 1 : non diagonalisable.

-1 1 0
P = 1 0 1 convient.
1 -2 0

T2 # 0, T? = 0 donc M? # 0 mais M? = 0 : M nilpotente d’indice 3.
Pour 1.d), dans C, M est trigonalisable et il existe P telle que

0 x x
T=P'MP=]| 0 0 x
0 0 0

car Sp(T) = Sp(M) = {0}.
Alors T3 = 0, donc M? = 0.

2. xa = X(X2+1) = X(X—1)(X+1i) n’est pas scindé sur R mais est scindé & racines
simples sur C, donc A n’est pas diagonalisable dans M3 (R) mais I’est dans M3(C).

0 0O
1.d) est fausse dans R. Ona:A*=| 0 1 0 | donc:Vn e N A% = (AY)" =
0 01

# 0... aucune puissance de A n’est nilpotente.

o O O
S = O
= O O

Un endomorphisme de Mo(R)

SoitA:(1 2).
2 1

1. Montrer que A est diagonalisable et proposer une matrice P inversible telle que
P~!AP soit diagonale.
Dans E = M3(R), on considére 'application définie par

YM € Ma(R), (M) =AM — MA.

2. a) Vérifier que ¢ est un endomorphisme.
b) Etudier si ¢ est diagonalisable, en précisant son spectre et ses sous-espaces
propres.

Solution (Ex.88 — Un endomorphisme de M2 (R))
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

1. Sp(A) = {3,—1} et A € M2(R) donc A diagonalisable.

1 1
P = convient.
1 -1

2. a) @ est un endomorphisme sans souci.

b) Soit M € Mj(R). On pose D = P71AP = ( 3 01 ) et N = P~IMP

104

a b

c d
oM) = \M <& AM — MA = \M & P !APP!MP — P"!MPP!AP =
AP~IMP < ND — DN = A\N.

3a —b 3a  3b a b
w(M):)\M@(% —d>_<—c —d)Z)\(c d>
( Aa (A+4)b> (0 0)
= =
(A—4)c Ad 0 0

Premier cas : A = 0.

oM)=0&b=c=0.
0 est valeur propre et

EOZ{P<3 2>P1/(a,d)€R2}:Vect<<i 1>,<_11 _11>>

Second cas : A = 4.
M) =dM & a=b=d=0.
4 est valeur propre et

o= {e (00 e —vea (1 1))

Troisiéme cas : A = —4.
oM)=—-4dM S a=c=d=0.
—4 est valeur propre et

R ()

Bilan :
 est diagonalisable car dim Eg+dim E4+dimE_4 = 24141 = 4 = dim M3(R).
Variante :

On peut aussi passer par la matrice B représentant ¢ dans la base canonique

de MQ(R),



dont le polynoéme caractéristique est xy = X% (X + 4)(X — 4).

Exercice 89| Un endomorphisme sur les endomorphismes

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. Pour tout
u € L(E), on pose :

o) =pou.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E), i.e. ¢ € L(L(E)).
2. Calculer ¢ o ¢ et en déduire la diagonalisabilité et le spectre de .

3. Montrer que Eo(¢) = {u € L(E)/Im(u) C Ker(p)} et déterminer une description
analogue de E;(yp).

Solution (Ex.89 — Un endomorphisme sur les endomorphismes)

1. poue L(E) et o(Au+v)=po(Au+v)=Apou+pov=Ap(u)+ ¢(v).

2. ¢*(u) =popou=p*ou=pou=p(u): p est aussi un projecteur. Il est donc
diagonalisable, de spectre {0;1}.

3. ¢ ucEy(p) e pou=_0gr < Im(u) C Ker(p).
e ueE(p)epou=u<In(u) CIn(p).
En effet, 'implication est évidente et si Im(u) C Im(p), alors pour tout x € E,
p(u(x)) = u(z) car Im(p) = E;(p) pour un projecteur.

Une matrice générique de M, (K)

Soit n > 2. On considére la matrice A,, définie par

0 01
A, =
0 ... 0
1

1 sii=nouj=n,
Autrement dit, a; ; = {O i J
sinon.

1. Etudier la diagonalisabilité de Ay en précisant ses éléments propres.
2. Méme question pour Ags.
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

3. Méme question pour A,, avec n > 4.

Solution (Ex.90 — Une matrice générique de M, (K))
1. A, est diagonalisable avec P"1AyP = D pour

1 _F (V5+1)
p_ V-1 —v/5-1 D — S 0 '
2 2 0 (=V5+1)

2
2. Aj est diagonalisable avec P"'A3P = D pour

-1 1 1 0 0 O
P= 1 1 1 eteD=1 0 2 0
0 2 -1 00 -1
3. o rg(A,) =2 donc 0 est valeur propre avec SEP(A,,,0) = Ker(A,) = Vect(E; —
Es,E1 — E3,...,E; — E,_1) ot E; désigne le i®™¢ vecteur de la base canonique
que M,, 1(R).
T

e Pour A#0et U= ,

Tn

Vie[l;n—1],z;, = Az,

Vie[l;n—1],z, = Az,
{()\Q—A—(n—l))xn:()

A U= &
" Z Ti = A\,
i=1
Le systéme posséde des solutions non nulles si, et seulement si, A2 —\—(n—1) = 0.

A:4n,3>0’)\:1:t7 V4n_3.

Donc A,, posséde deux autres valeurs propres :

1—+v4n -3 1+ +v4n—3
Alziet)\ng.

Comme dim SEP(A,,,0) = n—2, on a nécessairement dim SEP(A,,, A;) = dim SEP(A,,, A2
1 et A, est diagonalisable.
A

Pour aller jusqu’au bout, pour ¢ € {1,2}, SEP(A,,, \;) = Vect
1
1
Variante par le calcul du polyndme caractéristique par récurrence —
En développant par rapport a la premiére colonne :
XA, = Xxa,_; + (—=1)"D,_1 ot le déterminant D,,n — 1 se développe suivant sa
premiére ligne en :
D,—1 = (—=1)""1X"=2 d’on
XA, = Xxa, , — X"7?
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Partant de xya, = X2 — X — 1, on trouve par récurrence :
Xa, = X" = X" —(n—1)X""2 = X"%(X? -~ X — (n — 1)) ce qui fournit bien
Sp(Ay) = {0, A1, A2} obtenu par la premiére méthode.

Endomorphisme de M3 (R)

SoitA(1 0).
0 2

Déterminer les valeurs et vecteurs propres de ’endomorphisme f de Ms(R) défini
par

f:M— AM — MA.
f est-il diagonalisable ?

Solution (Ex.91 — Endomorphisme de My(R))
Pour M = < a b ) :
c d
AM — MA — a b [ a 2b _ 0 —b -
2c 2d c 2d c 0
f (( a b )) = ( 0 -0 ) donc immédiatement :
c d c 0
1 0 0 0
0eS Eo = Vect , ,
p(f) avec Eg ec ((O 0) <O 1))
00
1€Sp(f)aNecE1:Vect<<1 O))’

—1 € Sp(f) avec E_; = Vect (( 8 (1) >>,

Bilan : Sp(f) = {-1,0,1} avec dimE_; + dim Eg + dimE; = 4 = dim M»(R), donc
f est diagonalisable.
Variante : dans la base canonique B de M5(R),

0 0 0 O
0 -1 0

Mg(f) = o 0 10 diagonale!
0 0 0 0

Relation polynomiale
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CHAPITRE 4. REDUCTION ET DIAGONALISATION

1.

2.

Autrement dit, a; ; = {

Soit n > 3 et A € M,,(C) telle que rg(A) =2, tr(A) =0 et A™ #£0.
Montrer que A est diagonalisable.

Cette propriété demeure-t-elle vraie en remplagant C par R?

Solution (Ex.92 — Relation polynomiale)
1.

rg(A) =2 donc 0 € Sp(A) et dim(Eg) =n — 2.
Nous travaillons dans C, donc xa est scindé.
Si 0 est 'unique valeur propre, alors, par trigonalisation, A est semblable a

0 x ... X
B=P 'AP =

: X

O ... ... 0

Or une telle matrice B est nilpotente, vérifiant B® = 0, donc A™ = PB"P~! =0 :
impossible.

Donc A posséde au moins une autre valeur propre que 0, et comme A est scindé,
tr(A) = Z (w(A) x \) entraine que A posséde deux autres valeurs propres, non

AESP(A)
nulles et opposées : Sp(A) = {0, =\, A}, avec dim(Eq) + dim(Ey) + dim(E_,) =
(n—2)4+1+41=n, donc A diagonalisable.

0 -1 0
A= 1 0 0 |vérifierg(A)=2,tr(A)=0,A3=—-A#0et ya = X(X?3+1)
0 0 O

non scindé, donc A non diagonalisable.

Une matrice générique de M,,(K)

Soit n > 2. On considére la matrice A,, définie par

0 0) 1
A=t

1

1 (0) 0

1 si(j=letiz2)ou(j=neti<n—1),

0 sinon.

1. Etudier la diagonalisabilité de Ay en précisant ses éléments propres.

2. Méme question pour Ags.
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3. On suppose n > 3.
a) Calculer A2
b) On considére 'endomorphisme f de R™ canoniquement associé a A,,. Montrer
que

Kerf & Imf =R".
c) En déduire que A,, est semblable & une matrice de la forme
0 (0)
avec B € GLy(R).
(0) B
d) A I'aide de tr(B) et tr(B2), déterminer les valeurs propres (éventuellement com-
plexes) de B, puis celles de A,,.

e) Montrer que A,, est diagonalisable dans M, (R) en précisant ses éléments propres.

Solution (Ex.93 — Une matrice générique de M, (K))

1

lisable avec Sp(Aq) = {—1,1}, E_1(A) = Ker< 1 1 ) = Vect << _11 >> et
El(A):Ker< _11 jl > = Vect << 1 ))

2. xa,(X) =X3 - X =X(X - 1)(X+ 1), scindé a racines simples donc A est diago-
nalisable, Sp(As) = {—1,0,1}.

0 1
1. Ay = , A2 = 1, donc A, est une matrice de symétrie, donc diagona-
0 )

1 01 1
E_j(As)=Ker| 1 1 1 | =Vect 0
1 0 1 -1
1 00 0
Eo(Ag)=Ker| 1 1 1 [ = Vect 1
0 0 1 0
-1 0 1
Ei(A3) = Ker 1 -1 1 = Vect 2
1 0 -1 1
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1 0 0 0
1 1
B.a)A?=1| 1 1 (g
1o o1
00 ... 01
b) En notant C = (eq,...,e,) la base canonique de R™,

Ker(f) = Vect(ea,...,en—1), Im(f) = Vect(ez + -+ en,e1 + - + en_1),
Comme e; = (61 + 4 en,l) — (62 + 4 en,l), e1 € Im(f) + Ker(f),
et e, = (€2+"'+€n) — (61 —|—-~-—|—en_1), en € Im(f) + Ker(f), on a :
C C Im(f) + Ker(f), donc R™ = Im(f) + Ker(f).
De plus, par le théoréme du rang, dim(R"™) = dim Im(f) + dim Ker(f),
Kerf @ Imf =R".
c) Ker(f) et Im(f) sont stables par f et supplémentaires donc dans une base
adaptée, la matrice de f est :
0 (0)

M= - avec B € My (R).

(0) B
De plus, rg(B) = rg(M) =rg(A,) = 2, donc B € GLy(R).
d) tr(B) = tr(M) = tr(A,) = 0, tr(B?) = tr(M?) = tr(A2) = 2 par similitude.

B est trigonalisable dans My (C), semblable a
U

A+ p=tr(B)=0donc u=—A.
A2 + p? = tr(B?) =2 donc A2 = 1.
Finalement, les valeurs propres de B sont —1 et 1, et B est diagonalisable,
semblable a diag(—1,1).
Ainsi, A,, est semblable & M, semblable & diag(—1,1,0,...,0) et Sp(A,) =
{-1,0,}.
e) A, est semblable a diag(—1,1,0,...,0) donc diagonalisable.
En notant B = (Eq,...,E,) la base canonique de M,, 1(R),
EO(An) = Ker(An) = \/YGCt(EQ7 e 7En—1)7
El(An) = Ker(An - In) = Vect(El - 2(E2 + -+ Enfl) + En),
E_i1(A,) = Ker(A, +1,,) = Vect(E; — E,,),

Une matrice générique de M., (R)

Soit n > 2. On considére la matrice A,, définie par
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1 sii=j+1,

Autrement dit, a; ; = {0 .
sinon.

1. Etudier la diagonalisabilité de Ay en précisant ses éléments propres.
2. Méme question pour Ags.

3. Pour tout n > 1, on note x,, le polyndéme caractéristique de A,,.
a) Exprimer y,2 en fonction de x,1 et xp.
b) Veérifier que la relation précédente est encore valable pour n = 0 en convenant
que xp = 1.
c) Soit € | —2; 2[. On pose x = —2cosa avec o € |0; 7w [. Montrer que, pour
tout n de N,

Lsin ((n+ 1)a)
sin(a)

Xn(7) = (1)
d) En déduire que A,, est diagonalisable pour tout n de N*, en précisant son spectre.
Solution (Ex.94 — Une matrice générique de M, (R))

1. xa, = (X=1)(X+1),Sp(Ay) = {—1,1}, A, diagonalisable, E_; = Vect (( 11 >>,

()

2. XA; = X(X - ﬂ)(x + \/i)a Sp(AB) = {_\/207 \/5}7

1 1 1
E,\/i = Vect —\/§ , Eg = Vect 0 y E\/ﬁ = Vect \/§
1 —1 1

3. a) Il s’agit d’un déterminant tridiagonal classique :
Xn+2(%) = TXn+1(T) — Xn(T).
b) x@) = 2% — 1 = ax:1(x) — xo avec xo = 1.
c) Notons que sin « # 0.
e Pourn=0:yxo(x)=1= (—1)0w

sin o
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in(2
e Pourn=1:x(x)=a = —2cosa = (1) T2

sina
e Soit n > 2. Supposons I'expression exacte pour n — 2 et n — 1. Alors :
Xn(x) = xXn—l(x) - Xn—Q(x)

na)

)(_1)71*1% gy sin(( —1a)

= —2cos(«x

- (-1)

=(=1)
_ (_1>nsin((T.L + 1a)
sin
e Par le principe de récurrence, ’expression est valable pour tout n de N.
d) Déterminons les racines de x, dans | —2; 2[, en écrivant toujours x = 2cos a,
ac]0;n]

2 cos(a) sin(na) — sin((n — 1))

sin o

Lsin((n+1)a) S—ms(i)én(oz —na) —sin((n — 1)«)

sin o

k k
Xn(x)zO@Sin[(n+1)a):O@EkEZ,a:ni:l@Elke [1;n],a= nfl
car 0 < a < 7.

km
D s xn(x) = dk 1;n],z=2 .
onc : xp(x) =03k el;n],z cos (n n 1)

Comme cos est strictement décroissante sur ]0; 7 [, ces n racines de x, sont
distinctes. Comme deg(x») = n, x» n’a pas d’autres racines. Donc :

Sp(A,) = {2005 (nkj’_pl> ke [1; n]]} et A, est diagonalisable car d’ordre n

et possédant n valeurs propres distinctes.

Autre argument pour la diagonalisabilité : A,, est symétrique réelle.

Les polynomes caractéristiques de AB et de BA sont égaux

Soit n > 2 et A et B deux matrices de M,,(R).

1. Montrer que 0 est valeur propre de AB si, et seulement si, 0 est valeur propres de
BA.
2. On suppose dans cette question que A est une valeur propre réelle non nulle de
AB et on note X un vecteur propre de AB associé a cette valeur propre A.
a) Justifier que ABX et BX sont non nuls.
b) Démontrer que BX est un vecteur propre de BA.

3. En déduire que AB et BA ont les mémes valeurs propres réelles.
Dans la suite de I’exercice, on se propose de démontrer que AB et BA ont le méme
polynéme caractéristique.
4. Dans cette question, on suppose que A est inversible.
a) En factorisant de deux fagons zA—ABA, montrer que pour tout réel z, xap(x) =
xBa ().
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b) En déduire que AB et BA ont les mémes valeurs propres réelles ou complexes,
avec la méme multiplicité.

5. Dans cette question, on suppose A non inversible, et on va étendre la propriété
précédente & A grace & un argument topologique de continuité.
a) Justifier que x(_a) n’a qu'un nombre fini de racines réelles. 0 est-il racine de
X(-a)?

1
b) Justifier qu'il existe pg € N* tel que : Vp = po, — & Sp(—A).
p

1
c) On pose, pour tout p > po, A, = -1, + A.
p

Montrer que (Ap)p>p, est une suite de matrices de GL,,(R) et convergente, en
précisant sa limite.
d) Soit x € R. Justifier que l’application :
Pa : Mn(R) = R,M — xuB(z)
est continue.
En déduire 'existence et la valeur de lim x APB(x).
p——+oo

e) Montrer de méme I'existence et la valeur de lim xpa,(z).
p——+oo

f) A P'aide de la question 4., montrer que XA = XBA-

Solution (Ex.95 — Les polynomes caractéristiques de AB et de BA sont égaux)
1. 0 € Sp(AB) < det(AB) = 0 < det(A) det(B) = 0 < det(BA) < 0 € Sp(BA).
2. a) ABX = XX avec A # 0 et X # 0, donc ABX # 0.
BX = 0= ABX =0 : impossible, donc BX # 0.
b) ¢ BX #0.
e (BA)BX = B(AB)X = B(AX) = A(BX).
Donc BX est vecteur propre de BA, associé a la valeur propre .
3. 1.et 2. prouvent Sp(AB) C Sp(BA), mais comme A et B jouent un role symétrique,
Sp(BA) C Sp(AB), d’ou finalement Sp(AB) = Sp(BA).
4. Dans cette question, on suppose que A est inversible.
a) Soit z € R.
2A — ABA = (21,, — AB)A donne det(zA — ABA) = xap(x) det A.
A — ABA = A(zI,, — BA) donne det(zA — ABA) = det(A)xpa ().
En simplifiant par det(A) € R* (car A inversible) : xap(z) = xpa ().
b) Le polynome xap — xBa posséde une infinité de racines (il est nul sur R), donc
est le polynéme nul, donc xa = xBA-
Donc AB et BA ont les mémes valeurs propres réelles ou complexes, avec la
méme multiplicité.
5. Dans cette question, on suppose A non inversible, et on va étendre la propriété
précédente a A grace a un argument topologique de continuité.
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a) X(—a) est un polynéme de degré n, donc posséde au plus n racines réelles.
X(-a)(0) = det(A) = 0 car A n’est pas inversible.

b) ¢ Si Sp(A) = {0}, alors la propriété est acquise avec pg = 1 car Vp > 1,
Sp(A).
e SiSp(A) # {0}, { |\, A € (Sp(—A)NR)\ {0} } est une partie de R finie non
vide, donc admet un plus petit élément o = min{ A, X € (Sp(—A) HR) \{O}}

Autrement dit, o est la plus petite valeur absolue de des valeurs propres réelles
non nulles de —A.

¢

==

1 1 1 1
Alors : Vp > —, — < «, et donc — ¢ Sp(—A). pyp = {J + 1 convient par
o' p D o
exemple.
1 1
c) e Pour p > pg, det(A)) = X(_A)<];) # 0 car > ¢ Sp(—A), donc A, € GL,(R).
e La convergence par coordonnées donne clairement EIJIrl A, =A.

d) M — MB est continue (continuité du produit matriciel), donc M — zI,, — MB
est continue (continuité de la somme), donc M +— det(zI,, — MB) est continue
par composition (par continuité du déterminant), donc ¢4 est continue.
Xa,8(%) = @a(Ap) ———— a(A) = xap(w) par continuite.

e) g5 : M,(R) = R, [X],M — xBm(z) est tout aussi continue, donc hI—P XBA, ()

p——+oo

existe et vaut xpa (z).
f) A T'aide de la question 4., montrer que yap = xpa. Comme A, est inversible
pour tout p > po, xa,B(Z) = xBA, () par la question 4.

Par unicité de la limite : pBI—iI-loo Xa,B(T) = pggloo XBA, (%), donc xaB(z) =
xBa (), et ceci pour tout = de R... Gagné!!!!! yap — xBa & une infinité de

racines, donc YA = XBA-

Un espace vectoriel de matrices diagonalisables

Soit E = M3(R) et

F= Mab,c:

s

,(a,b,c) € R

o o

b
a
b

SIS L

. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de E et préciser sa dimension.

. Justifier que toute matrice M, ;. de F est diagonalisable.

Que valent Z Aet H A?

AESP(Ma,b,c) )‘esp(Ma,b,c)
. Donner deux matrices J et K de E telles que (I,,,J, K) soit une base de F.
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4. Déterminer les éléments propres de J et K.

5. Soit (a,b,c) € R3. Déduire de la question précédente les vecteurs propres puis les
valeurs propres de Mg c.
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Chapitre 5

Espaces euclidiens et
1sométries

Produit scalaire canonique de R, [X].

Soit n € N*. Montrer qu'il existe une unique famille de réels (ag,a1,...,a,) telle
que la base canonique de R,,[X] soit orthonormale pour le produit scalaire défini par

(P,Q) = ZakP (0)Q™)(0).

k=0

Solution (Ex.97 — Produit scalaire canonique de R, [X].)

e Pour la bilinéarité et la symétrie, c’est tout bon par linéarité de la dérivation et
de I’évaluation des polynémes, et par commutativité du produit dans R.

e Pour la positivité, il faut et il suffit que les a; soient tous positifs. En effet, si
ap <0, <X’“,X’“> = (k!)%ay < 0, ce qui est interdit.

e Pour la définition, il faut et il suffit que les ax soient tous strictement positifs.
En effet, si ax =0, <X’“,X’“> = (k")2as, = 0 bien que X* # 0, ce qui est interdit.

e Pouri#j, (X!, X%) =0, et la base canonique est orthogonale.

HX’“H X’“ Xk> = (k!)2ax. Le seul choix qui rende orthonormale la base

canonique est :
1

(k1)?

)Q™)(0) est le produit scalaire canonique de R,, [X].

Vk e [0;n], ap=

Ainsi : g Z
Produit scalaire canonique de M,,(R)
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1.

w

Soit n > 1 et E = M, (R).

On pose, pour A et B dans E, (A,B) = tr(*A.B).
Montrer que
VA = (am), B = (bi,j) S MH(R), <A, B> = Z ai,jbi,j.
(i€l ;n]?

Vérifier que (.,.) est bien un produit scalaire sur M., (R).
La base canonique de M,,(R) est-elle une base orthonormale ?

Soit A le sous-espace vectoriel de M,,(R) constitué des matrices diagonales.
Déterminer AL,

Solution (Ex.98 — Produit scalaire canonique de M, (R))
1.

Calculons explicitement (A, B) en fonction des coefficients de A et B.

(A,B) = tr(*AB) = Z zn:(tA
j=1

—Z Zaﬂﬂ = > abj

=1 Jj=1

1<i,j<n
ce qui est la somme voulue, quitte & permuter le nom des indices muets.
A retenir :
(A, B) est la somme des produits coefficient par coefficient des matrices A et B...
exactement comme le produit canonique de R™.
En particulier, (A, A) = Z aij est la somme des carrés des coefficients de A.
1<i,j<n
(.,.) est bilinéaire car la transposition et la trace le sont.
(.,.) est symétrique car tr(*AB) = tr(*(*BA)) = tr(*BA)).
est positif, et ne s’annule que si tous les coefficients de A sont nuls, i.e. si A = 0.
(.,.) est positif et défini.
Comme vu plus haut, (E; ;, Ex ) est la somme des produits coefficient par coeffi-
cient des matrices E; ; et Ej ,.
Si (4, 5) # (k, £), le seul « 1 » des matrices E; ; et Ej ; n’est pas au méme endroit,
donc tous les produits sont nuls, donc (E; ;,E ;) =0
De plus, ||E”||2 est la somme des carrés de ses coefficients, donc vaut 1.
Ainsi la base canonique de M, (R) est orthonormale.

Déterminer A (on pourra commencer par déterminer une base orthonormale de
A). La famille (E; ;)ie[1; ) est une base de A, orthonormale puisque extraite d'une
base orthonormale de M,,(R).

e Premiére approche -

Alors, par complétion en une base orthonormale de M, (R), Vect ((E; ;)ix;) est le
supplémentaire orthogonal de A...
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e Seconde approche -

Si A € At alors A L E;; pour tout i. Or (A, E; ;) = a;;, donc a; ; = 0 pour tout
i.

e Bilan, par 'une ou ’autre approche -

AL est 'ensemble des matrices de M, (R) dont tous les coefficients diagonaux
sont nuls.

Ezemple de produit scalaire dans un espace de suites

Soit E = {u = (un),,cn- ,Z u? converge}.
n>1

1. Etudier si les suites z, y et z définies par :

VneN' xz,=—, y,=
sont des vecteurs de E.
1
2. a) Justifier que, pour tous réels a et b, |ab| < 5((12 +b?).

b) Montrer que si u et v sont dans E, alors Z UpVy CONVerge.

n>1
c) En déduire que E est un espace vectoriel sur R.
“+o0
3. Montrer que ¢:EXE—R, (u,v) — Z UnUp,
n=1

est un produit scalaire sur E.

Solution (Ex.99 — Ezemple de produit scalaire dans un espace de suites)

1. E :Ei converge, E ny diverge, E ,2721 converge, donc z,z € E, y € E.
n=0 n=0 n=0

1
2. a) (la] = [b])> > 0= a? + b? — 2]ab] > 0 = |ab| < i(a2 + b%)

1 1
b) Vn € N, Ju,v,| < iu% + —v2 assure I'absolue convergence de Z UV,

2 n
n=0
c) E est non vide (par 1.) et, pour u € E et v € E,
Au+ )2 = (Auy +v,)% = N2 + 2\u,v, + v2 assure la convergence par
linéarité de Z()\un +v,)? donc Mu+v € E
n>=0

3. Pas de probléme d’existence par 2.b). Linéarité, symétrie sans probléme, positivité,
définition non plus.

Exercice 100 | Quatre applications de linégalité de Cauchy-Schwarz.
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1. Montrer que le carré de la moyenne (arithmétique) de n nombres réels est inférieur
(ou égal) a la moyenne (arithmétique) de leur carré.

n

2. Quel est le minimum de (Z ; ) (Z al> pour (a;)j—; € (R})"?

i=1 =

/f dtx/—dt

pour f continue strictement positive sur a; b

3. Quel est le minimum de

4. Soit a < b. Montrer que, pour toute fonction f continue sur [a; b],

b 2 1
(bla / f(t)dt> <5 [ Uw)a

Solution (Ex.100 — Quatre applications de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.)

1. Soit ay,...,a, n nombres réels.
On munit R” du produit scalaire canonique. On pose : = (a;,...,a,) € R™,

1
- 2(1,...,1) e R™
Yy n( )

2 2
Alors ((z,y) )2 = <Z C;) = (n Z ai> est le carré de la moyenne des (a;);.
i=1

i=1

1 n

2 2 .

Et ||z||” ly|]” = (Za ) nx-—5)=_ Zlaf est la moyenne des carrés des (a;);.
i=

L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure 1'inégalité voulue... avec égalité si, et seule-

ment si, tous les a; sont égaux entre eux.

Vv al)
y Y
i 1<ign

2. On munit R™ du produit scalaire canonique. On pose : z = (

(Vaicisn: (Z 1) (Z) = lz11” > > (w,9)* = n?.
i=1 " i=1

Ce minorant est atteint pour a; = - -+ = a,, = 1 par exemple.

3. On munit lebpace vectoriel des fonctions continues sur [a; b] du produit scalaire

/ f(®)g(t)dt. Soit f continue strictement positive.
On pose x = \/fet y=1/Vf.

b 2
/f dtx/ —dt |x||2||y||2><x7y>2=</ 1dt> — (b0

Ce minorant est attelnt pour f =1 par exemple, donc c¢’est un minimum.
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4. On munit espace vectoriel des fonctions continues sur [a; b] du produit scalaire

b
(f,9) :/ f(®)g(t)dt. Soit f continue. Alors

)

2 1
1P| e= 25| = =g |, (re)"ar

d’ott 'inégalité par Cauchy-Schwarz.

Exercice 101 | Etude d’une isométrie de R3

Dans l’espace euclidien canonique E = R3, on considére ’endomorphisme f dont la
matrice représentative dans la base canonique B est

‘ ) 3 1 V6
MY Mg(f) = i R R L
V6 V6 2

1. a) Justifier que f est une isométrie.
b) Déterminer 'ensemble F des vecteurs de E fixes par f.
c) Déterminer une base orthonormale C = (u,v,w) de E telle que :
e (u) soit une base de F;
e (v,w) soit une base de F+;
e ( ait la méme orientation que B.

2. a) Justifier que F+ est stable par f.

1 ](33 ) OfIBEOQ(R).

b) Montrer que Mc(f) = ( 0

c) A-t-on B € SO3(R)?

Solution (Ex.101 — Etude d’une isométrie de R?)
1. a) On vérifie que les colonnes de M forment une base orthonormale de M3 1(R)
(ne pas oublier le “1/4” pour la norme des vecteurs!) donc M € O3(R) et f est

une isomeétrie.
b) Soit (z,y, z) € E.

x
f((ﬂf,y,Z)) = (J?,y,Z) ~ (M_I?)) Y =0« (4M _413) Yy =0«
z z
—r+y+6z=0
—r+y=0
—3x +3y —62=0 @{ 0 < (z,y,2) € Vect((1,1,0)).
z =

—\/6x+\/6y—2220
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Donc F = Vect((1,1,0)).
c) Soit (z,y,z) € E.
(z,y,2) e FX & ((z,y,2) | (1,1,0)) =0 &=z +y =0.
Donc F+ = Vect((1,-1,0), (0,0,1)).
Prenons v’ = (1,1,0), v = (1,-1,0) et w’ = (0,0, 1).
¢ (w', v, w') est une base orthogonale de E vérifiant
- (u') est une base de F;
- (v',w') est une base de F*.
Mais detp(C’) = —2 < 0. On permutant v’ et w’ on obtiendra une base directe.

of. of. 2 2 .
Ainsi : ¢ & (u;v;w) def <\2[(17 1,0);(0,0,1); g(l7 —1,0)) convient.
e ( ait la méme orientation que B.
. a) Puisque V¢ € F, f(t) = t, F est stable par F. Comme f est une isométrie, F*-
est aussi stable par f.

Sinon, on peut aussi vérifier que f(v) € Vect(v,w) et f(w) € Vect(v,w). Cest

plus long...
b) F ® FX = E est une décomposition en sous-espace stable donc Mc(f) est
1 0
diagonale par blocs, et comme F = E;, on peut écrire N = M¢(f) = o B

ou B € My3(R). C est une b.o.n. et f une isométrie donc ‘NN = I3, or *NN =

( (1) 33 ), donc *BB =15 : B € O2(R).
c) det(M) = 1, donc det(N) = det(f) = det(M) = 1. Or det(N) = det(I;) det(B) =
det(B), donc det(B) = 1 et B € SO5(R).

Exercice 102 | Exzemples de matrices de projections orthogonales

1. Soit f I'endomorphisme de E = R?® (muni du produit scalaire canonique) repré-

5 2 1
ef. 1 . .
senté par la matrice M det 6 2 2 —2 | dansla base canonique B. Justifier
1 -2 5

que f est un projecteur orthogonal et préciser sur quel sous-espace a lieu cette
projection.

. Soit F le plan d’équation  — y — z = 0. Déterminer la matrice représentant la
projection orthogonale de E sur F dans la base canonique B de E.

Solution (Ex.102 — FEzemples de matrices de projections orthogonales)

. M? =M donc f2 = f, donc f est un projecteur.
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Plus précisément, f est le projecteur de E sur E; = Imf parallélement & Eg =
Kerf.

On peut observer que C; — 2Cy — C3 =0,

donc rg(f) = 2, Imf = Vect((5,2,1),(2,2,—2)) et Kerf = Vect((1,—2,—1)).

Or ((5,2,1),(1,—-2,—-1)) = 0 et ((2,2,-2),(1,-2,-1)) = 0, donc Imf L Kerf.
Donc f est une projection orthogonale.

of. 2
2. ((1, 1,0); (1,0, 1)) est une base de F, et (u,v) e (£(17 1,0); @(1, —172)) en

2 6
est une base orthonormale.
On calcule les images des vecteurs de la base canonique B = (e, ea,e3) par la
formule : pr(e;) = (& | u)u+ (& | v)v.

1
Finalement : Mg(pr) = 3 1 2 -1

Exercice 103 | Etude d’un endomorphisme

Soit n un entier au moins égal & 3. On travaille dans ’espace E = R™ muni de son
produit scalaire canonique.
On considére deux vecteurs a et b de R™ telle que (a, b) soit une famille orthonormale.
On définit sur E Papplication f par :
Ve eE, f(z)=/{a,z)b— (b,z)a.
1. Vérifier que f est un endomorphisme de E.
2. a) Déterminer Kerf.
b) Déterminer Imf, en en précisant une base.
c) Justifier que Kerf et Imf sont supplémentaires.

3. Montrer que :

V(z,y) € B2, (f(2),y) = — (2, f(y))-
On dit que [ est antisymétrique.
4. Que dire, pour tout (x,y) € E2, de <f2(:r),y> =— <:c,f2(y)> ?
On dit que f? est symétrique.

Solution (Ex.103 — Etude d’un endomorphisme)

1. Vz € E, f(x) € E puisque a,b € E.
Vo, y e E,YAER, f(Az+y) = (a, Az +y) b— (b, Az + y) a = A({a,z) b— (b, x) a) +
({a,9) b= (b;y) a) = Af() + f(y)-
2. a) Comme (a,b) est libre car orthonormale,
f(z) =0« ((a,7) =0et (b,z) =0) & x € (Vect(a, b)) .
Kerf = (Vect(a, b)) .
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b) Imf C Vect(a, b) par définition de f. De plus, f(a) = ||a|[*b = b donc b € Imf,
et f(b) = —||b]|* @ = —a donc a € Imf. Donc Vect(a, b) C Imf.
Imf = Vect(a, b).
c) Kerf = (Imf)* donc Kerf et Imf sont supplémentaires (1'un est I'orthogonal
de l’autre).
3. V(z,y) € E?,
(f(x),y) = ((a,2) b= (b,x) a,y) = (a,x) (by) — (b, x) (a,y)
((b,y) a,z) = ((a,y) b,x) = ((b,y) a = (a,y) b, x) = (—f(y), )
=—{f(),z) = —(z, f())

On dit que [ est antisymétrique.

4. Utilisons la question précédente.

V(z,y) € B, (fo f(z),y) = — (f(2), f(y)) = (z, f o f(1))

Donc f o f est symétrique.

Exercice 104 | Une caractérisation des projections orthogonales

1. Soit E I'espace euclidien canonique R™ et f I’endomorphisme canoniquement as-
socié a la matrice M de M,,(R) dont tous les coefficients valent —.
n
a) Soit © = (21, ..., x,) un vecteur de E. Montrer que : || f(z)|] < ||z|]-
b) Montrer que f est un projecteur orthogonal.

2. Soit maintenant E un espace euclidien quelconque et p un projecteur de E.
a) Supposons Kerp et Imp orthogonaux. Montrer que :
Vz € E, [|p(z)]] < |||
b) Supposons Kerp et Imp non orthogonaux. Montrer que :
dz € B, [[p(@)|] > [l]].
¢) Quelle caractérisation des projections orthogonales peut-on en déduire ?

Solution (Ex.104 — Une caractérisation des projections orthogonales)

... ... 2
1a) fo) = I done [|f(@))? = ST 0 e,

... 2
M_ Comme \|96||2 =} + - 422, il Sagit de

n
done || f(x)|]* =

n
démontrer que (z1 + -+ x,)? < n(2z? + -+ 22), ce qui est une conséquence
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec u = x et v = (1,...,1)...

b) Dans la base canonique B de R™, qui est orthonormale, la matrice M repré-
sentant f vérifie M? = M et *M = M : c’est donc la matrice d'un projecteur
orthogonal.

Remarque : vous pouvez vérifier que f est la projection orthogonale sur le sous-
espace Vect((l, e 1))

2. a) Supposons Kerp et Imp orthogonaux. Soit z € E.
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Jécris : x = x—p(x)+p(x) et je remarque que z—p(x) € Ker(p) et p(z) € Im(p),
donc (z — p(z)) L x. Par le théoréme de Pythagore,
2 2 2 2 .
[|2]|” = [l = p(2)[|” + llp()|I” = [Ip(2)[|", dou [|p(z)[| < |-
b) Supposons Kerp et Imp non orthogonaux.
Soit = € (Ker(p))® \ Im(p) (z existe par hypothése ...)
J’utilise le méme procédé qu’en a) :
2 2 2 2
lp@)II" = llp(z) ==+ 2| = [lp(z) = z[|” + [[z]|" car p(z) — = € Ker(p) et
& (Ker(p))"
Or z # p(z) car = & Im(p), donc ||p(x) — z|| > 0.
2 2.
Du coup, [[p(z)[|” > ||z|[, L.e. [[p(z)[| > []].
c) Comme une projection est orthogonale si, et seulement si, Ker(p) et Im(p) sont
orthogonaux, on a démontré :
une projection est orthogonale si, et seulement si, Va € E, ||p(z)|] < ||z|]-

Exercice 105 | Orthogonalité des polynomes de Tchebychev

Soit (T,,),cy la famille de polynoémes définie par :

To=1,T; =X, et pour tout n € N, T}, 45 = 2XT), 41 — T4.

=

. a) Calculer Ty et Tj.
b) Pour n € N, déterminer le degré, le coefficient dominant et la parité de T,,.

N

. a) Vérifier que :

Vn € N,Vz € R, T, (cos(x)) = cos(nz).
b) En déduire, pour n dans N*, les racines de T,,.
3. Soit f une fonction continue sur [—1;1]. A l'aide de l'intégrale / f(cos(t))dt,
0

fw)
i

4. Soit n € N* et E = R, [X]. Montrer que

montrer que I'intégrale / ————=du existe.

()iExE R Py [ TR,

est un produit scalaire sur E.

5. Montrer que la famille (T;)o<i<n est une base orthogonale de E.

6. En déduire une base orthonormale de E.

J

. a) Déduire de la question précédente (et sans aucun calcul d’intégrale!) le projeté
orthogonal pg, x](X?) de X? sur R [X].
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u.

b (u? +au+ b)2
b) Déterminer min / ~——d
(@ber? [ 1 —u?

Solution (Ex.105 — Orthogonalité des polynomes de Tchebychev)
1.a) Ty =2X%2 — 1, T3 = 4X3 — 3X.
b) Par récurrence sur n, on montre que :

o degT, =n,
e dom(Ty) =1 et dom(T,)=2""1sin>1,
e T, ala méme parité que l'entier n.
On vérifie la propriété aux rangs n = 0 et n = 1, puis on montre que les
propriétés aux rangs n et n + 1 entrainent la propriété au rang n + 2.

2. a) La encore, par une récurrence (du méme type que dans la question précédente),

Vn € N,Vx € R, T, (cos(x)) = cos(nz).
Détails :
e La relation est vraie pour n =0et n = 1.
e Supposons-la vraie pour n et n + 1. Par définition de T2,
Tht2(cos(z)) = 2cos(x)Tpi1(cos(z)) =Ty (x) = 2 cos(x) cos((n+1)z)—cos(nx) =
2 cos(x)(cos(nx) cos(x) — sin(nz) sin(z)) — cos(nx) =
cos(nx)(2cos?(z) — 1) — sin(nz)(2sin(z) cos(z)) =
cos(nz) cos(2zx) — sin(nz) sin(2z) = cos((n + 2)x) et c’est gagné!
On peut mener le calcul « de bas en haut », ¢’est-a-dire partir de cos((n+2)x)...
b) On cherche les racines dans U'intervalle [—1; 1].

Soit o dans [—1; 1] et z € [0; 7] tel que a = cos(x).
Tp(@) = 0 & Tn(cos(z)) = 0 < cos(nz) = 0 & Ik € Z,na = g +kn

2 1
@erz,x:(zﬁ.
n
Comme z € [0; 7], seuls les k € [[0; n — 1]] sont possibles.
2k+1
Tp(la) =0« 3k € [0;n—1],z = % & Jk e [0;n—-1],a =

os ((2k + 1)7r>'
2n
2 1
Comme la suite (M

2n ) 0<k<n—1
[0; 7] et comme cos est strictement croissante sur [0; 7], les n nombres

Qay 4 cos (M) ; (ke [0;n—1])

est une suite strictement croissante de

2n
sont deux & deux distinctes.
Comme T,, est de degré n, T, posséde au plus n racines distinctes. Donc les
(ok)ogk<n—1 sont exactement les n racines de T,.
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3. A l'aide de l'intégrale / f(cos(t))dt, montrer que lintégrale
0

/ 7udu
V1T —u?
existe. L’intégrale /7r f(cos(t))dt existe : elle n’est pas impropre puisque ¢ +—
f(cos(t)) est continu?e sur [0; 7].

Le changement de variable u = cos(t) est ! strictement décroissant sur ] 0; 7 .

d d
ditﬁ = —sin(¢) et sin(t) = /1 — cos?(t) pour t € ]0; « [, donc dt = \/%

Enfin t = 0 entraine u = 1, t = 7 entraine u = —1.

Le théoréme de changement de variable assure que

/_11 \/{(L)uzd“ = /OTr f(cos(t))dt

1
4. Montrer que (L) ExE—R, (P,Q)+— / P:%L)i@;)du
—1 — U

est un produit scalaire sur E. Démonstration classique. On peut alléger I’écriture
en remarquant que

Dau= [ cos cos
/_1 N —/0 P(cos(t))Q(cos(t))dt
5. Pour i # j,

(T;,T;) = /OTr T;(cos(t))T,(cos(t))dt = ; cos(it) cos(jt)dt

du existe, et que

|

Or cos(it) cos(jt) = %(cos((i + j§)t) + cos((i — j)t)), d’on
(1.1, = [Sin((iﬂ)t) N sin((z—y)t)}

2 1+ i—7

= 0 puisque sin s’annule aux mul-

0
tiples de 7.

La famille (T;)ogig<n €st une base orthogonale de E, puisque étant orthogonale
sans vecteur nul, elle est libre, et compte n + 1 = dim(E) vecteurs.

™ ™ 1
6. ||T:||* = / (Ty(cos(t))?dt = / cos?(it)dt, or cos?(it) = 5(1 + cos(2it)),
0 0
o sii=0, [T =

1 sin(it) 1™«
o sii#£0, [T = [t-l— . ] =5
2 i 0 2
. 2 2 2
La famille —Tq1,4/—=To,...,4/ =T, | est une base orthonormale de E.
T T s
. 1 2
7. a) La famille \/>T1> est une base orthonormale de R, [X].
T
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1 2
DODC lel[X](X2) = ; <X2,T0>T0 —|— ; <X2,T1> T1~

1 1
Pour calculer <X2, TZ->, observons que X2 = §T2 + §T0. Par orthogonalité de
la famille (TO7 Ty, Ts) :

<X2,T0> - HT()H — et <X2 T1>
1
Donc pg, x] (Xz) =3
1 2 b 2 1 2 2
b) min / W tautd)y” / (W —(utB)”
(a,b)ER? V1—u? (a,B)ER? V1—u?

2 2 . 2
G (X~ (X + 9" = min_ [|X* - P||.

Or d’apres le cours ce minimum existe et est atteint (uniquement) pour P =

pryx)(X?) Le. P = % Ainsi :

. U (w2 + au +b)* 12 |1 1 P |1 |
N B I PR (I =
1 2 s
T2 = =
Il =T

Exercice 106 | L’orthogonal est-il toujours un supplémentaire ?

Soit E = C([—1; 1],R) (i.e. I'espace vectoriel des applications continues de [—1; 1]
dans R) muni du produit scalaire (f, g) / f@)

Soit F et G les sous-espaces
F={f€eEVze[-1;0],f(x) =0} et G={g € E,Vx € [0; 1],9(z) =0}.
On désigne par F+ I'ensemble : FX = {g € E,Vf € F,g L f}.

F et G sont-ils en somme directe ?
Montrer que G ¢ F+.

Montrer que F+ C G (on pourra raisonner par I’absurde).

oW N

F et F* sont-ils supplémentaires ?

Solution (Ex.106 — L’orthogonal est-il toujours un supplémentaire ?)

1. Soit feFNG. feF=VYre[-1;0],f(x)=0et
feG=Vxe[0;1],f(x) =0, donc f est la fonction nulle de E.
2. Soit g € G. Alors, pour toute f € F,

0 1
/f t)dt = /710><g(t)dt+/0 F) x0dt=0+0=0

Donc g € F+, donc G C F+.

127



3.

2.

CHAPITRE 5. ESPACES EUCLIDIENS ET ISOMETRIES

Supposons qu’il existe g € F* avec g € G.

Alors il existe ¢ € ]0; 1] tel que g(c) # 0 (on peut imposer 0 < ¢ < 1 car g étant
continue, si g(0) # 0, il existe un voisinage de 0 sur lequel g ne s’annule pas, idem
en 1).

Supposons par exemple g(c) > 0.

Par continuité de g en ¢, il existe un intervalle Ja; b[ C ]0; 1[ contenant ¢ sur
lequel g est strictement positive. Soit f affine par morceaux telle que :

e f=0sur[—1;a]l,

o Fla)=0et f() =1,

e F(0)=Tet f(b) =0,

o f=0sur[b;1]

Alors fg est strictement positive sur Ja; b[ et nulle ailleurs, donc (f,g) > 0, ce
qui est absurde car f € F et g € F* donc (f,g) = 0.

On peut raisonner de méme si g(c) < 0.

Ainsi : F+ c G.

On a par 2. et 3. G = F+.

Par 1., F et F' sont en somme directe.

Cependant, F @ F+ # E. En effet, pour toute fonction af + g avec f € F et
g € G, (af + Bg)(0) = 0. Donc F @ F* ne contient que des fonctions s’annulant
en 0 (exercice : montrer que F @ F1 contient exactement toutes les fonctions
s’annulant en 0). Donc F @ F+ ne contient pas la fonction constante égale & 1, qui
est pourtant dans E...

Exercice 107 | Endomorphisme orthogonal et/ou antisymétrique

Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E et M sa matrice dans une base
orthonormale de E. On dit que f est antisymétrique si M est antisymétrique (c’est-
a-dire si *M = —M).

1.

Montrer que deux quelconques des propriétes suivantes entrainent la troisiéme :
(i) f est orthogonal; (ii) fo f=—Idg; (iii) f est antisymétrique.
Montrer qu’il y a équivalence entre :

(i) f est antisymétrique; (ii)) Ve € E, (f(x),2) = —{(x, f(x))

(iii) vz € E, (f(z),z) =0.

Solution (Ex.107 — Endomorphisme orthogonal et/ou antisymétrique)
1.

Matriciellement :

eSi tMM=Iet M>=—I,alors M™!' = *Met M~! = —M donc ‘M = —M;

e Si ‘MM =TIet *M = —M, alors M = —*M et M? = (—=*M)M = —*MM = —I;
¢ SiM2= Tet "M =—M, alors "MM = (—~M)M = —M?2 = L.

. Si 'M = —M alors (f(z),z) = "MXX = 'X*'MX = *X(-M)X = —"X(MX) =

—(z, f(2)) = = (f(z),x) donc (f(z),z) = 0.
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e En notant B = (e;)1<i<n 1a base orthonormale telle que M = Mg(f),
M = (my;) = ((f(e;), e:))-
SivVe € E, (f(x),z,=)0, alors m;; = (f(ei),e;) = 0= —my; et
m;j + mj; = <f(ej) €z> + <f(6i),€j> =
= (f(ej), i) + (f(ej),€5) + (flei) ei) + (f(ei) e5)
=(f (e] —|— e;),ej + e;) = 0 donc m;; = —mj;. Donc *M = —M.

Exercice 108 | Endomorphisme adjoint

Soit n > 2 et E = R™ muni de son produit scalaire canonique.

On note B la base canonique de E et, pour tout vecteur 7 de E, on convient de
noter X la colonne de M,, ;(R) représentant @ : X = Mp(Z).

Pour tout endomorphisme f de E, on appelle adjoint de f et on note f* ’endomor-
phisme de E dont la matrice représentative dans la base B est la transposée de la

matrice représentative de f:  Mp(f*) = *(Mgp(f)).
1. Soit f € £L(E). Montrer que : V(7',Y) € E2, <f(7),7> = <?,f* (7»

2. Soient f et g deux endomorphismes de E et A un scalaire. Justifier les relations :
a) Af+9)"=Af"+g"; b)(feg) =g"of"s <) (f) =/
3. Soit f un endomorphisme de E. Montrer que :
a) Ker(f)=(mf);  b) Im(f*) = (Kerf)*
c) Ker(fof*)=Ker(f*); d) Im(fo f*)=Im(f).

Solution (Ex.108 — Endomorphisme adjoint)
L. a) (f(z),y) = "MXY = (*X'M)Y = "X("MY) = (z, [*(y))-
b) Traduction de *(AM + N) = A*M + *N, *(MN) = ‘N*M et *(*M) = M.
2.a) e Soit z € Ker(f*). Alors "MX =0 et
Yy, (z, f(y)) = *X(MY) = *(*MX)Y = 0 donc = € (Imf)+. Donc Ker(f*) C
(im )"
o dimKer(f*) = n —1g(f*) = n—rg(*M) = n —rg(M) = n —rg(f) =
n — dim(Imf) = dim((Imf)+) d’ott Ker(f*) = (Imf)J-.
b) Utilisons a) : Im(f*) = (Im(f*)*) L= (Ker((f*)*))* = (Kerf)*
c) f*(z) =0= fo f*(x) =0 donc Kerf* C Ker(f o f*);
Fof*(@) = 0= (F(f*(2)),2) = 0= ( par La) (f(2), f*(x)) = 0 =
If*(@)|]> = 0= f*(z) = 0 donc Ker(f o f*) C Ker(f*).
e Par double inclusion, Ker(f o f*) = Ker(f*).
d) Utilisons les relations précédentes :
Imf = (Ker(f*)" = (Ker(f o /)L = Im((f o f*)*) = Im((f*)" o f*) =
In(f o f*).

Exercice 109 | Majoration des coefficients d’une matrice orthogonale
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On utilisera les produits scalaires caononiques respectifs de M,,(R) et M,, 1(R).
Soit A = (am-) S On(R)

1. Justifier que : V(4, ) € [1; n]?, la; ;] <1

2. a) Montrer a l'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que Z lai ;| < ny/n.

1<i, j<n
b) Donner un exemple dans O2(R) ou il y a égalité.

3. Montrer que E a; ;| <n.
1<i,j<n

Solution (Ex.109 — Majoration des coefficients d’une matrice orthogonale)

1. Soit (i,5) € [[1; n]]. La j*° colonne de A est unitaire pour le produit scalaire
canonique de M, ;(R) donc :

n
> ap,; <1
k=1

|a; ;| = /a3 ; <
2. a) Rappelons le produit scalaire canonique de M,,(R) A | B Z a; ;bi ;.

S L oq2 def. ) 1 siai; 20
Avec : V(i,7) € [1;n]]”, b = {1 Sais <0’ ona: (A|B) Z lai, ;|-
De plus, [|A||* = tr(AT.A) = tr(I,) = n donc ||A]] = /n.
Et B> =) b7, =) 1=n?donc |[B|]| =n.
4,3 4,3
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz ‘(A | B)} < ||Al1IB]] :
Z \ai,j| < n\/ﬁ
1<4,j<n
b) Il y a égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz lorsque A et B sont colinéaires.

+1 +1
On cherche donc A colinéaire 4 B =
+1 +1

1 (1 1 1
A=— fait Daffaire : a; ;| =4 x — = 2V2.
a0 >l =4 3

3. Comment récupérer la somme des coefficients de A ?
Soit U € M,, 1(R) la colonne dont tous les coefficients valent 1.
Alors :
e (U,AU) = "UAU = Za”,

i ||U||_fa
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e ||AU|| =||U]| car A est orthogonale, donc une matrice d’isométrie.
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E Qg j <n.

1<i,j<n

Exercice 110 | Matrices de projections orthogonales

Dans Rz [X] on considére le produit scalaire défini par :
1
®.Q = [ POQ@
~1

1. Déterminer une base orthonormale de Ro[X].

2. Soit F = Vect(1,X?) et G = Vect(1,X).
Déterminer les matrices dans la base canonique des projections orthogonales sur
F puis sur G.

Solution (Ex.110 — Matrices de projections orthogonales)

1. Une base orthonormale de Ry[X] est < \/> \/> 3X2 - 1) >

2. 1€F, X2cFetXeF* vue la famille orthonormale précédente, donc M (pr) =

o O =
o O O

0
0
1

2
pour déterminer pg(X?). Par ailleurs, on a encore 1 € G et X € G.
1 0 1/3
Donc M(pg)=| 0 1 0
00 O

Exercice 111 | Retrouver un produit scalaire & partir d’une norme

Dans E = R?, on désigne par x le triplet (z1, 22, 23).

3
( X) est manifestement une base orthonormale de G. On peut s’en servir

1. Soit N: E— R, 2+ \/x% + 523 4 623 + 4129 + 231 73.
Prouver que N est une norme euclidienne sur E.

2. Déterminer une base orthonormale de E pour le produit scalaire associé & N.
Solution (Ex.111 — Retrouver un produit scalaire & partir d’une norme)
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1. Produit scalaire associé :

(z,y) = i(N(x +9)? =Nz —y)?) =

T1Y1 + 5Toy2 + 6x3y3 + 2w1y2 + 2x2Y1 + T1Y3 + T3Y1.
(,2) = (21 + 222 + 23)% + (02 — 213)? + 23.

2. (u1,ug,us) avec ug = (1;0;0), ug = (—2;1;0) et ug = (—5;2;1) est une orthonor-
male de E obtenue par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

Exercice 112 | Majoration de la somme des k3/? puis des k®/?

n

. 1)v2n+1

1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n : E kVE < n(n + 21/5 " .
k=1

Pour quelle(s) valeur(s) de n y a-t-il égalité?
n
2. Proposer une majoration analogue de Z k>/2.
k=1

Solution (Ex.112 — Majoration de la somme des k3/? puis des k°/?)

1. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec les produit scalaire canonique de R"
et les vecteurs x = (1,2,...,n) et y = (1,7/2,...,v/n)...
Il n’y a égalité que si = et y sont colinéaires, donc si n = 1...

2. Avec les vecteurs z = (1,2,...,n) et y = (1,2%/2,...,n%?), on obtient :

zn:k‘s/Q - (n(n+ 1))3/2\/211 +1
k=1

2V/6 '
Exercice 113 | Matrices de projection et symétrie orthogonales

Donner la matrice dans la base canonique de R? (muni du produit scalaire canonique)
de :

1. la projection orthogonale p sur le plan Q d’équation x +y + z = 0.

2. la symétrie orthogonale s admettant le plan Q pour axe.

Solution (Ex.113 — Matrices de projection et symétrie orthogonales)

1. Il est plus rapide de passer par Q...
(r,y,2) € Q & ((2,9,2),(1,1,1)) = 0 & (z,9,2) L (1,1,1), donc Q*+ =
1
Vect((1,1,1)) et une base orthonormale de Q* est (u) avec u = %(1, 1,1).

Donc pqo (2,9, 2)) = ((z,y, 2),u) u = %(w +y+2).
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1 1 1
D’ott Mp(pqr) = % 111
1 11
2 -1 -1
Or pq + pqr = idg donc Mp(pq) = Iz — Mp(pgL) = % -1 2 -1
-1 -1 2
1 1 -2 =2
2. s =2pq — idg donc Mg(s) = 3 -2 1 =2
-2 -2 1

Exercice 114 | Une matrice de symétrie orthogonale

Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a

1 -2 =2

1. Montrer que f est une isométrie.

2. Montrer que f est une symétrie orthogonale.

Solution (Ex.114 — Une matrice de symétrie orthogonale)

1. On vérifie que les colonnes de M forment une base orthonormale, donc M est une
matrice orthogonale et f une isométrie vectorielle.

2. M2 = I3 donc f? = id et f une symétrie d’axe E; = ker(f — id) et de direction
E_1 = ker(f + id). Reste a montrer que E; L E_;.
Soit x € Eq et y € E_; quelconques, X € M3 1(R) et Y € M3 1(R) les colonnes
représentant x et y.
(2,9) = (f(@),~F(1)) = — (MX)(MY) = —X'MMY = XY = — {z,y), donc
(x,y) =0, donc z L y, donc E; L E_q, et la symétrie f est orthogonale.

Exercice 115 | Diagonalisation orthogonale

Soit n > 2, J,, € M, (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1.

1. Justifier que J,, est diagonalisable, et posséde exactement deux sous-espaces propres
supplémentaires orthogonaux I'un de l'autre.

2. En déduire lexistence d’une matrice P,, € M,,(R) telle que

J, = P,, x diag(0,...,0,n) x PL.
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3. Déterminer Ps.

4. Montrer que si A € M3(R) commute avec Jo, alors il existe (a,d) € R? tel que

a 0
A:P2<O d)PQT

Solution (Ex.115 — Diagonalisation orthogonale)
1. rg(J,) =n —1donc 0 € Sp(J,,) et dimEy =n — 1.
De phlS : EO = Vect(E1 - EQ,El - E3, [P ,E1 — E").
Jn posséde au plus une autre valeur propre, dont le sous-espace propre associé
sera de dimension 1.
En notant U, € M, 1(R) la colonne ne contenant que des « 1 », J,U,, = nU,
donc n € Sp(J,,) et E,, = Vect(U,,).
Donc J,, est diagonalisable et Eg & E,, = M,, 1(R).
Comme : Vj € [2; n],(E1 —E;,U,) =0,on a Eg L E,,.
2. Soit (Cq,...,Cp—1) une base orthonormale de Ey (obtenue par exemple par le
) 1
procédé de Gram-Schmidt) et C,, = %Un.

Alors la matrice de passage P, de la base canonique orthonormale & la base
(Cy,...,Cy) elle aussi orthonormale est une matrice orthogonale dont les colonnes
sont des vecteurs propres de J,,, d’ol

Jn =P, x diag(0,...,0,n) x P! =P, x diag(0,...,0,n) x PL.

1 1 1 1 1
3. P =2, Ey = Vect , By = Vect tPy, = —

convient.
1 0

4.NotonsJJ2,PP2,D<O 1

B:P—lAP=<“ b )
c d

En multipliant par P~ et P :

AJ—JAeBD=DBo | ¢ P = ¢ " Vap—coo
¢ —d —c —d

DoneB=| ¢ %) —p-1apiea=p, [ ¢ " |pr
0 d 0 d

Exercice 116 | Endomorphisme de R3
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Dans E = R? muni de sa structure euclidienne canonique, nature de I’endomorphisme
canoniquement associé a

Solution (Ex.116 — Endomorphisme de R?)
Symétrie orthogonale d’axe le plan d’équation x + y — 2z = 0.

Exercice 117 | Endomorphisme de R?

Dans E = R? muni de sa structure euclidienne canonique, nature de ’'endomorphisme
canoniquement associé a

5 12
M=_| -1

5 5 2

2 2 2

Solution (Ex.117 — Endomorphisme de R3)
Projection orthogonale d’axe le plan d’équation x +y — 2z = 0.

Exercice 118 | Endomorphisme de R3

Dans E = R? muni de sa structure euclidienne canonique, on veut étudier la nature
de ’endomorphisme ¢ canoniquement associé a

3 —v6 1
M=-| +v6 2 -6
1 6 3

On justifiera que P = (E;)* est stable par ¢ et on donnera la nature précise de la
restriction de ¢ a P.

Solution (Ex.118 — Endomorphisme de R?)
© est une isométrie, Sp(¢) = {1}. E1 = Vect(1,0,1) est stable par ¢ et ¢ est une
isométrie donc P = (E;)* est aussi stable.

1 1
C= <2(\@,O, V2), 5(\/5,0, —/2), (0, 1,0)) = (u,v,w) est une base orthonormale
directe de E adaptée a la somme E; & P, et
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1 -3
V3.1 )

M(v,w) (<P|73) =

N | =

7r
Donc ¢p est la rotation d’angle 3

Exercice 119 | Endomorphisme de R?

Dans E = R? muni de sa structure euclidienne canonique, nature de ’endomorphisme
canoniquement associé a

TR

M=-| —
G| 4 7 4
8 4 1

Solution (Ex.119 — Endomorphisme de R?)
Symétrie orthogonale d’axe le plan d’équation 2z + y — 2z = 0.

Exercice 120 | Endomorphisme de R3

Dans E = R? muni de sa structure euclidienne canonique, nature de ’'endomorphisme
canoniquement associé a

1 5 -2 4
sz —

9 2 8 2

4 2 5

Solution (Ex.120 — Endomorphisme de R?)
Projection orthogonale d’axe le plan d’équation 2z + y — 2z = 0.

Exercice 121 | Endomorphisme de R3

Dans E = R? muni de sa structure euclidienne canonique, on veut étudier la nature
de 'endomorphisme ¢ canoniquement associé a

. 1 V2ol
M:§ -2 0 V2
1 =2 1

On justifiera que P = (El)L est stable par ¢ et on donnera la nature précise de la
restriction de ¢ a P.
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Solution (Ex.121 — Endomorphisme de R3)
© est une isométrie, Sp(¢) = {1}. E1 = Vect(1,0,1) est stable par ¢ et ¢ est une
isométrie donc P = (E;)* est aussi stable.

C= <;(\@,0, V2), %(\/5,0, —/2), (0, 1,0)) = (u,v,w) est une base orthonormale

directe de E adaptée a la somme E; & P, et

0 1
M) (Pp) = < 10 )

T
Donc ¢|p est la rotation d’angle —5

Exercice 122 | Matrice de projection symétrique

Soit A € M,,(R) vérifiant A2 = *A = A.
1. Justifier que A est diagonalisable avec rg(A) = tr(A).

2. Montrer que rg(A) = Z a?’j_
1<i,j<n

3. Montrer que Z la; ;| < ny/rg(A).

1<i,j<n

Solution (Ex.122 — Matrice de projection symétrique)

1. A? = A donc A est une matrice de projecteur, donc diagonalisable et semblable &

L. 0
D= . En particulier, rg(A) = tr(A).
0| Op—r
D’ =D 2 2 t
2. tr(A) =tr(D) ~ =" tr(D?) = tr(A?) = tr(*AA) = > a};.
1<i,5<n

3. En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique
de R™ aux vecteurs :

x="(lara],---,|ann|) et y=(1,.. .,1),
> aigl = Ka,w)l < llyllll2]] < > al; <nyrg(A).
1<i,j<n 1<i,5<n

Exercice 123 | Projection et minimum

On munit E = M,,(R) du produit scalaire canonique

Y(A,B) € E*, (A,B) =tr(AT.B).
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1. Vérifier que : V(A,B), (A,B)= Z a; jb; ;.
1<i,j<n
2. Soit F = Vect(I,,). Déterminer F*.

3. Déterminer la projection orthogonale pr sur F, puis la projection orthogonale pg.
sur Ft.

4. Soit J,, la matrice de E dont tous les coefficients valent 1. Déterminer la distance
de J,, a F, définie par : d(J,,,F) = ngirFl [T — Al
€

Solution (Ex.123 — Projection et minimum)

1. tr(ATB) = zn:[ATB Z <Z Qi j 1j> = Z @i,jbi ;-

j=1 j=1 \i=1 1<i,5<n
2. Comme F = Vect(I,),

n
AeFre ALl & (AL)=0%) a;; =0, donc F* = ker(tr).

=1

1
3. | —=I,, ] est une base orthonormale de F, donc :
Vn

1 1 1 tr(A)
AcE A= (A, —1,) =1, = = (A1) 1, = I,
vACE pe(d) = (A1) Sl = a1, =

De plus : pr + pp1 = idg donc finalement :

tr(A t
pF:E%E,AHLInethL:E—)E,AHA—L
n

4. Par la propriété de minimisation en norme :
d(J,, F) = glel{}HJﬂ —All = [Jn —pr(Jn)| = [[Jn — L]l = V2 —n

Exercice 124 | Egalité entre deuz noyauz

Soit A € M, (R) (n € N*). Montrer que :

Ker(*AA) = ker(A).

Solution (Ex.124 — Egalité entre deuz noyauz)

Soit X € Mn’1(R).

e AX =0= 'AAX =0, donc ker(A) C ker(*AA).

e TAAX =0= 'X'AAX = 0= "(AX)(AX) =0 = ||[AX|]®> =0 = AX =0, donc
ker(*AA) C ker(A).

Exercice 125 | Les endomorphismes conservant l’orthogonalité

Soit (E, (.| .),]|.|]) un espace euclidien.
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1. Montrer que si v et v sont unitaires, alors (u +ou|u-— v) =0.

2. Soit f un endomorphisme de E conservant 1’orthogonalité, c’est-a-dire tel que :

V(r,y) B, (zLy)= (fl@) L fy).
Montrer que si u et v sont unitaires, alors ||f(u)|| = ||f(v)]].
3. En déduire qu’il existe k € R tel que :

Ve e B, ||f(@)| =kl

Solution (Ex.125 — Les endomorphismes conservant [’orthogonalité)
1 (utv|u—v) =~ |p)=1-1=0.
2. Soit u et v unitaires. Par 1., (u +v) L (u—v) donc f(u+v) L f(u—v) donc
2 2 )

(f(w)+F(@) | f(u)=f(v)) = 0donc |[f(u)|["=[|f(v)[|" = 0, dou[|f(w)|| = [|f(v)]|.

3. Soit u un vecteur unitaire quelconque et k = ||u|| € RT. La question précédente
montre que : Vo € E, (|[v|]| = 1) = (||f(v)|| = k). Autrement dit, k ne dépend
pas du vecteur unitaire choisi...
Alors :
o (O] = JI0]| = 0 = K|o]];
. Vertelquew#O

1@l = |7 el | = il |7 | | = et car i est it
Remarque : f = k.idg est un exemple d’un tel endomorphisme conservant I’ortho-
gonalité.

Exercice 126 | Un endomorphisme orthogonal de M,,(R)

Soit n € N*. On munit E = M,,(R) du produit scalaire canonique

(,.):E* 5 E,(M,N) — tr(MT.N).

Soit A une matrice de E et fa 'endomorphisme de E définie par

fA M +— AM.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que fa soit un endomor-
phisme orthogonal de E.

Solution (Ex.126 — Un endomorphisme orthogonal de M, (R))
fa € O(Mn(R)) & Y(M,N) € Mu(R)%, (2 (M), fa(N)) = (M,N)
& V(M,N) € M,(R)?, tr(MTATAN) = tr(MTN)

& V(M,N) € Mp(R)?, tr(MT(ATA —I,)N) = 0

< V(M,N) € M,(R)?, ((ATA-I,)M,N)=0
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& VM € M, (R), (VNe M,(R),(ATA-1,)M LN)
& VYM e M, (R), (ATA-1,)M=0
= ATA -1, =0< A € 0,(R).

Exercice 127 | Puissances de matrices orthogonales et moyenne de puissances

Soit n > 2.

On munit M,, 1(R) du produit scalaire canonique : (X,Y) = *XY
On munit M,,(R) du produit scalaire canonique : (M, N) = tr(*MN).
Soit A € O, (R).

1. Quelles sont les seules valeurs propres réelles possibles de A 7
2. Que vaut ||A]|?
3. On suppose que 1 € Sp(A).
a) On pose M, = ]%(In +A+---+AP) moyenne des p+ 1 premiéres puissances
de A.
Montrer que (I, — A)M, —— 0.

p—+00
En déduire lim M,,.
p——+oo

b) On suppose, jusque la fin, que AP ——— B.

p——+o00
Que vaut ||B|| ?
c) Justifier que, pour tout X € M,, 1(R), BX = ABX. Que peut-on dire de BX?
Et de B?
d) Qu’a-t-on prouve?

Solution (Ex.127 — Puissances de matrices orthogonales et moyenne de puissances)

1. —let1car VU e M, 1(R),||AU|| = ||U|| donc AU =AU = || =1L

AeOn(R
2. [|All = V(A A) = V/tr(FAA) Vir(ln) = vn.
1
I, — Apt+!
)
< f—i— Vv/n car d’aprés 2), car AP € O, (R).

Done [|(L, — AJM, || < 2Y™ ———+0, done (I — AM —— 0.

3. a) e Aprés simplification, (I, — A)M, =
[0 = AP <

P+ 1 p——+oo
e Comme 1 ¢ Sp(A), I A est 1nversible et :
p 0o

b) Soit X € M,, 1(R).
Vp € N,AP*1X = AAPX donc en passant & la limite lorsque p — 400, BX =
ABX.
Si BX # 0, alors BX est vecteur propre de A associé a 1 : impossible.
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Donc BX = 0.
On a: VX € M, 1(R),BX = 0 donc Ker(B) = M,, 1(R) et Im(B) = {0}, donc
B est la matrice nulle.
c¢) Ceci est contradictoire : a) = ||B|]| = v/n et b) = ||B|| =0 ...
Donc la suite (AP), ne converge pas.

Exercice 128 | Isométries diagonalisables

Soit E un espace euclidien et f € O(E).
On suppose f diagonalisable. Montrer que f est une symétrie orthogonale.

Solution (Ex.128 — Isométries diagonalisables)

f est une isométrie donc ses seules valeurs propres réelles possibles sont —1 et 1 :
Sp(f) € {-1,1}.

Trois cas sont possibles :

o Sp(f) ={1}, et comme f est diagonalisable, f =1 X idg ;

e Sp(f)={-1}, et comme f est diagonalisable, f = —1 x idg ;

e Sp(f)={—1;1}, et comme f est diagonalisable, dans une base propre B, Mp(f) =

( 7017’ IO ) (avec p = dim(SEP(f, —1)) et ¢ = dim(SEP(f, 1))).

Dans les trois cas, f? = idg.

Donc f est une symétrie, toujours d’axe E; et de direction E_;.

Soitu e Eq et ve E_q.

f est orthogonale donc conserve le produit scalaire, donc (u,v) = (f(u), f(v)) =
(u, —v) = — (u,v), donc (u,v) =0 et u L v.

Ceci prouve que E; 1 E_; donc que f est une symétrie orthogonale.

Exercice 129 | Complémentaire d’une isométrie

Soit f une isométrie d’un espace euclidien E.
On pose g = idg — f.
Montrer que Ker(g) = (Im(g))L.

Solution (Ex.129 — Complémentaire d’une isométrie)

Soit x € Ker(g) et y € Im(g).

x € Ker(g) donc z = f(x).

Soit z € E tel que y = g(2) = z — f(2).

(,y) = (2,2 = f(2)) = (2, 2) = (f(2), f(2)) car x = f(x),

(x,y) = (x,2) — (x, 2) car f conserve le produit scalaire.

<J;a y> =0.

Ainsi : Ker(g) L Im(g).

Mais par le théoréme du rang, dim(Ker(g)) + dim(Im(g)) = dim(E).
Donc Ker(g) est le supplémentaire orthogonal de Im(g).
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Exercice 130 | Etude d’une isométrie

Soit E = R® muni de sa structure euclidienne canonique et B sa base canonique.
Soit f € L(E) tel que

) 1 V2 1
Mp(f) =M= 3 V20 =2
1 V2 1

Justifier que f est une isométrie.

Montrer que le plan P d’équation = + z = 0 est stable par f.

PL est-il stable par f?

Déterminer la matrice de f relativement & une base orthonormale adaptée a la
décomposition P & P+ = E.

L

Solution (Ex.130 — FEtude d’une isométrie)

1. Les colonnes de M forment une famille orthonormale. Comme B est une base
orthonormale de E, f est une isométrie de E.
2. P = Vect((1,0,—1),(0,1,0)) = Vect(u, v).
2
Or f(u) =vV2vePet f(v) = fgu € P, donc P est stable par f.

3. f est une isométrie et P est stable par f donc P* est stable par f.
4. P+ = Vect((1,0,1))) = Vect(w).

1
— U, V, —=W
V2 V2 )

Prenons C = ( , base orthonormale adaptée a P @ P+ = E. Alors

0 -1 0
Mc(f)y=1 1 0 0 | €03R).
0 0 1

Exercice 131 | Equation matricielle (CCP 2019)

1. Montrer que (A | B) = tr(*AB) munit M,,(R) d’un produit scalaire.

2. Montrer que les sous-espaces des matrices symétriques S, (R) et antisymétriques
A, (R) sont supplémentaires et orthogonaux

3. En déduire que, pour M € M, (R), (‘MM = M?) & (M € S,(R)).

4. Montrer que, pour tout n > 3, il existe M non symétrique dans M,,(C) vérifiant
‘MM = M2. On pourra chercher M sous la forme VU avec U et V dans M,, 1(C).

5. Montrer que toutes les solutions de *MM = M? dans M (C) sont symétriques.

Solution (Ex.131 — Equation matricielle (CCP 2019))
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1. A savoir faire : tr(*AB) = Z a; b ;...

1<6,5<n

1
2. Toute matrice M € M,,(R) s’écrit de fagon unique M = S + A avec S = §(M +
1
M) € Sp(R) et A = §(M — M) € A,(R).
Et pour S et A symétrique et antisymétrique respectivement :

(S| A) =tr(*SA) = tr(SA) = tr(*(AS)) = tr(*S'A) = tr(—SA) = — (S | A), donc
(A]S)=0,ie SLA.

3. ¢ SiM e S,(R),alors 'MM = M2....
e Soit M =S + A telle que *MM = M2. Alors
(S—A)(S+A)=(S+A)? donc —AS — A% = AS + A?, donc A? + AS =0, donc
AM =0,donc M L A. Comme S 1 A, alors M—S) L A,ie. A LA, doncA=0,
et M=SeS,(R).

4. Soit M = VU € M,,(C).

MM =M? & UVVIU = VIUVIU & (Z v§> U'U = (Z uv) ViU
i=1

i=1
Débrouillons nous pour que les deux sommes soient nulles :
1
1 . 1 1 0o ... 0
i i i -1 i 0 .0
V = 0 et U = 0 conduit & M = 0 0 o 0 ... 0],
0 ' 0 ... ... ... ... 0
0

matrice non symétrique vérifiant *MM = M2, valable a partir de n = 3...

5. Supposons ‘MM = M?2. En écrivant M = “
c
le dernier coefficient de *MM et de M2, on a :
a?+c? =a®+bcet b2+ d? = be+ d?, donc ¢ = be et b? = be.
Si ¢ # 0, on en déduit b = ¢ et M est symétrique.
Si ¢ =0, alors b> = 0 donc b = 0 = c et M est symétrique.

Exercice 132 | Une formule pour les matrices de projections orthogonales

Soit n € N*. Soit E = M,, 1 (R) muni du produit scalaire canonique noté (.,.). Pour
X € E, XT désigne la transposée de X.
Soit d € [1; n]] et F un sous-espace vectoriel de E de dimension d.

) , en considérant le premier et

1. On suppose que (Uy,...,Uy) une base orthonormale de F.
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d
Soit M = ZUlUZT
i=1
Montrer que M représente la projection orthogonale sur F dans la base canonique
de E.

2. On suppose que (Cy,...,C4) une base quelconque de F et on note A la matrice
de M,, 4(R) donc les colonnes sont Cy, ..., Cq4.
a) Montrer que, pour tout X de E,
i— X€F<:>EIY€Md1( ), AY =X,
i — X €Ft <= ATX =0.
b) Montrer que AT A est une matrice inversible. On pourra déterminer Ker(ATA).
c) Soit M= A(ATA) AT,
Montrer que M représente la projection orthogonale sur F dans la base cano-
nique de E.

3. Application - Impératif d’utiliser ce qui précéde! Déterminer la matrice de la
projection orthogonale de M3 1(R) sur le plan P d’équation v +y + 2 =0
a) en utilisant une base quelconque de F,
b) en utilisant une base orthonormale de F.

Solution (Ex.132 — Une formule pour les matrices de projections orthogonales)
1. VX €E,

d d d
MX = Z U,U,TX = Z U; (U;, X) Z = pr(X)

=1 i=1 =1

d’apres la propriété du cours, puisque (U, ..., Uy) est une base orthonormale de
F.
n
2. a) i — Il suffit d’observer que si Y = : , alors
Yd
d
AY =) €
Comme (Cy,...,Cy) est une base de F, donc une famille génératrice, on a
bien :
X € F <= 3Y € My:1(R), AY =X.
<C17 X>
ii — Pour tout X € M,, 1(R), ATX = :
<Cd7 X>

Comme (Cy,...,Cy) est une base de F, ATX = 0+ X € FL.
b) ¢ ATA € My(R).
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o Soit X € My (R).
X € Ker(ATA) = XTATAX = 0 = ||AX]|| = 0= AX = 0.
d

Or AX = inCi et (Cq,...,Cq) est une base de F, donc une famille libre.

Done AX = 0 — X = 0.
Ainsi Ker(ATA) = {0}
e Par la formule du rang, rg(ATA) =d donc AT A est inversible.
c) Soit M = A(ATA)'AT.
Soit X € E et Y = MX.
® Comme Y = A[(ATA)7'AT]X avec (ATA)flAT € Mg1(R), Y € F d’aprés
i.
@AT(X-Y) =ATX - ATA(ATA)'ATX = ATX — ATX = 0 donc d’apres ii
X-Y eFt.
® Ainsi Y € F et X — Y € F*, donc Y est le projeté orthogonal de X sur F.
@ Ceci étant vrai pour tout X de E, M représente la projection orthogonale sur
F dans la base canonique de E.

1 1
3.a)Prenons A= -1 0
0 -1
Alors ATA = ( 21 ) (ATA)11< 2 > et
1 2 3 -1 2
2 -1 -1
M=-| -1 2 -1
-1 -1 2
b) Par le procédé de Gram-Schmidt, prenons
1 ! 1 !
U=—| -1 [etUy=—
V2 0 6 -2
Alors
1 -1 0 1 1 -2
UUT==] =1 1 0 |etUUs"=2 1 1 =2
0 0 O -2 -2 4
Et
2 -1 -1
M =TU,U;" + UpUs " :% -1 2 -1
-1 -1 2
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Chapitre 6

Analyse de premiére année

Exercice 133 | Limites classiques

Déterminer les limites des expressions suivantes au point indiqué quand elles existent :

2 _x—12 v1 —v1l—-x
a)ix m4 en 4 b) z++v22 —1en —c0 c) R L en 0
x — x
z 1
d) (1— E) en +00 e) rsin — en 400 f) zsinz en +oo
x x
1 1
g) sinxsin; en 0 h) sin.z en —oo i) x LUJ en +00
L1 2 1
HDz|—|en0 k) —— en +o0 1) coszcos — en 0
T LIJLIJ x
/23 — 052 _
m)x(e%—l)en—i—oo n)x—menl 0) ﬁ fena>0
Solution (Ex.133 — Limites classiques)
2z —12 —4 3
a) Vo #£4,—— " _@=etd) g
z—4 z—4 z—4
1 1
b) Vo < —1, f() x+VaZ—1=uz+ |z 1—:3@(1— 1—$2>

1
donc f(z) ~ z=— ——0.
r——00

202 rz——co
c) e Version quantité conjuguée :
vitz—+v1l—-z 2z _ 2

= = 1
x z(Vi+tz+vV1i—xz) Vi+z++/1—x a=0
e Version développement limité :

Vitz—Vi-az _ (1+z/24+0@@)—(1-2/2+0(x)) —1+0(1) — 1.

T x z—0
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d)xln(l—g> ~ zx 2~ —adoncxln(l—g)—>—a.

/) z—+o0 Tr x—+oo €T z—0
e a\”® _
Par composition par exp : (1 — f) —— "

't 1
e)rsin— ~ xx-———1.
€r T——+o0 €r T—+oo

f) Soit f:x+— xsinz.
VneN, f(nr) =0 —— 0,

n—-+oo
VnEN,f(I—i—%m) = z—|—2n7r—>—|—oo,
2 2 n—+o0
donc f diverge (sans limite) en +oco.
1 1
g) Yz € R*, ‘Sinxsin’ < [sinz| et lim |sinz| = 0, donc sinzsin — —— 0 par
x z—0 Tr x—0
encadrement.
sin x 1 1 sin x
h) Vx € R*, <|—]et lim |—|=0,donc ——— 0 par encadrement.
X T——00 | T x T——00
. 1 1 1
iyVe>1,|—| =0,donc z | —| =0. Donc z | — | ——— 0.
xr X T T——+00

1 1 1 1 1
i) Vx6]0;+oo[,x(1> ga:LJ < 2= donc 1<1{J < 1. Par
x x x x x

1
encadrement, x J — 1.

T | =—0
k) Comme z — x® croit trés vite vers +00, le petit écart entre |z et « peut ne pas
étre insignifiant...

Soi det. T
o (@) 2

VnGN*,f(n):n—:lh—»L
nm n—+o0

1/2 n+1/2 n+1/2
Wn e N fn41/2) = DEYATE 0 e

n" n"
donc par comparaison f(n 4+ 1/2) —— +oo.

n—-+00
f n’admet pas de limite en +o0.
1
1) cos —— cos(2mn) —— 1 et cos cos(mn + m/2) —— 0,
2mn n—-+oo ™+ /2 n—s+too

1 .
cos x cos — n’a pas de limite en +oc.
x

1
m)e%—l ~ —fdoncx(e%—l) ~ —1— -1
x

T—+00 T—+00 T—+00
Vit =222+ (z(z-1)2 |z -1z
V. 1 = = = s -1 .
n) Vo # 1, 1 p— 1 sign(z — 1)\/z
3 _ o2 VI3 — 272
lim x—m:_let lim x—wzl.
z—1— r—1 z—1+ rz—1
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Va3 —2z2+x
lim ————— n’existe pas.
z—1 rz—1

0) [—1_m,/1+ f—1 1~ E—1) ~ L7 done
z—=a M \a r—a  ma

viovi_ V(1 1) Vo

ma n ¥/a
{/7—{”/7 :v:a r—a m:am%
() v

ﬁ

SRS

na

Exercice 134 | Convergence

1. Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oc de
a) In(n+1)—1In(n); b) vn+1-—/n.
2. Soit u une suite réelle. Frai ou fauzx ?
a) (unH — Uy ——— 0) = (u converge ) ?
n—-+4o0o

b) (u converge ) = (un+1 — Up m O) ?

Solution (Ex.134 — Convergence)
1 1
l.a) In(n+1) —In(n) =1n (1 + ) ~ -
n /) n—=+oomn

1

b) W—\F:\/ﬁ«u;)m—l) Dl 2

2. a) Faux : les suites (In(n)),>1 ou (y/1),>0 sont deux contre-exemples.
b) Vrai: car (u,41) est une suite extraite de la suite u, donc converge vers la méme

limite que .

Exercice 135 | Equivalences et signes

1. On considére deux suites réelles u et v telles que v soit non nulle a partir d’un

certain rang.
On suppose que : U, ~ Up.
n—-+o0o
Montrer qu’a partir d’un certain rang, u,, et v, sont de méme signe.

1 1
2. Déterminer le signe, au voisinage de 'infini, de u,, = sh () — tan ()
n n

Solution (Ex.135 — Equivalences et signes)

1. Soit ng tel que : Vn > ng, v, # 0.

Up,
Puisque lim — =1, en prenant la définition de la limite avec e = 1/2, il existe
n—-+oo Un

ny = ng tel que :
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Alors : Vn > ny, 0< —.

Donc pour tout n > nq, u, et v, sont de méme signe.

9 h 1 ¢ 1 1 n 1 1 1 + 1 1
. u,=sh(=-)—-tan|—-)|]=—4+-—"——-—=———=+0o—= ~ ——
n n n 6n3 n  3nd n3 ) n—stoo 613

A partir d’un certain rang, u,, est strictement négatif.

Exercice 136 | Intervalles, segments et continuité

1. On rappelle, pour tous réels a et b tels que a < b, le segment [a; b] est défini par :

[a;b] ={zr € R/a < x < b}.

On rappelle que I C R est un intervalle si :

V(x,y) € R? avec z < y, [z; y] C L

a) Soit a < b. Montrer que [a; b] = {(1 —¢t)a+tb/t € [0; 1]}.
b) Soit a < b et ¢ < d. Montrer qu'il existe une bijection continue f : [a; b] —

[e; d].

c) Montrer qu’il existe une bijection continue de | —1; 1[ sur | —oo; +oo|.

2. a) Justifier que 'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

3.

4.

b) Justifier que I'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Soit f,g: R — R* deux fonctions continues telles que |f| = |g|.
Montrer que f = g ou f = —g (i.e. (V& € R, f(z) = g(z)) ou (Vz € R, f(z) =
—9())).

Ce résultat demeure-t-il si f et g sont a valeurs dans R (et non plus R*)?

Solution (Ex.136 — Intervalles, segments et continuité)

l.a)e Soitte[0;1]etxz=(1—t)a+th.

Comme a < b, (1 —t)a+ta <z < (1—t)b+1th, ie. a<x<b
Donc z € [a; b], donc [a; b] D {(1 —t)a+1tb/t € [0; 1]}.
e Supposons a # b. Soit x € [a; b]. On a:

(1—t)a+tb:x<:>t(b—a):x—a@t:z_a.
—a
Depluszogaj—agb—adoncg:ae[O;l].

Donc z € {(1 —t)a+tb/t € [0; 1]}.

Donc [a; b] C {(1 —t)a+tb/t € [0; 1]}.

Si a = b, l'inclusion est évidente car {(1 —t)a + ta/t € [0; 1]} = {a}... car
(I -t)a+ta=a (Vt).

e Par double inclusion, [a; b] = {(1 —¢)a+tb/t € [0; 1]}.

b) Cherchons f affine : f:z — ax + .
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d—c

f(a):c aa+pB=c a:b—a
{f(b):c @{ab—i-ﬁzd < B:c_d—ca:bc—ad
b—a b—a

et f:x+— axr+ [ convient car est continue, strictement croissante car o > 0,
donc réalise une bijection de [a; b] sur f([a; b]) = [c; d].
c) ¢ On peut penser a utiliser la fonction tangente qui est une bijection continue
de | —m/2; /2] sur | —oo; +00].
T
f:]-1;1[ = R,z — tan <§m) convient.
e On peut aussi commencer par envoyer bijectivement [0; 1[ sur [0; +oo],

par exemple par f :x —

11—z
p l-z+uz . . .
En effet f'(z) = RSl > (0 donc f est continue strictement croissante avec
-z
f(0)=0et f(z) — +o0.
rz—1

Puis on prolonge f en en faisant une fonction impaire sur | —1; 1[: pour z < 0,

—x x
f@) = —f(-a) =~ =
x
Finalement, f:]—1;1[ > R,z — =] convient.
— |z

2. a) Soit I un intervalle et f : I — R continue. Soit J = f(I).
Soit (x,y) € J avec (pour fixer les idées uniquement) z < y.
Alors il existe (z,y’) € I tels que f(2') =z et f(y') = v.
Soit z € [z ; y]. Comme f est continue sur K = [2'; ¢/] (ou [¢'; 2'] siy’ < '),
par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 2’ € K C I tel que f(2) = z.
Donc z € J. Ainsi [z; y] C J.
Donc J est un intervalle.

b) Justifier que I'image d’un segment par une fonction continue est un segment.
Soit f : [a; b] — R continue et J = f([a; b]). f est continue sur un segment,
donc est bornée et atteint ses bornes.

En posant m = [milr} fetM= mag(]f, ona:JcC[m;M]

a; a;

Mais comme J est I'image par une fonction continue d’un intervalle, J est un
intervalle, contenant m et M (f atteint ses bornes...).

Donc : [m; M] C J.

Bilan : J = [m; M] et J est un segment.

3. Soit h = i Alors h(R) C {—1,1}.
)

Comme h est continue comme quotient de fonctions continues, hA(R) est un inter-
valle. Donc :

e soit A(R) ={-1} et f = —g,

e soit A(R) = {1} et f=g.
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4. Non :avec f:x+—zet g=||,onal|f| =|g| mais f #get f# —g.

Exercice 137 | Fonctions bornées

Soit f une fonction réelle continue sur [0; +oo .

1. a) On suppose que 1113 f(x) existe et est finie. Montrer que f est bornée.
r—r+00

b) f atteint-elle nécessairement un maximum global ?

2. On suppose que f est nulle en 0 et tend vers 0 en +oco0. Montrer que f atteint un
maximum global et un minimum global.

Solution (Ex.137 — Fonctions bornées)
1. a) Soit ¢ et hrf f(z). Par la définition de la limite avec € = 1, il existe A € RT
xr—r+00

tel que Vo > A, |f(z) — 4] < 1,donc Ve > A, £—1< f(z) <{L+1: f est bornée
sur [A; +oo.
Comme f est continue sur [0; A] qui est fermé borné, f est aussi bornée sur
[0; A].
Ainsi, f est bornée sur [0; +oo|.

1
b) f:[0; +0[ > R,z — — 1 est continue strictement croissante avec f([0; +00 )
x

[f(()) ; Em f { =[—1; 0[ n’atteint pas de maximum global.

2. ¢ 1% cas:Vx € RT, f(x) < 0. Alors le maximum global de f est 0, atteint en 0.
e 2°M¢ cas:Ja €]0; oo, f(a) > 0. Alors par la définition de la limite :
bela; oo,V 2 b, f(x) < f(a).
Comme f est continue sur [0; b], f y atteint un maximum M au moins égal a
f(a) (car a € [0; b]). De plus, sur [b; 400, f est majorée par f(a) donc par M.
Donc f atteint un maximum global M sur [0; +o0].
e On raisonne de fagon analogue pour justifier I'existence d’un minimum global.
Variante :
On consideére la fonction ¢ : [0; /2] — R,z — f(tan(z)) ST ze[0;m/2 [
six=m/2
Elle est continue sur [0; /2] donc bornée et atteint ses bornes. Et on passe a f
sans probléme : les extremums de f sur [0; +oo[ sont ceux de ¢ sur [0; 7/2]...

Exercice 138 | Accroissements écrasés

Soit & € | 1; +oo[ un réel fixé.
Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que :

V(u,v) €R?, [ f(u) = f(v)| <Ju—v]" (1)
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Solution (Ex.138 — Accroissements écrasés)

Soit v € R. Alors : Yu # v, w < Ju—o*
flu) = f(v)

Par encadrement, comme o« — 1 > 0, 0 : f est dérivable en v avec

f'(v) =

Donc f est dérivable sur R et de dérivée nulle, donc f est constante sur R.
Réciproquement, si f est constante, alors f vérifie (f).

Ainsi, les fonctions vérifiant (f) sont exactement les fonctions constantes.

Exercice 139 | Rolle sur des intervalles non bornés

1. Soit f:[0; o0 une fonction dérivable.
On suppose que f(0) = lim f(x).
r—r+00
a) Montrer que g : [0; 7/2[,z +— f(tan(z)) est dérivable et peut étre prolongée
en une fonction continue sur [0; 7/2].
b) En déduire qu'il existe ¢ € ]0; 400 [ tel que f'(¢) = 0.
2. a) Enoncer et démontrer une propriété analogue pour une fonction dérivable sur
R admettant la méme limite finie en —oco et en +oo.
b) En est-il de méme si cette limite commune est infinie ?

u—"v uU—v

Solution (Ex.139 — Rolle sur des intervalles non bornés)

1. a) Comme tan ([0; 7/2[) = [0; +o0|, g est dérivable par composition de fonctions
dérivables.
Donc g est continue sur [0; 7/2[. De plus, lim g(z) = lim f(z) existe et
r—7/2 z—+00

est finie : c’est f(0). Donc g peut étre prolongée en une fonction continue sur
[0; 7/2] en posant g(7/2) = f(0).

b) g étant continue sur [0; 7/2] et dérivable sur [0; 7/2], avec g(0) = g(7/2) =
£(0), il existe, d’apres le théoréme de Rolle, a € ]0; 7/2] tel que ¢'(a) = 0.
Or:Vz €]0;7/2[, ¢ (z) = f/(tan(z)) x (1 + tan®z).

Donc : f/(Arctan(a))(1 + tan?a) = 0, et f’(tan(a)) = 0.

Or:c tan(a) € ]0; +o0[. Donc il existe bien ¢ € | 0; 400 [ tel que f'(¢) = 0.
2.a) e Enoncé :

soit f une fonction dérivable sur R admettant la méme limite finie en —oo et

en +o0. Alors il existe ¢ € R tel que f'(c¢) = 0.

e Preuve :

On reprend la méme méthode que précédemment avec :

f(tan(z)) size]l-n/2;7/2][,

g:[—7m/2;7/2] > Rz — { lim f(y) sinon.

y—Foo
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g est continue sur [—7/2; 7/2] et dérivable sur | —7/2; /2] avec g(—7/2) =
g(m/2), donc par le théoréme de Rolle il existe a € | —w/2; 7/2] tel que ¢'(a) =
0. Et du coup f’(tan(a)) = 0.

b) Il en est de méme si cette limite commune est infinie. Supposons pour fixer

les idées que liI:El = +o00. D’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires, il
Tr—r 00

existe a € | —oo; 0[ tel que f(a) = f(0) + 1 et il existe b € |0; +o00] tel que
£(b) = £(0) + 1.

Le théoréme de Rolle sur [a; b] montre qu'il existe ¢ € |a; b[ tel que f/(c) = 0.
Remarque : un raisonnement analogue via le théoréme des valeurs intermédiaires
aurait pu permettre de démontrer les propriétés précédente sans utiliser tan ...
dont le mérite est d’envoyer bijectivement et de facon €>° des intervalles bornés
sur des intervalles non bornés.

Exercice 140 | Dérivable... lipschitzienne

Soit f:[0; 1] = R telle que f(0) = 0.

1. Dans cette question, on suppose f de classe C'. Montrer que :

JkeR, Vxel0;1], |f(z)|<k|z.

2. Dans cette question, on suppose f dérivable.

f(z)

a) Soit g:]0; 1] = R,z — ——. Montrer que g est prolongeable en une fonction
x

continue sur [0; 1].
b) En déduire :
JkeR, Vrel0;1], |f(z)|<k|z|.

Solution (Ex.140 — Dérivable... lipschitzienne)

1. Comme f’ est continue sur le segment fermé borné [0; 1], |f'| est bornée : Ik €
R,vt € [0; 1],]f'(¢)| < k.
Soit « € [0; 1] quelconque. L’inégalité des accroissements finis appliquée a f sur
le segment [0; x] donne :
|f(z) — f(0)] < k|z —0|. Ainsi :
(@) < kal.

2.a)g:]0;1] =Rz~ /()
x
cotinues dont le dénominateur ne s’annule pas.
f(z) — £(0)
z—0

est continue sur ]0; 1] comme quotient de fonctions

Comme : Vz € ]10; 1], 9(z) = et f est dérivable en 0, g admet une

limite finie en 0, égale a f’(0).
Ainsi g est prolongeable par continuité en 0.

b) Jappelle encore g ce prolongement par continuité. g est continue sur le segment
fermé borné [0; 1], donc g est bornée :
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Jk e R,V € [0; 1], [g(z)| < k.
Vu la définition de g : Yz €]0; 1],|f(x)] < k||
Et comme I'inégalité est claire pour x = 0,

Vo e [0; 1], |f(z)] < kx|

Exercice 141 | Classe d’une composée

Soit f: [0; +oo [ = R, x > cos/z.
1. Montrer que f est de classe €? (au moins).
2. On admet que f est de classe €. Calculer f(10)(0).

Solution (Ex.141 — Classe d’une composée)

1. e /- et cos étant continue sur [0; +oo [ et R respectivement, f est continue sur
[05 400 .
e /- etcosétant € sur | 0; +o0o[et R respectivement, f est de C> sur]0; +oo[.
sin \/z 1 .
RV —y T car sin v/z oty vz donc f est
1
dérivable en 0, avec f/(0) = —3 De plus, f est €' sur [0; +oo].

[@) = J0) _ —sinyE+VE _ ayE/6+ o(aya)

o Vr €]0; 4ool,f'(z) =

v 0 = —.d
R 2x+/T 2x\/T w0 120 4
f est % sur [0; +oo[ avec f”(0) = 1/12.
2. Le D.L.de f en 0 a ordre n est : f(z) = iﬂ +o(z™)
. L. : = 2 k! .
Comme f est C°, par la formule de Taylor-Young et par unicité du développement
limité,
f80) _ (=1)* k!
= d ®(0) = (=1)F ——.
k! g done S0 = (D
Exercice 142 | Dérivées successives nulles en 0
— it 0,
Soit f:R—= R, ¢ — eXp<t2> sit 7
0 sinon.

1. Montrer que f est de classe C> sur R*.

2. a) Montrer que, pour tout n de N, f est €™ sur R et il existe un polynéme P,, dans
1 -1
R[X] tel que : V¢t € R*, f("(t) =P, <t> exp <t2)

b) En déduire la classe de f.

3. Déterminer le développement limité de f a4 n’importe quel ordre n € N.
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Solution (Ex.142 — Dérivées successives nulles en 0)

exp [ — sit#0
Soit f: R — R, ¢+ p<t2> 70,
0 sinon.
1. t+— —1/t% est C® sur R* et exp est C sur R, donc par composition f est de
classe C*° sur R*.

2. a) Démontrons la propriété voulue par récurrence sur N*.
e Pourn=0:
Comme }iné f(t) =0= f(0), f est continue (ou C°) sur R.
—

vt e R*,  fO)(t) = f(t) = Po(1/t) exp <t21> avec Py = 1.

La propriété est vraie au rang n.
e Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n.

, / -1 2 -1
W e R ) = 0 = (P 4P e () =
-1
Pny1(1/t)exp (tQ) avec P, 11 = —X?P!, + 2X3P,,.
Comme PH(I) Fo ) = hrf P,.11(u) exp(—u?) = 0 par croissance comparée,
— u—too
f est de classe €11, avec f(*+1(0) = 0.

b) Donc f est de classe € sur R.

3. Soit n € N. Par le théoréme de Taylor-Young, f, de classe C"*! (au moins!),
admet un D.L. a 'ordre n en 0.
Et comme : Vk € [0; n]], f%*)(0)=0,ceD.L.est: f=o(a").
Autrement dit, f tend plus vite vers 0 que tout monome...

Exercice 143 | Alternance

Etudier la convergence de la suite de terme général
Uy = 2" + (—2)" sin (ng) .

Solution (Ex.143 — Alternance)

Ugy = 22" ——— +00,
n—-+oo

_ 9dn+1 dn+1 g (TN
U4n+1—2n +(_2)n Sln(g)—omo,

donc u diverge.

Exercice 144 | Equivalent d’une somme

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul k,

1
——— < Vk+1-Vk<
2vk+1 vk

1
Wk
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n
: 1
2. En déduire un équivalent de u,, et E 7 lorsque n tend vers +oc0.

Solution (Ex.144 — Equivalent d’une somme)
1
1. Par conjugaison : Vk e N*, VEk+1—-Vk= —— .
VE+T+VE
Or:VkeN*, 2VE<VE+1+VEk<2Vk+1

Par inversion, on a directement I’encadrement voulu.
Variantes : Par I'inégalité de accroissements finis, f : [k; k+1] — Rz — x

1
< f'(z) € —=, on en déduit

1
72/7k+1\ 2\/%’

étant dérivable avec Vo € [k; k+ 1]
I’encadrement voulu.
k+1 1
On peut aussi partir de : vk + 1 — Vk = / Tﬁdt et appliquer la croissance
k

de l'intégrale.

2. Encadrons u,.
On a déja : Vk € N*,2(VE + 1 — Vk) <

L’autre partie de ’encadrement donne :

1
VE
1
Vk > 2, — < 2(\/% — vk —1) et on remarque que cette inégalité est encore vraie

Vi

pour k = 1.
En sommant pour k allant de 1 a n, on en tire :

22 (VE+1-vVk) < 22 (Vk—VEk—T)
Donc 2vVn+1— <2f

On peut penser que un ~ 2y/n (non?), divisons :
n—-+o00

n+1 1 Unp,
7——<—<1.

Par encadrement, —— 1 doncu ~  2/n.
2\/5 n—-+oo n n——4oo f

Exercice 145 | Autour de la convergence

Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites réelles.
Les questions suivantes sont indépendantes.

1. On suppose qu’il existe deux réels a et b tels que :
vneN, u, <aetv, <b,

un+vn—+—»a+b

n—-+0o0
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Montrer que u et v sont convergentes, en précisant leur limite.

2. On suppose que :
VneN, 0<u, <let0<o, <1,

UpVy ——— 1

n—-+oo
Que peut-on dire des suites u et v 7

3. On suppose que :

U2 + upvy + 02 —— 0.
n—-+oo

Montrer que u et v sont convergentes, en précisant leur limite.

Solution (Ex.145 — Autour de la convergence)

1. Ona:
0<a—up<(@a—up)+(b—v,) < (a+b) — (up +v,) ——0,
n—-+oo
donc par encadrement : u,, —— a.
n—-+4oo
Et : v, = (un + o) — up —>a+b—a=b.
n—
2. 0 < upv, < u, <1 entraine par encadrement u, —+> 1.
n——+00
Idem pour v,,.
3. On a:
0 < (up +v5)? < 2u2 + upv, +02) ——— 0.
n—-+o0o
Donc par encadrement u,, + v, —— 0.
n—>+oo
Du coup : u2 + v2 = 2(uZ + upvy, + v2) — (U + vy,)? e 0.
o0
Ainsi : 0 < u% < u?l + v induit u —) 0, donc u,, — 0. Idem pour v,,.
n—-+oo n—-+oo

Exercice 146 | Divergence de la série harmonique

n
6 1
Pour tout n de N*, on pose : H, et E T

1
1. Montrer que : Vn € N*, Hy, —H, > -

5
2. En déduire lim H,,.

n—-4o0o

Solution (Ex.146 — Divergence de la série harmonique)

2n 1 2n 1 1 1
k=n+1 k=n+1
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1
2. H,1—H, = o > 0 donc (H,,) est croissante, donc soit converge, soit diverge
n
vers +00.

: absurde.

N |~

SiH, —— {,alors Hy, —H,, ——— {(—¢(=0>

n—-+oo n—-+o0o

Exercice 147 | Nature des suites (cos(n)) et (sin(n))

1. a) Exprimer sin(n + 1) — sin(n — 1) en fonction de cos(n). En déduire que, si la
suite (sin(n)) converge, alors (cos(n)) converge vers 0.
b) En exprimant cos(2n) a I'aide de cos?(n), montrer finalement que (sin(n)) di-
verge.

2. Etablir la divergence de la suite (cos(n)).

Solution (Ex.147 — Nature des suites (cos(n)) et (sin(n)))
1. a) sin(n+ 1) — sin(n — 1) = 2sin(1) cos(n).
Si la suite (sin(n)) converge vers £ :

sin(n 4+ 1) — sin(n — 1) -/
S = = 0
cos(n) 2sin(1) notoo 2sin(1)
b) Toujours si la suite (sin(n)) converge, en passant a la limite dans cos(2n) =
2cos’n — 1, 0 = —1 : absurde. Donc (sin(n)) diverge, sans limite.
2. Si la suite (cos(n)) converge vers ,
cos(n + 1) — cos(n — 1) = —2sin(n)sin(1) entraine sin(n) e 0. Or la suite
n—-+0o0

(sin(n)) diverge. Donc (cos(n)) diverge.

Exercice 148 | Equivalent d’une somme

On pose
< <
Up = — —2/netv, = — —2vn+ 1
1. Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

n
1
2. En déduire un équivalent de — lorsque n tend vers +oo.

Solution (Ex.148 — Equivalent d’une somme)

1
= 2Vt l-vn) =

De facon analogue, v,+1 — v, = 0.

2
=t = AT = Vi) = e 0

2 2
— <0.
2vn+1 Vn+14++n

1. Un4+1 — Up =
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Donc u et v sont adjacentes.

2. En notant £ leur limite commune,

"1
—= =2+ L+ o(1) =2Vn+o(vi) ~ 2.

n—-+4oo

Exercice 149 | Convergence de la série de Riemann d’ordre 2

On pose
n
1 1
= g ot tn =
Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

Solution (Ex.149 — Convergence de la série de Riemann d’ordre 2)

1
Un+1_un:m =0,
1 1 <0
Un — Up = - x Yy
1 (n+1)2 nn+1)
1
Uy — Uy = — — 0.
n n—-+oo

u et v sont adjacentes.

Taylor-Young et dérivées

Soit f:RT — R de classe € telle que f(0) = f/(0) = 0.

Montrer qu’il existe une fonction g de classe C' sur R telle que
Ve R,  f(z) = g(a?).

Solution (Ex.150 — Taylor-Young et dérivées)
Posons : Vz € RT, g(z) ¥ £(,/Z). On a ainsi : Vo € RT, f(z) = g(2?).
Par composition, ¢ est de classe € sur | 0; +oo|.

Vo > 0,¢'(x) = f;(\/\/g), or par la formule de Taylor-Young, f'(t) = f/(0)+ f”(0)t +
o(0)done J'(VE) = 1" (O)V5 + (/)
Ainsi : ¢'(z) = 5]‘”(0) +o0(1) — if”(()).

Comme g est continue sur RT et dérivable sur | 0; +o00 [, cette limite prouve que g
est dérivable en 0, a dérivée continue en 0.

Ainsi, g est €' sur R*. Mission accomplie.

Exercice 151 | Encadrement
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n

1
Pour tout n € N, on pose : u,, = Z T
k=0
k
1. Justifier que : Vn > 1, wu, > 2.

2.a)Soitn>4et0< k< g Montrer que <k‘j—l> > (n)

b) En déduire : Vn >4,k € [2; n — 2], (Z) > @

3. Montrer que u converge, et que sa limite vaut 2.

Solution (Ex.151 — Encadrement)

1. .. car (g) = (n —let1+1=2(sil).

n

—k —k
2.a)Soitn>4etO<k<g. (kzil) :Z+1(Z>’OYZ+1 > 1 car n > 2k,
donc " > ("
E+1) 7 \k)
—1
b) Pour k < n/2, <Z) > <Z> = n(n2 ) par la croissance précédente.
n n n(n—1) n
P 5 k<n, = = —k —.
our — < n (k) <n—k> 5 car n < 5
n—2
2 1 2 2
3. Pourn>4,u, =2+ —+ —— <2+ —+4+(n-3)x
no = (n n n(n —1)
k

1 -3
Ainsi 2 < u, <2 <1 + — + n)) et u,, —— 2 par encadrement.

n—-+oo

Exercice 152 | Reformulation

Soit x € [0; 27 [ et :

def. 1 1 (-1 n+tl
on

Vn e N*,  wu, = 3 cos(z) — 1 cos(2z) + - +

Montrer que u converge et déterminer sa limite.

Solution (Ex.152 — Reformulation)

n 1 k n e” k
_ B ikx | _ B
VneN,un—%<—§ <2> e >—§R(— ( 2 ))
k=1 k=1

1T

Comme # 1 (son module vaut 1/2), u, =R <
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1T
Comme |—
n—-+oo

1 iz\ "
=3 <1, lim <e2> =0, donc

® U converge,

e lim u,=%R (e)
n—-+o00 2 4 e®

el - (2 + e—ix)eim B Qeiac +1
2+eir (24 eiw)(24+e"®) 54 4cos(x)’
. 2cos(z)+1
lim 4, = ————.
n—+oo 5 + 4 cos(z)

Exercice 153 | Complezification
Soit «, 3, a,b quatre réels tels que (a, §) # (1,0) et (a,b) # (0,0).
Soit u et v les suites définies par

Uy = a Upt1 = AUy, — PO
0 ) ot V’fl c N, n-+ n ﬂ ny
vg = b, Upg1 = By + avy,.

Montrer que les suites u et v convergent toutes les deuzsi, et seulement si, a2 +3% < 1.

Solution (Ex.153 — Complezification)
Posons, pour tout n de N, z,, = u, + iv,.
La relation de récurrence s’écrit :

VneN, zpi1 = (a+if)z,.
(zn) est une suite géométrique de raison o+ 8 # 1 : elle converge si, et seulement
si, a4+ 18| < 1, c’est-a-dire si, et seulement si, a? + 3% < 1.
e Sia?+ %<1, alors (z,) converge vers 0, et comme u = Re(z) et v = Im(z), u
et v convergent simultanément, vers 0.
e Sia?+ % > 1, alors (z,) diverge. Or si (u,) ET (v,) convergeaient, alors z
convergerait. Donc 'une (au moins) diverge.

Exercice 154 | Etude d’une suite récurrente

Soit u la suite définie par

[ V)

ug €R et VneN, un+1:%+1.

Montrer que u converge, si et seulement si, ug € [—2; 2]. Dans ce cas, préciser sa
limite.

Solution (Ex.154 — Etude d’une suite récurrente)
Quelques observations qu’on pourra faire :

1
Vn €N, upy1 — up = i(u% +4 —4uy,) = Z(un —2)% > 0 donc u est croissante.
Donc :

e s0it u est majorée et converge;
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e soit u n’est pas majorée et diverge vers +oo.

Etude des variations de f : R — R,z T +1:
f est un trindme du second degré de racine double 0.

T —00 -2 0 2 400
+oo +00
pY /

f(z) 2 2
hN s
0

Premier cas : ug € [—2; 2].
Comme f([—2; 2] =[0; 2], une récurrence immédiate montre que :
Vn e N*, u,, € [0; 2].

Ainsi u est majorée, donc convergente (car croissante).
2 2

Soit £ sa limite. Alors lim wup41 =fet lim Un + 1= — + 1. Par unicité de la
) n—+00 n—+oo 4 4
limite, ¢ = £ + 1.
2 !
Or:ﬁzZ+1<:>€2—4£+4:0<:>(€—2)2:0<:>€:2.
Bilan : u converge, vers 2.
Second cas : ug € [—2; 2].
Comme f(]—o0; —2[U]2; 400[) =]2; +oo[, on a: uy > 2.
Supposons que u converge. Par le raisonnement précédent, sa limite ¢ est nécessai-
rement 2. Or comme u est croissante : Vn € N*, u,, < u; donc £ > uq, donc £ > 2, ce
qui est impossible.
Bilan : u diverge, vers +oc.

Exercice 155 | Suite récurrente
Etudier la suite (uy,)nen définie par

upg €ER et VneN, wu,p;=e"» —1.

Solution (Ex.155 — Suite récurrente)

e Comme exp est définie sur R, u est convenablement définie.

o Vne N u,i1—u,=e" —e¥ 1 est du signe de u,, —u,_1 donc par récurrence
u est strictement croissante (resp. décroissante) si u; > wug (resp. u; < up).

e Par étude de fonction, g : x — e* — 1 — 2 ne s’annule qu’en 0 donc 'unique limite
possible de u est 0. De plus, g est strictement positive sur R*.

e Bilan :

—si ug = 0 alors u est constante, égale 4 0;
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— sl ug > 0, alors u; — ug = g(up) > 0 donc u est strictement croissante. Si elle
converge, sa limite ¢ vérifie £ > ug > 0 : impossible. Donc w diverge, et étant
croissante, lim w, = 4o0.

n—-+o0o

—siwug < 0, alors u; —ug = g(ug) > 0 donc u est strictement croissante. De plus, par
récurrence immédiate, u, < 0 pour tout n de N. Donc u est majorée. Finalement u
converge, et sa limite est £ =0

Exercice 156 | Suite récurrente
Soit la suite (uy,)nen définie par
u=a€[-2;2] et VneEN, upr1=vV2— u,.

Justifier que la suite u est bien définie.
Déterminer les limites possibles de u.

Montrer que la suite (|u,, — 1|)nen converge.

L

En déduire la convergence et la limite de u.

Solution (Ex.156 — Suite récurrente)
1. Soit f: 2+ v2—2. Ona: f([-2;2]) = [0;2] C [-2;2] ce qui assure la
définition de u (par récurrence immédiate).

2. Supposons uy, P £. Comme Vn > 1,u, € [0; 2], £€[0; 2].
Par continuité de f, (= f(0),ie £ =+2—1{ donc (> +¢—2=0,donc £ =1 ou
¢ = —2. Comme ¢ > 0, la seule limite possible de u est 1.

3. VneN,

2~y — 1 lun — 1]
w1 = 1= V2= — 1] =
funsa =11 =[v2 = V2 —untl| 142w
Donc ( |tn, — 1] )n est décroissante, et minorée par 0 donc convergente.
4. Soit A la limite de (|un, —1]) .Ona: x>0
e SiA>0,
|, — 1] A
1+vVZ—u, = -
+ u [thpgp1 — 1] notoo A
donc u,, —— 2, ce qui est impossible.

n——4oo

e Donc A =0. |un—1\—+>0etun—>1

n—-+00

Exercice 157 | Suite récurrente et équation fonctionnelle

Soit u une suite définie par

< Jup — 1]

=1,

up € R et Vn € Nju,p1 = Arctan(uy,).
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1
2

1.

. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

. Déterminer toutes les fonctions g continues en 0 telles :

Vo € R, g(Arctan(z)) = g(z).

Solution (Ex.157 — Suite récurrente et équation fonctionnelle)
e Soit f:R — R,z Arctan(z) — z. f est € avec :
2

1
Ve e R, f'(z) = 52 1= ?22, donc f est strictement décroissante sur R.

Comme f(0) =0, f est strictement négative sur ]0; +oo[ et strictement positive
sur | —oo; 0.
e De plus, 'équation Arctan(z) = x n’a qu’une solution dans R : 0, donc si u
converge, ce sera nécessairement vers 0.
e Premier cas : uy < 0. Comme (:v < 0 = Arctan(z) < 0), une récurrence
immédiate assure que

vn € N,u, <0.
On a alors : Vn € N up 41 —up = f(u,) > 0, donc u est croissante, et majorée par
0. Donc u converge, nécessairement vers 0.
e Deuzieme cas : ug = 0. Alors u est la suite nulle, convergente de limite nulle.
o Troisiéme et dernier cas : uo > 0. Comme (x > 0 = Arctan(z) < 0), une
récurrence immeédiate assure que

Vn € N u, > 0.
On a alors : Vn € Ny w11 — up, = f(uyn) < 0, donc u est décroissante, et minorée
par 0. Donc u converge, nécessairement vers 0.

. ® Soit g une fonction continue en 0 vérifiant I’équation fonctionnelle :
Ve € R, g(Arctan(z)) =g(z) (1)
Soit « € R quelconque et (x,,)nen la suite définie par :
xo=x et YneN, x,41 = Arctan(z,).
() entraine, par une récurrence immeédiate, Vn € N, g(z,,) = g(z). Donc lim g(z,) =

n—-+oo
9().

Par 1., lim x, = 0. Par continuité de g en 0, lim g(z,) = g(0).

n—-+o0o nllH-oo
Par unicité de la limite, g(z) = g(0).
Ainsi : Vz € R, g(x) = ¢(0), donc g est constante.
e Réciproquement, il est clair que toute fonction g constante vérifie I’équation
(8)-
e Bilan : les solutions de 'équation fonctionnelle (f) sont exactement toutes les
fonctions constantes sur R.

Exercice 158 | Un D.L. en 1
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1. Déterminer le développement limité de f : x — a l'ordre 2 en 1.

2. En déduire f/(1) et f”(1).

Solution (Ex.158 — Un D.L. en 1)

h2
1. exp(1+h):exexph:e<1+h+2+o(h2)>,

L— _ 2 2 [N _ E 2
T, — L hth +0(h),d0u.f(l+h)—e(l+2+0(h) :
(z—1)

Ainsi,en 1: f(z)=e+e

+o((z—1)?).

2. Comme f est de classe C*° au voisinage de 1, par la formule de Taylor-Young et
l'unicité du développement limité : f/(1) =0 et f(1) =e.

Exercice 159 | Suite implicite

Pour tout n de N, on considére I’équation

(En) : r+tanz =n
d’inconnue z dans | —7/2; 7/2].

1. Montrer que pour tout n de N, (E,,) posséde une unique solution, que 1’on notera
Ty

2. Etablir la convergence de la suite (zn)nen et déterminer sa limite.

Solution (Ex.159 — Suite implicite)

1. L'étude de f : | —7/2; /2] — R,z — z + tanx montre que f est une bijection
de | —7/2; w/2[ sur R car continue et strictement croissante, avec liin/ flx) =
rc—tm/2
Foo.

Donc tout n € N(C R) admet un unique antécédent par f, autrement dit, pour
tout n de N, I’équation (E,) posséde une unique solution.

2. Quelques arguments :
o VneN,x,=f"1(n)et f~! ales mémes variations que f, donc est strictement
croissante. Donc (z,) est une suite (strictement) croissante et majorée par /2
donc convergente. Soit £ sa limite : £ € | —7/2; 7/2[, et méme ¢ € [0; 7/2] car
xo =0 (et (x,) est croissante).
De tanz,, = n — x,, on tire en passant a la limite que tan x,, m 400, donc

nécessairement ¢ = 7 /2, car sinon, par continuité de tan en ¢, on aurait tan/f =
+oo!!!

e Plus expeditif : n — z, e +oo car (z,) converge, et x, = Arctan(n —
n—-—+0o0

xn) — lim Arctanu, ie. z, — /2.
n—+o0o u—+00 n—+00
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Chapitre 7

Séries numériques

Exercice 160 | Natures des séries de terme général u,, ...
n!

1 n
1. uy,=— >0 2. u,=(14+—-| — >1
u - (n>0) u <—|—n> e (n=1)
1 n 1
3. up = 20 4. up = k 21
= i (020 e (6] ez
X n? I_(—l)”
5. u, =sin n=0 6. u,= n=?2
n+1 a( ) Vo4 (=1)» ( )
1\" "
7. un:<nsinn) (n>1,aeR) | 8. unzlfw (n>0, aeR)

Solution (Ex.160 — Natures des séries de terme général u,, ...)

n n 1 n
1, Dt (D =(1- e lcarIn(l4+u) ~ u.
Up, n—+1 n—+1 n—+4o00 u—0

Par le critére de d’Alembert, Z Uy converge.

1, 1 9 1 n_ 1 9 1
2. nln(l—l—ﬁ)—l n—i—O(l/n ),<1+n> =e n—i—O(l/n)doncun :

n—-+oo n

la série diverge.
. 1
3. Inn ——— 400, donc il existe ng tel que n > ng = 0 < u, < —- Z Uy, converge
n

n—-+4oo
par équivalence.

2 2 . . . .
—————~ ~ — :lasérie converge par comparaison a la série de Riemann
n(n +1) no+oo n

de paramétre 2.

4. u, =
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5.

n+1)2-2(n+1)+1
n+1 n+1
on conclut & la convergence grace au critére spécial des séries alternées.

:<%> (”“;Z%)j(}%n Qi(_{%n)l 1
_(\/F)L (1_(\/5) +O<n>):(\/% _n+0<ng/2>

—_1)n
Z (=1 converge par le théoréme spécial de séries alternées,

Uy = Sin | 7

1 L. . .
E — est une série de Riemann divergente,

n

1 "

E 0 =5 est une série absolument convergente donc convergente, par com-
n

paraison a la série de Riemann convergente E YL
n

donc Z u, diverge.

a 1 1 N 1 1

In(uy,) = —%no"Q +o0 (no"g)

o Sia<2:In(uy) 0, up 1, la série diverge grossiérement.
n——4o00o n—-+o0o

e Sia=2:In(u,) —— —1/6, u, — exp(—1/6), la série diverge gros-
n—-4o0o n—-4o0o

siérement.

1
e Sia>2:nu, =exp (2 In(n) — éna_Q +o (na_3)) ——— 0 car In(n) =

n—+oo

1 . . .

0 (n®7%), donc u, = o <2 et la série converge par comparaison & la série de
n

Riemann de parameétre 2.

n

e Sila| < 1alors |u,| ~ lal”, or Z la]™ est une série géométrique conver-
n

—+o00
gente. Par équivalence de termes généraux positifs, Z Uy, est absolument conver-
gente, donc convergente.

e Sia=1lalorsu, ——1/2etsia=—1, ug, =1/2 et ugp11 = —1/2 : dans
n—-+oo

n n

le deux cas, E u, diverge grossiérement.
—| est une série géométrique convergente.

AL

o~ |a
Par équivalence de termes généraux positifs, g uy est absolument convergente,
donc convergente.

o Silal > 1, |uyl et
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CHAPITRE 7. SERIES NUMERIQUES

Exercice 161 | Pairs et impairs

1. a) Justifier la convergence des séries

(—1)n 1 1
L L Y L

n>1 n=0 n>1
+oo 71_2
b) En admettant Z R calculer les sommes des séries précédentes.
2. Montrer que :
oo 2k o 2kl
Vr € R, > .
IR It

Solution (Ex.161 — Pairs et impairs)

1 a)z(i

converge par application du théoréme spécial des séries alternées.

n>1
1

Z )z converge par linéarité car la série de Riemann de paramétre a = 2
= (2n)
converge.
Z 1 converge par le critére des équivalents de t ositifs : ————

= (2n +1)? sepb d &P “(2n 4 1)2 notoo
nz

1
2 et convergence de la série de Riemann de paramétre a = 2.

n
+oo +oo

1 1 1 s
b — = =
) Z (271)2 4 Z n2 24’
n=1 n=1
= 1 =X =
Zn2 an Z,EZZ(%)?—FZ(%L—#U?’
n=1 n pair n impair n=1 n=0
too 2 2 2
1 ™ 0 s

d’ U _—_— = —— — = —

Ou; 2n+12 6 24 8
S S D

n? n? n2 24 8 127

n=1 n pair n impair
Remarque : la somme de cette derniére série alternée est bien du signe de son
premier terme.

2. Soit x € R.
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x2k (x2)k x2k

Vk e R,0 < (?k)' < i assure la convergence de Z (Tk)' par comparaison a
k>0
la série exponentielle de paramétre x2.
22k p2k+1
U i 1 justifie 1 d ———— doncd e ——
ne comparaison analogue justifie la convergence de I;) k1) onc de ];O CTE]

par linéarité.
Attention si on utilise un autre critére : x
—+o0 —+o00
2k 22k+1 (7I)k

“+oo
Enin kZ:O 2Kl kzzo @k +1)! kZ:O g - exp(=a) > 0.

Exercice 162 | Constante v d’Fuler

On pose pour tout n de N* :

2k+1 est de signe alternant pour z < 0.

n
1
:Z% Inn Up = Upt1 — Up.
1. Quelle est la nature de la série Z v 7
n>=1

=lnn+~v+ o (1)

n—-+o0o

T =

n
2. En déduire 'existence v € R telle que Z
k=1

Solution (Ex.162 — Constante vy d’Euler)

1 1 1
1. Un = —ln(n—|—1)+ln(n):n+1—ln(1—|—n)

1 1 1 -1 1 1
”n—nﬂ‘n*o(ﬁ)—M”(H—O(nz)

Comme E ﬁ converge, par domination E Upn, converge.
n=1 n>1

2. Comme Z(unﬂ — u,) converge, la suite (u,) converge. En notant + sa limite,
n>1

Z%zlnn—i—v—l— o (1).

n—-+o0o

Exercice 163 | Autour du logarithme
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o0
. 1
1. Existence et valeur de E In (1 — 712)

n=2

1
2. a) Nature de Z In <1 — +1>

n>1
b) Proposer un équivalent lorsque n tend vers +o0o de la somme partielle de la série
précédente.

Solution (Ex.163 — Autour du logarithme)

1. L’existence peut étre obtenue via I’équivalence In(1 — 1/n?) ~ 1/n? et la
n—-+0oo

convergence de la série de Riemann de paramétre 2. Mais on peut faire d’une
pierre deux coups en cherchant la somme.

ﬁ;ln (1_> Zl (”—1"+1>> _

N N+1 N
Z [In(n — 1) +In(n +1) — 2In(n Zln +Zln(n)7221n(n):
n=2 n=1 n=3 n=2

N+1

In(1) + In(2) + In(N) + In(N + 1) — 2In(2) — 2In(N) =In 5N

+oo
1
Donc la série converge et Z In (1 - ) =—1In2.

2
n
n=2

Remarque : termes strictement négatifs... somme strictement négative...

n=1

N+1

N
> In(n Z In(n —In(N+1) = —In(N + 1)
n=1

L 1
Donc la série diverge et len (1 - nQ> ~ —In(N).
n=

Exercice 164 | Produit infini

Montrer la convergence de la suite de terme général
n

un—H(lJrkl?).

k=1

Solution (Ex.164 — Produit infini)
Manifestement : Vn € N*, w, > 0. Posons Vn € N*, v, def. In(uy,).

170



- 1 1 1
VYn e N*, v, = Zln <1 + kQ)’ or In (1 + k:2> P T2 et la série de Riemann
k=1

1
E ﬁ converge.
kE>1
Le critére des équivalents pour ces séries a termes positifs permet d’affirmer que la

suite (v,), converge. Par composition par la fonction exponentielle (continue!), la
suite (up), converge.

Exercice 165 | Somme d’une série de type exponentielle

1. Justifier la convergence de la série

n3
>
n=0
2. a) Déterminer trois réels «, et vy tels que :
vneN, n®=an(n—1)(n—-2)+Bn(n—1)+yn.

b) En déduire la somme de la série précédente.

Solution (Ex.165 — Somme d’une série de type exponentielle)
3

n o
1. — ~ ———— permet de justifier la convergence, ou encore D’Alembert :
nl n—otoo (n —3)!
Un+41

— —0...
Up, n—+o0o N n—+oo

2. Pour pouvoir simplifier les factorielles, on écrit :
n®=n(n—1)(n—2)—3n?+2n=n(n—1)(n —2) — 3n(n — 1) + 5n.

Nn3 Nnnfl n—2 Nnn—l Nn
P (?()_3§:(m)+52;n!

n=0 n=0 n=0
N N N
:;::37(”_3)! —3;::27(71_2)! +5nz::17(n_ 01 —>N_)+OO e — 3e + oe = 3e.

Exercice 166 | Fonction ¢ de Riemann en 1

Pour tout a > 1 on pose

+00 1
((a) = ne
n=1

1. A laide d’une comparaison série-intégrale, déterminer lim ((a).
a—1t

171
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2. Donner un équivalent de ¢ en 1.
Solution (Ex.166 — Fonction ¢ de Riemann en 1)

1 [T®dr X1 +oo g
1. Par décroissance de z +— —, / & < — <1 +/ —m.
A e ke 1 o
Done : —— < ¢(a) < 1+ —
onc.a_l\ o) < S 1
Par comparaison, lim ((a)= +oc.
a—1t

La majoration n’était pas nécessaire mais sera utile pour la suite.

2. Et:Va>1,1< 1/505&)1) < (a—1)+1, donc par encadrement : 1 ¢
1, et

1

~ .
a—1 a—]_

Exercice 167 | Avec ou sans la formule de Stirling

Pour tout n € N, soit

¢(e)

2n)!
I )
(2”’[1!)2
1. Dans cette premiére question, on s’interdit d’utiliser la formule de Stirling.
a) Déterminer un équivalent de Inu, 1 — Inw,.

b) En déduire que u, — 0.
n—+o00

c) En s’intéressant  la série de terme général In ((n+1)u,+1)—In ((n)u,), montrer

que nu, — +00.
n—-+oo

En déduire la nature de la série Z Uy -
n>=0
d) Soit v, = v/nu,.
En s’intéressant a la série de terme général Inv,, 1 — Inwv,,, montrer que la suite
(v/nu,,) converge vers une limite strictement positive.

2. Retrouver les résultats précédents a l’aide de la formule de Stirling.

Solution (Ex.167 — Avec ou sans la formule de Stirling)
1. Dans cette premiére question, on s’interdit d’utiliser la formule de Stirling.
Unt1 _ (2n+1)(2n+ 2) 1 n+1 1 (1 1 )
=In n =In

Un 2n+1)2  2mt2 T2 42

1
Inu —Inu ~ =,
ntl " hstoo  2n

a) Inu,11—Inu, =1In
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b) La série Z(lnun_H — Inw,) tend vers —oo, donc Inu, — —o0, donc

n—-+4o00
n=0
Uy = el —— 0,
n—-+oo
2 1 1
c) In((n+ 1)ups1) —In ((n)u,) =In 7;; o o donc la série >01n (n+

Dtgg1) — In ((n)uy,) diverge vers 400, donc In(nuy,) — +o0 donc nu,, =

eln(nun) — s 1.

n—+oo
Comme 1, T) 400, il existe ng € N tel que Vn > ng,nu, = 1 i.e.
n—-+0oo
1 . . .
Up = — Z uy, diverge par comparaison de termes généraux positifs.
n>=0

1 1
d) lnv,11 —Inv, = §ln (1 + ) + Intupr1 — Inwy,,
n

1 1 1 1 1 1
or §ln <1—|—n> 271—1—0(712) et lnunﬂ—lnunf—% O<n2>,

1 .
donc Inv,41 — Inv, = O (712) et la série de terme général lnv,41 — lnv,
converge.

On en déduit que (Inv,,) converge, vers une limite ¢ € R. Donc v,, = e/%» ———
n—-+oo
14

¢ =e° > 0. Cela signifie au passage que u,, ~ ——.

n—-+oo \/ﬁ
(2n)! Varn(2n)?nen

(27n!)2 n—stoo e2n22n(271n)n2" n—+oo Vv
tous les résultats précédents... et méme plus : £ = 1/4/7.

Exercice 168 | Exemples de Séries de Bertrand

Soit v € ]0; +o0 .

2. u, = ce qui permet de retrouver

. 1
1. Etudier la nature de la série de terme général u,, = =
nln®n
B 1
2. Etudier la nature de la série de terme général u,, = .
n®Inn

Solution (Ex.168 — Ezemples de Séries de Bertrand)

est continue positive et décroissante sur [2; +oo [ donc E Up, est
n>2

1. A —
Ja tln*¢t

+oo
de méme nature que / fa(t)dt.
2
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e Sia=1, / f1(t)dt = [In |In(¢)[]5 = In(In(z)) — In(In 2) R +00 ... Z Up
diverge. "
o Sia#l, _
o(t)dt =
[, o= |5y,
1 1 _ sta>1

- _ a—1)In*1(2 .
1—a)n*Yz) (1 -a)ln®(2) e—+too -(5-00 : 2 sia<1

Donc E u, converge si, et seulement si, o > 1.
n>2

e Bilan : g u,, converge si, et seulement si, a > 1.
n>2

est continue positive et décroissante sur [2; +oo [ donc g Uy, est
n>2

2. t—
Ja t*Int

+oo
de méme nature que / fa(t)dt.
2

o sia>1, fo(t) =0(1/t*) et t — 1/t* est intégrable ... Zun converge.
n=2

o sia=1, [fl(t)dt_[1n|1n(t)|];_m(m(z))_m(lnz)—>+oo S un

r— 400
n=2
diverge.

+oo
o sia<l, fo(t)= f1(t) = 0cart* <t or / f1(t)dt diverge d’apres le point
2

+oo
précédent donc / fa(t)dt diverge ... Z Uy, diverge.
2

n>2
Exercice 169 | Une série semi-convergente trés classique
(71)n+1
Soit, pour tout n de N*, u,, = ———.
n

1. a) Justifier la convergence de la série Z Uy, et déterminer le signe de sa somme.
n>1
b) Cette série est-elle absolument convergente ?
+oo (71)n+1

2. En écrivant u, a laide d’une intégrale, montrer que : Z ——— =1In(2).
n=1
Solution (Ex.169 — Une série semi-convergente trés classique)
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-
1. a) Le théoréme spécial pour les séries alternées permet de justifier la convergence

Soit, pour tout n de N*, u,, =

de la série Z Uy. De plus, le signe de sa somme est celui de son premier terme,
n>1
donc positif.
b) La série harmonique étant divergente, cette série n’est pas absolument conver-

gente.
—1)" _H\n 1 1
2. Ona:YneN*, wu,= (=" 0 = [( ) ] :/ —(=t)"tdt.
n n no o o
Alors :

N ) 1 N
Zun— Z/ )t 12'_/ Z(—t)"‘ldt

1-(=07 /7 N /1<—t>N
Zun—/o T dt — Iy ot Iy = i tht.

Par I'inégalité triangulaire et la croissance de l'intégrale :

1 tN 1 1
|IN\</ dtg/ tNdt < ——.
O 1 0 N+1

Ainsi Z Uy = —In avec Iy ———— 0, d’our :
N—=+o00

n=1
n+1

OO
Z = In(2).
Exercice 170 | Somme et reste de la série exponentielle

On ne suppose pas connues les propriétés de la série exponentielle. Soit x € R fixé.

n

x
On pose VneN, u,= —» et YNeN, Sy= Zun.
n!
n=0
1
1. Dans cette question, x =1, et on pose : VN € N*, Ty =Sy+ m
a) Montrer que les suites S et T sont convergentes, de méme limite.
—+o0
b) On pose de plus: YN e N, Ry = Z Up, .
n=N+1
1

Justifier que : VN € N*,  |Rn| < NN

2. a) On revient au cas général. A I'aide de la formule de Taylor avec reste intégral,

montrer que E un converge en précisant sa somime.
n=0
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Proposer une majoration du reste Ry de cette série.
b) Dans le cas = 1, comparer cette majoration a celle obtenue précédemment.

Solution (Ex.170 — Somme et reste de la série exponentielle)

n N
Vn € N, un:m—',etVNeN, Sn= tn.
n' "0

1
l.a)SN+1*SN:m>O,
T T — 1 N 1 1  NN+4+1)+N—-(N+1)?
NN INF ) T (N D)(N+ 1) NN NN+ 1)(N+1)!
Tnyr— T = - <0,

NN+ 1)(N +1)!

1
Ty — Sy = =— — 0,
N N7 NNl Notoo
donc S et T sont adjacentes, donc convergentes, vers une méme limite.

b) Notons ¢ la limite commune de S et T (en fait, la suite de I’exercice montrera que
¢ =e). Comme S et T sont deux suites respectivement croissante et décroissante
de limite £,

VN eN Sy<l<TN,doncVNeN 0<{¢—Sy<

et comme Ry = Sy — £, on a bien : VN € N*,  |Ry| < NNl

2. a) On revient au cas général. A I'aide de la formule de Taylor avec reste intégral,

montrer que Z u, converge en précisant sa somme.
n>=0
e Supposons x € RT. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a

exp qui est € donc €N+ sur [0; z],
¢

exp(z) = Sy + / %(m —t)Nat
O .

r t T x x N+1 x,.N+1
e N e N e x ex
—(z—t)"dt| < — -ty dt < — <

/0 Ni@ = ‘ N!/O(I ) NCNT1 S (N

t

Or N = 0(N!), donc par domination e—(az —t)Ndt —— 0.
N! N—+o0

Par conséquent, SN S exp(m) : la série converge, sa somme est e”.
N—+o0

e Supposons z € | —oo; 0[. L’application de la formule de Taylor sur [z; 0]

donne encore : -

exp(x) = Sy +/ %(z —t)Nat,

mais la majoration du reste intégral change :

T et 1 0 1 0
‘/ - t)Ndt| < ﬁ/ lef(z — t)N] dt < N - x)Ndt
0 : cJx cJx
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ot <

On conclut comme pour x > 0.
[

Pour majorer le reste, on peur écrire en toute généralité :
emaX(O,x) ‘$|N+1
Ry <
(N+1)!
e
b) Dans le cas = 1, cette derniére majoration donne |Ry|

< —.
(N+1)!
Ce majorant n’est pas meilleur que celui de la premiére question :

N € N*, e _1:eN—N—1_(e—1)N—1

N1l N NN+D C NNin %
1

NN S N+

Exercice 171 | Une condition nécessaire pour les t.g. décroissants

1. Soit (un)nen+ une suite décroissante telle que la serie E Uy, converge

n>1

donc :

On pose : Vn € N*, n—Zuk
a) Que vaut hm Son — Sn 7 En déduire

1
b) Montrer que :  u, = o0 ()

n

lim 2nusg,.
n—-+4oo

1

— i3k e N* n=~kK?

2. Soit, pour tout n de N*, u,, = { n st c N n ’
0

si n n’est pas un carré.
Montrer que E U, converge.

n>1
1
A-t-onu, =of(— |7
n
Solution (Ex.171 — Une condition nécessaire pour les t.g. décroissants)
1. a) Comme la série Z u,, converge, la suite (S,,) converge, vers une limite S. Alors :
n>1
Sop — S, —— S —-S=0.
n—-+oo
Or:Vn > 1, Z Uy = NUgy, car u décroit.
k=n-+1
Et comme la serie Z uy, converge, u tend vers 0. Etant de plus décroissante, u
n>1
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est une suite positive. Ainsi : Vn > 1, 0 < nus, < Sapn — Sp.

Par encadrement, nus, — 0, donc 2nuy, — 0.
n—-+oo n—-+oo

b) Vn > 1,0 < ugpt+1 < ug, donc 0 < 2nug,y1 < 2nug,, et par encadrement,

2nu2n+1 — 0.
n——+o0o

Comme de plus ugp+1 —— 0, (2n+ 1)ugpy1 ——— 0.
n—-+00 n—+o00

. . 1
Ainsi, nu,, —— 0, autrement dit : u, 0 <)
n—-+o0o n

Nl 1
2. VN > 1, Z Uy = Z w2 Comme la série Z w2 converge, Z U, converge.
n=1 k=1 k=1 n>1

Vk € N*,  (k*)ug> = 1, ce qui exclut que nu,, — 0.

n—-+oo
1
Onn’apas: u, =0 <)

n

Exercice 172 | Cyclicité d’ordre 8

1

— sin=3p+1loun=3p+2,avec p eN,

Soit : n € N*, wu, = "2

—— sin=3p, avec p € N*
n

2p
1
1. Montrer que : Vp € N* ZU"ZZ s
p+i
= i=1

3p
2. A laide d’une somme Riemann (et non une série), montrer que lizr_l g U, existe
p—>+o0
et déterminer cette limite.

3. En déduire la convergence et la somme de la série E Up,.
n>1

Solution (Ex.172 — Cyclicité d’ordre 3)

1. En calculant la somme de tous les 1/n et en retranchant ceux tels que n soit

multiple de 3 :
3p 3p
1 1
Z TP+ i

(]
£
I
>
|
s I
?r\*—‘
! Mv

1 2 1 &
2. = — —_— -
iz::p+z’ 2pipti 2p;1+2(i/2p) QpZ (/p);

est continue. Le théoréme sur les sommes de

1+22



1 1
Riemann assure que : » ; f(i/p) p— /0 f(z)dz = 1n(3)

3p

Ainsi: lim Z uy, existe et vaut In(3).

p%oo
n=1

3. Du coup, on a aussi :

3p+1

Z Up, = Z + — 3p+1 ——— — In(3),

n=1
3p+2

1

;un Zun 3p+1

n=1

3p + 2 po+too

In(3).

Donc Z uy, converge, et sa somme est In(3).

n>1

Exercice 173 | Terme général défini par récurrence

On considére la suite de RY définie par :

UOG]0;+OO[

et VneN, upi=uZ—u, +1.

1. Dans cette question, on suppose ug > 1.
a) Vérifier que : Vn € N,

b) A T'aide de la suite (

déterminer sa somme.

1
Uy — 1

u, > 1, et en déduire :  u, —— +o0.

n—-+oo

. 1
, montrer que la série E — converge et

U
neN nx0 "

. 1
2. Etudier le comportement de la série Z — lorsque ug €]0; 1].

n=0 n

Solution (Ex.173 — Terme général défini par récurrence)

1. Dans cette question, on suppose ug > 1.

a) Se démontre par récurrence, I’h
Vn € N,
b)Ona:VneN, wup4

érédité étant assurait par :
un—i—l -1= un(un - 1)
— Up = u

—2uy, +1=(u, —1)2>0.

Donc u est croissante : soit elle converge vers une limite E, soit elle diverge vers

+00.

Supposons que u converge vers £. Alors £ = (2 —{ + 1, donc (¢ — 1)? = 0, donc
¢ =1, ce qui est absurde car :

Donc u diverge et :

(VneN, up,>u>1)={=>uy>1).
Uy ———— +00.
n—-4oo

c) Posons : Vn € N,

Un =

Unp —

T (au fait, u, # 1!).
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1 1 1 1
Vn €N, - == = —— +vp, dot :
" Untl un(un -1 Uy, + Uy — 1 Up, +n, dotl
1 1
VN € N, g E — = vy — - _
’Um n=0 vn+1 - UN+1 ug — 1 UN+1 — 1

Comme UN+1 N—> 400, la série converge, et sa somme est :
—+oo

R 1
ZEZUQ—l‘

2. On a, comme en 1.b), u croissante, donc Vn € N, u,, > ug > 0.
On montre, par réccurence comme en l.a), que : Vn € Ny u, < 1.

1 1
Par conséquent : Vn €N, 0> u, <1,et — > 1. Ainsi — ne tend pas vers
Unp, Unp

1
0, la série Z — diverge grossiérement lorsque ug € 10; 1].
Up

n=0
Exercice 174 | Exponentielle et sinus
1 =
Pour tout n de N, on note S,, = il et Ry, Z ik
k=0 k=n+1

1. Justifier 'existence de R, et rappeler les limites des suites (S,) et (Ry).

1
2. a) Montrer que, pour tout n de N, (n+1)IR,, <1+ T

b) En déduire un équivalent de R,, lorsque n tend vers +oo.

3. Quelle est la nature de la série de terme général sin (27‘1’6(71!)).

Solution (Ex.174 — Exponentielle et sinus)

1. R, étant le reste d’ordre n de la série exponentielle (donc convergente!) de para-
métre 1, R,, existe et
lim S,, = e tandis que hm R,

n——+o0o n—-+00
n+1) (n+1)! 1

n e 1 1 X1\
d U < <
Onc};(n—kk)! Z(n+2)’“*1 n+2kz_:0<n+2> n+1

k=2
1
doul< (n+1)R, < .
n+1 )
b) Par encadrement, (n + 1)!R,, —— 1 donc R,, ~
n—+oo n—+oo (n + 1)'

3. Partonsde:VneN, S,+R, =
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sin (2me(n!)) = sin(2mn!S, + 27n!R,) = sin(27n!R,) car n!S, est un entier natu-
rel.
. 27
Or nlR, ~ donc sin(2me(n!)) ~ ~ 2T X —.
n—+oco M, + 1 n—+oo N+ 1 n—+oo n
Par équivalence de termes positifs & partir d’'un certain rang, puisque la série

harmonique diverge, Z + sin (27Te(n!)) diverge.
n=0

Exercice 175 | Développement asymptotique du reste des séries de Riemann.

Soit o un réel de | 1; +oo[. On définit g sur [1; +oo [ par
Vo > 1, g(x) = et
On pose, pour tout n de N*,

déf. = 1 def X 1 def. <X 1
Sn(a) = ijv S(e) = Zkfa et Rp(a) = Z T
k=1 k=1 k=n

Contrairement & l'usage courant, la somme R, (o) commence a n et nonn+ 1.

1. a) Montrer que, pour tout entier k > 2,

k+1 k
/k o(w)dz < g(k) < /k e

b) En déduire, pour n > 1, Pencadrement

1 1 1 1
— < < — .
a—l(l (n—|—1)°‘—1>\sn(a)\a—1<1 na—1>+1

c) En déduire un encadrement de S(«).

2. a) Montrer pour n > 1, 'encadrement

1 1 1 1
—— <R, (a) < :
a—1 " not () a—1" (n—1)o—t
b) En déduire : R _41 ! :
) 1 dequire : n(a) T a—1 X no—1 +n—>(2i-oo no=1 )’

1
(1 —a)xa—t’
a) Par la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que, pour tout k > 1,
1 « 1 ala+1)
f(k‘}’l):f(k)‘f’kia*gXW‘f’Ik, aVeCOgIkgTW.
1
b) En isolant T dans ’expression précédente, montrer finalement que

1 1 1 1
Rnle) = o—1 et g T % (W)

Solution (Ex.175 — Développement asymptotique du reste des séries de Riemann.)

3. Soit f la fonction définie sur [0; +oo[par: Ve =1, f(z)=

1. a) Soit k > 2. Par décroissance de g sur [k —1; k] et sur [k; k+ 1],
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k

o Vrxelk—1;k], g(x)>=g(k)entraine g(k) < / g(x)dt.
k—1

E+1
o Vrelk;k+1], g(z)<g(k) entraine / g(x)dx < g(k).
k
b) Par la relation de Chasles appliquée aux encadrements précédents pour k allant

de 1 & n sur la premiére inégalité, et pour k allant de 2 a n sur la seconde, on
a:

n+1 n
/1 g()dt < S(a) < / g()dt + g(1).

En calculant les deux intégrales de cet encadrement, on obtient, pour n > 1,
I’encadrement

1 1 1 1
a—1 (n—i—l)“—l) Sn(@) a—1< n(’—1>+

c) En passant a la limite lorsque n tend vers +oo,

1 1
— < < —+1.
oa—1 S(a) oz—1+

. a) En sommant a laide de la relation de Chasles, pour n > 1,

/+00 g(t)dt < Ry (a) < /+Oog(t)dt.

-1
Et en calculant ces deux intégrales, on obtient ’encadrement

1 1 1 1
— < < .
a—1 " not \Rn(a)\a—l 8 (n—1)a"t

1 1 1 1 1
b)Oan(a)—a_l X et S a—1 <(n—1)a_1 _"a_l).

— 0, donc

a—1 n n—-+oo

Orall((nll)"‘l_na11> 1 <1<nl>‘“>

1 1 1

. a) Soit k € N*. f étant de classe €3 sur [k; k + 1], la formule de Taylor avec reste
intégral permet d’écrire :

Flk+1) = f(k)+f'(k)(k+1—k)+ fﬂz(k) (k+1k)2+/:+1 @f@m)dt.
Or f/() = 250 /() = 1o
k+1 132 E+1 4 )2 oo
/k (t Qk) f(3) (t)dt = /k (t Qk) (taj;l) dt,
(t—k)?ala+1) ala+1)

et Vt € [k; k+1], 0 < , ce qui donne par

croissance de l'intégrale,

2 t(y+2 = 2ka+2
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1 1 1
a + I, avec 0 < I <a(a—|— )

flk+1) = f(k) +

ko 2 ot 2 x ko2’
b) Soit n € N* et N > n.
«a 1
Zka—kz<(k+1)—f(k)+2 )
) a1 N
:f(N+1)_f(n)+§ZW_ZIk‘ (1).
k=n k=n

Que peut-on dire de chaque terme lorsque N tend vers +oo ?
e lim f(N+1)=0, sans souci.
N—+o0o

. 1
. Ngr_r:w —f(n)=—f(n) = ~—1 X ja=1 O problem.

. 1 1
3 = R = g (1) peean)

a+1 . . - .
e DeO< Iy < ﬁ, on tire, par comparaison avec la série de Riemann
X
convergente E Ttz la convergence de E I;, et on a, en sommant pour k > n
k=1 k=1

I’encadrement,

a—i—l) e 1
ZI’“ Rn(a+2)<§xm7

la derniére majoratlon résultant de 4.a).

+o00 o
Al O<QEI<—><
ors nk k 5
=n

na

(n—1)2tl notoo

+o0 1
Z Ly=ol 2]
Conclusion : en passant a la hmlte lorsque N tend vers +oo, il vient

1 1 1 1
Rne) = 7> ot g0 t,..8 ()

0 montre que par encadrement,

2n®  n—+oo \ n¢

Exercice 176 | En passant par la seme harmonique

Soit, pour tout n de N*, u,, =

n(2n +1)
1. Justifier la convergence de la série de terme général wu,,.
N
\ 1
2. On note Hy la N°™¢ somme partielle de la série harmonique : Hy = Z —.
n=1

Justifier que la suite (Hn —In n) converge. On note vy sa limite.

n>1
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3. a) Déterminer deux réels « et S tels que Vn > 1, wu, = ad + B .
n 2n+1
N
b) En déduire que, pour tout N > 1, Z uy, = 2Hn — 2Hony1 + 2.
n=1

+oo
4. Déterminer E Up,

n=1

Solution (Ex.176 — En passant par la série harmonique)
1

n ~J —
n—+oo 2n2

1. u (ou “<”, ou encore “O”...) permet de conclure.

2. Vu en cours. En posant v, = H,, — In(n),
1 n+1 1 1 1 -1 1
il — Up = -1 = -——4+0|=)|=———+0|=) =
Untbt 0 ntl g n+1 n+ <n2> n2+n+ <n2>

1 .
O ( — | assure la convergence de la série de t.g. v,41 — vy, donc la convergence
n

de la suite v.

2
3.a) % + 2n€— 1= ( Z(_;f}:lld; 2 donc 8 = —2 et a =1 conviennent.

N N 1 1 2N+
I s NP VRl DO
n=l n=t 3<n<2N+1 n=2 2 < n < 2N
n impair n pair

N
1
=Hy — 2(Hong1 — 1) +2) 5 = 2Hx = 2Hon gy +2
n=1

N
N
4. ;un = 2N 7+ 0(1) ~ 22N + 145+ 0(1)) +2 = 2+ 2In g +
0(1) —2—2In2

N—+oco

Exercice 177 | En passant par la formule de Stirling

n! 1/n
Soit : Vn>1, wu, = <) )

(2n)!
1. a) Montrer que : (un ~ v, etu, — Jroo) = In(u,) ~ In(v,).
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

1
b) Montrer que : In(n!) =nlnn —n+ 3 In(27n) 4+ o(1).
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2. Quelle est la nature de la série Z Up 7

n

Solution (Ex.177 — En passant par la formule de Stirling)
1 a) In(u,) I ((un/vn) X vn)  In(up/vy,)

In(vy,)
1
b) Par la formule de Stirling, In(n!) = nlnn —n + 3 In(27n) 4+ o(1).

= 1 1
In(vy,) In(v,) + n—+oo

1
_ _ ~ 1-2In2 — ~ . FRRN
2. In(up) = —Inn + (1 —2In2) + o(1), uy, W e o T d’ou la
divergence de la série.
Exercice 178 | Sinus et cosinus
) [sinn| + |cosn| |sinn| + |cos n|
Nature des séries — et _
> >
Solution (Ex.178 — Sinus et cosinus)
sinn + |eos > sin’n + cosn > S : la série diverge. e lsin i + —Z‘COSLL' <
n n n n

2
— : la série converge.
n2

Exercice 179 | Comparaison de sommes et d’intégrales
1

Pour x €]0; 400, on pose : Vn > 1, wu,(x) =

n(n+x)’

1. Montrer que, pour tout z € |0; 400 [, la série Z u, () converge.

n=1

—+o0
Dans la suite, on pose, pour € ]0; 400, S(z) = Z Up ().
n=1

2. Soit x € ]0; +oofet f:[1; +oo[ = R,t+—

1
t(t+x)

a) Montrer que f est intégrable sur [1; o0 |.

+oo

+o00
b) Justifier que : / F®)dt < S(x) < f(1) +/ f()de.
1 1

c) En déduire un encadrement explicite (i.e. sans intégrale) de S(x).

3. En déduire un équivalent de S(z) lorsque x tend vers +oc.

Solution (Ex.179 — Comparaison de sommes et d’intégrales)

1. uy(x)

1

~J
n—-+oo n2

(ou “<”; ou “0"...) permet de prouver que la série E U ()
n>1
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converge.

2

b) Il s’agit d’une comparaison série/intégrale, possible par la décroissance de f.
n+1 n

On prouve d’abord / f)dt < up(z) < f)de.
1

1
2. a) f(t) Yoo 7 2SSUTE que f est intégrable sur [1; +oo.

n n—

On somme la partie gauche pour n de 1 & +oco (les convergences ont déja été

+oo
prouvées) : / f(®)de < S(x).
1

On somme la partie droite pour n de 2 & 400 (les convergences ont déja été
+oo

prouvées) : S(z) — uy(x) < / f®)dt.

1
Et comme uq(x) = f(1), on obtient le résultat voulu.

1 1/1 1
¢) On peut décomposer : ——— = — [ — — .
tt+z) z\t t+4+z
+eo 1 1 t 17 In(l+2)
— —[lnt—1 teo _ 2| =Ty
Af F(6)dt = it~ In(t + )] x{nt+xL -
Donc In(1+x) <S() < 1 n In(1+ x)
z 1+z z

1 In(1
3. On vérifie sans peine que =o0 ( n(l+z) )
1+

x
In(1
On pense alors que S(z) ~ M ce que ’on prouve en divisant 1’enca-
T—+00 €T
drement précédent :

S

< 28(x) < L + 1. Le majorant tend vers 1 : les gendarmes
In(1+2z) = (1+2)In(l+2)
xS(x)
assurent

In(1+2) 2400

Exercice 180 | Nature
1 —n
Nature de Z Uy, POUT Uy, = (ln (e + n)> (Vn >1).

Solution (Ex.180 — Nature)

1
Uy, = exp (—ﬁ + o(n)) donc n?u,, — 0 donc u,, = o ()
e

n——+oo n2
Exercice 181 | Série des carrés

On suppose que E U, est absolument convergente. Montrer que E ui converge.
n>0 n=0
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Solution (Ex.181 — Série des carrés)
Comme u,, — 0, IN € N;Vn > N, -1 < u,, < 1, donc Vn > N,0 < |u,| < 1,
n——+0oo

donc Vn = N, u2 < |u,| : E u? converge par comparaison.
n>0

Exercice 182 | Leibniz ?

—1)n
Soit a € [0; +oo[. Nature de Z Q(i
s +an+4
Solution (Ex.182 — Leibniz ?)
0 tre (en étudiant  — ——— le) n t
n montre (en étudiant x — ————— par exemple) que | ———— es
2 taz+4 7 prerd n*+an+4/,,

décroissante, de limite nulle... Leibniz s’applique.

Exercice 183 | Termes généraux fonctions d’une suite

E § 2
On suppose que Uy, et u,, converge.
n>1 n>1

1. Justifier, qu’a partir d’un certain rang ng, u, # —1.

N Unp 9. 12 N
2. Montrer que Vp OU Uy = converge. On pourra s’intéresser a v,, — Uy,...
1+

nz=ng Un
Solution (Ex.183 — Termes générauz fonctions d’une suite)
1
Puisque u,, T) 0, u, = —5 a partir d'un certain rang (¢ = 1/2 dans définition
n——+0oo

de la limite).
On peut montrer que |v, — u,| ~ u2,donc par équivalence E (vp—uy, ) converge,
n—-+o0o
n

donc par linéarité g vy, converge.

n

Exercice 184 | T¢lescopage

1. Montrer que la série Z In

n=1

(e

( T 1)2> converge.
n

N

1 1
. Calculer In (1 + +1> —1In <1 + ) et en déduire la somme de la série précé-
n n

dente.
Solution (Ex.184 — Télescopage)
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Z n+2) n(n+2) 1 1 .
>1 ( > n—too (n+1)2 n—stoo (N4 1)2 notoo  n2 et la serie
converge par equlvalence (signe constant négatif!).

1 1 2
2. In <1 + H) —1In (1 + n> =In (m) ce qui permet un télescopage.

Exercice 185 | Valeur approchée d’une somme
1"
2n3 +1°

1. Justifier la convergence de la série Z
n>0
2. On note Sy sa somme partielle d’ordre N et S sa somme.
a) Quelle est le signe de S?
b) Déterminer un entier N tel que |S — Sy| < 1072
c¢) En déduire une valeur approchée de S & 1072 prés.

Solution (Ex.185 — Valeur approchée d’une somme)

2n3 +1
et assure la convergence de la série alternée.

1
() étant décroissante de limite nulle, le théoréme de Leibniz s’applique

2. a) Le signe de S est celui du premier terme, donc positif.

1
b) IS =Sl = Z Z 3+1_ A IR

n=N+1 n>0

99
— <102 2(N+1)83412>1 N+1P2>—"=eN> N
SN 1P +1 072 < 2(N+1)°+ 00 (N+1) 5 © 3 car

est entier.
N = 3 convient.

1 1 1 ( 1984

1+ — — =
C)S3 + 2805

TR AT ~0 71) est une valeur approchée de S & 1072

pres.

Exercice 186 | Convergence

. 1"
Etudier la convergence de Z In (1 + ()>
"1 nin+1)

Solution (Ex.186 — Convergence)
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" -n" 1 " 1
R e =] >: ) +0<2)
(n—|— 1) n(n+1) n(n+1) n(n—+1) n
1
Or Z par le théoréme des séries alternées, et Z 0 <) converge par
n>1 AL n=1 n2

dommamon7 puisque la série de Riemann de paramétre o = 2 > 1 converge.
Donc la série initiale converge par linéarité.

Exercice 187 C’onvergence

Soit Vn > Uy = B — 1.

n+1

Nature de Z Uy -
n=0

Solution (Ex.187 — Convergence)

1
—1In i —— 0 donc u,, —— 0
n n+1 nstoo n—-+o00

In(unt1) 1 ! n 1 n 1 1 -1

~ n n ~ — 1n ~ — — ~ — ~

Un n—-+o00 v n—+4oco N n+1ns+cocn\n+1 n—s+oon \n-+1/) n=s+oo
1

n?

Par équivalence de suites positives et Riemann, E U, converge.
n=0

Exercice 188 | Série a paramétre

. (_1)n
Soit a # 0 et Vn > 1, un:m'
Nature de Z Up,-

n=0

Solution (Ex.188 — Série a paramétre)
e Sia < 0, n* —— 0etn®+ (=) ~ (=1)"" donc u, ~
n—+00 n—+00 n—+00

—1 ——— —1 : divergence grossiére.
n—-+oo

e Supposons a > 0.

w = (1 - (—11>n/na> - (1 e <”1>>

1" 1 1
unz( ) + +o(2>=vn+wn+0(wn)
n(l

na n2a

—1)n

E v, converge par le théoréme de Leibniz, <(a)> étant décroissante de limite
n

n>1
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nulle.
Up — Up = Wy, + o(wy)  ~  w, qui est positive.
n——+oo

1
Donc E Uy — vy, converge si et seulement si a > 3 par équivalence et par les séries
n>=1
de Riemann.

. 1
Comme Up = (un — Un) + v, et E U, converge, E u, converge ssi a > 5
n>=1 n>1

Par équivalence de suites positives et Riemann, E U, converge.
n>=0

Exercice 189 | Nature

Soit Vn > 0, wu, = (nn—l)n.
Nature de Zun

n>0

Solution (Ex.189 — Nature)

1
—1Inn —+> 0 donc {/n —1 T) 0 : par définition de la limite, 9N € N, Vn >
n n—+4o00 n—+oo

1

1 n
Ainsi : Vn = N, |u,| < (2> .

n\" . . .
Comme — ] est une série géométrique convergente, par comparaison Up,
2 b

n=0 n=0
est absolument convergente donc convergente.

Exercice 190 | Ca finira par converger

Soit Vn > 1, wu, = Lc.osn‘.
n + [sinn|
Nature de Zum de Z(un —1) et de Z(un —1)2
n>=0 n>=1 n>=1

Solution (Ex.190 — Ca finira par converger)

n—|cosn| ~ mn,n+|sinn|] ~ mndoncu, —1et E uy, diverge grossie-
n [e') n—-+4oo n—-+oo

-+
n>1
rement.
1=~ |cosn| — |sinn| |cosn| + |sinn/
U —_ = = —
" n + [sinn| n + [sinn|

De |cosn| < 1 et [sinn| < 1 je tire |cosn| + |sinn| > cos?n + sin? > 1, donc
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|cosn| + |sinn/ < 1

n4sinn  ~ n+1
osn| 4 [sinn|

1 c
Comme Z ] diverge, par comparaison Z | diverge et par linéa-
n

= =on + [sinn|
rité Z(U" — 1) diverge.
n>1
(tp — 1)% = <— |cosn| — |simn|>2
" n + [sinn|
n+ |sinn| ~ n car sinn = o(n), donc (n + |sinn)|> ~ n2 Et comme
n—+o00 n—+o00

1
(= |cosn|—|sinn|)? < 2, (u,—1)?> = O (n2> et Z(un—l)2 converge (absolument).
n>=1

Exercice 191 | Télescopage

Convergence et calcul de la somme de la série
1 2 1
P — + .
S (=t )
Solution (Ex.191 — Télescopage)

Voila qui sent le télescopage a plein nez, donc le calcul de la somme partielle per-
mettra au passage de justifier la convergence.

AN A . R |
Sy = -2 — +
N-—1 N N+41 N
1 1 1 1
S O RO Ty
n=1 n n=2 n n=3 \/ﬁ n=2 \/ﬁ
1 1 1 242
Sn=1-——+ S — V2=
N N VN11 2 Notx V2 2
Exercice 192 | Nature
1 1
Soit : Vn > 2, wu,=—F—c¢€tv,=——.
In"n (Inn)nn
Nature de Z U, et de Z Un-
n=2 n=2
Solution (Ex.192 — Nature)
1 1 1
e —— — 0 : par définition de la limite, AN € N)Vn > N, |— | < —.
Inn n—o+oo Inn 2

1 n
Ainsi : Vn = N, |u,| < (2> .
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n\" . .
Comme E (2 est une série géométrique convergente, par comparaison E Up,

n>=2 nz=2
est absolument convergente donc convergente.
2
, v’ - G : ,
e lim ——— = lim = lim -—%—, or les croissances comparées
w++m>anz)nm y——+00 yy y——+00 yy

donnent ¢¥ = o (yY) pour tout ¢ € R.

2 1
Donc ac Oetv, =0 —=]).
(Inz)ne zo+co n2

Par négligeabilité, Z v, converge.
n>=2

Exercice 193 | De la nécessité de la constance du signe pour l’équivalence

Soit : Vm >1, wu, = T

Nature de Z u, et de Z In(1 + uy).
n>1 n>=2

Solution (Ex.193 — De la nécessité de la constance du signe pour I’équivalence)

1
Z u, converge par application directe du théoréme de Leibniz : () décroit
n

n>1 Vﬁi
et tend vers 0.

Attention : In(1 + wuy,) o u, mais le critére des équivalents ne s’applique pas :
n—-+0oo

les suites ne sont pas de signes constants.

1
o In(l+4+wu,) =u,— —I— O< 3/2> Or Zun et Z O( 3/2) convergent, et
n>1 n>1

Z — diverge vers —oo
2n

n>1

Donc Z In(1 + u,) diverge.
n>1

De la nécessité...
(~1)" -y 1
vn vnooon
1. Montrer que u,, et v, sont équivalents.
2. Déterminer la nature de Z Uny -
n>1

3. Déterminer la nature de E Uy«
n>1

Soit : Vn > 1, wu, =

et v, =
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Solution (Ex.194 — De la nécessité...)

Un, (="
1. —=1 —— > lcar (-1)" = .
M1 e (1) = oV
1
2. Z u, converge par application directe du théoréme de Leibniz : { — | décroit
n=1 Vﬂ% n
et tend vers 0.
3. Malgré I’équivalence, le critére ne s’applique car le signe n’est pas constant.

1 . 1 . .
Vp = Uy + —, O E U, converge mais E — diverge, donc E v, diverge.
n n
n>1 n>1 nz1

Exercice 195 | Leibniz : positive de limite nulle ne suffit pas

1
—  sin est pair,
n

Soit : Vn>1, wu, =

— sin est impair.

2
n
Déterminer la nature de Z Up, puis de Z(—l)"un.
n=1 n>1

Solution (Ex.195 — Leibniz : positive de limite nulle ne suffit pas)

alg|
. SoitHN:Z—.
n

n=1
N N & 1 1 al 1 1
I . S > Hy ——— 4o d
;“L nz::l k+;(2k—1)2 2 N+;(2k—1)2 N N 00 done
Zundiverge.

n>1
°

Le théoréme de Leibniz ne s’applique pas directement car la suite n’est pas monotone.
N [N/2] L(N-1)/2] 1

1

D S D Dl

ot P 2k oy (2k+1)

Or la premiére somme diverge vers +oo car la série harmonique diverge, la se-
1

conde domination par la série de Riemann de paramétre 2 converge car m =

Donc Z(—l)"un diverge... bien que u soit positive de limite nulle...
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Chapitre 8

Intégrales généralisées

Exercice 196 | Natures

Déterminer la nature de l'intégrale de la fonction f sur lintervalle I :

1. f:t— =[0; +oo|

—, 1

2+ 2t+1
In(t)

VB 1
2+ 1
s

sin(t) + cos(t)
—t

e

2. fit—

I:[1;+oo[
I=]0;1]

4. it I=[0; +o0]

, I=]1;2]

7. f:t»—)t;2LtJ,I:]O;+oo[

1
8. f:t»—>1n<1+t2),l—]0;+oo[

Solution (Ex.196 — Natures)
-1

1
1. Convergente : f(t) + Y. 720 Ou encore F:t— i1 ;
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2. Convergente : f(t) ~ In(t) =0 <1> :

t—too 3/2

1
3. Divergente : f(t) o1
=

4. Convergente : Vt > 1,|f(t)] <

o
5. Divergente :
f@) o t (Vt>1,In(t) <t —1) = (Vt > 1, ! ! )
S @) € RS @ ~ -1
! !
or . mdt diVerge . t_ildtzfln(l'fl) 1 —+00

1
6. Convergente : f(t) = o <t2> en +00, ou encore : Vi > 3, f(t) < e !;

1
7. Divergente : 0 < f(t) < 72 assure I'intégrabilité en +oo,

1 1
mais : YVt €]0; 1], f(t) = n entraine la divergence de / f(t)de
0

1

8. Convergente : In (1 + = 2

1 . e s
~  — assure 'intégrabilité en +oo,
—4o00 t2

1 1
eten0:In (1 + tz) =In(t? +1) - 2In(t) Kol —21In(t) or / In(t)dt converge ...
- 0

Remarque : une intégration par parties peut aussi justifier la convergence (et
donner la valeur) :

—+oo +oo
/ m (142 ) a = 2/ L
0 2 !

Exercice 197 | Calculs

Montrer ’existence et calculer les intégrales suivantes :

oo dx
L. 1:/0 (z+1)(z +2)

Foo dx
> :/o (exp(@) + D(exp(—2) + 1)

+oo 1
3. K:/O In (1+ —5)dz

“+oo
4. L:/ e Vidg
0

+oo 1
5. M:/ 2T 4z
0 (1+2)?
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+oo
6. a:/a JL‘Z_ldacoflae]l;—f—oo[

Foo dz

0 vexp(z) +1
T dg
s - [ an

/2
9. R:/ sin(z) In(sin z)dz
0

7. P=

Solution (Ex.197 — Calculs)
1

(x+1)(z+2)
gence par équivalence.

1. f:xz— continue positive sur [0; 400, f(z) — : conver-

~
T—>+00 ;C2

+oo +oo
1 1 1
I:/ e dr= S —ma
0 z+1 x+2 z+2],
1
2. f iz T e+ D) continue positive sur [0; 400, f(z) e e~ -

convergence par équivalence.

wmer  [TO° 1 1
J / L g2l
1 (u+1)2 2

1 : .
3. f:z+In(1+ —) continue positive sur ] 0; 00,
x

Vzf(z) = yzln(l + 2?) — 2/rlnx — 0 donc f(z) = 0(\}5) en 0 et

1 .. .
f(])) ~ ) : convergence par domination en 0 et équ1valence en +o00.
r——+o00 I
2

PP + oo
K = [zln(1+1/22)] —_—
[x n(l+1/z )}0 +/0 T2

4. f:x > exp(—+/Z) continue positive sur [0; +oo [, 22 f(z) ——— 0 donc f(z) =

Tr—+00

Il

dx = .

1
0 ( en +o0 : convergence par domination en +oo.
T

2
L u;ﬁ/ ue*du "= [—Que_“]:w + / 2¢e "du = 2.
0 0
Inx

5. f:axm continue sur |0; +oo [, vz f(2) = 0 donc f(z) =0 (1)

1
en 0 et 2%/2f(z) —— 0 donc f(z) = 0<3> en 400 : convergence par
T—r+00 x /2

domination en 0 et en +oo.
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M Y _/ (ln%du — —M donc M = 0.
1

u+1)
1 . . 1
6. f:xz+— ——— continue positive sur [a; +oo[, f(x) ~ — : convergence par
2 -1 z—+oo x2
équivalence.
1 [t 1 1 1 —171" 1 1
Na:f/ _ do == |In~ 2t
2 /. r—1 x+1 2 z+1], 2 a-1

7. fix— continue sur [0; +o0[, 2% f(2) ——— 0 donc f(z) = 0<x12>

1
\/m r——+00

en +00 : convergence par domination.

u=/e T f+1
P / uz_ldU—ZN\/ noe— 2In(1 + V2).

1
8. f:z+ —— continue sur [1; +oo[, 22f(z) ——— 0 donc f(z) = o <> en
shx r—~00 €T

400 : convergence par domination.

+oo
u=e® 2 1
Q= / du—2N —lne+
o u? e—1

9. frz— sinxln(sm x) continue sur |0; 7/2], f(z) — 0 donc intégrale fausse-
z—

ment impropre.

e=cost 1 [ 1!
R 7 ti/ 1n(1—t2)dt:§/ In(1— )+ In(1 + ¢)dt = n2 — 1.
0 0

Exercice 198 | Développement asymptotique pour une intégrale divergente

2
1. Etablir la divergence de I = / uz 2u

u + 2u? 2u2
Vu? + 2u
' ?
2. a) On pose, pour z dans |0; 1], / B 3 g, du- Que vaut lim flx)?

b) A l'aide du changement de variable z = 1/u, montrer que
2
fl@)y=4/==V3+ o (1)
x x—0

Solution (Ex.198 — Développement asymptotique pour une intégrale divergente)

Vu? 4+ 2u V2u 1 Vdu
1. ~ ~ et diverge ...
ud 4+ 2u? u—0 2u? u—0 /2y3/2 0 ud/?
a) oo (Uintégrale divergente d’une fonction positive tend vers +o00!)

b z=1/u = dz _ 1z 2 \/»
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1
Puis f(x f +3= f 5
g Joeanfs

Exercice 199 | Intégrales jumelles

On consideére, pour n € N et sous réserve d’existence, les intégrales :

+oo dt “+oo tn
In:/ —etJn:/ ————dt
o (1+#)(A+1m) o (1+)(1+1m)

1. Justifier que I,, et J,, existent. Que vaut I,, + J,, 7
2. A P’aide du changement de variable u = 1/t, en déduire I, et J,,.

Solution (Ex.199 — Intégrales jumelles)

1 1
1. e Convergence : m Yo A2 avecn+2>1et

t" 1
m tg)r:,/»oo th avec 2 > 1.

oo dt
. +J /o T e /

2. 1, "2 J,, donc I, = J,, = /4.
Exercice 200 | Se méfier des bornes liées
. . T Int
1. Justifier la divergence de Tdt
0
? Int
2. Pour z €]0; +00|, on pose I(z) = Tdt
1/x
Calculer I(z), et en déduire l'existence et la valeur de liIJ1r1 I(z).
T—r+00
“Int Ulnt
3. Soit x > 0. Comparer/ ant et/ —dt
1 1/z

. Int
4. FEtudier rapidement la fonction f : ¢ — nT sur ]0; +oo [ et interpréter graphi-

quement les résultats précédents.
Solution (Ex.200 — Se méfier des bornes liées)

Int _ 1
1. La minoration - > n pour t > e suffit a justifier la non-intégrabilité en +oo.
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m?t]” ® Int +oo In¢
2. I(z) = [n} = ... = 0, donc / 2 — 0,bien que / 2P
1z 1z t r—+00 0

diverge.

“Int U nt
3. / —dt = —/ ——dt puisque leur somme I(z) vaut O...
1t 1z 1t
4. ...donc la “partie positive de la courbe” de 1 & & compense exactement la “partie
négative” de 1/x a 1 (je suppose dans ce commentaire que z > 1) ...

Exercice 201 | Equivalent d’une suite d’intégrales

Pour n dans N*, on pose :

+oo
I, = / e ™ In(n + x)dz.
0

1. Etablir que, pour tout entier naturel non nul n, I,, existe.

2. A laide d’une intégration par parties, montrer que

1 1
In=“”+o(3).
n n

Solution (Ex.201 — Equivalent d’une suite d’intégrales)
—na | 3
1. G St o @ It

=0x0=0, ainsi
r—+00 1/I2 r—+oo eN¥ T ’

1
e " ln(n+z) = T_)o_~_DO <m2> et on conclut par négligeabilité ...

pp. [—e— 1 +oo +oo e~ nT Inn +oo e~ nT
2. 1, = [ ln(n—&-x)} —|—/ ——dz = — +/ ———dz.
n 0 n 0 n

0 (n+x) n (n+x)
e~ n® e "% +oo primit. 1
Alors Vx > 0, 0 < < et / e "dzx =" — donne
n(n + x) n? 0 n
| 1 1 1 1
m<1n<m+3,donclnmo< )
n n o n n n

Exercice 202 | Tassement

Soit f: [0; +0o [ — R continue par morceaux et intégrable.
r+1

Montrer que / f(#)dt —— 0.
T—r—+00

x

Solution (Ex.202 — Tassement)
11 suffit d’écrire (Chasles) :
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z+1 z+1 T 400 400
/ f(t)dt:/o f(t)dt—/o FOdE — f(t)dt—/o FOdE =0 ..

T——+00 0

Exercice 203 | Une différence entre séries et intégrales

+oo
1. Montrer la convergence de l'intégrale / sin(t?)dt.
N
Indication : On commencera par poser u = t2, puis par faire une intégration par

parties...
2. a) Est-il nécessaire que le terme général de la suite (uy)n>n, tende vers 0 pour que

la série E u,, converge !
n>ng
b) Est-il nécessaire que f, continue par morceaux sur [a; +o0o [, admette une limite

—+o0
nulle en 400 pour que / f existe?
a

Solution (Ex.203 — Une différence entre séries et intégrales)

) ) . +°° sin(u)
1. Le changement de variable v = t? conduit & I'intégrale /

. 2y/u
du, elle-méme absolument

T du
w32’

du, qui en inté-

cos(u)

+o0
grant par parties est de méme nature que / 3
U
us

convergente par comparaison & 'intégrale de Riemann /
™

2. a) Si une série converge, son terme général tend vers 0 :

n n—1 +o0 +oo
T DRI ST DL LT
n—4oo

k=ng k=ng k=ng k=ng
C’est dans le cours de premiére année.
b) f : t + sin(t?) est continue sur [/7; +0o [, n’admet aucune limite en +oo et

+o00
pourtant / f existe...

s

Exercice 204 | Que faire d’un logarithme ¢

Montrer 'existence et calculer la valeur de

+oo
/ e Pln(l+e ")da.
0

Solution (Ex.204 — Que faire d’un logarithme ?)
Ici, il est INTERDIT DE NE RIEN TENTER, car tout marche :
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e pour l'existence :

1
wwComparaison : Vo <0, 0 < e ?ln(l+e %) <e *In(2) et / e “dx existe ...
0

—zn(1 —x 2
1= Négligeabilité : :EETOO enl(/x—ge) = wgrfoo 27 In(14+e™*) = 0donc e * In(1+
-\ — 2
e ) = x_}qkoc(l/a: ) .
. . _ _ o2 oo —ox primit. 1 .
wEquivalence : e % In(1 +e™%) ~ (e7*) et e “*dxr =" — existe ...
T—r1+00 0

e pour lexistence et la valeur (comme souvent, savoir calculer la valeur permet de
justifier au passage 'existence ) :

i Calcul d’une primitive : la formule de dérivation (ulnw) = «'lnw + v’ fournit
u'Inu = (u(lnu— 1))/ donc
+oo -
e ?In(l+e ")de "= — [(1+e ) (In(l+e™®) — 1)] 7 = 1+2(In2~
0
1) =2In2—1;

Changement de variable :

“+o00 - 1 1 1
e TIn(1+e™%)dx = / In(14u)du = [(14wu)In(1+ u)]é—/ i Ydu =
0 0 o 1+u

2In2 —-1;

Par intégration par parties :

Feo IPP.

e “ln(l4+e ")dx =
0
2In2 — (1) =2In2 — 1.

Exercice 205 | Développement asymptotique du reste de l'intégrale de Gauss

1. Justifier I'existence de l'intégrale de Gauf :

+oo 5
I:/ et dt.
0

+oo
2. a) On pose, pour tout = > 0, R(z) = / e dt. Que vaut lim R(z)?

—x

1 -y —x\] T Hoo —z € de =
[—( +e )In(l+e )]0 —0 (14+e )mx_

r—r+00
+oo e—t2 e—;vz
b) Vérifi ) tout = > 0 —dt = — R(z).
) Vérifier que, pour tout z 7/:5 57 o (z)
e

c) En déduire que :  R(z)

z—+too 2r
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Solution (Ex.205 — Développement asymptotique du reste de 'intégrale de Gauss)

2
1. eV = o(e™!) assure la convergence en +oo.

x
2.a) R(z)=1- / e~*dt ——— 0 comme tout reste d’une intégrale convergente.
0

Tr— 400

+oo 2
+o0 o= et too o
b)/ 2t2 [ 57 —/I e v dt = 57 — R(x).

x

t2

+oo — +oo
1 R
c) Par croissance de U'intégrale : 0 < / e—dt < —/ e_tzdt < (2)
v 2t2 2x2

En divisant par R(z) (car R(z) # 0), on obtient ¢

Exercice 206 | Equivalent de In(n!)

Pour tout n de N*, on considére :
def 1 Z ( >
In .

1
1. / In(t)dt existe-t-elle ? Si oui, quelle est sa valeur ?
0

2. Justifier I’encadrement :

1+1/n 1 1 1+1/n
Vn e N7, / m(@)dt+ 1 — <8, < / In(t)dt.
1/n n n+1 1/n

En déduire la convergence et la limite de la suite S.

3. Déterminer un équivalent de In(n!) lorsque n tend vers +oc.

Solution (Ex.206 — Equivalent de In(n!))

1 1
1. Pour z €]0; 1], / Intdt = -1—zlhne+a2 — —1: / In(t)dt existe et vaut
T 0

z—0
—1.
2. Par croissance de In sur |0; 400 [ donc sur [k/n; (k+1)/n],
Vk € N*,Vt € [k; k“] Y <mt<mPL
n’ n n n
En intégrant les encadrements précédents,
k (k+1)/n 1. k+1
Wk € [1; ], flnfg/ ntdf < —In 22
non k/n n n

En sommant pour k£ allant de 1 a n,
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1+1/n 1 1 1 1
&g/‘ Intdt <S, — ~In>+ "1
n n

1/n n n
En isolant S,,,

1+1/n 1 1 14+1/n
/ Intdt + — In <8S, < / In tdt

1/n n n+1 1/n
1 1 1 1 1 1
—1In ~ In et limzlnz =0, donc lim —In =0.
n n+lnsteon+1l n+1l -0 n—at+oon n+1
1+1/n
Par 1), lim Intdt = —1. Par encadrement, lim S,
n—-+4oo 1/n n—-+oo

i !
3. S, = 1 <Z(ln(k) - 1nn)> = () _ Inn d’ou In(n!) =nS,, + nlnn

n n
k=1
In(n!) S,

=—+1 P 1donc In(n!) ~ nlon.
nlnn  Inn n—+00 n—+oo

Exercice 207 | Arctangentes en cascade

1. Justifier la convergence des intégrales

Too dqt Too oo 42
0 1+¢ o (1+1¢2) 0 (1+1¢2)

2. Les calculer.

et

Solution (Ex.207 — Arctangentes en cascade)

1. I, J et K convergent par le critére des équivalents.

2.

imit. T - t
p Pt [arctanm]sroo =5 er [

+oo

™
—_ 2K K=-.
1+t2]0 + donc 1

™
J=1-K=".
4

Exercice 208 | Fonction gamma d’Fuler et suite double d’intégrales

Pour tout x de |0; 400, on pose, sous réserve d’existence,

. +oo
I'(x) et / t* e tdt.
0

1. Justifier que la fonction I" est effectivement définie sur |0; 400 .
I s’appelle la fonction gamma d’Euler.

2. a) Montrer que, pour tout z de |0; 400/,
Iz +1) =al(x).
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b) Montrer que, pour tout n de N*,

I'(n) = (n—1)!
En quelque sorte, T' prolonge la factorielle sur ]0; 400[... au décalage d’une
unité pres.
3. On admet que I" est une fonction continue.
Déterminer un équivalent de I'(z) au voisinage de 0.

4. Pour tous p et ¢ de N, on pose sous réserve d’existence,
1
def.
Lef P 1nd
L, = / zP In? zdz.
0

En utilisant le changement de variable u = —(p + 1) 1n z, justifier I'existence de
I, 4 et la calculer.

Solution (Ex.208 — Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales)

1
1. o t*le7t=0p <t2 en 400 assure la convergence en +00.

o tTlet Koot t*~tet z—1 > —1 assure la convergence en 0 (et aussi la divergence
—
six <0...).
2. a) Soit z > 0. Les fonctions t — % et t — —e ™! sont de classe C! sur I'intervalle
]0; +00[. Comme t*e™* ——— 0 et t“e¢”! —— 0, par une intégration par
t—+o00 t—0

parties, j’obtiens :
+oo

“+oo
I'(z+1) :/ tre”tdt = [ft“"e*t];"o +/ wt*~le7tdt = 2T (x).
0

b) Par récurrence sur n € N*...

r 1
3. VX >0,T(z) = P@+1) or I'(z+1) — I'(1) par continuité donc I'(z+1) ~ 1.
T r— T—
1
DouTI'(z) ~ —.
x—0 2

4. Le changement proposé étant une bijection @! strictement décroissante,

0
I u:l(p;l)lnz/ (e_u/(p+1))p —U q -1 e_u/(p+1) du
pa . p+1) \p+1

_ (= e @
= prnm I'(g+1)=(-1) PRSI

Exercice 209 | Couple d’intégrales

Soit sous réserve d’existence,

/2 ™
I= / In(sinz)dx et J = / In(sin x)dzx.
0 0

1. Montrer que I converge.
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5.

1.

1

w/2
. Montrer que I = / In(cos u)du.
0

A T’aide du changement de variable u = m — z dans I, montrer que J existe et vaut
21.

1
. Montrer que 2I = §J — gln 2.

. En déduire la valeur de I, puis celle de J.

Solution (Ex.209 — Couple d’intégrales)
1.

On sait : sinz ~ . A-t-on Insinz ~ Inxz?
x—0 z—0
sin sin x

Insinz  In(**Fz)  In(*3*)

+1 1, donc Insinz ~ Inz.
Inz Inz Inz z—0 z—0
1

Or In xdx existe (en utilisant la primitive 2 — 2 Inx — 2 par exemple). Dernier

0
détail : Insin x et In z sont négatives au voisinage de 0. On passe a I’absolue conver-

gence : |Insin x| o Inz, donc par le critére des équivalents, I est absolument
Tr—r

convergente, donc existe.

— 0 w/2
x/ Insin(mw/2 — u) x (—1)du:/ In cos udu.
/2 0

u=

||m\=|

_ /2 ™
| / Insin(r —u) x (=1)du = / In sin udw.
™ /2

T /2
Par Chasles : J = / Insinxdz = / Insin xdx + / Insinzder =1+1
0 0 /2

w/2 /2 /2
2l = / Insin zdx + / Incos xdx = / In(sin x cos z)dz =
0 0 0

/2 : m/2 /2
/ 1n(81n(233) Ydz = / Insin(2z)dz — / In2dz
0 2 0 0

Et en posant u = 2x dans la premiére intégrale,
T 1 T 1 0
21 = Insi “)Jdu——=—In2==-J——=1n2.
/0(nsma:)><(2)u 5 In 5 5 In

3. dans 4. donne 2l =1 — gln2 donc I = fﬂan.

2
Exercice 210 | Quelques séries de Bertrand

. 1
Etudier la nature de la série ngz m
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1

2. Soit 3 > 1. Etudier la nature de la série Z IT()
nln”(n

n>=2

Solution (Ex.210 — Quelques séries de Bertrand)

. 1
1. SOItf[Q,"‘OO[—)R,t’—)m

T
/ ft)ydt = [ln(ln(t))];F oo oo et comme f est continue, positive et dé-
2 —+o0

croissante, par comparaison série/intégrale, Z I diverge.
= nin(n)
2. Soit fg:[2; 40| = Rt — ———.
fﬁ [ [ t1n? (t)
T 1 T 1
t)dt = s, et comme f est
/2 f() |:(1ﬂ)1n5_1(t):|2 T— 400 (571)111/3—1(2) f

continue, positive et décroissante, par comparaison série/intégrale, g

s In”? (n)
converge.
Exercice 211 | Limite d’une famille de séries
1. Soita €]0; +oo.
. L. a
a) Justifier la convergence de la série Z 3 gz converge.
n>1
T 1 ™= a T
b) Montrer que : — — Arctan | — | < — < -
) d 2 (a>\nz_:1n2+a2\2
+o00
2. Montrer I'existence de lim Z e puis la calculer.
a—+00 — n2 —+ a?’
Solution (Ex.211 — Limite d’une famille de séries)
a 1 s L
l.a) —— — assure la convergence par le critére des équivalents pour ces

72t a2 ntoo nZ
séries a terme général positif et par la convergence de la série de Riemann de
paramétre 2.

b) Soit n € N*.

a a a -
7n2—|—0L2>t2—|—a2’donc7”L2—l—a22/71 2+ a2
a a a " a
e Spre 10 e S /n_l Pl

Vte[n;n+1] dt

Vie[n—1;n]
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En sommant ces inégalités pour n € [[1; NJ,

N+1 N N
a a a
——dt < —— < ——dt.
/1 t2 +a? \nz_:ln2+a2\/o t2 +a?

N t
A Tl’aide de la primitive ¢ — Arctan () de t —
a

N
N+1 1 N

Arctan R — Arctan | — ) < E ¢ < Arctan [ — |.
a a n? + a2 a

n=1

2 +a?’

Par conservation des inégalités (larges) en passant a la limite :

T 1 = a T
— —Arctan | — | < —_ < -
2 (a) Z n?24+a? " 2
n=1
+oo
2. Puisque lim Arctan 1 =0, lim Z e existe par le théoréme d’en-
’ 4 a—+oo a Y ’I’L2 + a2 b

a—r—+o00

cadrement et
—+oo

i Z 2

11m = —.

a——+00 T n2 + a? 2
n

3

* | Exercice 212 | Limite d’une intégrale a paramétre

Soit f:[0; +oo[ une fonction continue et a et b deux réels tels que 0 < a < b.
Montrer que :
bx
t b

lim &dt = f(0)In—

x—0 az t
Solution (Ex.212 — Limite d’une intégrale a paramétre)
Ecrivons, par continuité de f en 0, f(t) = f(0) + (t) avec }in(lJ e(t) = 0.

—
All?rs : , , ,
T 1 T e(t b Te(t
th _ f(O)/ St +/ g(t—)dt = fO) +/ #dt.

ax €T X x

bx
t
Reste a justifier : / ?dt — 0.

axr
Pour z > 0, € est continue sur le segment [ax; bx] donc bornée et par inégalité

triangulaire :

bz
/ e 4,
aw U

Or lim £(u) = 0 entraine max |e(t)] —— 0. (Sauriez-vous le démontrer ?)
u—0 te[am ; bz] x—0

bx
I 4 — roym 2.
t a

b
< max |e(t)|In—.
t€lax; bx ] a

f(0)In

Donc lin%)

r— ar
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Exercice 213 | Intégrales a paramétre

a désigne un réel de |0; +oo .

1. Justifier I'existence et déterminer la valeur de

2.

3.

1.

def. /+°° dt
1, =
0o a?+1t?

o [T°° Int
I, dzf'/ LV
0

Justifier ’existence de

a® +t?

A T’aide du changement de variable u = a?/t, calculer J,,.

Solution (Ex.213 — Intégrales a paramétre)

1 . . 1 1
t— poa est continue et positive sur [0; +oo[. Comme PP e on
obtient I’existence par équivalence.
=t/a 1 [T 1 1 m
1, e - sadu = = [Arctanu]g ™ = —.
a® Jo 1+u a 2a

Int 1 !
——— ~ — Int donc par équivalence de fonctions négatives (et comme In tdt
a2 + 1?2 t—0 a2 0

. U Int .
existe), — 5 dt existe.
0o a°+t

Int Int T n
£3/2 — 0donc ——= =o (t3/2) et / ———dt existe par domi-
a? + 12 to+oo a? + 2 1 a?+t?

Donc J, existe.

u=a?/t (0 2lna—1 —a? T 2lna—1
) :/t/ M(Cl) du:/ Hnazu g o ma, — .
0

too @2 Fat/u? \ u? u? + a?
mlna
dont J, = In(a)l, = .
ol n(a) 5

Exercice 214 | Fonction définie par une intégrale

Soit, pour a € R et sous réserve d’existence,

ta+1°

fla) = | o

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est décroissante.
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3. Déterminer la limite de f en 4o0.

Solution (Ex.214 — Fonction définie par une intégrale)

1. t— est continue et positive sur |1; +oo| et
tot1 X P 1 [15 +oof
e Dpour a > 0, 1 oo 13 donc par équivalence f(a) existe si, et seulement
si,a>1;

1
— dOHC ar cCom aralSOn
a1 2 P P

e poura<0,Vt>1,t*=e** <1 donc

oo qt
di t ‘est pas définie.
/1 a1 iverge et f(a) n’est pas définie

Bilan : 'ensemble de définition de f est | 1; 400 ].

1
2. Soit 1 < b. vVt > <
ot @< tb+1 te+1

f(a). Donc f est décroissante.

1 1
3. Soitl<a. Vt=1 — donc par croissance de l'intégrale :

t“—i—l
o<f(a></1

() >

LR BT drement f(a) —— 0
ta = a— 1, Oou par encadremen a oot .

Exercice 215 | Une fonction constante

4
Soit g :]0; oo — R, x+—>/ Sln%)dt.

1. Montrer que g est effectivement deﬁnle sur ] 0; +o0 .
2. On admet que : g(1) = g (intégrale de Dirichlet).

A T’aide d’un changement de variable, calculer g(x) pour 2 € ]0; +oo].

Solution (Ex.215 — Une fonction constante)

sin(zt
1. L’intégrale est faussement impropre en 0 car lim L (zt)
t—

+00 se prouve en par une intégration par parties en dérivant ¢ — 1/t et primitivant
t — sin(xt), puis par comparaison, griace a U'intégrale de Riemann da parameétre
a=2.

oo
2 o= [T T
g(x) ; du=g

=z. La convergence en

Exercice 216 | Que faire d’un logarithme ?

“ s T In(t)
1. Etablir la convergence de I = 2 ——=dt.
1
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2. Calculer L.

Solution (Ex.216 — Que faire d’un logarithme ?)

1. —2 = o (1/t*/?) et on conclut par le critére de domination.
12 t—toco
Int] "> T At primit.
2. 1" |22 +/ S Pty
], LB

Exercice 217 | Convergence de l'intégrale de Dirichlet

+oo
1-— t
1. Montrer que I = / %dt converge.
0
+oo o
t
2. En déduire la nature de J = / %dt.
0
0 sin(t)

dt, intégrale de Dirichlet (qui vaut /2

3. Justifier 'existence de D = /

—0o0

pour information).

Solution (Ex.217 — Convergence de l’intégrale de Dirichlet)
l—cost 1

1. lim ———— = = donc I est faussement impropre en 0.
t—0 t2
1 —cost 2 . .
0< g < -5 bermet de comparer I a une intégrale convergente en +oo.

2. Une intégration par parties permet de conclure, avec en plus I = J.

3. L’intégrande est paire (a vérifier!), donc D existe (et vaut 2J).

Exercice 218 | convergences
1t Lot _q /2 q
1. Naturedel = Gf—dt, J :/ ¢ - dt et K :/ dt.
o sint o sint o sint

2. En effectuant changement de variable u = m — ¢ dans K, déterminer la nature de
s
1
L= / it
0 sint

Solution (Ex.218 — convergences)

—t —t
e 1 et -1
et : I diverge; st o —1: J converge (faussement impropre) ;
1 1
~ —= : K converge.

vsint t—0 \/f
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- du B du
2. K“Z / —_— = / ———. Par la relation de Chasles, L existe
7/2 \/sin(T — u) x/2 y/sin(u)

et L=K+K.

Exercice 219 | Intégrale & paramétre

Soit a un réel.
. +o0 a?
1. Etablir la convergence de I, = / In (1 + 752) dt.
0

2. Calculer I,.

Solution (Ex.219 — Intégrale a parametre)
2 2
1. In (1 + a) ~ L donne la convergence en +oo par équivalence (Riemann en
t2 ) t—+oo t2
+00).

2
In <1 + i;) = In(t% + a®) — 2In(t) Kodh —21n(t) donne la convergence en 0 par
—

équivalence ( / In(t)dt converge).
0

2 +oo “+00 “+o0 2
2t 2 2
2. IGHQD. tln 1+% —/ t o, 2 7 dt:/ %dt
)], 0 2+a? t o t2+a

“+o0 “+oo
1 u=t/a 1 ™
I, =2 L v du = 2a”™ = ar (happy?
/0 a1 /0 u2+1a u=2ag am (happy ?)

Exercice 220 | Racines imbriquées

dt?

11—Vt

1
1. Quelle est la nature de /
0

existe.

1
dit
2. a) Montrer que I = / —
0 V1—+1t
b) Calculer T en posant ¢t = sin? z.

Solution (Ex.220 — Racines imbriquées)
1 1+t 2

1_\/7E: T—t 511 ¢
1 V14 V2

Wi Vit S

de l'intégrale de Riemann sur [0; 1.

donc divergence par équivalence (Riemann sur [0; 1]).

2

donc I existe par équivalence et convergence

4 /2 32172 8
b) 1% ‘ 4/ sin® xdx = [—3 cosx + cos(3z) ==
0 3 0 3
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. 1
car sin® 2 = — (3sin(z) — sin(3z)) : toujours linéariser pour primitiver des puis-

sances de sin ou cos.

Exercice 221 | Autour de la tangente

/2
1. Déterminer la nature de lintégrale / tan(t)du.
0

/2
2. Déterminer la nature de Uintégrale I = / Vtan(t)du de deux fagons :
0

T
a) en cherchant un equivalent de v/tant en 5 ;

b) en effectuant le changement de variable u = tant.

Solution (Ex.221 — Autour de la tangente)

1. Une primitive sur ]0; 7/2[ de ¢t — tant est ¢t — —In(cost) —/> +00 ... donc
t—m/2

divergente.
int 1 1 1
2.a)ﬂ ~ —  ~ ——— ~ —— donc
cost t—m/2- cost t—r/2- sin(m/2 —t tonj2- w/2 -1t

tan®t ~ ———— et par équivalence I est de méme nature que l'intégrale
tom/2- (/2 — 1)
/2 dt
de Riemann / —_—
o (m/2—-t)*
NB : et on retrouve la divergence de l'intégrale de la premiére question avec

a=1..

7‘—/2 +oo f f 1
u=tant u u
b) /0 Vtan(t)du = ey du et T2 o ioe W32 donne la conver-

gence par équivalence a 'intégrale de Riemann en +oo (a > 1).

Exercice 222 | Arc-tangente like

1. Justifier la convergence de I = /

—0o0

donc convergente car @ = 1/2 < 1.

+o0 1
——du

du? +4u+5

2. Calculer I a 'aide du changement de variable x = u + 1/2.

Solution (Ex.222 — Arc-tangente like)
1. Remarquer que 4u? +4u+5=4[(u+ 3)? +1] > 0.

1
— ~ —— assure la convergence.
du? + 4u + 5 u—rtoo 4u? &
r=u+1/2 1 /+Oo dzx primit. 7

2. 1 .
4 22 +1 4

— 00
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Exercice 223 | Arctangentes a gogo

x arctanx

@2 +1)? dx converge.

—+oo
1. Montrer que : I = /
0

1
2. a) Montrer que : Vy € ]0; +o00 [, arctan; = g — arctan y.

¢ garctanz

b) Pour a € |0; 400, on pose I, = / dz. A 'aide du changement de

1/a (2 +1)2
1 a
variable y = e montrer que 21, = g /1/a ﬁdx.
ma?—1
En déd I,
c) En déduire que : BT

d) En déduire finalement la valeur de I.

1 [t dzx
3. a) Montrer pa e intégration par parties que I = — —-
) ntrer par une intégration par parties qu 2/0 0+ 22)?
1 1 x? < ,
b) En observant que 15222 =7 el T calculer T & l’aide d’une
x x x
nouvelle intégration par parties.

Solution (Ex.223 — Arctangentes & gogo)

xarctanx T
—5 3  ~ 53 assure la convergence de L
(22 +1)? z—+c0 22

1 ™
2. a) Montrer en la dérivant que y — arctan — + arctan y est constante et vaut — en
Y
1.

1/a ¢ Z —arctany T [¢ Y
b) I, V= / 27ydy=—/ Y __qy 1.
: vo (27 o (1277

c)I:z/a Ldyprlmw 1 _71‘1 :szi_l.
Ca S, (L4 y?)? 42 |1+42 e S+ 1

+
e
d)I_aETooIa_g
1/2 R B S P 1 [ dax
1= Arct - == -
a) L+2 rcan(x)]o +2/0 (1+a2)2 2/0 (1+a?2)2

b) /+oo dax _/+oo dz B _1/2 +OO_1/+oo dz
o (+x222  Jy 1422 1+22], 2 Jo 1422

/*“dx_l/”"dw_ﬂdml_ﬂ
o (I+z22 2/, 1+22 4 -8

Exercice 224 | Surprenant (ou pas) ?
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+o0 +oo +oo ;
cosu sinu
1. Soit I = / cos (t2) dt, J = duet K= / ——=du.
a) Montrer que I et J sont de méme nature.
b) Montrer que J et K sont de méme nature.

c) En déduire la nature de I.
2. t+ cos (t2) admet-elle une limite lorsque ¢ tend vers +oo 7

3. Quelle conclusion en tirez-vous?

Solution (Ex.224 — Surprenant (ou pas) ?)
1. a) Poser u = t? (I'intégrale de m & 72 existe, elle n’est pas impropre!)
b) Et une intégration par parties!

c) K est absolument convergente, par la majoration ‘sin u/u3/2| < 1/ud/2,

3. Contrairement a ce qui se passe pour les séries, il n’est pas nécessaire que f tende

+o00
vers 0 en 400 pour que / f(t)dt converge ...

Exercice 225 | Convergence
o0

+
Etudier la nature de I = /

dt
. et + t2e—t"
Solution (Ex.225 — Convergence)
1 e
I converge : d’une part T e 1Yo e tet /0 e !dt existe (= 1);
1

~J
et 4+ t2e~t t——oo t2e7t

Exercice 226 | Limite d’une moyenne

+oo
Soit f fonction continue et positive sur [0; 400 telle que / f(t)dt converge.
0

0 L
<efpourt>1,et / etdt PP 1 existe.

— 00

d’autre part :

1 €T
Montrer que lim 7/ tf(t)dt =0.
0

r——+oco I

Solution (Ex.226 — Limite d’une moyenne)
Pour z > 1, en majorant ¢ par y/x pour t € [0; \/z] et t par x pour t € [\/z; x],

T VT T T
on a : /O tf(t)dt < \/5/0 ft)de + x/ff(t)dt. Alors 0 < %/O tf(t)dt <

1 [V @
= /0 Ft)dt + /ﬁ F()dt.
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VT
Onconlutavec/ ft dt—>Iet/ fdt = /f dt/ f)dt ——
0

Tr——+00
0.

Exercice 227 Equz’valent en 0 et limite en linfini
oo dt
1. Nature de/ et de _
tv1+ t2 1 tvV1 + 2
2. a) Majorer ’\/1 +u— 1| pour u € [0; 1] a laide de l'inégalité des accroissements
finis.

dt 1
b) En déduire / =
) \/1 V1t 2 ‘ 2
dt
c) Proposer en équivalent simple de / en 0
) Prop q P v
L 1 —cosx
3. a) Calculer la dérivée de  — In ———— sur [7/4; 7/2].
1+ cosx

oo qt

b) Calculer — A
) 1 tvV1 +t2

I’aide du changement de variable t = tan x.

Solution (Ex.227 — Equivalent en 0 et limite en linfini)

1 1 1 1
; m Kot donne la divergence de 'intégrale en 0, ——— donne

/1 + t2 t—>+oo 2

la convergence de l'intégrale en +oco grace aux intégrales ed Riemann adéquates.
1
2.a) f i ntff0l — R,u+— 1+ u est C avec |f/| < 3 Par I'inégalité des accrois-

sements finis, [v/I+u — 1| < |u -0 < pour tout u de [0; 1].

b) Par l'inégalité triangulaire, pUIS 2.a) avec u = t2, puis croissance de I'intégrale,
onapourz€]0;1]:

/1 d _/ldt‘_
s V142 s U
1
7/ LAY
2, V1I+1t2
/1 dt 1dt‘<1/1tdt<1(1 )<
- — - X A X A _:'L. X A
. tVI+e2 J. t] 2/, 2 2

/1 dt
Jo V1482 | o L

—Inz —2Inx

1—V14¢t2 dt</1 22
V1 + t2 SLonite

/11_ 1+t2dt </1
V14 t2 x

N

, d’onl

[
z tV1+t2

par les gendarmes :

c) ... Donc
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1 1
dt dt
—Inx 1: —_— ~ —Inux.
z tV1+1¢2 z—0 e V1412 2=0
1. 2442

2
3. Dérivée : x — ——... et ensuite ] = = In

sin(z) 272412
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Chapitre 9

Suites de fonctions et
convergence dominée

Exercice 228 | Se méfier des opérations algébriques, méme simples !

1
Soit, pour tout n de N*, f,, : RT — R définie par :  f,(z) =z + —.
n

1. Etudier la limite simple de la suite (f,,). La convergence est-elle uniforme ?
2. Etudier la limite simple de la suite (f2). La convergence est-elle uniforme ?

3. La suite (f2) converge-elle uniformément sur tout segment de [0; a] de R ?

Solution (Ex.228 — Se méfier des opérations algébriques, méme simples !)
1. Soit z € RT. lirf fn(x) = x, donc la suite (f,) converge simplement sur R+
n—-+0oo
vers f : RT - R,z — x.
1
Vn € N* Vo € Rt |f.(z)— f(z)| = o donc : Vn € N*, ||fn—fllo =
1
— ——0.
n n—+oo
Ainsi la suite (f,,) converge uniformément sur R* vers f.
2. Soit z € RT. lirf f2(z) = 22, donc la suite (f2) converge simplement sur R+
n—-+00

vers f2: Rt = R,z — 22

Vn e N* Vz e RY, |f2(z) - f2(2)| =

2z 1
—+ =

n n

deéf.
Posons : Vn € N*,  x, = n. Alors :

1
Vn € N* Vo e RY, |fi(zn) — f2(2n)| = ’2 + | >2
n
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donc : Vn e N*,  |[f,, — flloo > 2 et (||fn — f||oo)n ne tend pas vers 0.
Ainsi la suite (f2) ne converge pas uniformément sur R* vers f2.

3. Soit a > 0.
* 2 2 2z 1
VneN*Vze[0;a], |fiz)- f(2)]=|>= |-

n
2a 1

donc : Vn € N*,  [|fn = fllao0:a) = —t et ([[fn = flloo,0;a))n tend vers 0.

Ainsi la suite (f?2) converge uniformément sur tout segment [0; a] vers f2.

Moralité : la convergence uniforme ne supporte pas nécessairement les opérations

algébriques simples...

Prévisibilité de la situation : de identité f2 — f2 = (f, — f)(fn + f), on pressent
que pour que Hfﬁ — f2||(><> —0> mieux Vaut maitriser |[f, + f|[. ce qui ici n’est
n—

le cas que sur des intervalles bornés...

Exercice 229 | Réfuter la CVU par les intégrales

Soit, pour tout n de N*, f,, : [0; 1] — R définie par
fo(z) =n2z(1 —nz) six € [0; 1/n], et f,(z) = 0 sinon.

1. Etudier la limite simple de la suite (f,,).
1
2. Soit n € N*. Calculer / fa(t)dt
0

3. La suite (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0; 1]7?

4. Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur [a; 1] avec a € ]0; 1].

Solution (Ex.229 — Réfuter la CVU par les intégrales)
Soit, pour tout n de N, f,, : [0; 1] — R définie par
fo(z) =n2z(1 —nz) siz €[0; 1/n], et f,(z) =0 sinon.
1. Etudier la limite simple de la suite (f,,).
o fa (O) =0 —+> 0;

1 1

e Soit z €]0;1]. Dés que n > —, on a x > — donc f,(z) = 0. Ainsi f,(z) =
x n

0 ——0.

n——4o0o
Donc la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle f: [0; 1] — R,z —

. 1 1/n 1/n 1/n 1 1 1
2. / fn(t)dt = / n?t(1 —nt)dt = n2/ tdt — n3/ At =~ — - = —.
0 0 0 0 2 3 6

3. Si la suite de fonctions continues (f,,) convergeait uniformément vers la fonction
continue f, on aurait :

Ji i o b f oo



La suite (f,,) ne converge pas uniformément sur [0; 1].
1
4. Soit a €]0; 1]. Dés que n > a,VIE [a; 1], folz)— f(xz)=0-0=0.

1
Ainsi : Vn > . I[fn = flloo,fa;1] = 0- A fortiori, [|fo = fll (0.1 ——— 0.

n—-+oo
La suite (f,) converge uniforme sur [a; 1] (pour tout a € ]0; 1]).

Exercice 230 | Réfuter une convergence uniforme

Soit, pour tout n de N, f,, : [0; 7/2] — R définie par :  f,(z) = nsin(z) cos™ (z).
1. Etudier la limite simple de la suite (f,,).

2. Montrer que la suite (f,,) ne converge pas uniformément sur [0; 7/2] :
/2
a) — en calculant fr(x)da;
0
b) — en montrant que (|[f, — 0[|,,)» ne tend pas vers 0.

3. Etudier la convergence uniforme sur [a; 7/2] avec a > 0.

Solution (Ex.230 — Réfuter une convergence uniforme)
Soit, pour tout n de N, f,, : [0; /2] — R définie par
fn(x) = nsin(x) cos™(z).
1. Etudier la limite simple de la suite (f,,).
¢ Powrz=0ouz=n/2,ona:vneN" f,(z)=0—-0.
e Soit z €]0; w/2[. Alors cos(z) €]0; 1].
Or pour tout ¢ € ]0; 1[, ng"™ = nexp(nlng) =

0 car —In(q) > 0.

e(*lnq)” n——+oo
Donc : ncos™(x) —— 0, donc : f,(z) —— 0.

n—-+oo n—-+4oo
La suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0; 7/2].

n 71'/2 - n

/2
2. a) /0 Ful@)de = [~ cos™t (2)] ™/ = o

n+1 n+1 notoo

w/2 /2
Si la convergence était uniforme, / fn tendrait vers / 0=0.
0 0

Donc la convergence n’est pas uniforme.
b) En analysant la preuve de la convergence simple, on peut remarquer que si
qg=1, ng" —+> +00. Débrouillons-nous pour que cos(z) ~ 1...
n—-+0oo

of, 1
Soit (x,)n une suite tendant vers 0, par exemple z,, 2 (Vn
n

—z2 1
_— ~

WV

1).

1 n ~ n)—1) ~ n -

nln (cos(x )) ete n(cos(x ) ) e ™S e T

Alors : cos™(x,) — exp(0) =1 et nsin(z,) ~ nz, —— L.
n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

Ainsi :
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e VneN, =z,€l[0;7/2],
e lim f,(z,)=1donc:3INeN* Vn> an(xn)/l.

n——4o00 2
Alors : Vn > N, ||fn — foll = 5 et (]| fn — 0], )n ne tend pas vers 0.
Donc la convergence n’est pas uniforme.

3. Avec l'étude précédente, on pressent que le probléme est en 0. Soit a € |0; 7/2].
Par croissance de sin et décroissance de cos :

Vo € [a;7/2], fu(z) = nsin(r/2)cos™ a = ncos™ a donc |[fully (4 r/2) <
ncos” a.
Et comme cosa € [0; 1], 1irJIrl ncos" a = 0.
n—-+oo
Par encadrement : |[fp||o (4, r/2) ——— 0.
n—-+o0o

Donc (f,) converge uniformément vers 0 sur [a; 7/2].

Exercice 231 | Permutation limite/intégrale : les 8 méthodes usuelles

nsinx
Soit pour tout n € N*, f,, : [0; 7] = R,z —

On se propose de montrer par trois méthodes & maitriser que

1. Montrer que (f,) converge simplement vers f  Gin sur [0; m] et calculer
s
0
2. Comme en premiére année.
s s
/ frn(x)dz — flx)dx
0 0

3. Par convergence uniforme.
Montrer que la convergence de (f,,)n vers f est uniforme et justifier (f).

En majorant , montrer ().

4. Par convergence dominée.
Proposer une fonction intégrable dominant toutes les f,, et conclure par le théo-
réme de convergence dominée.

Solution (Ex.231 — Permutation limite/intégrale : les 3 méthodes usuelles)

. nsinz
Soit pour tout n € N*, f,, : [0; 7] > R,z —

n+x’
On se propose de montrer que

lim (/Oﬂfn(x)dm) :/anrfwfn( Jdz=2  (4)

par les trois méthodes & maitriser.
1. Soit z € [0; 7].
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nsinx nsin T .
fulz) = ~ ~ sinz,
n-—+x n—+oo n n—+oo

donc (f,,) converge simplement vers f " sin sur [0; 7]

/f dx—/o sin(z)dz = 2...

Comme en premiére année.
En majorant
T rsinx T
|fn — f(x)]dz < dz < —dx
o nt+x o N
2
)
n

/7T fn(z)da — /7r f(z)dz| <

x)dx — / flx)dz| <
donc par encadrement :

/fn dx—/f )dx
(#).

. Par convergence uniforme.
Vo € [0 7] |fu(x) — f(2)] <
ment : || f, — f||., —— 0.

n—-+00

X

—+> 0, ce qui démontre

¢
oy I donc || fn — fllo < il et par encadre-
n+x n’

3

La convergence de (f, ), vers f est uniforme. Comme toutes ces fonctions f,, sont
continues sur le segment [0; 7], la permutation intégrale/limite est licite, ce qui
justifie ().

. Par convergence dominée.
Ve € [0;7],Vn € N*,  |f,(z)] <

intégrable dominant toutes les f,.
Puisque les f,, et f sont continues, le théoréme de convergence dominée s’applique
et autorise la permutation intégrale/limite, ce qui justifie (f).

n
n—+x

< 1 donc z — 1 est une fonction

Exercice 232 | CVU d’une suite fonction d’une autre

Soit a € ]0; +o0[. Soit (f)nen une suite de fonctions définies et positives sur R, et
convergeant uniformément vers une fonction f.
def.  fn
On pose : Vn € N, = .
p In at fn

. Montrer que (g,) converge uniformément sur R vers une fonction g a préciser.

. On suppose de plus que toutes les f,, sont de classe €1, et que la suite (f/,) converge
uniformément.
Montrer que les g, et g sont de classe C!.

Solution (Ex.232 — CVU d’une suite fonction d’une autre)
Soit a € ]0; 400 [. Soit (fy)nen une suite de fonctions définies et positives sur R, et
convergeant uniformément vers une fonction f.
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CHAPITRE 9. SUITES DE FONCTIONS ET CONVERGENCE DOMINEE

det.  Jfn
oa+fn
fn(x) f(x) evs

a+ fo(z) n—too’ a+ f(z)

On pose : vneN, g,

1. Soit z € R. gp(x) =

Posons : g et i
Vn € N,Vx € R,

RN I 1C)) fl@) | | afa(x)—af(z)
90 (@) = 0@ = | G~ T 7@ |~ @t fu@)a t 7@
lgn(x) — g(z)] < Cl|fn($c)lz— f@ )| fn (x)a 1 par positivite.

Donc:VneN, ||gn — gl < E [ frn = fllos

evu . evu
Comme f, — f, par encadrement ||g, — g/ —+> 0, autrement dit g,, ——
n—-+0oo

g.
fn

n

est aussi ! par les théorémes

2. e Puisque pour tout n, f, est C', g, =

habituels.

e (i) Pour tout n, f,, est €1; (i) f —22 f;

(iii) (f}) converge uniformément

donc par le théoréme de régularité, f est C* et f/ = ngrfoo I

!/
a
Et comme g = i7 g est aussi C! avec ¢ = /
a

+f (a+f)*
Exercice 233 | Quelques limites d’intégrales

Justifier I'existence et déterminer les limites des suites suivantes :

1
¢ t

1. VvneN, Up, et / cos —dt;
1 3n

et /4
2. VneN, Un 3'/ tan™ tdt ;
0

aef. [T dt

3. Vn >3, Wy, = _,
- " 0 AVA AL S AL

Solution (Ex.233 — Quelques limites d’intégrales)
Justifier 'existence et déterminer les limites des suites suivantes :

1. Les u, existent car les intégrandes sont continues sur le segment [—1; 1].
t
Soit, pour tout n, f, : t+— cos — 3 qui est continue.

(fn) converge simplement vers f : ¢+ 1.
Par convergence uniforme :
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. Vn >3, Wy, =

Par l'inégalité des accroissements finis appliquée a cos avec |cos’| < 1, on a :
t 1
vte[-1;1] 3 — 0]y done [[fn = fllo < 7

3’I’L
evu
Par encadrement : || f, — f||., —— 0 et f, — f.
n—-+oo

t
— =1 <1x
COS3n

1 1 1
Alors : ngrfooun = ngrfoo/_l fa(t)dt = /_1 f()dt = /_1 1dt = 2.
Par le théoreme de convergence dominée :

Pour tout n, est dominée par la fonction constante f, intégrable. Par le théoréme
de convergence dominée, la permutation intégrale/limite est licite :

lim w, = lim /_11 fa(t)dt = /_11 F(t)dt = /_11 1dt = 2.

n—-+o0o n—-+o00

. Les v, existent car les intégrandes sont continues sur le segment [0; 7w/4].
Pour tout n, f, : t — tan™t est continue et dominée par la fonction constante
intégrable sur [0; w/4] ¢ : t — 1. De plus (f,) converge simplement vers la

0 site[0;1]

fonction continue par morceaux f : t — . Par le théoréme de

convergence dominée, la permutation intégrale/limite est licite :
/4 /4
lim v, = lim Fa(t)dt = fydt ="

n—+o0 n—+oo Jo 0 4

La convergence n’est pas uniforme [0,7/4] ...

En effet, soit : Vn € N*, ¢, = Arctan(2_1/") (obtenu en résolvant tan™ t = 1/2).
Alors : Vn € N*, t, €]0; 7/4[car 27/ €]0; 1] et f.(t) — f(t) = 1/2.

Donc : Vn € N*, |[|fn — fll = 1/2... et (|| fn — f||) ne tend pas vers 0.

aer. [T°° dt

0o VIt
o Fuistence

fn:]0; 400 = R, t — +/t" +t~™ est continue sur | 0; +oo [ et prolongeable par

1
continuité en 0 en posant f,(0) =0 car t" +¢~ " v +00. Donc / fn existe.
- 0

fu(t)

~ . Par équivalence de fonctions positives, sachant que 'intégrale
t—+oo /2

+o0 n o0
de Riemann / ey converge car 5 > 1, / fn converge.
1 1

Donc w,, existe pour tout n > 3.
e Limite simple des f,
Sit>1,t"+t™" ~ t" —— 400 donc fr(t) —— 0.

t—+oo t—+oo t—+oo

1 n
Sit<1L,t"+t™" ~ () ——— +oo done [, (%) P 0.
— 400

t—+400 t t—4o00
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Sit=1, f.(t) =
Donc la suite (fy,)

Sl

Q

onverge simplement vers la fonction continue par morceaux
0 sit#1

2105 oo = Rt — .
£l [ ’ {1 V2 sit=1

o Domination

V> 1, 6" 4t > " done | f(t)| < 732,

YVt < 1,t" 4+t~ > t~" donc |f,(t)] < t"/2.

B2 sit<1

t32 sit>1

¢ est continue et intégrable sur |0; +oo| (faussement impropre sur ]0; 1] et
comme intégrale de Riemann sur [1; +oo[ car n/2 > 1).

e Par le théoréme de convergence dominée

+oo +oo +oo
lim w, = lim fn= / lim f, = / f=0.
0 0 0

n——+o0o n——+00 n—-+oo

Exercice 234 | Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales impropres

Soit, pour tout n € N*| sous réserve d’existence,
+0o0 3
sin(z/n
pom [ Sl
o z(l+a?)
1. a) Vérifier l'existence de J,, pour tout n de N*.
b) Montrer que la suite (J,,), converge, vers 0.

Soit : ¢ :]0; 400 [ = R, t —

2. Déterminer un équivalent de J,, lorsque n tend vers +oo.

Solution (Ex.234 — Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales impropres)

1. a) Soit n € N*. De la majoration classique : Vz € R, |sinz| < z, on tire :

i 1 1
veeRr, |Se/m| 1 .
z(1+22)| “n " 1+a2
+o0 T
Comme / T2 existe (et vaut 5), Jp est absolument convergente, donc
0 x
convergente.

b) De la majoration précédente découle par I'inégalité triangulaire : |J,| <
Par encadrement, (J,,), est une suite convergente, de limite nulle.

2. Déterminer un équivalent de J,, lorsque n tend vers +oo.

L . sin(z/n) 1
Heuristique : comme sin(z/n ~ x/n, ————~ ~ ——— et on
1 (w/n) n—+00 / (14 22) n—otoo n(l+ 22)

0 m
peut penser que J,, ~ . Etablissons nJ, —— —
n—stoo 20" n—+oo 2’
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x
; sin (—)
Soit, pour tout n € N*, f,, :]0; +oo[ > R,z — nsm(az/g) == n/_
x(1+ z2) (1 +22)
n

e Pour tout n de N, f, est continue.

o Vzel0;+oo[, falx) donc (f,) converge simplement vers

% —_—
n—too 14 2’
1
1422
e De la majoration |sin(x)| < |z| vient
vn e N Ve €]0; oo, [fu(@)] < f(2),

avec [ continue et intégrable sur |0; 400 |.

la fonction continue f : x —

“+o0 “+o0
Par le théoréme de convergence dominée, lim fu(z)da = / f(z)dx.
n—+o0 /g 0

. . 7r T
Autrement dit : lim nJ, = —,doncJ,, ~ —.
n—-4o0o 2 n—4oo 277,

Exercice 235 | Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales

Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de

ud:f/ ,/1+<1t> dt
0 n

Solution (Ex.235 — Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales)

t
Commengons par poser x = 1 — —, changement de classe C* sur [0; n] :
n
1
Uy = n/ v1+ axnde.
0

1
Par le théoréme de convergence dominée : / VvV1+znde —— 1.
0

n—-+oo

Il s’ensuit que : u,, ~ n.
n—-+oo

Exercice 236 | Convergence uniforme ?

"l 51 0;1
Soit pour tout n € N*, f,(z) = " In(z) 5? r €]0; }
0 siz=0

1. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur [0; 1].

n—-+oo

1
2. Que dire de lim /x”ln(x)dx?
0

1
3. Retrouver cette limite en calculant explicitement I'intégrale / 2" In(z)dx.
0
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Solution (Ex.236 — Convergence uniforme ?)

1. Les f, sont continues sur [0; 1], nulles en 0 et en 1, et dérivables sur ]0; 1] avec
£t — 2" Y(nln(z) + 1) donc décroissantes sur [0; e71/" | et croissantes sur
[efl/ nal ]

1
Donc || fall, = —fa(e™¥/") = — ——— 0. Donc : f, .
ne n—+oo
2. Les f, sont toutes continues sur le segment [0; 1], le théoréme de permutation

en cas de convergence uniforme s’applique :
1

lim 2" In(x)dx existe et vaut / 0dz = 0.

n—-+oo 0 0

3. Par intégration par parties :

! 1
/ 2" In(x)de = —
0

(n+1)2 no+too

Exercice 237 | CVU sur R ¢ Sur les segments ?

1
2 . . .
T Sm(nx) smceR*'

0 siz=20

Soit pour tout n € N*, f,(z) =

1. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur R.
2. Soit a €]0; +oo [. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur [—a; a].

3. Y a-t-il convergence uniforme sur tout segment du type [a; ] ou a < 87

Solution (Ex.237 — CVU sur R ¢ Sur les segments ?)
1. e fn(()) =0 m} 0.

e Pour z #£0, f,(x) — 0 car sin(u) —— 0.
n—+00 u—0

Donc f, RALNYG)

.732

x .
o fulzr)-0 ~ — ~ = —— +400: f, —0n’est pas bornée, il n’y a
z—+o00 N r—+oo N xr—>+oo

pas convergence uniforme.

2. De:Vu € R,|sinu| < |u| (IAF par exemple), on tire :

a a
\v2 —a: n gf’d n_O - gfa
.'L'E[ a,a]|f ($)| n OnCHf ||oo,[ a;jal n

donc || f,, — 0| —— 0: il y a convergence uniforme sur [—a; a].

oo,[—asa] n—-+oo

3. Soit a = max(|a|,|B]) de sorte que [a; 8] C [—a; a].
Alors, par définition d’un « sup », [[fn = O0ll g (4. 5] < |lfa = Ol 4. a)s

donc par encadrement || f, — 0| [a;8] —+> 0 : il y a convergence uniforme
’ ’ n—-—+0o0

sur tout segment.
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3.

2.

3.

1.

2.

1.

2.

Soit, pour tout n de N*, f,, : [0; +o00[ = R,z —

Exercice 238 | CVU de fonctions de classe 1

Soit, pour tout n de N*, f,, : R — R définie par f,(x) = /22 + 1/n.
1.
2.

Montrer que chaque f, est CL.

Montrer la suite (f,) converge uniformément sur R vers une fonction f que 'on
précisera.

f est-elle de classe C' ?

Solution (Ex.238 — CVU de fonctions de classe 1)
1.

Par opérations algébriques élémentaires, les fonctions f,, sont de classe @! car V-

est € sur R

Pour z € R fixé, f,(z) P Va2 = |z|, donc (f,) converge simplement sur R
n—-+oo

vers f avec f(x) = |z|.

En multipliant par la quantité conjuguée : ¥n € N*, Vax € R,

) = 1/n 1 1
|fn(z) — f(z)] \/er\/ﬁgn\/lTng\/ﬁ

1
Donc Vn € N*,[|fn, — fllo < —= et |[fn — flloo —— 0.
n n—-—+o0o

vn

Ainsi la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction f =|.|...

...qui n’est pas de classe C! car |.| n’est pas dérivable en 0.

Exercice 239 | Convergence uniforme ?

1
(1 + x)lJrl/n :
Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f
que 'on précisera.
a) Etablir, pour tout a € ]0; 1] et tout z € RT, (1 +2)* < 1+ az.
b) La convergence de (f,) vers f est-elle uniforme ?

Solution (Ex.239 — Convergence uniforme ?)

1
(1 + ;)3)1"‘1/" n—+oo 14+ x

Soit z > 0. , la suite (f,) converge simplement vers

P T .
frw 1+

a) Soit a > 0. Soit g : R* = R,z = 1+az—(1+2)*. ¢'(z) = a(1—-(1+2)*"1) 2 0
car a — 1 < 0. g est croissante et nulle en 0, donc positive sur RT.

. 1-Q4+2)Y"  (1+xz)/"-1
x + _
b) Soit n € N* et z € R, |f,(z) — f(z)| < ‘ Ao | S @32 m
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1.

1 o 1 1
no (L4ax)t+t/n = p
1
Donc : Vn € N*, I[fn = flloor+ gﬁ,
et par encadrement ||f, — f|| g+ P 0 : la convergence est uniforme sur
’ n—-+0oo
RT.
Exercice 240 | Convergence uniforme ?
2"z
Soit, pour tout n de N*| f,, 'R >R, x — ————.
P I 1+ n2na?

Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f
que 'on précisera.

La convergence de (f,,) vers f est-elle uniforme sur R?

Et sur [a; oo avec a > 07

Solution (Ex.240 — Convergence uniforme ?)

1. Observons que chaque f, est impaire. f,(0) = 0 —+> 0, et pour =z # 0,
n—-—+0oo

. Chaque f, est dérivable et : Vo € RT, f/(z) =

1
n ~ — —0.
f (ZL') n—+oo Nr n—+oo
La suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R.
27(1 + n2"z?) — 2"z (n2" 1z
(14 n2na2)2 ’

1
fl(x) est du signe de 1 — n2"22%. Soit =, = 1/?. Donc f, est strictement
n

croissante sur [0; x, | et strictement décroissante sur [z, ; +oo[. Comme f(0) =

2n
0= Hm_fu(e). supyers |fa(e)] = fulen) = 5 Par symétric, puisaque f, st

impaire,

* 2”
W EN,  fa= Ol = Yo o oo

et il n’y a pas convergence uniforme sur R.

Soit a > 0et lim z, =0, il existe ng € N* tel que : Vn > ng, =z, < a.
n—-4o0o

Par I’étude précédente, pour tout n > ng, f, est strictement décroissante sur
[a; +oo[ (et positive) donc |[fn = 0|l (4, 400 = [nla). Or fy(a) —— 0 (par

convergence simple de 1.).
Donc ||fn — O||w7[a;+oo[ m 0 et la convergence est uniforme sur [a; 400 .

Exercice 241 | Limite d’une suite d’intégrales
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1
1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f
que 'on précisera.

Soit, pour tout n de N, f,, : [0; +oo[ = R,z —

2. Cette convergence est-elle uniforme ?
+o0 1

3. Déterminer lim _
n—+oo J ™ + e”

Solution (Ex.241 — Limite d’une suite d’intégrales)
e % size[0;1]

1. Soit z € [0; +00][. fn(z) —— f(z) = siz=1

n—+o0 1+e
0 size]l; oo

2. Toutes les f,, sont continues mais leur limite simple ne ’est pas dons la convergence
n’est pas uniforme.

3. o (fn) cvs, 7, e Les f, et f sont continues par morceaux
e VneNVzeRt [fn(z)] < e % et  +> e~ " est intégrable sur RY.

Par le théoréme de convergence dominée,

“+o00 1 “+ o0 1 1
lim ——dx = / f(z)dz = / e fdr=1-—.
0 0

n—+oo [ " 4 e* €

Exercice 242 | Limite et équivalent d’une suite d’intégrales

On pose, pour tout n de N*,
cos T T
et I,= x)dzx.
a1 [

fan: 057 > Rz

1. a) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,).
b) En déduire lim I,.
n—~+00
1

2. Montrer que I, = o <>
n

Solution (Ex.242 — Limite et équivalent d’une suite d’intégrales)

Ccos T <1
x+n\n

1
l.a)Vn > 1,Vz € [0; 7], ,donc : Vn > 1, || foll o, < —-
n

Par encadrement, lim ||f,||., =0, donc f, SV
n—+o0o

b) Par convergence uniforme sur un segment de fonctions continues, le
théoréme de permutation donne :

lim I, = / 0dz = 0.
0

n—-+oo
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CHAPITRE 9. SUITES DE FONCTIONS ET CONVERGENCE DOMINEE

2. Il s’agit de monter que nl,, — 0.

n—-+oo
ncos(x
Onpose:Vn>=1,g, =nf,:[0; 7] > Rz — 4
n—+x
T U
Ona:g, £vs, cos, et on peut montrer que lim gn(x)de = / cos(z)dxr =0
n—-+0oo 0 0

it :
soi v -
e parce que g, — cos (par exemple ||g, — cos|| < —);
n

e parce que le théoréme de convergence dominée s’applique (par exemple Vn >
1,Vz € [0; 7], |gn(x)] < 1... intégrable sur [0; 1]).
™
1
Ainsi : nl, = / gn —>, ie. I, =0 (
0 n—0 n

Exercice 243 | Limite d’une suite d’intégrales

too —z/n
(&
dx

Déterminer, si elle existe, lim —
n—+oo Jo 1+2x

Solution (Ex.243 — Limite d’une suite d’intégrales)

efzr/n
Soit, pour tout n > 1, f,, : [0; 400 = R,z — ——.
14 22
e Pour tout n > 1, f, est continue.
evs 1
— f:]0; - Rx— —-7.
o fn f:[0; +o00] T 1422
e f estcpm.
o Vn = 1,Vz € [0; +ool,|fn(x)] < 5.2 et x — o2 est intégrable sur
[0; o0
Par le théoréme de convergence dominée,
+oo efz/n
= pour tout n de N*, / ——dxz existe;
0 1 + 1'2
+oo e—z/n +oo T
= lim ———dx existe et vaut / fl@)de = =
n—-+oo 0 1 +x 0 2

Exercice 244 | Limite d’une suite d’intégrales

+oo _.n
. . . . sin"(z
Déterminer, si elle existe, lim / ( )dx
0

n—-+oo x2

Solution (Ex.244 — Limite d’une suite d’intégrales)
sin” x
Notons que

5 o 2"~2 donc l'intégrale n’existe qu’a partir de n > 2 (pas de
€T r—r
sin" x 1 e s
5—| < — assure l'intégrabilité).
T

souci sur [1; +o0 [ car 3
T
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sin” (x)

Soit, pour tout n € N, f,, :]0; +00[ = R,z —

22
1/ six=2km+7/2,k €N,
lim f,(z) = { n'existe pas sixz = (2k+ 1)r+7/2,k €N,

n—-+oo
0 sinon

car lim (—1)" n’existe pas.
n—-+o0o

Ale, la suite (f,,) ne converge pas simplement.
Posons : g, = |fn|. Alors :

1 iz=k 2
. evsg:}O;+oo[—>R,x»—> s?x T+m/
0 sinon

(g vaut presque toujours nulle, sauf en des points isolés...)

e Pour tout n > 2, g, est continue.

cvs
gn — 9.

g est continue par morceaux.
1 size]0;1]

o Vn>=2Vre]0;+ool,|gn(x)] < p(x) avec p(z) =< 1 . :
— siz€]l; +oo]
x
(Détail sur ]0; 1] : Vinégalité Vu € R,|sinu| < |u| assure Vo € ]0; 1], g,(z) <
"2 < 1)
© étant intégrable sur | 0; +oo [, par convergence dominée :
+oo +oo
li dx = dx = 0.
S ) gnl@)de /0 g(a)dz

Détail en cas de doute (calcul de l'intégrale d’une fonction c.p.m avec une infinité
de morceaux) :

+o0 w/2 +00  a(k+1)m4m/2
/ g(z)dz = / 0dz + Z/ 0dz =0
0 0 k=0 km+m/2

Revenons aux intégrales initiales grace a I'inégalité triangulaire :
—+oo +oo
/ frn(z)dz| < / gn(z)dx.
0 0

—+o0 —+o0
Or / gn(z)dx ——, donc par encadrement : / fn(x)de — 0.
0 n—+00 0 n—+00

Exercice 245 | Equivalent d’une suite d’intégrales

Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de I,, = /
0

Vn > 2,

T In(1 + x/n)

20+ 27) dx.

Solution (Ex.245 — Equivalent d’une suite d’intégrales)
In(1+ z/n)

Pour n € N*, soit f, :]0; +00[ = R,z (14 a2)
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e Pour tout n, f, est continue.

fn%f:]0;+oo[—>R,xl—>0.

e f est continue.

e De 0 < In(l+u) < upour u € R, on tire VnVa, |fu(x)| < fonction

1422’
intégrable sur | 0; 400 .

Par convergence dominée, I,, — 0.
n—-+o0o

1
En prenant ensuite f,, = ng,, gn % g:x 1122 avec les g, et g continues, et
T
Vn, |gn| < g et g intégrable sur | 0; +oo .
+oo +o0 T

Par convergence dominée, nl,, = / gn(x)de ——— g(x)dr = —.

0 n—+oo  Jq 2

T

Donc In n—;\jg—oo %

Exercice 246 | Limite d’une suite d’intégrale

+0oo ;
sin(nt
Déterminer lim (nt) .
n—+oo Jq nt + t2

Solution (Ex.246 — Limite d’une suite d’intégrale)

1 site]l
Limite nulle, convergence dominée avec domination par exemple par ¢ : ¢t — ¢ 1 't
- Sit>m7
t2
en exploitant Vu € R, |sin(u)| < |ul.
Exercice 247 | Equivalent d’une suite d’intégrales
+oo  —x?
e™* cos(x
1. Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de I,, = 7()
oo 14+ n222
+oo —a?
e™ % cos(x
2. Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de I,, = 7()
oo 1+ n2ax?

On pourra commencer par effectuer le changement de variable u = na.

Solution (Ex.247 — Equivalent d’une suite d’intégrales)
e~ cos(z)

1. Soit, pour toutn > 1,9, : R—=> R,z +— T2

e Pour tout n > 1, g, est continue.

1 siz=0
° gn%g:R—ﬂR,x»—) ]

0 siz#0

e g est continue par morceaux.
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1 1
o Vn>1VzreR,|g,(z)] < —— avec x — —— intégrable sur R.

1+ 22 1+ 22
+oo
Par le théoréme de convergence dominée, lirf I,, existe et vaut / g(z)dz = 0.
n—-+0oo
—0o0
2. Soit n > 1. z — nx est C! bijectif sur R.
I u=nx l /+m eiuZ/nQ COS(U/H)
" nJ_o 1+u?
+oo —u2/n2 +o00
e cos(u/n 1
Montrons que / 2( / )du / du=m
e 1+u notoo J_ o 14 u?
—u*/n* cos(u/n
Avec, pour tout n > 1, f, : R > R u+— . 2(/)’011&:
U
e pour tout n > 1, f, continue;
evs
. — [ R=>Ru— ——=;
fn f 1 _|_ UQ
e f est continue;
o Vn>1,VueR,|f,(u)] < f(u) avec f intégrable sur R.
Par le théoréme de convergence dominée,
+o0 400 du
fn(u)du / =
/—oc " n—=+oo J_ o 1 + u?
T
Ducoup:I1, ~ —.
n—+oco n
Exercice 248 | Permutation limite/intégrale méme sans convergence simple
+oo
L’objectif de l'exercice est de déterminer lim e 'sin”(t)dt.

n——+oo
On pose, pour tout n € N, f,, : Rt — R ¢t — et sin™(¢t).
1. Justifier que la suite (f,,) ne converge pas simplement sur R*.
On pose, pour tout n € N, g, = | fn|-

2. Montrer que (g,,) converge simplement mais non uniformément sur R*.

+oo
3. a) Justifier, pour tout n de N, I'existence de / e 'sin”(t)dt.
0

+oo
b) Montrer finalement que lim e 'sin"(t)dt = 0.

n—-+oo 0
Solution (Ex.248 — Permutation limite/intégrale méme sans convergence simple)

1. Pour t = 37/2, sin(t) = —1 et, pour tout n de N, f,(t) = e=3™/2(~1)" donc
(fn(t))n diverge. Il n’y a pas convergence simple (en tout t = 37/2+42kw, k € N...)

2. o Soitte {g + km/k € N}. Alors g,(t) = et ——— et

n—-+o0o
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o Soitt ¢ {E + kn/k € N}. Alors g,,(t) = e ! |sin(t)|" —— 0 car |sin(t)| €
2 n—+oo
[0; 1]

et site{Etkn/keN
. Doncgn%g:t»—){ {2 / }

0 sinon

3.a) Soit n € N. Comme : Vt € RY, |[f,(t)] < e 'et p:tr> et est intégrable,
+oo
Donc par domination / e 'sin™(t)dt existe.
0

b) Les g, sont continues, et leur limite simple est continue par morceaux. Les g,
sont uniformément dominée par ¢ intégrable. Par le théoréme de convergence

dominée, g est intégrable et
“+ o0 x

+oo
lim e 'sin”(t)dt = / g(t)dt = lim gt)dt= lim 0=0.
0

n—-+oo 0 r—+o0 0 r—+00

Exercice 249 | Quand intégrale et limite permutent ... ou pas

Soit & un paramétre réel quelconque et, pour tout n de N*,
fo 1 [0; 400 [ = R,z — z(1+n% "").
1. Déterminer pour quelles valeurs de « la suite de fonctions (f,,) converge unifor-
mément.

2. Justifier 'existence et déterminer }a valeur de

lim / z(1+ v/ne ")dz.

n—-+o0o 0
3. Justifier Iexistence et déterminer lla valeur de
lim x(l + nQe_m)dx.

n——+o0o 0

Solution (Ex.249 — Quand intégrale et limite permutent ... ou pas)

1. fn %)f:[O; +oo[ = R,z — z.
Par étude de f,, — f, ||fn — flloo = (fn — f)(1/n) = n>"te 1.
Il y a donc convergence uniforme si, et seulement si, o < 1.
2. a=1/2donc il y a convergence uniforme sur le segment [0; 1] et le théoréme de

permutation s’applique :
1

1

1

lim z(1+vne ")dz = / xdr = 3
0

n——+oo 0
3. a=2etiln’y a pas convergence uniforme.
Un calcul explicite par intégration par parties donne :
1
3 3
x(l + n2e*m)dz =——ne"—e " —— —.
0 2 n—-+oo 2
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Exercice 250 | Bon sang mais c’est bien sir!

Soit a € ]0; +oo].

nx + sin(nz)
n(a + x)
nx + sin(nx)
n(a + x)
a) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers une fonction f & préciser.
b) En déduire lim I,,.
n—-+4oo

1
1. On pose, pour tout n de N*, I,, = /
0

Soit, pour tout n € N*, f, : [0; 1] > R,z —

+oo .
t t
2. On pose, pour tout n de N*, J,, = / wdt.
1 n(at3 + t2)
tsi t
Soit, pour tout n € N*, g, : [1; +oo[ = R,z — w

a) Montrer que pour tout n de N* J,, existe.
b) Montrer que la suite (g,,) converge simplement vers une fonction g a préciser.

+oo
c) Monter que nEIfoo Jn = /1 g(t)dt.

d) Déterminer trois constantes «, 5 et 7 telles que

a f ol
VE > 1, g(t)zt—2+;+at+1.

e) En déduire la valeur exacte de lim J, (sans intégrale).
n—-+4oo

3. Observer les résultats des questions 1) et 2), puis justifier cette observation.

Solution (Ex.250 — Bon sang mais c¢’est bien sir!)
x

1. n = t i1, fn )
a) fn(0) 0m>06 pour z € |0 ]f(x)ma—&—x

donc fngv—%f:[O; 1] =R,z —

atax
Vo € (05 1], 1n(o) - f@)] = B2l < o done 1fy — fll < o

Par encadrement, ||f, — f||., —— 0, et f, EALN f.
n—+00

b) Par convergence uniforme de fonctions continues sur un segment, le théoréme
de permutation s’applique et :

1
lim In:/ flz)dz = [z —aln(lz +a])]) =1 —aln(l +a) + alna =1+
0

n—-+oo

aln a
a+1

2. a) g, est continue sur [1; 400, J, est impropre en +o0o et g, (t)

2
~ R
t—+oo at3
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Par équivalence de fonctions positives au voisinage de +oco et intégrabilité de
te 1/t3 (3> 1), J, existe.
b) Pour tout ¢t > 1, tsin(n/t) = o(n) donc n + tsin(n/t) ~ netg,(t) ——

n—-+o0o n—-+oo

1
at3 + 2
Doncgn%g:[l; +oo[ =2 Rt —.

at3 + 2
c) o Pour tout n € N*, ¢,, est continue.
evs
Gn — G-

g est continue.
De l'inégalité : Vz € R, [sinz| < |z| (IAF par exemple), on tire :

. 2n 2
Vn € N*,Vt € [1; +oo[,|ga(t)| < ‘W < poel

)

or t — =3 est intégrable sur [1; +oo.
a

Par le théoréme de convergence dominée, = pour tout n, J, existe, mais ¢a on
nous l’a déja fait remarquer ;
= lim J, existe;

n—-+oo
“+o0o
b nEI-sI-loo Jn = /1 g(t)dt.
1 a a?
Vi1, git)= =2 .
) 90 = 3 t+at+}_
. 1 at+177 a
e)ngr_{loan—{—t—i—aln P L —1—|—aln(a+l).

3. 1 se pourrait bien que le changement « = 1/t donne I,, = J,,, ce qui expliquerait
TOUT!

Exercice 251 | L’intégrale se concentre sur f(0)

Soit f : RT™ — R une fonction continue et bornée.

On pose pour tout n de N*, f, : Rt — R,z m
1+ n2z?

—+oo
1. Justifier, pour tout n de N*, I’existence de I,, = / fn(z)dz.
0

fu/n)
14+ u2’

“+oo
2. Montrer que, pour tout n de N*, I, = / gn(u)du ot g, : u
0
3. En déduire lim I,.

n—-+o00

4. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur [0; +oo[?
Solution (Ex.251 — L’intégrale se concentre sur f(0))
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Soit f : RT — R une fonction continue et bornée.

nf(x
On pose pour tout n de N*, f, : Rt = R,z L
1+ n2x2
1. Soit n > 1. f,, est continue, donc 'intégrale n’est impropre qu’en +o00, et il existe
une constante M telle que :

nM M
R* <— < —.
Ve R, [fa(@) < 55 <

Or la fonction  — est intégrable sur [1; 400 (Riemann 2 > 1) donc I,

. x2
existe.

2. Posons u : x +— nz, C! strictement croissante sur | 0; +oc [ (car n > 0), donc :
—nz [T f(u/n) oo flu/n)
I, “=" du = u)du avec g, : u > .
n Tt ; gn(u)du avec gy, Tt
3. e Pour tout n, g, est continue;

evs f(
e g, ——>9g:[0; +o[ = Ru— 1_&32;

e g est continue;

1
o VneN* Vuel0;4oo[,|gn(u)] < avec u — oo intégrable.

1+ u?

+oo
Par convergence dominée, lim I, = / g(u)du = Ef(O).
— 400 0 2

4. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur [0; +oo[?
A z fixé dans ] 0; +oo],
oSS A0 S ~ LT g
) v n—+00 ’n,q,‘2 n—-+oo ’
e sl f({L‘) =0, fn(x) m} 0.
Pour z =0, f,(z) = nf(0),
o S F(0)= 0. ful0) — 0.

e si f(0) #0, f,(0) diverge vers oo (précisément sign(f(0)) x 00).
Bilan : il y convergence simple sur [0; +oo [ si, et seulement si, f(0) = 0. Dans ce
cas, la limite simple est la fonction nulle.
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Chapitre 10

Séries de fonctions

Exercice 252 | Modes de convergence

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions

1. fn(x) (n=21, zeR) 2.g,(x)= 12_4-1);2 (n>21, zeR)

T2 4 a2
Solution (Ex.252 — Modes de convergence)

1 1 1
Vo e R, |falz)] < 2 donc ||fnll < o Comme Zﬁ converge, an

n>=1 n>1
converge normalement, donc uniformément, donc simplement.

. gn(x) = S (n>1, x € R)

1 1 1 1
Ve e R, |gn(x)| < — avec lgn(0)| = - donc ||gnl|,, = — Comme Z - diverge,
n=1
Z gn Die converge pas normalement.
n>=1

Comme a z fixé dans R, E gn () vérifie le théoréme des séries alternées car la suite
n>1

1
< 2> est décroissante de limite nulle. Donc E gn converge simplement.
n+x n>=1 n>1

De plus, le théoréme donne la majoration :

deéf. = 1 1
Vz € R,Vn e N*, [Ry(z)| = n(z)] < < .
x n R (2)] k:Zan @) S T2 Sar

Par conséquent, (||R,||. )n tend vers 0 et la série E gn converge uniformément,
n>1
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donc simplement.

3. hp(z) = ﬁ

Exercice 253 | CVN sur les segments

Etudier la convergence normale sur [0; +oo [, puis sur [0; a] (ot a > 0) de :
—x

n n
Z z 2! (Rappel : n! WV 21 (%) )

n=0

(n>0, z€[0; +oof) ... 5. ...puis k() (cf 4.)

Solution (Ex.253 — CVN sur les segments)

dif :L.TLe—QC

1. Soit : hy(z) = ' (n>0, 2€[0; +o0])
n!
Par croissance comparée : Vo € [0; 400 [, hy(z) —— 0.
n——+o00
—+o0
Soit € R. Par convergence de la série exponentielle, Z h,(x) existe et vaut
n=0
e’e™™ = 1. Donc Z h,, converge simplement vers la fonction constante h : x — 1.
n>=0
Evaluons ||hy||,. .
xn—le—m
Vo € [0; +oo[, hy(x) = ———(n — ) : hy est croissante sur [0;n] et
n!
décroissante sur [n; 400 [, avec hy,(0) = lim hy(x) = 0, donc ||hy||, = hn(n) =

T—r+00

n"e~"

n!

1
Par I'équivalent de Stirling : ||hy||,, ~ —==, donc puisque Z diverge,

1
n—+00 \/2mn vt NG
nz
par le critére des équivalents pour ces termes généraux positifs, Z |hnl| o, diverge
n>0
et il n’y a pas convergence normale sur [0; +oo .

Cependant, il y a convergence normale sur tout segment [0; a] car dés que n > a,
ae™? . L , L. .
1Pnlloo [05a) = hnla) = o au est le terme général d’une série exponentielle

convergente.

Exercice 254 | Intégrale et somme

44»n+1 2n+21 : 0:1 ,
On pose, pour tout n de N, f,(x) = {( e nz size]0;l]

0 siz=0.

—+o0
1. Soit z € [0; 1]. Justifier 'existence, puis calculer :  f(z) et Z fn().
n=0
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2. Montrer que la convergence de la série des f, est uniforme sur [0; 1].
too (71)n+1

1
e e Inz
3. En déduire I'égalité : /0 1—|—a:2dx: E m

n=0

Solution (Ex.254 — Intégrale et somme)
Remarque préalable :

—1)rHg2r 2 Ine size]0;1],

fola) = (=1 ize]0;1]

0 siz=0.

définit une fonction continue sur [0; 1].
+oo
1. ¢ Pourz=1,VneN, f,(z)=0donc Z fn(x) existe et vaut 0.

n=0

e Pourz€[0;1[,VneN, f,(z)=(—2*)""! donc, puisque —2? € | -1; 1],

= . 1 —22lnz
nE:O fn(z) existe et vaut —x? x P Inn = T
dof, += —2?Ilnx
Final t tout = € [0; 1], éE (1) = ———.
inalement : pour tout x € | ], f(z) n_of (x) 22

2. Soit N € N.
Notons que Rn(0) = 0.
Par le critére spécial des séries alternées, pour z € 10; 1],

+oo
[Rn ()] = Z (=1)" a2 2 n 2| < 22N+ |Inz|
} n=N+1
Etudions ¢ :]0; 1] = R,z = 2§ |lnz| = —2?M 4 In .

p(l)=0= lin%)go(x), et Ve €]0; 1],
T—
O'(x) = —(2N +4)22N 3 Ing — 223 = _22N+3((2N +4)Inz + 1), donc ¢ atteint

1
son maximum en exp ( N+ 4).

Il vaut —e —2N+4 x | — ! = 1
v PA\ToN T4 IN+4)  2e(N+2)

Donc ||Rn|| o, <

2N +2)’ et par encadrement ||Rx|| P 0 : la convergence

est bien uniforme sur [0; 1].

1 1
3. Rappelons que / In xdx converge car / Inzdr = -1—AlnA+ A A—+> -1,
0 —0

A
. /1 lnxd squival 31 s t/la:2lnxd D est
ainsi que ———dx par équivalence a la premicre, e ——dx qui es
d o 1+ a2 bat ¢4 P o 1+a2 d
. . 22Inz
faussement impropre puisque ——— —— 0.
1+ {I;2 z—0
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1 1 1,2
| 1
/ ﬁdx = / Inzdx — / wdx par linéarité.
0 1 + fE2 0 0 1 + I2

Chaque f,, étant continue sur [0; 1] et la convergence étant uniforme, la permu-
tation somme/intégrale est licite :

+oo
z2Inz
d _ n+1 2n+21 d
/0 22 T = g / x nxdz

Une intégration par parties permettra de conclure :

1 2n+3 1 1 .2n42 1
222 In gdz "2 x Inz| — z doe = —
0 2n+3 0 0o 2n+3 2n+3
(= )

La2lng =
/ dx = Z ———— et enfin

n=0
—+o0 —+o0

Y ngx B (-n~ (—1)n+t
/0 1+x2dx_717;(2n+3)2_7;)(2714—1)2'

Exercice 255 | Harmoniquement
/1 1
On pose : Ve]-1;+4o00], S(gg):Z(_ >

—\n.n +x
1. Montrer que S est définie, continue et croissante sur | —1; +o0|.

2. Calculer S(x + 1) — S(z) et en déduire un équivalent de S(x) en —1.
"1
3. a) Mont Y N, S(n)= —.
a) Montrer que : Vn € N, S(n) 2 -
b) En déduire un équivalent de S(z) lorsque z — +00.

Solution (Ex.255 — Harmoniquement)

1. Montrer que S est définie et continue sur | —1; +oo].
Surtout ne pas séparer la série en deuz séries divergentes!!!

def. 1 1
Je note : f(x) &2 - 1, x> —1.
e Jenote : f,(z) 0 i pourn =1, z
def. |1 1 |z| |z
Vn e N* Vre]|-1; . S = |- = ~ .

Par convergence de la série de Riemann de paramétre 2, g fn(x) converge sim-

n>1
plement sur | —1; 400
S est définie sur | —1; +oo].
e Soit a et b tels que —1 <a < 0et 1<b. Soit n € N*.
|| b b
n bl — < s ~ d P
A e R e L e P L D ey

n>+
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CHAPITRE 10. SERIES DE FONCTIONS

converge équivalence, et par comparaison Z [ falloo,fa;p) converge.
n>1
La convergence est normale, donc uniforme, sur [a; b]. Comme chaque f, est
continue sur [a; b], S est continue sur [a; b]. Et comme ceci est valable pour tout
a et btels que —1 <a<0<1<b, S est continue sur | —1; +o0].
e Chaque f, est croissante (f}(z) = CFTE > 0...), donc par sommation S est
n+x

croissante.

N
2. o Soit z > —1. Je note Sx(z) = Z ful().

=1
PR R Al IR 1
S 1) =S = - - _ - — = —
N+ 1) N(@) ngln ;nJrqu:c ;n+;n+x 1+
b
N+1+a )
Passons a la limite lorsque N — +o00 : S(z + 1) — S(z) = T+
x
1
e Dans S(z) = S(z+1)———, faisons tendre z vers =17 :  lim S(z+1) = S(0)
1+ z——1+
. A o _ 1
par continuité, or S(0) = 0. Donc S(z+1) = o (:v n 1), donc S(z+1) 157 o1
-1
r+1 .
Ainsi : S(x) iy
1 1
3.a)S(0)=0et:VYneN,S(n+1)—S(n) = T donc S(n+ 1) = S(n) + i
d’ou
1
v N, S(n)= —.
neN, S(n) kzz:l v
b) Culture nécessaire : S(n) In(n).

n~>+oo

Par croissance de S : S(|z|) < S(z) < S(|z] +1)
donc S([z]) < S(z) < S([z]) + 1

S(lz)) _ S(x) _ S(lz)) !
done Inz S Inz S Inz + (nz)(lz] +1)
1

(na)([e] + 1) o
S(le)) _8(le) | mle] S(lz))

Inz  In|z] Inz In|z] z—+oo

o Inlz)=In(r+(lz] =) = (z(1+ mx_ )

~ ==

0 sans souci,

1 (culture!)

242



0 car

lanJ:mx"Hn(l-Fm) ~ lnxcarln(1+LxJ_x)

I_ J x T—r+00 x T—>+00
| —T
— —— 0.

X r——+0o0

S(2) 1

Ouf! On a bien : M ——— 1, donc par encadrement ——=

)

lnz z—+4o00 Inz z—+o0c
~ 1 .
S(x) _~_In(a)
Exercice 256 | Ftude d’une fonction définie par une somme
—+oo
Soit, sous réserve d’existence,  f(z) = Z e VR,
n=0

1. Quel est le domaine de définition D de f ? Etudier la continuité de f sur D.

2. Montrer que [ est décroissante.

+oo oo
3. a) Montrer que : Vz € D, / o VEqt <fl@) <1 +/ gy,
0 0

b) En posant v = v/t dans 'intégrale précédente, déterminer un équivalent simple
de f(z) quand z tend vers 0.
c) Déterminer la limite de f en +oo.

Solution (Ex.256 — Etude d’une fonction définie par une somme)

—+o0
Soit, sous réserve d’existence, f(z) = E eV,
n=1

1. Quel est le domaine de définition D de f? Etudier la continuité de f sur D.
o Siz<0,e V" — 5 400 et la série diverge grossierement. De méme si

n—-+oo
x =0 car alors e *V" — 5 1 #£0.
n—-+oo
4
Siz >0, alors lim n?e "™ = lim = 0 par croissance comparée (car
n—-+oo m——+oo (e:c)m

e® > 1). Donc e *V™ = ¢ (1/712) et la série converge par comparaison a la série de
Riemann.

D=]0; +o0].
e Soitae]0; 400l

—+o0

< e~V or par ce qui précede f(a) = E e~V converge.
n=0

Donc la série converge normalement donc uniformément sur [a; +oo[. Comme

chaque f, est continue sur [a; 400, f est continue sur [a; +00].
Ceci étant valable pour tout a € |0; +oo|[, f est continue sur D.

Vo € [a; 400, ‘e’z‘/ﬁ

2. Chaque f, est décroissante sur D, donc par sommation f est décroissante sur D.
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CHAPITRE 10. SERIES DE FONCTIONS

3. a) Soit z € D.
Par décroissance de ¢ — e=*V? sur [0; +o0],

k+1 k
/ eVt < emTVE < / e~ Vit
k k

-1
En sommant de k£ = 0 & N la minoration et en passant 8 N — 400 :
+oo

e Vit < f(a).
0
En sommant de £ =1 a N la majoration et en passant & N — +o0 :

+o0
f(z) —e < / e~ Vit

0

+oo 4o
Ainsi : Vz € D, / Vit < fz) < 1 +/ e oVide,
0 0
b) Déterminer un équivalent simple de f(z) quand x tend vers 0.

+oo +oo —zu ]t +oo
u= : 2 _
Or/ e Vit :\/z/ Que~ " dy = [2ue ] - */ e "du =
0 0 0

T T

0

P.
On déduit alors de a)

2

22
1 < a < “a ]-7
donc par encadrement % f(z) — 1 donc

T—r

@) ~ 2

I:O ?
c) a) et le calcul initial de b) donne
2

Ve e]0; +oo], f(x)<1+?.

—+oo
OrVz €]0; oo, f(x)zl—kZe_I\/ﬁ}l,

n=1
donc par encadrement, f(x) —— 1.
r—+o0
Exercice 257 | Domaine de définition troué
400 oy
Pour = > 0, on pose : S(x) = nz_:l T2

Pour quelles valeurs de = dans R, S(z) est-elle définie ?
Former une relation entre S(z) et S(1/x) pour x # 0.

Etudier la continuité de S sur [0; 1[ puis sur ] 1; +oo].

oW b=

Dresser le tableau de variation de S en précisant ses limites.

244



Solution (Ex.257 — Domaine de définition troué)

. . def. "
Pour tout n de N* et « > 0, soit f,(z) = 14 a2n
+oo .,L,'n,
Pour # > 0, on pose :  S(z) =Y 14220

n=1

1. Siz € [0;1], 0 < fa(z) < 2™ donc S(x) existe par comparaison a la série

géométrique.
1 1
Sixz =1, fu(z) = - ——— — donc la série diverge grossiérement et S(x) n’existe
2 n—+4oo 2
pas.
z" \"
Siz>1, fo(z) oo 720 e (m) donc S(z) existe par comparaison a la

série géométrique de raison — € ]0; 1].
T
Donc S est définie sur D =[0; 1[U]1; +oo].
1/xn xQn

2. D N*,  f.(1/2) = = — f(2), d

Ve € D\ {0},vn e N*,  f,(1/x) T 127~ @@ 1) fn(z), donc

Vo #£0, S(1/z)=S(x).

3. Etudier la continuité de S sur [0; 1[ puis sur ] 1; +oo].

Soit @ € ]0; 1[. La majoration précédente donne [|fy[|o (9.4 < @ Or la série

géométrique E a™ converge. Donc S converge normalement donc uniformément

sur [0; a]. Co?nme chaque f,, est continue, S est continue sur [0; a]. Comme a
est arbitraire dans [0; 1[, S est continue sur [0; 11].

Comme sur |1; +oo[, S: z +— S(1/x), S est continue sur | 1; +oco[ par composi-
tion.

nz" (1 — 22"

4. o Pour tout n, f(x) = (1 + 22n)2
€T n

donc f, est croissante sur [0; 1] et

décroissante sur [1; +oo .
Par sommation, S est croissante sur [0; 1] et décroissante sur |1; +oo[.
e Par continuité, S(x) — S(0) = 0.

z—

+oo n
X X
% 0;1 S(z) > - ,
« Veel0i1], S nz::l 2 T 21—a) aor 1 °
donc par comparaison S(z) —— +o0.
r—1—

e De S(z) = S(1/z) on tire par composition avec les limites précédentes

S(z) —— +oo et S(x) ——— 0.
rz—1+ T—+00

Exercice 258 | Non dérivable en 0
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—

1.

4.

On pose, pour tout x de [0; 400 et tout n de N*,  f,(z) =
n

x
(14 n2z2)’
+oo

. Montrer que S: z — Z fn(x) est définie sur [0; +oo|.

n=1

. La convergence de la série des f,, est-elle uniforme ? normale ?

. Justifier que S est continue [0; +oo [ et de classe C! sur ]0; +oo.

a) Montrer que, pour tout > 0,

S(z) — S(0) S /+°° du
T “ ) u(l )
b) En déduire que S n’est pas dérivable en 0.

Solution (Ex.258 — Non dérivable en 0)
On pose, pour tout x de [0; 400 et tout n de N*,  f,,(z) = -

v
(14 n2z?)’
+oo
Montrer que S : x — Z fn(x) est définie sur [0; +oo.
n=1
VYn > 1, f,(0) = 0 donc S(0) existe.

Yz 7é O, |fn(ilf)| n*;ioo m

a la série de Riemann de paramétre 3.

assure la convergence simple de S(x) par équivalence

. DeVzr eR, 0<(1-nlz))>=1+n%2?—2n|z| on tire 2n |z| < 1 + n?2? puis

Dot || fnll o < ce qui assure la convergence normale, donc uniforme de E fn

n>1

2n?’
sur R.

e La convergence uniforme et la continuité de chaque f,, assure la continuité de
S sur R.
o Les f, sont de classe @! sur R* et :
1 —n2a?
VeeR*, fl(z)=———=
fn( ) n(l +7’L21'2)2
Soit a > 0 et x tel que |z| > a. Alors

()] < 1+ n?z? 1 1 1

x

n Sl +n222)2 T n(l+n222) T n(l4+n2a2) T nda?

Done |[falloo) —o0sajufas 400 < 5 Ceci assure la convergence normale donc

uniforme sur tout | —00; a]U[a; +oc [ ott a > 0. Donc que S est de classe € sur
R*.
a) Soit = > 0.
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S(x) —S(0) *Z“ 1
x = n(1+n?z?)
Par comparaison & une intégrale :
S(z) — S(0) /+°° 1
_— ———dt
x 1 (14 t22?)
Par le changement u = tz!

S(z) — S(0) S /+°° du
x “ ) u(l )
b) En déduire que S n’est pas dérivable en 0.

. . .. 1
Comme —, par équivalence de fonctions positives avec u — —
U

u(l 4+ u?) W0
o du

non intégrable sur ] 0; 1], /x Wt ) —
0.

Exercice 259 | Une permutation série/intégrale

+oo
1. Justifier I'existence et calculer la valeur de : I = / te~tdt.
0

400 : S n’est pas dérivable en

On pose, pour tout n de N,
fn:]0; +oo[ = R,z 2zexp (— (2n + 1)z).
2. a) Montrer que la série ), f, converge simplement vers une fonction f que 'on
exprimera & ’aide de la fonction sh.

too g X2
b) Mont : —dt = E T
) Montrer que /0 sh(t) e (2n +1)2
+oo 2 +oo 2
s t s
3. On admet E — = —. Mont : —dt = —.
n admet que 2 2 G ontrer que /0 Sh(t) 1

Exercice 260 | Série de fonctions dépendant d’une suite numérique

Soit ng € N, (an)n>n, une suite positive décroissante, et (fy)n>n, la suite de fonc-
tions définies par : Ve [0;1], fu(x) = anz™(1 — z).
1. Montrer que Z frn converge simplement sur [0; 1].
n>=0
2. Etudier le mode de convergence dans le cas ng = 1 et a,, = 1 /n, puis dans le cas
no =2 et a, = 1/In(n).
3. Montrer que Z fn converge normalement si, et seulement si, Z an/n converge.

n>ng n=0

4. Montrer que E fn converge uniformément si, et seulement si a,, —— 0.
n—-+oo
n=ngo
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Solution (Ex.260 — Série de fonctions dépendant d’une suite numérique)
Soit (an)nen une suite de réels positifs, décroissante et (f,,)nen la suite de fonctions

définie par : Vo e [0;1], fn(z) = anz™(1 — x).
1. ¢ Pour z =1, f,(z) =0 (¥n) donc Z fn(x) converge.
n=0
e Pourz € [0;1],0< fn(z) < apa™ done Z fn(x) converge par comparaison
n=0

a la série géométrique de raison = € [0; 1.

Donc la série de fonctions E fn converge simplement.
n=0

2. Soit g, : [0; 1] = R,z +— 2™(1 — z). Alors :
e 9n(0) = ga(1) = 0;
e Vxe[0;1],g,(x)=2""Y(n—(n+1)z), donc g, est maximale en x =

6 ainst [|ga]| n n" 1 ) 1 \"
et ainsi ||gn||.. = gn = - _ ]
Inlloc = In { 77 (n+ 1D+l n41 n+1

De nln (1 ! _ 1 on tire ||gy|| !
e nlin ] n—>+oonn+1n—>+oo on tire ||gn % oo om”

n+1’

1 1
e Poura, = —,ona: I frll o Wl a2 donc Z || fn|| o, converge normalement

n>=0
(par équivalence au terme général de la série de Riemann). Donc elle converge aussi
uniformément.
1 .
e Poura, = —, ona:||fll, ~ , donc g || fnl|s diverge. En
Inn n—+00 enl

n=0
effet, c’est une série de Bertrand dont on établit la divergence par le théoréme de

comparaison série/intégrale :

1 oo
w it T est continue, positive et décroissante donc Z p(n) et / p(t)dt
n 2

n>2

A—+oco

A
sont de méme nature. Or / ¢(t)dt =In(InA) —In(In2) —— +oo...
2

Donc E fn ne converge pas normalement.

n=0
Cependant, pour tout € [0; 1] :
“+o00 +o0
[Rn(z)| = Z anz™(1 — ) < anpr12V 71— x) ka <anp1eN ! <ang
n=N+1 k=0
et pour z = 1, Rx(z) =0,
1
< —— —— 0.
donc ||Rn||o < ang1 < hNT 1) donc ||Rx|| o N 0
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Ainsi, Z fn converge uniformément sur [0; 1].
n>=0
: I oan . . . :
L’équivalent ||fn|l., ~ — x — justifie, par le critére des équivalents pour
n—+oo € n
les termes généraux positifs que Z fn converge normalement si, et seulement si,
n=>0
Z ap/n converge.
n=0
4. e Le raisonnement de la fin de 2. montre que
VN >0, [IRn|l, <anyt,
donc Z fn converge uniformément si (a,) converge vers 0.
n=0

e Réciproquement, supposons que g frn converge uniformément, donc que || f, ||
n>0

n—-+

0.
Comme (ay,) est décroissante minorée par 0, elle converge vers unréel £ € [0; +oo [,
et Vn e N,a, > ¢.

Soit N € N.
+oo
Ona:Vze[0;1[,Rn(z)> Z lz™(1 —z) > 2™t donc ||Rn||, = €aNFL.
n=N+1

En faisant tendre = vers 1 : ||Rx|| > £.

Ainsi : VN € N, [[Rx]|, = ¢

Comme ||Rx]|, o 0, on en déduit ¢ < 0, donc £ =0...
—+oo

Exercice 261 | Equivalent au bord du domaine de définition
—+o0

Soit @ € R. On pose, si cela & un sens, f:10; +oo[ > Rz — Z nate "o’
n=1
. Déterminer le domaine de définition Dy de f.
2. Justifier que la convergence est normale sur Dy si, et seulement si, a > 4.
“+o0
. On admet que : S : ]0;1[ = R,q — Zq" est dérivable et peut étre dérivée

n=1
terme a terme.

Sans hypothése sur a, expliciter f et déterminer un équivalent de f en 0%.

Solution (Ex.261 — Equivalent au bord du domaine de définition)
+oo
Soit a € R. On pose, si cela & un sens, f:]0; +oo[ = R,z — Z e’

n=1
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Pour tout n € N*, on pose g, : ]0; +oo[ = R,z — nate "
1. Pour z > 0, n?g, () —— 0 donc g, (z) = o (1/n?)
n—s+oo
Comme Z 1/n?, f(x) existe par domination : Dy =]0; +oo].
n>1
2. g, est dérivable pour tout n > 1 et :

Ve €]0; +oo, g, (x)= nxafl(af2nx2)e’”x2, donc gy, qui est positive, atteint

un maximum sur | 0; +oo [ en y/a/(2n).
a\ a/2 1 . .
190l = 9(1/a/(2n)) = (—) X — T donc la série de Riemann Z [|gnl] o

2e e
converge si, et seulement si, a/2 — 1> 1, i.e. a > 4.
+oo
3. S:]0;1[—=>R,g— " est dérivable et peut étre dérivée terme & terme donc :
J0; 1= R,g— Y ¢ p
=0
" 1 / +oo 1 “+o0
Vg €]0; +00[,5'(q) = (> =3 (@) te. —5=> ng"".
1- q n=0 (1 a q) n=1
Avec z €105 +oo], g=e" €1]0; 1],
too n—1 a,—z?
o) = e Yo (o) =
70 (1 —e 7 )

xa
Donc ~ e~ gt
1 f(:l?) x—0 (1‘2)2 x—0 t
On peut remarquer, en lien avec la question précédente que, pour a < 4, f(x)
explose au voisinage de 0 : f(z) — oo
T—

Exercice 262 | Etude de dérivabilité

On pose, pour tout n de N et tout « de R, fulz) = e ",

+oo
et, sous réserve d’existence, f(z) = Z fn(z).
n=0

1. Justifier que le domaine de définition Dy de f est [0; o0 ][.
2. Etudier la continuité de f sur D I

3. Montrer que f est de classe C! sur [0; +oo].

4

. a) La convergence de la série Z /7 (x) est-elle normale sur [0; 400 [?
n=0
b) Et sur [a; 400 pour a > 0 quelconque ?
Solution (Ex.262 — Etude de dérivabilité)
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=~

1.

Siz <0, (fn(z)) ne tend pas vers 0 et la série diverge grossiérement.

1
Siz >0, <1+2e""”) est une suite décroissante de limite nulle donc par le
n
n

théoréme de Leibniz, la série converge.
Donc Dy = [0; 4+o0].

. D’aprés le théoréme de Leibniz,

+oo
1
Vo € [0; +oo ], |[Rn(z)| = n:zN;lfn(x) < fngi(@)] < m,donc

1
R < — R SN
|| NHoo ~ N2 donc || NHOO N+ 0

La convergence est uniforme et pour tout n, f, est continue sur [0; +oo [ donc f
est continue sur [0; 400 .

Pour tout n, f, est Gl sur [0; +00 [ et on peut raisonner de méme pour la majo-

ration du reste :
—+oo —+oo
! !
E In E In
n=N+1

n=N+1
La convergence étant uniforme, la somme f est € sur [0; +oo .

— 0.

1
< —, donc
N—+oco

N

oo o0

n 1

1
-a) |[fulle = [f7(0)] = " or ~ —et — est la série harmonique

1+ n? 1+n2 nstoon
n>1

divergente, donc par équivalence de termes généraux positifs, puis par minora-

tion, Z || f1|l, diverge. La convergence n’est pas normale sur [0; +oo].
n=1
b) Soit a > 0. Alors (attention a la place des valeurs absolues!) :

2
n
TGS

h
12l = [Fa@] = Zmge™ ~ (e™)",

n—-+oo

e ™ < 0 donc:

—a

et comme e~ € ]0; 1], la série géométrique de raison e~ ® converge, donc par

équivalence de termes positifs, Z £l o, fa; +00 | CORVerge.

n>1
Il y a convergence normale sur tout intervalle [a; 400 [ avec a > 0... ce qui
n’entraine pas la convergence normale sur |0; 400 [.

Exercice 263 | Série géométrique dérivée — I

Pour tout n de N, on pose:  f,, : R = R, x — ™.

Rappeler le domaine de convergence de la série Z fn-
n>=0
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—+o0

2. SoitI=]-1;1]. OnnoteS:I%R,xHan(x).
n=0
a) Montrer que || f,[|, ; = 1. La convergence de la série Z fn est-elle normale ?

n=0

b) Soit @ €]0; 1[. Montrer que Z fn converge normalement sur [—a; a].
n=0

“+oo
3. a) Justifier que f est de classe C! et que S’ = Z I
n=0

400
b) Finalement, que vaut, pour x € | —1; 1], Z na" 1?7
n=1
4. En s’inspirant de ce qui précéde, déterminer, pour tout z € | —1; 1],

—+o0

Z n(n —1)z" 2.

n=2

Solution (Ex.263 — Série géométrique dérivée — I)
1. Le domaine de convergence de la série géométrique Z frnest]—1;1].
n>=1
2.a) Vz € L[ fu(2)] < 1 donc || fpl| o < 1.
lim f(2) = 1 done [|fallo > 1.
e

Donc [|fulloey = 1.

La convergence de la série Z fn n’est pas normale puisque Z || fn]l o1 diverge
n>1 n>1
(grossiérement).
b) Vo € [—a; a],[fn(2)] < a” donc [|fu]|; < @™
lim f,(z) =a" donc ||fnl| 1 = ™
Tz—a~

DOnC ||fn||<>o,[—a,u] = an.

La convergence de la série Z frn est normale sur [ —a; a] puisque Z a™ converge
n>1 n>1
d’aprés la question 1 (a € 1I).
3. a) La convergence n’étant pas normale sur I, mais normale sur tout [—a; a] C I,
raisonnons d’abord sur I, = [—a; a] ot a €]0; 1].
e Pour tout n, f,, est C! sur I,.
) Z fn converge simplement vers S sur I,.
n>1
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o Vo el lfi@)] =nlz""" < na" "t et |f)(a)] = na"t donc || f1 |

na” 1.
Par le critére de D’Alembert :
(n+1)a™| n+1 ne1
| =, a o a < 1 donc Z na converge.

n>=0

Donc E f/, converge normalement sur I,. Donc E f/, converge uniformément

n>1 n>=1
sur I,.
Par ces trois points, S est de classe C! sur tout [—a; a] C]—1;1[etS' = Z I
+o00
donc S est de classe C! et S’ = Z frosur | —1; 1]
n=1
b) D’une part : Vo € | —1; 1] Z na"
1
D’autre part : Vo € | —1; 1[,S(x) = 1= (série géométrique!) donc S'(z) =
-z
1
(1—=)>
Vee]-1;1] Z nz" " = #
(1—x)2
4. En montrant que Z fII converge normalement sur tout I, = [—a;a] C]—1; 1],
n>=0
—+o0
on montre de méme que S est €' sur | —1; 1[ et S”(z) = L Zn(n -
(I-2p =
1z" 2
Techniquement : || £/, = n(n — 1)a™~2 et la convergence de Z n(n—1)a" >
n>0

reléve du critére de D’Alembert.

Exercice 264 | Série géométrique dérivée — IT

Pour tout n de N*, on pose : f,:R =R,z nz™ L

1. Déterminer le domaine de convergence de la série E fn-

n>1
+oo
2. Soit I=]-1;1]. OnnoteS:I—>R,xl—>an(a:)
n=1
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a) Déterminer | £, ;- La convergence de la série Z fn est-elle normale ?
n>1
b) Soit a € ]0; 1[. Montrer que Z fn converge normalement sur [—a; a].
n>1
3. a) Montrer que S est continue sur I.
b) Déterminer la primitive de S sur I s’annulant en 0.
—+ o0
4. Finalement, que vaut, pour z € | —1; 1], Z na" 1?7

n=1

Solution (Ex.264 — Série géométrique dérivée — II)
1. Siz =0, Z fo(z) = Z 0 converge, vers 0.

n>1 n>=1
Six#0:
i P
fn(x) T on n—+oo ’

Par le critére de D’Alembert, la série converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.
Silz| =1, |fu(x)] i +00o (# 0!) donc la série diverge grossiérement.
n—-+0oo

Le domaine de convergence de la série Z fnest]—=1;1].
n>=1
—+o0
2. Soit I=]-1;1]. OnnoteS:I%R,xHan(m).
n=1
a) Vx € L | f(x)] < n donc ||fn||oo,1 < n.
lir{1 fu(x) =n donc [[full 1 = 7
T—1"

Done [ fnlloe 1 = 7-

La convergence de la série g fn n’est pas normale puisque g || fn]l o1 diverge
n>1 nz>1
grossiérement.

b) Vz € [—a; al,|fo(x)| < na"~" donc || fpl| oy < na™".
lim f,(z) =na""" donc ||fn||, ;= na™ L.
r—a~ ’

Donc || fullso,[—a:a] = na" L.

La convergence de la série Z fn est normale puisque Z na™ ! converge d’apreés
n>1 n=1
la question 1 (a € I).

3. a) La série converge normalement sur tout [—a; a] C I donc S est continue sur I
b) La primitive F de S sur I s’annulant en 0 est définie par
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F:xl—>/ S(t)dt.
0

Soit € I. Par convergence normale donc uniforme sur le segment [0; 2] — ou
le segment [2; 0] si & < 0 —, et continuité des fonctions f,, on peut permuter
somme et intégrale :

T +oo +oo x
F(z) = / S(t)dt = Z/ nt" Tt =) " a" = T
0 n=1"0 n=1 -7

+oo
1. nflzz . Y _
4. Pourz € ]—-1; 1], ;n:r S(z) =F'(x) =22

Exercice 265 | Série géométrique primitivée
n

x
Pour tout n de N*, on pose : f,:R—=>R,z— —.
n

1. Déterminer le domaine de convergence de la série Z fn-
n>1
+oo
2. Soit I=]-1;1]. OnnoteS:I—>R,x»—>an(a:).
n=1
a) Déterminer || f,|| ;- La convergence de la série Z fn est-elle normale ?
n>1

b) Soit a € ]0; 1[. Montrer que Z fn converge normalement sur [—a; a].
n>1

+o00
3. a) Justifier que S est de classe C! et que S’ = Z fr.
=1

b) En déduire une expression explicite de S.

+00 1
4. t —7
Que vau nz::l om

Solution (Ex.265 — Série géométrique primitivée)

1. Siz =0, Z fo(z) = Z 0 converge, vers 0.

n>1 n>1
1
Sixz =1, fo(z) = — donc la série diverge (harmonique).

="

Siz = -1, fn(—1) = ——— donc la série converge par la théoréme de Leibniz car

1
() est décroissante de limite nulle.
n
n
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Sixz¢{-1,0,1}:
fn+1($> _n

Par le critére de D’Alembert, la série converge si || < 1 et diverge si |z| > 1.

Le domaine de convergence de la série Z fnest [—1; 1]

n>=1
1 1
2. a) Ve e L,|fu(z)] < - donc || fnl| 1S n
lim fa(z) = done |[fully > -
z—1— n n
1
Done [|ful o = -

La convergence de la série g fn n’est pas normale puisque E || fn]l o1 diverge
;
n>1 nz=1
(série harmonique).

a” a”
b) VI S [704; CL] 9 |f7,($)| g ? dOIlC anHoo,I g ?
m]_1}1£17 fn(x) = o donc anHoo,I > n’
am
Donc ||fn||oo,[—a;a] =

. . a"
La convergence de la série Z fn est normale sur [—a; a] puisque Z —
nz=1 n=1
converge d’aprés la question 1 (a € 1).

3. a) La convergence n’étant pas normale sur I, mais normale sur tout [—a; a] C 1,
raisonnons d’abord sur I, = [—a; a] ot a €]0; 1.
e Pour tout n, f, est C' sur I,.

Z fn converge simplement vers S sur I,.

n>1
o Vol [fi(z)| ="t < a7t et |f(a)l = a ! donc [|f}]] oy, = a" "
Donc Z /), converge normalement sur I, car la série géométrique de raison
n>1

€]0; 1[ converge. Donc Z f/, converge uniformément sur I,,.
n>1

Par ces trois points, S est de classe C! sur tout [—a; a] C]—1; 1[et S’ = Z I,
donc S est de classe € et §' = Z frosur | —1; 1]
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+oo
1

byVee]-1:1[,8(@) =S 2" = — (série géométrique ).
) Ve e]—-1;1[,5(z) ngl;v T2 (série géométrique!)

En primitivant sur ] —1; 1[, il existe une constante k¥ € R telle que : Vz €

]-1;1[,S(z) = —In(1 — z) + k (Remarque : 1 —z > 0).

+oo
On
Or S(0) = — =0et —In(1-0)=0,d k=0.
r S(0) Zn e n( ) , donc

n=1

Vee]-1;1[,S(z) =—1In(l —x)

“+o0
1
— =5(1/2) = —In(1/2) =1n(2)
— n2m
Exercice 266 | Une intégrale somme de série
—1
Pour tout u de |0; 1], on pose : f(u):%_
u

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f: [0; 1] — R le prolongement obtenu.

2. a) Exprimer, pour tout u de [0; 1], f(u) sous forme d’une somme d’une série de

fonctions.
Lev —1 X1
b) Montrer finalement que / du = Z .
0 U — N X n!
Solution (Ex.266 — Une intégrale somme de série)
1. e*—1 ~ wudonc f(u) —> 1 €R.
u—0 u—0
+“Jun—1
2.a)Vue[0;1], f(u) = Z —

n=1
b) ¢ Pour tout n de N*, f,, : u— u"~1/n! est continue sur [0; 1].

. an%)fsur[o;l].
n>1
e f est continue sur [0; 1].

1
1
. Z | fn(u)| du = Z o converge car Vn > 1,0 <

n>1 0 n>1

. . 1
série exponentielle E — converge.
n>1
Par le théoréme d’interversion,
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Exercice 267 | Une intégrale somme de série

+oo
1. Montrer lexistence de lintégrale : 1= / (exp(e™™) — 1)da.
0

2. a) Déterminer le domaine D de définition de la fonction S définie par

+oo e~ Nz
S:x— Z o
n=1
b) Expliciter, pour tout € D, S(x) en fonction de .
+oo 1
3. Montre e: I=
ntrer qu Z -

Solution (Ex.267 — Une intégrale somme de série)

1. f:x— exp(e™®) — 1 est continue et positive sur RT.

Et f(z) ety e~ 7 avec x — e~ 7 intégrable.

Donc f est intégrable par équivalence de fonctions positives.

e—(n—i—l)x n e~ %
a) X = 0 donc D = R d’aprés le critére de D’Alem-
(n+1)!  e™ n+1l notoo
bert.
foo (e—x)n i
b) Pour tout z € R, S(z) = = exp(e™™) — 1= f(z)
n=1 ’
+oo 1
3. Mont : I=
ontrer que Z v

e Pour tout n de N*, f,, : ¢ — e ™* /n! est continue sur [0; +oo|.
o an LN [0; 400

n>1
e S est continue sur [0; +o0 .
oo 1 1
. z)|dx = ——— converge car Vn > 1,0 < — < — et la
n§>:1/0 9 ()] n;n x n! & ’ nnl o nl

1
série exponentielle E — converge.
n
n>1
Par le théoréme d’interversion,

+o0o +oo +o00 +oo 1
= .. . I = .
/0 S(z)dz nz_:l/o fn(z)de, ie nz::l -

Exercice 268 | Intégrale se ramenant a ((2)
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1o —nx

1. a) Montrer que le domaine D de définition de la fonction S : z — Z ¢

est
n=1
J0; +ool.
b) Montrer que S est de classe C! sur D.
c) Calculer explicitement S’(z) en fonction de z.

—x

2. a) Justifier que : Vo > 0,0 < S(x) <
b) En déduire la limite de S en +oo.

3. Déduire des questions précédentes une expression explicite de S.

—e T’

—+oo
4. a) Mountrer la convergence de l'intégrale I = / —In (1 — e*t)dt.
0

+oo 2
™
b) On admet E = —. Calculer I.
) 1 adme quen 1 6 alculer

Solution (Ex.268 — Intégrale se ramenant a ((2))

1. a) Pour z < 0, ¢

—— 400 et la série diverge grossiérement.
n—-+oo

Pour z = 0, la série est une série de Riemann divergente.

—nx

Pour =z > 0, ¢
D=]0; 400

= O((e™*)™) montre la convergence.

—nx

b) Posons pour n > 0, f, : D = R, zr—>e

n
Pour tout n, f, est @' sur D avec f/ : x +— —e "7,
(fn) converge simplement vers S.
Soit a > 0.Vn 2 L |[fulloo a; 400 = = ()" donc Z [/ converge normalement
n>1
sur [a; oo [ (car série géométrique de raison e~ € ]0; 1]).
Donc S est €' sur [a; +oo .
Ceci étant vrai pour tout a > 0, S est €' sur D =10; o0 .
c) D’apreés ce qui précéde
+0oo —x

vz > 0,5'( Zf Z(e‘f)"zl__e?

n=1

2. a) Soit = > 0.
S(x) est strictement positif comme somme de termes strictement positifs.

— +oo
e " . . _
Yn > 1, < e ™ donc en sommant ces inégalités, S(z) < Z (e f”)" =
n n=1
e*Z
1—e®
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b) Par encadrement : S(z) —— 0.

Tr—r+o0

3. Par primitivation, il existe K tel que : Vo > 0,S(z) = —In(1 —e™*) + K.
Comme S(z) P 0, K=0. Donc Vz € D,S(z) = —In(1 —e™ 7).
r—r+00

4. a) S est continue positive sur |0; oo [ avec :

b)

260

1—et

1
S(t) = —In( ) — In(t) Kot —In(t) or /0 In(t)dt est une intégrale

convergente de référence. Par équivalence de fonctions positives, / S(t)dt existe.

+oo
S(t) ~ etor / e~ 'dt est une intégrale convergente de référence. Par
t——+oo 1

—+oo
équivalence de fonctions positives, / S(t)dt existe.
1

est

—+o0
Donc I = / S(t)dt existe.

0
Pour tout n > 1, f,, est continue sur ]0; +oo|.
S est continue sur |0; +o0o .

+oo
1
Vn > O,/ |fn(t)|dt = — (intégrale fr référence) et Z/ | fn(t)|dt
0 n>1
une série de Riemann convergente (2 > 1).

Le théoréme d’interversion s’applique :

+oo +oo +© +oo +oo 001
I:/O S(t)dt:/o an dt—Z/ t)dt = nz:l =((2) =

772
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1.

4.

=]

Chapitre 11

Séries entiéres

Exercice 269 | Détermination de rayon de convergence

Déterminer le

rayon de convergence de la série entiére g un (z) dans les cas suivants :

n=0
241 1
up(z) = n 3+ 2" 20 wup(z) = e’ 3. un(z) = H—an”
n n
" 1
un(2) = nl2" 5. up(z) = n—'z3” 6. up(z) = D70 2nt1
n! er

Solution (Ex.269 — Détermination de rayon de convergence)
Je note a,, le coefficient de 2" dans w,(2).

n+1 2 1
Il |~ s —— < |2| donc R =3,
anpz™ n—+oo 3N n—+oo 3
an+1zn+1
—= | =e " 1|z] —— 0 donc R = +o0.
ap 2™ n—+00
Ay 2"t In(n + 1) In(n+1) 1In(n)+In(l+1/n)
_— |z |z| car = ,
anz™ n—+oo In(n) n—+0c0 In(n) In(n)
donc R = 1.
Cln+12’n+1
———— | =(n+1)|z2] ——— 400 donc R = 0 (divergence grossiére dés que
Ap 2™ n—-+00
z #0).
n 1)"*in! \"
Unt1(2)| _ (n+1)""n 2P =1+ =) |2|> —— ¢|z|® donc R = e1/3,
Un(2) (n+1)Inn n n—+00
In(n+1)e™ | |2|?
. ‘un+1(z)un(z)‘ = ln(n)e""‘l ‘Z| n——+00 T donc R = \/é
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Exercice 270 | Rayons de convergence abstraits
+oo

On suppose que le rayon de convergence de Z anz" est R €]0; +oo.

n=0
+oo +oo a
Quel est le rayon de convergence de Z a, 22" ? Et de Z —T'Lz” ?
n!
n=0 n=0

Solution (Ex.270 — Rayons de convergence abstraits)
+oo
e Silz| < VR, alors |22| < Ret Z an(2*)™ converge.
n=0
+oo
Si |z| > VR, alors |22 > R et Z an(22)™ diverge.
n=0
+oo
Le rayon de Z anz’" est VR.
n=0

e Soit z € C quelconque. Soit r €]0; R[.

anpz" 1 /z\" 1
=a,m"— (f) = o(a,r™) car

Z\"™ . -
(*) —0 par croissance comparee.

n! n! \r n! \r n—-+o0o
+oo +oo a
Or E a,r" converge puisque 0 < r < R, donc E —Tz" converge absolument.
n!
n=0 n=0

400 a
Le rayon de E —T;z" est infini.
n

n=0
Exercice 271 | Autour du logarithme - I
Soit f définie, sous réserve d’existence, par : f : x +— In(2? — 5z + 6).

1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

2. Former son développement en série entiére en 0 en donnant le rayon de convergence

o'
a) en factorisant 22 — 52+ 6; b) en décomposant f’ sous la forme 5 3 b .
- -z

Solution (Ex.271 — Autour du logarithme - I)
1. 22 =52+ 6 = (2 —z)(3 — x) est strictement positif sur | —oco; 2[U]3; +oo [ donc

I'ensemble de définition de f est Dy =] —o00; 2[U]3; +o0].
2. a) Yz € Dy,
f@)=I(2—2z)+In(B3—-=2z) =In(2(1 - g)) +1In(3(1— g)) =In(6) + In (1 —
f) +In(1- E)
2 3
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too un
Du dé : —1; =-S5 onti
u développement : V¢ € | —1; 1[,In(1 —¢) Z —, on tire
n=1
Vx6}72;2[(desortequeg6]71;l[etge]fl;l[):

+oo n +oo

n too
f(z) =1n(6) — Z r_ x—n = Zanx” avec :

n=1 2"n n=1 3” n=0
In6 sin=0
vneN, a,= 1 1 n42m
" —_ = —3 + sin>1
2"n  3"n 6™n

Comme ce développement est obtenu en sommant une série entiére de rayon 2
et une série entiére de rayon 3, son rayon 2. (d’ailleurs il ne saurait dépasser 2

vu Df.

On peut aussi le vérifier par la régle de D’Alembert :
Gpt1 gntl 1

—_— — donc R =2...

4 ntoo 6 X 37 nstoo 2
b) f est dérivable sur Dy et :

2 — 5

D / - - v
Vz € Dy, f'(x) 22 -5z +6

a B _aB-2)+B2-x) —(a+p)r+3a+28
et + = =

2 _ 4+ T3 _4 (2—1z)(3 — ) 22 -5 +6

1 1 1 1 1 1

d’oi : D / = — _——_— = — = T oy o 1 _ (/2
ou : Vx € Dy, f'(x) 2_+ 3_2 2X1_(gg/2) 3X1—(x/3)

Par la série géométrique, de rayon 1,
+o00 +oo +o0o

n n

Vee]-2;2[, fl(z)= —%Z (g) - %Z (%) = ana:" avec :
1 1n:0 n=0 n=0

Vn € N, bn:_W_W
Comme ce développement est obtenu en sommant une série entiére de rayon 2
et une série entiére de rayon 3, son rayon 2. (d’ailleurs il ne saurait dépasser 2
vu Dy.
On peut aussi le vérifier par la régle de D’Alembert...
Primitivons, en observant que f(0) = In(6).

+oo

Vee]|-2;2[, f(x)= Zanx” avec :
n=0

In6 sin=0

VneN, ap={b,, 1 1 3naom

n 2"n  3"n 6™n

Exercice 272 | Autour du logarithme - IT

sin>1
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Former le développement en série entiére en 0 de f : x — In(x? + 2 + 1) en précisant
le rayon de convergence de la série obtenue.

Solution (Ex.272 — Autour du logarithme - IT)

Le trinéme X2 + X 4 1 ne s’annulant pas, f est définie sur R.
3

Pourx #1, 22+ +1= 1 (somme géométrique), donc :

z" zan

+oo 371

Vee]-1;1[, f(x)=In(1-2%) —In(1-2) Z

2
——+—=—— sin=3k
avec Vn € N*,  qa, = 1k 3k n .

— sin=3k+1oun=3k+2
Par différence de séries entiéres de méme rayon 1, ce développement est au moins
de rayon 1.
Mais ceci n’est qu’'un minimum...
Cependant, si z > 1 ,(a,z™) ne converge pas vers 0 et la série diverge grossiérement,
donc le rayon vaut exactement 1.

Exercice 273 | T.g. exponentiel du type P(n)x"/n!
3 (n+1)(n-2) ,

Rayon de convergence et somme de : '
n!

n=0

Solution (Ex.273 — T.g. exponentiel du type P(n)x™/n!)
Ona:(n+1)(n—2)=n>-n-2=n(n—1)—2 donc :

n

N n+1)(n—2)z" N n? —mn—2)2" N n(n—1)z N z N
z“);! R e T o) S

n=0 n= O n=0 n=0 n=2
N on on
2y =7 Z Syt
! n!

n= 0 n=0
On reconnait deux séries exponentielles convergentes pour tout z de C, donc :

e le rayon de convergence est infini,

o Vz2eC, S(z)=(22-2)e*

Exercice 274 | Indéfiniment dérivable
six#0

Montrer que la fonction f définie par :  f(z) = x est C> sur R.
1 siz=0

e’ —1

Solution (Ex.274 — Indéfiniment dérivable)
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101 X1
Ve e R*,  f(z)= . Z Em” = Z m 2™. Cette expression est encore valable

n=1
pour x = 0. Donc f est la somme d’une série entiére de rayon infini. Donc f est de

classe C*° sur R.

Exercice 275 | Somme d’une série numérique par les S.E.

—+oo
1
Exist t valeur d S:E _
Xistence et valeur de 2 n(n+1)3"

Solution (Ex.275 — Somme d’une série numérique par les S.E.)

= (/3" . , ,
On observe que S = Z ————— si elle existe. On s’intéresse donc a cette série
—n(n+1)
entiere. )
n+ 1
Vo # 0, Gnt 1T = n(n+1) || |z| donc la série converge pour
a,x" (n+2)(n+1) n—+oo

tout x tel que |z| < 1 et diverge si |z| > 1, donc R = 1.
+oo

" 11—z 3

V. 151 0 =1 In(1 — S=1-2Iln—.

we]-1;1[\ {0}, ;n(nﬂ) +—=In(1-2), n

Exercice 276 | Autour de (1 + x)®

1. Déterminer le développement en série entiére sur |—1; 1] de £ — ——. On
] [ T3

donnera une expression explicite a I'aide de factorielles de ses coefficients a,,.

x
2. En déduire que f : z — est développable en série entiére en 0 en précisant
—x

le rayon de convergence et les coefficients de ce développement en fonction des a,,.

Solution (Ex.276 — Autour de (14 x)%)
1. En prenant o = —1/2 et —2? — z dans le DSE de (1 + x)®

1
Ve e]-1;1[, i Z 22n x*" (Rappel : produit des pairs de 2 &
. . . R (2n)!
2n : 2"n!, produit des impairs de 1 4 2n — 1 : Sl )
nn!
2n)!
Donc : Vn € N, ag,, = 22(n( >')2 et agpy1 = 0.
2 €] 1 1 (0) = = (140 Y e = S+ 3
. Vo —1;1[, f(z) = x anz" an® AnT =
1— n=0 n=0
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—+oo
E bpa™ avec
n=0

a si n pair
bo = ag et Vn > 1bnan+an1{n b

o ., cette derniére écriture
Gnp—1 Sl n impair

étant valable pour n = 0...

Exercice 277 | Séries entiéres et primitives

1. Former le développement en série entiére en 0 de

roodt
=11 >R,z — e
F-tt =R |y

2. Former le développement en série entiére e, 0 de

1
g:]—1; 1[—>R,xl—>2Arctan(a:)+1n(1_|__z>.

3. Etablir le lien entre les deux questions précédentes.

Solution (Ex.277 — Séries entiéres et primitives)

1. Par la série géométrique :

1 =
. _ 4an
vtel-1;10 _nz;ot .
Par primitivation, qui conserve le rayon :
T pantl pAn+1

VIE]*l;1[,f($):f(0)+7;4n+1 T dn+ U

2. Grace aux séries usuelles, Vo € | —1; 1[:

p2n+1 +oo
=2 Z

Sy
Cherchons (a,)nen tel que g(z Z anpx”

n=1

e C(Clairement : ag = 0.

e Soit n € N pair : n = 2k. Alors :
-1 1
anp=—+—=0.

n
On pouvait aussi remarquer que g est une fonction impaire...
e Soit n € N impair : n = 2k + 1. Alors :

(1)
el 2T

(i) Si k est pair, k=2p (et n=4p+1) a

a, =2 X

4 4

"Tup+l n
(ii) Si k est impair, k =2p+1 (et n =4p+3) a, = 0.
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e Bilan : sin =1 mod 4 (i.e. n peut s’écrire n = 4p + 1 avec p € N), alors

a, = —, et sinon, a, = 0.
n
+oo 4
Donc g(x) = — = _gAntl
9() 7;) dn+1

3. Manifestement g = 4f, ce qui s’explique par

1 1 y 1 n 1 y 1 1 o 1 n 1 o 1 n 1
[ ] = — — _— = — —_— —_ PR PR
1-X+ 2 14+X2 2 1-X2 2 1+4X2 4 1+4X 1-X
1 1, 14X 1
se primitive sur | —1; 1[ en §Arctan(X) Zl i—X 17 9(X)...
4
e ou encore en dérivant g : ¢'(z) = ... = T

Exercice 278 | Expressions fonctionnelles de séries entiéres

Déterminer le rayon de convergence et donner une expression fonctionnelle de

deéf. 1 n def. (71)77, n
L f@) =) oo™ @eR), | 2.9(@)F Yo" (z€R),
n>=0 n=0

—+oo

)

. n+p\ , .
3. h(z) € 32" +3")2" (2 €R), 4'317(93):2( N )x oupeN, z€R.

n=0
n=0

Solution (Ex.278 — FEzpressions fonctionnelles de séries entiéres)

x2n Unt1

n+1" | u,
d’Alembert, le rayon de convergence de f est 1.

d 1
v ~1:1 7 2n+1 2n_
zel-L:1f, dx z%Qn—l—l Zx 1—x2

nz

1. Soit x € R. En posant u, =

n—-+o0o

Par primitivation de série entiére :
Vee]-1;1] Z#xmﬂ'l—lln Lo
| 2 \1-z)’

11n(1”> sizel—1;0[Ul0; 1]

On commencera par calculer (1 — z)j,(x).

22 donc par la régle de

donc f(z) =< 2x -2z
1 siz=0
. _ (_1)71 n Un+1 N
2. Soit x € R. En posant u, = z x donc par la régle de
2n +1 U, n—+o0

d’Alembert, le rayon de convergence de f est 1.
e Ona:Vzre]|-1;1[,zg(x?) = Arctan(x) (développement de référence).
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Donc pour z €]0; 1], g(x)_ArCti%};(\/i)'
1 1+
Par 1. : -1;1 —2?) = -1
o Parl.:Vre]|-1;1[,zg(—2°) B n(1x>
1 1 -
Donc pour z € | —1; 0[,g(z) = 2\/j$21 (11_\/\/_:z)

e Pourx=0:g(0)=1.

an+1$n+1

Apx™
1
si|z| < 1/3 et diverge si |z| > 1/3: R = 3

Pour z E] 1/3; 1/3[

3. Pour z # 0, apz™ ~ 3"z" donc
n

— 400

3|z| : la série converge
n—-+4oo

flz) = Z (2x)" + Z (3z)™ car ces deux séries converge puisque |2z| < 1 et
n=0

[3z] < 1.
1
f@ =1t i
(n +p+ 1)
1
4. p _ntpt 1 donc le rayon de convergence vaut 1.
(n + p) n+1 n-otoo
p

Soit z €] —1; 1[et p € N*,

o5 () SO E OB

p

n=0 n=0 n=1
n-+p n+p—1 n+p-—1
1+ (( ) ( ) =1+ ( >a:” par la formule de
> (e
Pascal N
= n+p—1\ ,

(- =3 (" e = o)

n=0
On obtient la formule de récurrence :
vpeNVae]-1;1], fp+1(w) = hl)
Comme fo(x Zx

1

Remarque : on peut aussi procéder en dérivant f,...

Exercice 279 | Fonctions DSE solutions d’équations différentielles
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. Déterminer les fonctions f DSE sur un intervalle du type | —R; R [ solution de

I’équation différentielle
(E) : xy” + 2y +zy =0.
Préciser R et donner une expression explicite de f.

. Méme question pour

(E): 22y’ +day' + (2 —2?)y = 1.

Solution (Ex.279 — Fonctions DSE solutions d’équations différentielles)
1.

e Supposons que f est une fonction DSE solution de (E) sur un intervalle] =R ; R [.

Ecrivons f(z E an®

En substituant le developpement en série entiére de f dans (E) et par unicité du
développement, on obtient :

Yn =2 0,(n+2)(n+ 3)ants = ay
2(11 =0

(=1r
(2p+1)!
Le rayon de convergence de cette série est infini, et on a :

On obtient : Vp € N, ay), = ap et azpy1 = 0.

sin(x) )
VreR, flz)= Ll siz#0
ag six=0
sin(z) .
e Réciproquement, soit k € R quelconque fixé et fr : z — T koosiz#0
k sizx=0

fr étant DSE sur R, fi est de classe C* sur R.

On vérifie par le calcul que f satisfait 'équation (E) sur R tout entier (en séparant
R* et 0).

e Bilan : les fonctions DSE solutions de (E) sont toutes les fonctions :

sin(x) )
fe 1o x k 31x7é0’ keR (quelconque).

k siz=0

. o Supposons que f est une fonction DSE solution de (E’) sur un intervalle

J-R;R[.
Ecrivons f(z Zanx .
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En substituant le développement en série entiére de f dans (E’) et par unicité du
développement, on obtient :

Vn =22, (n+ 1)(n+2)a, = an_2

6a1 =0
2@0 =1
. 1
On obtient : Vp € N, as), = W et agpr1 = 0.
Le rayon de convergence de cette série est infini, et on a :
I -1
% siz#0
VeeR, f(x)=49, 7
- ir=0
5 six
h(xz) — 1
C(# sixz#0
e Réciproquement, soit f : x — 1 *
- siz=0

f étant DSE sur R, f est de classe €2°° sur R.

On vérifie par le calcul que f satisfait 'équation (E’) sur R tout entier (en séparant
R* et 0).

e Bilan : 'unique fonction DSE solution de (E’) est la fonction :

ch(z) — 1

3 sixz#0

- siz=0
3 six

Exercice 280 | En passant par l’exponentielle complexe

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série E
n>0

xn

(2n+ 1)V

Solution (Ex.280 — En passant par l’exponentielle compleze)

v # 0, |2 il 0 donc la séri tout
x = onc la série converge pour tou
’ anx™ (277, + 3)(271 + 2) n—+o00 ge p
z et R = 4o00.
Pour 2 =0, f(z) = 1.
2n 2n+1
1 h
Pour z > 0: f(z) = LA Vi :S\/‘%

Pour x < 0: f(z) =
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Exercice 281 | Convergence et valeur au bord du domaine

S
1. Montrer lexist de S = .
ontrer P'existence de ,; 11
2. On pose : ¥n € N,Vz € [0; 1] f(ﬁlc)—M
M p * ) ) Y n - 2n+ 1
a) Justifier 'existence, pour z € [0; 1], de S(x Z fulz
b) Que vaut, pour x € [O 1[, S(z)?
1
c) On note R, ( Z fr(x). Montrer que [|Rn|[ 19,17 < T3
k=n-+1
d) En déduire la continuité de S sur [0; 1].
3. Déterminer S.
Solution (Ex.281 — Convergence et valeur au bord du domaine)

1. Théoréme de Leibniz : ( ) est décroissante de limite nulle.

1
2n+1
2. a) Sur [0; 1], S.E. de Arctan. En 1, voir 1).

b) SE.de R.C. 1:Vz € [0; 1[,S(z) = Arctan(z).

x2n+3 1
c) Leilloniz sV € [051],|Rpu(2)] < i3 S 13 - Done [[Rnlo 0,17 <
2n+3
d) La convergence de Z fn est uniforme sur [0; 1] donc la somme est continue
sur [0; 1].
3. S=95(1) = lim S(z)= lim Arctan(z) = T
Tz—1— r—1- 4
Exercice 282 | Indéfiniment dérivable
1-— 2
1. Montrer que f : R* —» Rz — y est continue, et prolongeable par
T

continuité en 0.

2. On note encore f le prolongement obtenu. Montrer que f est de classe C* sur R.
3. Que vaut f(201%)(0)? Et f(2019)(0)?

Solution (Ex.282 — [ndéfiniment dérivable)
1. 1 —cos(2x) ~ 222 donc f(x) ~ 2: f(x) — 2 donc f est prolongeable par
z—0 x—0 z—0

continuité en 0, en posant f(0) = 2.
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—+oo p 2
—1)"(2 n
2. Vz € R, cos(2x) = Z M, donc

= (2n)!
Vz € R*,
f( )_ 1 JFZOO (_1)n4nx2n _ JFZOO( )n4n 2n—2 i n4n+1 on
Ve —  (2n)! N — rt (2n + 2)!

Pour z = 0, cette derniére série converge et sa somme est 2 = f(0), donc Vz €
+o0 1
(_1)n4n+
R, f(x) = —x
1) Z (2n +2)!
n=0
f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence infini donc f est de
classe C*° sur R.

2n

(n)
3. En écrivant f(x Zan , Qnp, f ( ) pour tout n de N.

Comme f est paire, aggig = 0 donc f(2017)(0) = 0.
(71)100941010 41010
Et £(2918)(0) = 2018lagg1s = 2018lagx 1000 = 2018!x =

(2020)! 2019 x 2020°

Exercice 283 | Une majoration

Montrer que, pour tout z € C, [e* —1 —z| <el?l =1 —|z|.

Solution (Ex.283 — Une majomtion)

Z Z ‘Z| elfl =1~ |z]...

n= 2

Exercice 284 Dzﬁerence de S.E.

Soit f: z H

’I’L

VzeC, |ef—1—z=

— 32 +2°
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est développable en série entiére, en précisant le rayon de conver-
gence du développement obtenu.

Solution (Ex.284 — Différence de S.E.)
1. 22-3242=(2—1)(z—2) = (1 —2)(2 — 2) donc Dy = C\ {1,2}.
2. Vz e Df,
1 1 1 1 1
= — = — =X .
22-3242 1—2 2—-2z 1—2z 2 1-—2z/2
|z| < 1, c’est-a-dire |z| < 1, par convergence de la série géométrique,

Pour z tel que |2/2] < 1 et
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=1 = 1 Xl g
V2eDO,1), f() =) "=3) 3" =) (1 ) 2+1> L=
n=0 n=0 n=0 n=0
f étant la somme de deux séries entiéres de rayons distincts 1 et 2, le rayon
de convergence de cette somme est min(1,2) = 1. Sinon, on peut réveiller M.
D’Alembert pour s’en convaincre.

Exercice 285 | Ezpression fonctionnelle d’une S.FE.

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z Lz"‘
(n+1)!
n=0
2. Calculer sa somme sur le disque de convergence.
Solution (Ex.285 — Ezpression fonctionnelle d’une S.E.)
n+1 1

1. Vz #0, Ont12 = (n+1) |z 0 donc la série converge pour tout z et

anz" (n4+2)n""" no+too
R = +c0.

n n+1l-1 1 1

2. ¥neN, ikt

(n+1)!  (m+1)! ! (n+1)!

1 1
E Ez" et E mz" ont un rayon de convergence infini (série exponentielle).
n=0 n=0
Pour z # 0,
+oo
1 PR 1

S :2—75 —— =" — —(e* —1).

(2) = e z = (n+1)! ¢ (e )

Pour z =0, S(z) = 0.

Exercice 286 | Ezpression fonctionnelle d’une S.FE.

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série g cos(n)x™.
n>=0

Solution (Ex.286 — Euzpression fonctionnelle d’une S.E.)

|cos(n)z™| < |z|™ et Z |z|" converge pour |z| < 1 donc par comparaison R > 1.
n=0

(cos(n)),, diverge en +oo donc la série diverge grossiérement lorsque = 1. Donc

R=1.

Soit z€]—1;1].

too +o00 400
- 158 e (S )3
n=0

n=0 n=0

1 2—ez—ez
2(1—¢ex)(1l—etx)
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B 1 —cos(1)z
flo) = 1—2cos(1l)x + a2

Exercice 287 | Ezpression fonctionnelle d’une S.FE.

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série E
n=0

xn

(2n+ 1)V

Solution (Ex.287 — Ezpression fonctionnelle d’une S.E.)
n+1

YV #£ 0, an;ﬁn — o 3|)$(|2n T e 0 donc la série converge pour tout
z et R = 4o00.

Pour z =0, f(z) = 1.

N vzttt shyz
P 0: = [ A — _
our @ >0+ f(z) Cn+ 1) V4~ 2ntl)  Jz

(71)”\/735271—H sin y/—x

S il Vo (204 1) Ve
Exercice 288 | Etude au bord du domaine

Pour x réel, on pose sous réserve d’existence

I
T
Naw!

3
ﬁ
8

[\v}

3
— o

Pour z < 0: f(z)

+o0 on
fla)=)_ &~
n=1 \/ﬁ
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.

2. a) f est-elle définie en —17
b) Montrer que la série définissant f converge uniformément sur [—1; 0].
c) f est-elle continue sur [—1; 1[?
On se propose de déterminer la limite de f en 1 par deux méthodes.
3. Premiere méthode —

n
a) Comparer, pour tout z € [0; 1], ot T
n

Sl

b) En déduire la limite de f en 1.

4. Seconde méthode —
a) Justifier que f est dérivable sur [0; —1]. Quelle est sa variation ?
b) En déduire la limite de f en 1.

Solution (Ex.288 — Etude au bord du domaine)
Pour z réel, on pose sous réserve d’existence
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"
n

+o0
fl@)=>" 7

1. R=1.

—+o0
=5 . . . 1 )
2. a) E ——— converge en appliquant le théoréme de Leibniz car est dé-
— vn Vvn

croissante de limite nulle : f est définie en —1.

“+oo

: (=" (=2)"
b) Soit # € [~1;0]. Rn(z) = > "
: n=N+1 \/ﬁ

) est décroissante, de limite nulle... car c’est la suite nulle.

() = (5

< 1, de limite nulle car 0 < u, < 1/4/n.
’(—CL’)N_H 3 1
VN+1| VN+1

, donc ||RNHoo,[—1;0] <

n

~—

—x

° Six:07((

B

e Size[-1;0] ) est strictement positive, décroissante car

B

L = (—a)

+
[t

U n

Par le théoréme de Leibniz : |R, ()]

/A

et

VvN+1 VN+1’

IRN]lo 1 _1.01 —— O par encadrement. La convergence est uniforme sur
00,[~1;0] N—+4o00
[-1;1].

c) f est somme d’une série entiére de domaine de convergence | —1; 1| donc est
€%, donc continue, sur | —1; 1[.

Ainsi : Vo € [—-1; 0], |Rn(2)] <

xn
Par convergence uniforme sur [—1; 0], puisque chaque f, :  — T est, conti-
n
nue, f est continue sur [—1; 1].
Donc f est continue sur [—1; 1.

On se propose de déterminer la limite de f en 1 par deur méthodes.

3. Premiére méthode —
yveelo:1], s

a 5 , P .
\/ﬁ n

b) On en déduit par sommation : Vz € [0; —1[, f(z)> —In(1—z).Or: —In(1—
x) —— +00. Par comparaison : f(x) — +oo.
r—1 z—1
4. Seconde méthode —
a) f est la somme d’une série entiére sur | —1; 1[ donc f est € donc dérivable

sur cet intervalle, et on peut dériver terme & terme :
“+ o0 400

Ve e [0; 1], f'(z) = Z —a" ! = Z(\/n—i— 1)x™ > 0. f est croissante dur

n=0
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[05 1]

b) Puisque f est croissante, soit elle est majorée et converge en 1, soit elle ne lest
pas et diverge vers 400 en 1.
Supposons f majorée par une constante M.

N n +oo 5
T x
VN e N Vze[0; 1], — < — <M.
IR PRI
AN
En passant a la limite lorsque  — 17 : VN € N*,Z — < M. Ceci est
n:l\/ﬁ

impossible car la série E diverge, vers 400 car son terme général est

1
n>1 \/ﬁ
positif.

Donc f n’est pas majorée, donc diverge vers +oo en 1.

Exercice 289 | Expression fonctionnelle d’une S.E.

1. Déterminer le rayon de convergence de Z ch(n)z".
n=0

2. Déterminer sa somme sur le domaine de convergence.

Solution (Ex.289 — Expression fonctionnelle d’une S.E.)

n__ ,—n n h 1
1. ch(n) = SR e—, done < (n+1) e. On obtient finalement
2 n—+oo 2 Ch(n) n—+o0
R=1/e.
—+oo —+oo 1
2. P <1/e, Y eran = n ,
our |x| /e HZ::Oe x ;::O(ex) T es
+oo +oo 1
<e, —n,n _ —1,.\n _ ,
pour |z| < e T;)e x nzzo(e x) T

+oo
1 1 1
t binaison linéaire, <1,E h(n)z" = = :
et par combinaison linéaire, pour |z ch(n)x 5 (1 o + = elx)

n=0
Exercice 290 | Somme d’une série entiére et étude aux bords
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére
1+ (n—2)!

n!
n>2

2. On note, pour z € R et sous-réserve de convergence,
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+oo
S(z) = Z #xn
n=2 '

a) Déterminer S(z) pour z € | —R; R[.

b) Montrer que S(R) est définie, en précisant sa valeur, et que S est continue sur
[0; R].

c) Montrer que S(—R) est définie et que S est continue sur [—R; 0].

Solution (Ex.290 — Somme d’une série entiére et étude aux bords)

1 1 1
1. ap=—+—F—— ~ — donc pour z # 0,
n!  nn—1) notoo n
1
sk o
anpx™ n—+00 ’

Par le théoréme de D’Alembert, la série converge absolument si |z]| < 1 et diverge
grossiérement si || > 1, donc R = 1.
+oo 1
no__ T __ 1 _
2. a) Pour |x|<1,zaz =e"—1—1z.
n=1

1 1 1

De plus, = — — donc

nn—1) n—-1 n
+§ ;x" =z f ! "t — +ZOO lx" (ces deux sommes existent !)
—n(n—1) —n-1 —n
—+oo

1

Y ——a"=a(-In(l-2) - (-In(l-2)—z) = (1-2)In(l - z) + =.
—n(n—1)

Donc pour |z| < 1,
S(x)=e"+ (1 —z)In(1 —z) — 1.

—+oo —+oo
1 1 1
b) E e 2 et E (1 — n> = 1 par télescopage. Donc S(1) existe et
n=2

n=2 o

vaut e — 1.

S est continue sur [0; 1[ car somme d’une série entiére (ou par l’expression

précédent). De plus, (1 —z)In(1 —xz) — 0 donc S(x) —— e—1 = S(1), donc
z—0 z—0

S est continue sur [0; 1].

1

~ T
n—-+oo n2

(=n"
n(n —1)
On va montrer que S est continue sur [—1; 0] pour trouver sa valeur en —1.
Soit & € [=1; 0]. ana™ = ay |z|" (=1)" avec (an [z")  décroissante (car (an)
et (Jz|™) sont décroissantes) de limite nulle (car a,, |z|" < ap P 0).

c) Pour 2 = —1, la série est absolument convergente car

En appliquant le théoréme des séries alternées :

277



CHAPITRE 11. SERIES ENTIERES

—+oo
§ anxn

n=N+1
Ceci pour tout « € [—1; 0], donc [[Rn||o [—1,0] < an+1-

Comme ant1 ——— 0, [|[Rn|[ [_1,09) T—— 0 par encadrement.
N—+4o00 ’ ’ N—+oo

R (x)| = < Jansa 1ol < axga

La convergence de la série est uniforme sur [—1; 0] et chaque  — a,z™ est
continue, donc S est continue sur [—1; 0].
Done S(~1) = lim S(z) = e ! 4+2In(2) — 1.

z——

Exercice 291 | Cyclicité d’ordre 4

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre complexe z tel
que |z| < R la somme

+o00o
S(z) = Z anz",
n=0

dont le coefficient a,, vaut 1, sin =4k oun =4k + 1, et vaut —1 si n =4k + 2 ou
4k + 3.
Que se passe-t-il si 2] =R ?

Solution (Ex.291 — Cyclicité d’ordre 4)
Comme |a,| =1, pour z # 0, on a :
an+1zn+1

ap 2™
Par le théoréme de D’Alembert, la série converge absolument si |z| < 1 et diverge
grossiérement si |z| > 1, donc R = 1.

Soit z tel que |z| < 1, donc |2*| < 1.

n—-+4oo ‘Z|

= = 1+2z—2%2-23
S(Z) — Z(Z4n+z4n+1_z4n+2_z4n+3) — (1+Z—Z2—2’3) 2(24)n _ W _
n=0 n=0

(1-2)(1+2) 14z
(1—22)(1422) 1422

Pour |z] = 1, |a,2"| =1 —— 1 donc (anz™) ne tend pas vers 0 et il y a divergence
n—-+0oo

grossiére de la série.

Exercice 292 | Sommation d’une série entiére

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel z tel que
|z] < R la somme

S(z) = io (i + (—2)”> "

n=1
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Que se passe-t-il si |z =R ?

Solution (Ex.292 — Sommation d’une série entiére)

+oo +oo

Z —x™ + Z(—2x)" est la somme de deux séries entiéres de rayon respectif 1 et
n

n=1 n=1

1/2 (|-2z] < 1 & x < 1/2), donc S est une série entiére de rayon min(1,1/2) = 1/2.

De plus, pour |z| < 1/2,

1 2z
S(z) = —In(1 — — 1| =—-In(l-2) - :
(x) n(l —z)+ (1 ~ 22 n(l —x) T 22
1
Enfin, pour |z| =1, ' < + (2)") ™  ~ 2" ——— 400 donc le terme général
n n—-+oo n—-+oo

1
— 4+ (—2)™ ) 2™ ne tend pas vers 0 : la série diverge grossiérement.
n

Exercice 293 | Sommation d’une série entiére

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel x tel que
|z] < R la somme

+oo
S(x) = Z n(=" g,
n=1
Que se passe-t-il si [z] = R?

Solution (Ex.293 — Sommation d’une série entiére)

“+o00 —+oo

Z(Qn)xzn =2 Z n(x?)™ est une série entiére de rayon 1 car Z na” est une série
n=1 n=1 n>1

entiére de rayon 1 (et : 2% <1 & |z < 1).

+oo 1

Z ——— 2?1 est une série entiére de rayon 1.

= 2n+1

Donc S est de rayon au moins 1.
n 2n
De plus, pour p = 1, (n{=1" p"),, n’est pas bornée : (2n)(~1)"" p?" = 2n P +00.
n—+0o0o

Donc R < 1.
Finalement, R = 1.
Soit z tel que |z| < 1.

= n __ = n—1 __ d = n _ d 1 _ £
ZTLQC —JJZHLL’ —l‘@ ZLL' —!Ea 1—=+ —(1758)2,
n=1 n=1 n=0

222

(1-a)”

—+o0
d’out 2(271)962" =
n=1
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—+oo +oo

1 , 1
nE:O mx%ﬂ est la partie impaire de n§:1 ﬁwn =—1In(1—2).

“+o0

Z 1 omy1 1 1 1+x
DOHCTL:OW,T —5(71n(17x)+1n(1+x))f§1n l—x .

On peut aussi partir de

d = 1 2n+1 = 2n 1 1

n=0

1 1
(1 — + m) dont la primi-
1 1
2

1
tive nulle en O est : 5( —In(1 —z)+In(l +2)) =

21 1. /1
Finalement : S(z) = % +-In ( i m>
(1 _ CL‘2) 2 11—z

Exercice 294 | En commencant par une dérivation

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f
définie par

1— a2
f(x) = Arctan (1—’—12)

et préciser le rayon de convergence R.
Indication : on pourra commencer par dériver f...

Solution (Ex.294 — En commengant par une dérivation)
Commengons par dériver f qui est € sur R par les théorémes classiques.
—2x(1 + 22) — 22(1 — 2?)
1+ 22)2 —4x —2x
v = R’ 4 = ( = =
€T f(@) 1— 22\ 2 (1+22)2 4 (1 — 22)2 14 g4
1+ ——
1+ 22
Or par la série géométrique de rayon 1, et comme ’—xﬂ < 1<% |z| <1, on peut

écrire, toujours avec un rayon 1 :
1 —+oo “+oo

— \n __ n,.4n
o = (=ah)r =) (-1t
n=0 n=0
+oo
Donc pour tout z € | —1; 1], f'(z) = Z 2(—1)"Hgintt,
n=0
En primitivant, ce qui conserve le rayon,
Ve e]-1;1],
- 2= +2 _ T — (=™, +1
= f(0 T = — n
/(@) f()+7;) n+2 " 4+n§ P



Exercice 295 | En commencant par une primitivation

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f
définie par

1

f(x):m

et préciser le rayon de convergence R.
Indication : on pourra commencer par primitiver f...

Solution (Ex.295 — En commengant par une primitivation)
Notons que Dy = R\ {—3/2}, donc le rayon ne pourra excéder 3/2.
Commencons par primitiver f (une primitive suffit) : Vo € Dy,

—1 1 —1 1
Fa)=— X ——=—x ——.

2 " 2243 6 1+21/3
En utilisant la série géomeétrique, avec [22/3| < 1 <:> |x\ < 3/2,

-1 too 2 n+12n 1

Vo €]-3/2;3/2[ F(z) = — > (-) = Z s

n=0 n=0
Alors, par dérivation terme & terme qui conserve le rayon,

400 n+1 —1 +oo
(_1) + 2" n—1 (_1)n2n(n + 1)
fla) = Z g+l T Z gn+2
n=1 n=0

2" avec un rayon de conver-

3
gence R = 5
Méthode alternative : )
on peut partir du développement de m =(1+x)?2= Z

Exercice 296 | En formant une équation différentielle

Soit f la fonction définie sur R par

flz)=e* /Or ' dt.

1. Justifier que f est développable en série entiére sur R.

2. Déterminer son développement en série entiére au voisinage de 0.
Indication : on pourra commencer par former une équation différentielle dont f
est solution...

Solution (Ex.296 — En formant une équation différentielle)

1. 2 e est développable en série entiére de rayon infini en appliquant la série
exponer%tielle a —z2.
x — e¥ est développable en série entiére de rayon infini en appliquant la série

exponentielle & 22, donc sa primitive nulle en 0 aussi.
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Donc f est développable en série entiére de rayon infini comme produit de série
qui le sont.

. f est par conséquent C*° sur R. Commengons par dériver f.
xT
Ve e R, f(x) = —2pe~ / et +e e = —2zf(z)+ 1.
0

Utilisons cette équation différentielle pour développer f.
Jécris :

+oo
Ve eR, f(x)= Zanm‘",
n=0

—+oo

VeeR, fl(z)= Z(n + Dap4i2™.
n=0

Alors :
—+o0 —+00

Vz € R, Z(n + Dapypr12™ = -2z Z anx™ +1
n=0 n=0
+oo —+oo

Vo € R, Z(n + Dappiz™ = -2 Z anz™ 41
n=0 n=0
—+o0 —+o0

Vr € R, Z(n + Dapypr2™ = -2 Z p_1x"™ + 1
n=0 n=1

Par unicité des coefficients d’une série entiére de rayon de convergence non nul et,
avec la valeur de f en 0,

ap = f(0) =0,

a1=:L

VYn>1,(n+ Dapt1 = —2a,-1.
Ceci détermine la suite (ay,) de fagon unique :

ap =0, a1 =1, Vn € Nya, 42 = n+2an-
On a immédiatement :
vn'E-N7a2n =0

-2 (—2)2
Vn € N,agnq1 = 11 = @0t 1)(2n = 1)027173 =...
o (-2)" _ (-2"2(n)

2n+1 = a1 =
n+1)(2n—1)...3.1 (2n + 1)!
+0oo no2
—1)"2°Mp!

Finalement : Vz € R, f(x) = Z W n+l

n=0

Exercice 297 | DSE en passant par une équation différentielle

Soit f: x + sh(Arcsin(z)).
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1. Déterminer 'ensemble de définition de f. Quelle est la classe de dérivabilité de f
sur cet ensemble ?

2. Montrer que f vérifie ’équation différentielle

(1—2%)y" —a2y —y=0.

3. En déduire que f est développable en série entiére, en exprimant les coefficients
du développement a I’aide de produits et en précisant le rayon du développement
obtenu.

Solution (Ex.297 — DSE en passant par une équation différentielle)
1. f est définie sur [—1; 1] et € sur | —1; 1| par composition car Arcsin définie
sur [—1; 1] et € sur | —1; 1] et sh est € sur R.
ch(Arcsin(z)), [ : x — x

T apershlAresin())+

1
2. Sur]-1;1[f 12— ——
] L f Vioa?
1
ﬁf(x), et effectivement : (1 — 22)f"(z) — zf'(z) — f(z) = 0.
—x
3. Supposons que [ soit développable en série entiére de rayon de convergence non

+oo
nul R et écrivons f(z) = Z anx”.
n=0
En substituant dans I’équation différentielle, on obtient la relation : Vn, a,12 =
n?4+1
) a2n,

(n+2)(n+1

avec les conditions initiales : ag = f(0) =0 et a; = f'(0) = 1.

(2k —1)* 4 1)

=

k

Il
_

Donc:Vn €N, ag, =0et a1 = (2n+1)!
n :

Exercice 298 | Expression fonctionnelle d’une S.E.

+oo
Déterminer le rayon de convergence et la somme de Z(—l)”“an"H.

n=0

Solution (Ex.298 — Ezpression fonctionnelle d’une S.E.)

R=1.
+00 I
d d 1 1

11 —1)" n—1_ = —_r\r = = —
Vrel-1i1] nzzl( )nz dz ;( = <1+x> (1+2)?

— +1, 2041 a?

_1 n n = ——

donc nE:O( )T ina 1+ 22)2
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Exercice 299 | Ezpression fonctionnelle d’une S.FE.

too 2n
) T
Déterminer le rayon de convergence et la somme de E 1
n
n=0

Solution (Ex.299 — Ezpression fonctionnelle d’une S.E.)

R=1

d X a2t 1 L1 1 - Rt 1 14w
_ = = — on primitive : = —In
de2m+1 1-22 2\1-z 1t+a)"P ol 2 1-a

on divise par x pour x # 0 :

1.1
Jf 220 _ 5111% size]—-1;1[\ {0}
—2n+1 1 siz=0

Exercice 300 | Développement grice a une équation différentielle

Soitf:}—l;l[—>R7xn—>ArLOS(x)

Vi—a?'
1. Déterminer la classe de dérivabilité de f.

2. Justifier que Arccos, puis f, sont développables en séries entiéres en 0 de rayon de
convergence 1.

3. Former une équation différentielle du premier ordre & coefficients polynomiaux
dont f solution.

4. En déduire le développement en série entiére de f autour de 0. Faute de mieux et
aprés avoir cherché, on pourra vérifier les formules suivantes par récurrence :
(2n)! = . 221 (n!)2
on = ————=— ¢t a =
T am(ph22 TN T on 1)

Solution (Ex.300 — Développement grace a une équation différentielle)

1. 2+ V1 —22 est € sur | —1; 1[ par composition puisque & — 1 — 22 prend ses
valeurs dans | 0; 1]. Donc f est € comme quotient de fonctions C°.

2. Ona:Vee]-1;1[, Arccos'(z) = \/1%7 = —(1 —2%)71/2. Or on sait que
x— (14 x)*l/z est développable en un série entiére de rayon 1. Par substitution,
Arccos’(z) est développable en série entiére de rayon V1 = 1. Par primitivation,
Arccos est développable en série entiére de rayon 1. Par produit des deux fonctions
x — Arccos(z) et x — (1 — x?)~'/2 développables en série entiére de rayon 1, f
est développable en série entiére de rayon 1.

3. Vo e|-1;1],
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14 xArccos(z)

1 — 12 -1
fl(x) = 1 12 o= 1+ xf;x) donc f est solution de ’équation diffé-
- -

rentielle
(1—=a?)f'(x) —af(x) +1=0 (O).

4. Ecrivons le développement en série entiére de f :

+oo
Vee]-1;1[, f(z)= Zanﬂc”.
n=0

Alors :
+oo +oo
(1—a2?)f'(x) —af(z) +1=(1—2?) Z(n + Dappia™ — xz apz” +1=
n=0 n=0
+o0o +o00
aH—l—l—Z ((n+Daps1 — (n—1Dap—1 — ap—1)z" = a1—|—1—|—z ((n+1)apt1 —nap—1)a
n=1 n=1

Par (O) et comme f(0) = g, on en déduit :

ag = g, ap+1=0et:YneN" (n+1)a,41 —na,—1=0, ie
aozg,alz—l et : Vn € N¥, an+1:nilan_1
d’ott :

2n—1><2n—3>< ><1><7T 2n)! =«
agn = X=X = T
2 o2n 2n—2 272 22n(pl)22

2n 2n — 2 2 227 (nl)?

el = —— X X-ooxXx=x(-1)=————
= o1 T -1 3 X (U =—G

Exercice 301 | Calcul d’une somme de série

L’objectif de cet exercice est de calculer

+oo 1

5= (2n + 1)4"

n=0
de deux facons.
1. Justifier I'existence de S.

2. Premiere méthode
a) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére

1 2n+1
zn: ent1)"

b) Conclure.
3. Seconde méthode
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a) Rappeler le rayon de convergence et la somme de la série entiére
1
g —x".
n
n

b) Déterminer S en séparant les termes de rangs pairs et les termes de rangs im-
paires de cette somme.

Solution (Ex.301 — Calcul d’une somme de série)

1 1\"
1. Par exemple, W =o0 ((4) ), t.g. d’une série géométrique convergente.

+
2. RC=1,Vze]-1;1] a4 2”#2"“ Za:%—
’ TV dae = 2n+1 1—x2

Par primitivation de série entiére :
—+o0

) 1 ont1 1 14+
Vee]-1;1], ;Qn‘*‘lz 72111 =)

1 1+ . _ .
done f(z) = %ln(l—x> size]—-1;0[U]0; 1]

1 siz=0
1
Pris en z = 2’ S =1n(3)
=1 1 1
3. P 1. Zen - .n - .n EURN
our tout z € | 1,1[,an Z "+ an conduit a
n=0 n pawr n impair
+oo 1

—In(l —2) = —fln(l—x +Zm2"+ldouenx—1/2

1 1 1. 1. ,3
5;@ =—In (5) + iln(i)’ donc
S = 21n(2) + In(3) — In(4) = In(3).

Exercice 302 | Ezpression fonctionnelle d’une S.E.

“+oo
n
Rayon de convergence et expression fonctionnelle de f(x) = Z ",
—n +1

Solution (Ex.302 — Ezpression fonctionnelle d’une S.FE.)
n

n+1

On note, Vn € N, a,, =
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Ant1 xn+1

apx™
converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1, donc R = 1.
Meéthode la plus expéditive —

Vr # 0,

|z|, donc par le critére de D’Alembert, la série
n—-+o00o

Vxe} -1; 1[
DI S D WUt JEr
apx’ = L "= z" " = — —z",
= n+1 n+1 1—x —n
1 In(1 —
., +n( Y size]-1:0[U]0; 1]
Zanaz =<q1—z T
0 sizx=0
FEt st Uon veut voir dans nx™ une dérivée —
Vee]-1;1],
“+o00 —+oo xn !/ +o0 xn !
%anx":xZ(n_’_l) :x<nz;)n+1> = zg'(z) ou pour x # 0 :
+oo
—lnl—ac)
PER iy SEa )
n=0 n=1
1 In(1 — 1 In(1 —
Alors ¢'(x :x(l—a:)+ n(xz 2) et zg'(x) = 1—x+ a . 2) .. gagné!

Exercice 303 | Eqgalité entre une intégrale impropre et une somme de série

1 +oo
In(1—-¢ 1
Montrer que / Mdt =— E —.

2
0 t n=1 n

Solution (Ex.303 — Egalité entre une intégrale impropre et une somme de série)

M sit#0

Notons f(t) = t
-1 sit=0.
Comme In(1 —t) Kot —t, f est continue en 0... et f est intégrable sur [0; 1].
—
In(1 —¢ X1
Vee[0;1], y = — ; mt” et en primitivant terme a terme :
 In(1 —¢) =1
Vee[0;1], | ——=dt= —a".
reloi], [ M Ra=3
“ln(l—t ! "In(1—t¢
Quand z — 1, l'intégrale / %dt tend vers / ft)ydt = / n(f)dt.
0 0 0
“+o0 +oo 1
Reste a établi 1 — 1 = —a" = — = g(1), i.e.g est
este a établir que lorsque x ; 9(z) ; 3 nz::l o g(1), i.e.g es
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continue en 1.
n

1 . . .
Or = —, donc la série de fonctions définissant g converge nor-

n

X
m’—>72
00,[0;1]
n

malement donc uniformément, et comme chaque z — — est continue, donc g est
n

continue sur [0; 1]. Donc g est continue en 1. Gagné.
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Chapitre 12

Intégrales a parameétre

Exercice 304 | Etude d’une fonction

Soit : f: R%Rz»—)/ 1—|—t3dt
. Justifier que f est définie et continue sur R et donner sa parité.
5 T At
. A Taide du changement de variable v = 1/t, montrer que 2f(0) = / Po———1
0 -

puis calculer f(0).

. Dét i li .
éterminer x_}r_ir_loof(x)

Dresser le tableau de variation de f sur R.

Solution (Ex.304 — FEtude d’une fonction)

eszt

1413

e Pour x € R, t — g(x,t) est continue sur [0; 400 [.

Pour t € [0; 400 [, z — g(z,t) est continue par morceaux sur R.

déf.
Vo € RVt € [0; +oo|,|g(z,t)] < ROl

e o est intégrable [0; +o00 [ car continue par morceaux avec Vt € [1; +oo[,0 <

1 oo dt
p(t) < o) et = converge.

Donc f est définie (f(z) est absolument convergente pour tout z) et continue sur
tout R.
De plus, Vz € R, f(—z) = f(z) car g(—z, ) = g(x,e), donc f est paire.

. Soit g: Rx]0; +o0] = R, (z,t) —
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dit

—+oo
2. A l’aide du changement de variable v = 1/t, montrer que 2f(0) = / PP ———
0 _

puis calculer f(0).
Le changement ¢ — 1/t est C! bijectif de ] 0; 400 [ sur | 0; +oo [ donc admissible.

teo g u=1/t [T W3 1 teo oy
= dt = —du = ———du. D :
F0) /0 1413 /0 Bl a2t /0 FENIE I

e teo iy teo 4t teo
20 = [ Y Al S VI R
1) /0 B+ 1 +/0 N /0 146 /0 2 t+1

/+oo dt _/+oo dt _4/+oo dt
o tE—t+1 o (t—1/2)2+3/4 3 ), (2(t_1/2))2+1

u=2(t-1/2) 9
v — [Arctan(u))
V3

2v3
= ——T.

2 /0w 43
¢ too 2 qm TN _
= —1N§_\/§<2+6) 9 "

D’ou: f(0
ou: f(0) = =
—z2t
3. Ve e RVt € [0; +oo[, 0< f+ 3 < e_m%, donc par croissance de l'intégrale,
Foo 2 1
Vr € R, 0<f(9c)</ e_””dt:ﬁ.

0
Par encadrement : f(z) —— 0.
T—r+00

2 2
e T t e Y t
—— > —— donc par croissance de l'intégrale, f est décrois-
1+65° 1+8 P grale, f
sante sur [0; +oo [, et par parité f est croissante sur | —oco; 0].

Exercice 305 | Expression explicite d’une fonction intégrale

+oo ;
t
Soit - Firo / %e—tdt.
0

1. Montrer que f est définie et de classe €' sur R.

4. YO < z < vy,

2. Donner une expression intégrale de f’, puis la calculer.

3. En déduire une expression simple de f (i.e. sans intégrale).

Solution (Ex.305 — FExpression explicite d’une fonction intégrale)
sin(zt)
t

1. Soit g: R x]0; +oo[ = R, (x,t) — -t

f(0) existe et vaut 0.

Pour z € R*, t — g(x,t) est continue sur |0; 400 [, prolongeable par continuité

en 0 car g(z,t) 2 et négligeable devant 1/t? en +oo car t?g(x,t) P 0.
— )

e

Donc f(z) existe.
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f est définie sur R.
e Pourte€]0;+oo|, z+ g(z,t) est de classe €' sur R avec :

0
, Vz € R, a—i(m,t) = cos(xt)e .
o PourzeR,t— —g(x, t) est continue par morceaux sur ] 0; +oo .
x
0
e VzeR,Vte]0; oo, 8—9(1‘,7&) <e ™t
x

or t — e~ ! est continue par morceaux et intégrable sur ] 0; +oo .
Donc f est dérivable sur R.

2. En dérivant sous l'intégrale (valide d’aprés 1.) :
+oo
Ve eR, fl(x)= / cos(wt)e”'dt.
0
Soit = € R.

fl(z) =R /+°° 2Dty ) = Re (— ) =
B A 1) T i

3. Comme f(0) = 0 = Arctan(0) et f/ = Arctan’, on a f = Arctan.

Exercice 306 | Un calcul de lintégrale de Gauss

Soit f,g: R — R définies par :
1 e—ac(1+t2)
f@) = [ St et o) = ).
0

1+
1. Justifier que f de classe C' et calculer f’.
2. Déterminer f(0) et lim f(z).
T—>—+00

xT 2
3. Montrer que = — g(x) + (/ e_tzdt> est constante sur R.
0

“+o0
4. En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss : G = / e dt.
0

Solution (Ex.306 — Un calcul de l'intégrale de Gauss)
Soit f,g: R — R définies par :
1 g—z(14%) )
f@) = [ St e gle) = 1)
. e—e(1+t%)
1. Soit h: R x[0;1] = R, (z,t) — T
Ate[0;1]fixé, x — h(z,t) est de classe C! sur R.
Comme aucune intégrale n’est impropre car nous travaillons avec des fonctions
continues (de t) sur le segment [0; 1] donc bornées, le théoréme de transfert de
la classe s’applique.
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f est de classe C! sur R avec :

1 1
Ve eR, f'(z) :/ e~ gy = e_m/ o= 4t
0

0
1
dt T
2. )=/ = T
« fO) /01+t2 4

e Soit z > 0.Vt € [0;1], 0 < ———
1+ ¢2

I'intégrale 0 < f(z) < e~ ®. Par encadrement, lir+n f(z) =0.
Tr—r+00

< e~ ", donc par croissance de

T ) 2
3. Soit j:zw— g(x) + </ et dt)
0

Par composition, j est dérivable et : Vx € R,
x

x 1
§'(x) = 22 f'(2%) — 2e~" / e dt = 220 / e =t — 26 / e dt
0 0 0
Posons u = xt dans la premiére intégrale :

. 2 1 * 2 2 z t2

j(x) =2ze™® f/ e " du—2e"" / e "dt=0
T Jo 0

Donc j est constante sur R.

4. j(x) —— g(0) = f(0) = E, donc j est constante égale a T

z—0 4 42
Or g(x) —— lim f(z) =0, donc lim (/ e_tzdt) = lim j(x)= %
0

r—4o00 x—-+oo T—+00 T—400

+oo 2 2 Vs Foo 2
Donc </ et dt) =7 et comme / e Udt >0,
0 0

—+oo
/ e tdt = ﬁ
0

2

Exercice 307 | Fonction Gamma d’Euler

—+oo
1. Soit z € R. Etudier existence de t*letdt.

0
On appelle fonction gamma d’Euler la fonction définie par :
. too
Yz €]0; +oo[, T(z)E / t*tetdt.
0

2. Montrer que I' est de classe € sur | 0; 00 [ et exprimer ses dérivées successives.
3. a) Montrer que : Vo € ]0; +oo[, I'(z+1)=2I(z).
b) En déduire la valeur de T'(n) pour tout n de N*.

4. a) Déterminer la valeur de I'(1/2) a ’aide de l'intégrale de Gauss (cf. exercice Un
calcul de Uintégrale de Gauss).

1
b) Exprimer, pour tout n de N, I‘(n + 5) a I’aide de puissances et de factorielles.

292



5. Déduire de 3.a) un équivalent de I'(x) en lorsque z tend vers 0

Solution (Ex.307 — Fonction Gamma d’Fuler)

1. Soit f(w,t) = t*"le~t définie sur R x ] 0; +oo|.
Pour x € R, t — f(z,t) est continue par morceaux et positive sur |0; 400 et
f(x,t) o ==L
—

1
Or l'intégrale de Riemann / t*~1dt converge si, et seulement si, z —1 > —1, i.e.
0

1
x > 0. Donc / f(z,t)dt converge si, et seulement si, > 0.
0

+oo
De plus : t2 f(z, ) P 0 car t**! = o(e'), donc f(z,t) = o (1/t?) et/ f(z, t)dt
—+00 1

converge.

—+oo
Donc / t*~le~tdt existe si, et seulement si, z > 0.
0

2. Pourt €]0; +oo[, z — f(x,t) est de classe € sur | 0; +oo[ avec
0 f(;v,t) = (In(t))"t*~te .

ox™
n

e Soit € |0; +oc[. La fonction ¢ — 3
xn

(z,t) est continue par morceaux et

intégrable sur | 0; o0 [ car
(i) prenons a € |1 — x5 1[. t*(In(2))"t* et = (In(t))"to+*~le=t — 0,

t—0
8n
donc a—(x,t) =0 () avec « < 1, ce qui assure l'intégrabilité sur ]0; 1],
x
of
.. 2 . 5 4 I TPIPA .
(ii) ¢ o (z,t) P 0, ce qui assure 'intégrabilité sur [0; +oo].
e Soit [a;b] C]0; +ool.
o n éf.
Va € [a; 0], ¥t €]0; oo, amf(x,t)‘ < ()" (t2 + 7)et E or,(0)
et ¢[q;p) est continue par morceaux et intégrable sur | 0; +oo [ (par intégrabilité
of of
d t) et b,t
e 7 (a0 et T Lw,0)

Par domination, I' est € sur tout [a; b] C ]0; +oo[, donc sur |0; +oo[, et on
a:

+oo
Vn € N,Vz €]0; +oo [, T (z) = / (In(t))"t" te "dt.
0

+oo
3.a) Soit x € ]0; 4oo[. I'(x +1) = / t*e"'dt. Effectuons une intégration par

0
parties avec : t — t% et t — —e~ ! Cl sur ] 0; +oo| et

—twe_t ——0et —t”“'e_t —0
t—0 t—+o0
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+oo
Fz+1)=[- t‘”e*t]:;oo + x/ t*“le7tdt = aT(z).
0

—+o00
b) I'(1) = / e 'dt = 1, et par une récurrence immeédiate
0
VneN* T'(n)=(n-1)L
4. a) L’exercice Un calcul de lintégrale de Gauss donne

\/7? /+OO _2 o, u=t? /+OO e ¥ 1
_— = = e = — F == .
5 ; et dt ; 2\/adu 21"(1/2) donc I'(1/2) = /7

b) En itérant la formule de 3.a),

1 1 1 2n—1
Tnt5) = (0= )P0 3) = 25— (=5 (n—3)
R T I |
F(n—i—%) (20— 1)(2n—2?;) X X3 T(j;)nﬁ
5. Vo > 0,T'(z) = M, or I'(x 4+ 1) — I'(1) = 1 par continuité de I" en 1.
Donc 1
I(z) 250 7
Recherche de limites et d’équivalents

cost
t+x
Montrer que f est définie et continue sur ]0; +o0 .

/2
On pose, sous réserve d’existence, f(z) = / dt.
0

Etudier les variations de f.

Déterminer les limites de f en 0 et en +o0.

L

Déterminer un équivalent de f(z) en 4o0.
2
. a) Justifier : Vt € [0; w/2], 1-— 5 < cost < 1.

b) En déduire un équivalent de f(x) en 0.

[

Solution (Ex.308 — Recherche de limites et d’équivalents)

cost
1. Pour z €]0; +oo|, t — . est continue sur [0; 7/2] donc f(z) existe.
T
cost 1
Remarque : —— ~ — montre que f(0) n’existe pas...
t t—=0t

Soit g :]0; +oo [ x [0; 7/2] = R, (z,t) — tCOSt

e Pourze€]0;+oo[, t— g(x,t) est continue sur [0; 7/2].
e Pourte[0;n/2], x— g(z,t) est continue par morceaux sur |0; 400 |[.
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e Soit [a; b] CL

1 qet.
Vo € [a; b],Vt €[0; m/2],]g(x,t)| < Ta Pla:b)(t)-

® Q[q;p] est intégrable [0; 7/2] car continue.
Donc f est continue sur tout [a; b] C]0; +oo [, donc continue sur |0; +oo|.

2. Pour z <y, Vt € [0; 7/2],g(x,t) = g(y,t). Par croissance de l'intégrale, f(x) >
f(y). Donc f est décroissante sur ] 0; +oo .
Remarque : on peut étudier la dérivabilité de f puis le signe de f’ mais c’est bien
lourd...

3. Remarque : la variation de f assure l'existence des limites de f en 0 et en +oc.

t 1
. VxE]O;Jroo[,Ogﬂ\i,
t+x t+x

2

donc par croissance de l'intégrale 0 < f(z) < In z4m/2 — 0,

X r—+o0
donc par encadrement : f(z) — 0.

r—r+00
. /3 cost

e Comme g est positive, Vo € |0; 400 [, f(z) > T dt.

0 x

Et par croissance de 'intégrale,

7'(/3 t 1 7'(/3 1 1
/ o8 dth/ dt > —lnz+7/3x —— +o0.
0 t+x 2 0 t+l‘ 2 r—0+

Donc par minoration : f(z) — oo
r—

1 1 1 . 1 7\'/2 1 ‘IT/Q
4. em<x+t<;0ntlre m/o costdtgf(a:)g;/o cos tdt
donc %7(/2 < zf(x) < 1 donc par encadrement x f(x) m 1
1
Ainsi : f(z) ~ =

r—+00 xl
5. a) La majoration est claire.
La formule de Taylor avec reste intégrale pour cos & l'ordre 2 en 0 donne :

t2 t t— 2
costzl——+/ ﬂ(—cosu)du
0

2 2!
t 2
t —
or/ (Tu)(—cosu)duSOpourte[0;#/2}.
O .
2
Dou: Vte[0;n/2], 1—5<cost<1.

b) Par croissance de l'intégrale :

/2 1 1 /2 t2 /2 1
/ a3 | dt< @< [ dt
o T+t 2 )y xT+t o xT+t

71‘/2 1 2
Or/ dt:lnﬂ ~ —Ingz,
0 x+t x z—0
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/2 2 /2 2 /2 2
et 0 < / dt < / tdt = — donc / dt = o(In(x)),
o Tt 0 8 o THt

/2 1 1 w/2 t2
donc/ dt—f/ dt ~ —Inx.
o T+ 2 )y x+t z—0

En divisant 'encadrement de f(z) par —In(z), on obtient

Donc : f(z) ~ —Inz.

r—

7f(x) — 1.
—Inx x=—0

Exercice 309 | Ezemple de fonction indéfiniment dérivable

—t
e
dt.

1+tx

+o0
On pose, sous réserve d’existence, F(z) = /
0

1. Montrer que F est définie sur [0; 400 .
2. Montrer que F est de classe C*° sur [0; +oo].
3. Pour n € N, que vaut F((0)?

Solution (Ex.309 — FEzemple de fonction indéfiniment dérivable)

On pose
+o0 et
F(z) = / dt.
0 1+tx

e—t

14tz

1. Soit f:[0; 400> = R, (z,t) —

+oo
Soit z € [0; 4o0[. Vt € [0; +oo[,|f(x,t)] < et or / e~ 'dt converge. Donc
0
I'intégrale F(z) converge : F est définie sur [0; +oo .
2. Soit t € [0; +o0[. & — f(x,t) est de classe C* sur [0; 400 et on vérifie par
récurrence que :

n —1)"n!
Vn € N,Vz € [0; +o0], o"J (=D)rn

gz " = g gyt

n,—t

n

— ,t) est ti 0; ,
A g v (x,t) est continue sur [0; 400 |

.
t— a—n(x, t) est continue par morceaux sur [0; 00|,

x

o é
et : V(x,t) € [0; +oo [, 3 ‘j(a:,t) < et on(t)
x

oll ¢, est continue par morceaux et intégrable sur [0; +oc [ car t2p,, () —— 0

t——+o00
(donc ¢, (t) = o (1/t%)).
Par conséquent, F est de classe € sur [0; +oo[, et on a :
Vn e N,Vx € [0; +o00],
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F)(z) = /m anf(:c t)dt = (—1)"n! /m T rag,
0 81‘” ’ 0 (1 + tm)7l+1

3. F"(0) = (-1)"n! /+oo the~tdt = (—1)"(n!)?
0

“+o00
... intégrale se calculant par récurrence, ou en utilisant n! = T'(n+1) = / thetdt
0

(3 limite extérieure du programme).

Exercice 310 | Un calcul de l’intégrale de Dirichlet

Soit f : [0; +00 [ — R définie sous réserve d’existence par :

fla) = /O o %We_“dt.

1. Justifier que f est définie et continue sur [0; +oo .
2. Déterminer sa limite en +oo.
3. Montrer que f est de classe € sur |0; 400 [ et calculer f”.
4. En déduire f sur |0; 400, puis f(0).
T sint
5. En déduire la valeur de 'intégrale de Dirichlet : D = / Tdt.
0

Solution (Ex.310 — Un calcul de l’intégrale de Dirichlet)
1 —cos(t
1. Soit g : [0; 400 x ]0; 400 = R, (z,t) — T()
Rt 1- cos(t)'
12
e Pour z € [0; o0, t — g(x,t) est continue par morceaux sur |0; 400 |.
e Pourte]0;+oo], x+— g(z,t) est continue sur [0; +oo|.
o V(1) €[0; +00[x]0; +oof, |g(z,t)] < h(t),
ol h est continue par morceaux sur ] 0; 400 [, avec
2

1 t !
(i) limA(t) = = car 1 — cost ~ —, donc / h(t)dt converge (faussement im-
t—0 2 t—0 2 0

e et h:]0;+o0] —

propre),
2 Heo
(ii) Vt > 1,0 < h(t) < e donc / h(t)dt converge,
1

donc h est continue par morceaux et intégrable sur |0; +oo |.
Ainsi, f est définie et continue sur [0; 400 .

2. lim h(t) =0, il existe T tel que V¢t > T, h(t) < 1.

t——+oo

Comme h est continue sur ] 0; T] et est prolongeable en une fonction continue sur
[0; T], h est majorée sur [0; T].

Donc h est majorée sur |0; 400 .
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Soit M € R tel que : V¢t €]0; +oo[,0 < h(t) < M.
Vz € [0; 400 [,Vt€]0; 40|, 0<g(x,t) < Me "

Par croissance de l'intégrale, Vz € [0; +o0o[,0 < f(z) <

sz

Par encadrement, f(z) —— 0.
r—+00

. Pourt €]0; 40|, 2+ g(z,t) est de classe €% sur ]0; +o0 .
Regardons les dérivées par rapport a x de g :
cost —1 1—coste_xt déf.
t t
hy est prolongeable par continuité en 0 (limite nulle) et négligeable devant 1/t
en +oo donc continue et intégrable sur |0; +oo|.

o Vze]0; +ool, = ha(t)

2
o VYVzell;4ool, %(;&t)

Plagons-nous sur [a; +oo[ C]0; 400 [ afin de majorer par une quantité indépen-
dante de z.

= (1 — cost)e @ < 2e~*t

d%g
x?
et ho : t > 2e% est intégrable d’aprés le cours car a > 0.

Par le théoréme de dérivation, f est de classe €2 sur tout [a; +oo[ C]0; oo .
Donc f est de classe €2 sur ] 0; +oc [ et f” se calcule par dérivation sous l'intégrale.
Soit z €]0; +o0].

+oo i 1 +oo 1 +o00o )
f(z) = / (1—cost)e”*'dt = f—/ coste "'dt = ——Re (/ e(_g"”)tdt)
0 T Jo 0

xT

Vo € [a; o0,

({,Cﬂf)’ = (1 —cost)e @ L 2~

1 1 1 x
1"

:——R = - — —FF
/(@) x e(x—z) x x?+1
Pour z € ]0; +00],

1 T

/ _ _ = 2 —
f'(z) =In(z) 2hrl(w +1)+k hl\/m—i_k:c—woo k.

Or on démontre comme en 2. que f’ est tend vers 0 en +oco. Donc k = 0 et
1

f(z) =In(z) — 3 In(z? +1).

En primitivant & nouveau grace a des intégrations par parties,

f(z) =2lhz -z - %zln(ﬂsz + 1)+ 2 — Arctan(z) + &

1
fl@)=xlnzx — ixln(xQ +1) — Arctan(z) + &
Déterminons « grace a la limite en +oo :
In(2? +1) = In(z?) + In(1 + 1/2?) = 2In(z) + 1/2% + o (1/2?)

1
Dou: f(x) = ~% + o(1/z) — Arctan(z) + K P —g +K

Or d’apreés 2., f(x) —— 0, donc k =
r—+00

_

N
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Finalement : f(z) =alnz — gln(gz:2 +1) — Arctan(z) + g

Comme f est continue en 0, f(0) = lirr%) flz) = T
r—

5"
+o00 +oo 400 .
1-— t 1— t t
5. T_ f(0)= ﬂdt PP | 1 7 COSt + ﬂdt donc
2 12 t t
0 N 0 0
oo
t
/ sin df — E
0 t 2’

Exercice 311 | Explicitation grice a une équation différentielle

+oo
Soit, pour x € R et sous réserve de définition, f(z) = / et cos(xt)dt.

— 00
1. Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

2. Montrer que f est solution d'une équation différentielle d’ordre 1.

3. On admet que l'intégrale de Gaug / 4t vaut /7. Déterminer une expres-

sion explicite (i.e. sans intégrale) de f.

Solution (Ex.311 — Eaxplicitation grdce a une équation différentielle)
1. Soit g:R2 R, (z,t) - e~ cos(xt).

Soit ¢ : R — Rt — et o est continue et intégrable sur R par parité et car
o(t) =o(e™") en +o00 et t — e~ ! est intégrable sur RT.

® Pour t € R, x — g(x,t) est de classe € sur R.
@ Pour z € R, t — g(x,t) est intégrable sur R car continue et dominée par ¢.

0
® Pour z e R, t — 8—g(x,t) =—t Sin(:rt)e*752 est continue sur R.
x

dg

@ V(x,t) € R? e (x, )‘ < |t p(t) or t — |t|p(t) est intégrable sur R car
x

continue, paire et vérifiant |¢| () = o(1/t?) en +oo.
Par le théoréme de dérivation sous 'intégrale, f est définie et de classe G sur R.

+oo ag +oo 5
2. Ona:VzeR, fl(z)= / o —(x,t)dt = / —te™ " sin(at)dt.

—0o0 —0o0
—¢2
En observant que T —2te*t2, une intégration par parties s’impose.
—¢2
e
w:tr — et vt sin(zt) sont € sur R avec lim wu(t)v(t) = 0 car
2 t—+oo

[u(®)v(t)] < u(t) i 0.
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Alors : Vo € R, f'(z) = —gf(x) f est solution de léquation différentielle
d’ordre 1 : y' + gy =0.
Les solutions de cette équation homogéne sont les fonction x +— Ke=2"/4 avec

K € R arbitraire. ,
L’énoncé donne la condition initiale f(0) = /7. Donc: Vo € R,  f(x) = /me™® /4.

Exercice 312 | Recherche d’un équivalent

+o00 o2t
On considére la fonction f : z — /
0

T+t

1. Montrer que f est définie et continue sur |0; +oo .
2. On considére une suite (x,),en de réels strictement positifs de limite +oo.
1
Montrer & l’aide du théoréme de convergence dominée que lim x, f(x,) = =
n—-+o00 2
3. En déduire un équivalent de f en +o0.

Solution (Ex.312 — Recherche d’un équivalent)

+o00 o2t
On considére la fonction f : z — / dt.
0

T+t
—2t

1. Soit g:]0; 400> = R, (z,t) — ;+t.
L’énoncé peut laisser penser qu’on va rencontrer une difficulté en 0. Soit a > 0.
Plagons-nous sur [a; +00 .
@ Pour ¢t €]0; +oo|[, z — g(x,t) est continue sur [a; +oo|.
@ Pour z € [a; +o0], t — g(x,t) est continue sur |0; +oo .
®V(z,t) € [a; +oo[ x ]0; 400, |g(z,t)] < ; or t — e~2! est intégrable
sur | 0; +oo.
Par le théoréme de continuité, f est définie et continue sur [a; +o00o .
Comme ceci est vrai pour tout a > 0, f est définie et continue sur ]0; +oo .
2. On considére une suite (x,)nen de réels strictement positifs de limite +oo.
On pose, pour tout n € N, f,, :]0; 00| = R, t = xpg(xp, t) = xne—::.
Appliquons le théoréme de convergence dominée. o
@ Pour tout ¢t €]0; 00|, fn(t) = e 2t car x:::—t e

@ t — e~ 2 est continue sur ] 0; 400 [.

@ V(n,t) e Nx]0; o], |fn(t) <e 2t et t — e~ est une fonction intégrable
de référence sur | 0; o0 .
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Par le théoréme de convergence dominée, pour toute n f, est intégrable sur
105 +oofet:

+o0o +o0 o 1
e N A A
1
3. Pour toute suite (z,) de limite +oo0, lim x,f(x,) = —=. Par caractérisation
n—-+o0o 2
1
séquentielle de la limite, lim xzf(x) = .
T—>+00 2
x
Donc f(x) ol 3"

Exercice 313 | Calcul d’une intégrale a deux paramétres

def +o0o efoct _ efﬁt
1. Soit 0 < a < 8. Montrer que I(a, ) = / fdt existe.
0

2. Dans cette question, on se propose de calculer I(a, §) a ’aide d’une fonction définie
par une intégrale.
On pose, pour tout = € [1; +oo], f(z) =1(1, z).
a) Montrer que f est dérivable sur [1; +oo[ et calculer f/(z) pour tout = de
[1; 400l
b) En déduire une expression explicite de f, puis de I(«, ).

Solution (Ex.313 — Calcul d’une intégrale & deux paramétres)

1. Soit 0 < a < S.

e—at _ e—,Bt
o t— — est continue sur | 0; 400 [.
e Au voisinage de 0, e~ ; e Pt _l-at+ o(t) — 1+ St —o(t) —B—a+
o(1) = B — a donc I(«, B) est faussement impropre donc convergente en 0.
o 2 e 0 donc L_e_ﬂt = 0(1/t*) donc I(a, B) converge en
t t——+o0 t

400 par domination.

def +oo e—at _ e—,Bt
Donc pour 0 < a < 3, I(e, B) = / fdt existe.
0
“+oo e—t _ e—zt
2. On pose, pour tout = € [1; 400, f(z) =1(1,2) = / fdt.
-t _ e—xt 0

t
C’est parti pour la dérivation C! sous I'intégrale...

a) Soitg:[1;—|—oo[><]0;+oo[,(x,t)b—>e

@ Pour t €]0; +oo[, x — g(x,t) est de classe C! sur [1; +oo.
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@ Pour z € [1; 400, t — g(z,t) est continue intégrable sur ]0; +oo[ par la
premiére question (c’est I(z,1)).
0
@ Pour z € [1; +oof, t — a—gg(a:,t) = e % est continue (et méme déja
x
intégrable).

dg

@ VY(z,t)€[1; +oo[x]0; +oo, e (a:,t)’ < et avec t — et intégrable.

Par le théoréme de dérivation, f est dérivablesur [1; 4+oo[et:Vz € [1; +oo[, f/(z):

+oo
1
/ e %t = —.
0 :L.

b) En primitivant, et en observant que f(1) = 0, on a : Vz € [1; +o0[, f(z) =
In(x).
Soit 0 < a < B. Posons u = at, changement C! strictement monotone dans

1 .
(a, 5) too g—at _ o—pt ot o0 g—u _ o—Bu/a i
Lo, B) = / fdt = / ——du= f(B/a) = lna =

0 0 U
Ing—Ina.

Exercice 314 | Etude d’une fonction

tool— t
Soit, pour = € R, f(z) = / %@)
0

1. Montrer que f est définie, paire et de classe G sur R.

e~ tdt.

+oo 1— .
2. On admet que ﬁdy = g A T'aide du changement de variable u = xt,
0 )
déterminer un équivalent de f en +oo.

Solution (Ex.314 — Etude d’une fonction)
1_
1.¢@ﬂ=4—%§gﬁ
Commengons par remarquer que, si f(z) existe, alors f(—z) existe et vaut f(z) :
f est paire sur son domaine de définition qui est forcément symétrique par rapport
a 0.
o Atfixé, x s g(x,t) est C sur R.
o A zfixé, t > g(x,t) est continue sur |0; 400 [, et intégrable car prolongeable
par continuité en 0 (g(z,t) Ko el 2?) - d’ot intégrale faussement impropre en 0 -, et

g(z,t) = o(1/t?) en +oo.

e ! pour (z,t) e R x]0; +ool.

o A zfixe, t— sin(wt)

879(3:7 t) = e~ ! est continue sur | 0; +o0].
x

e Grace a la majoration usuelle : Vu € R, |sin(u)| < |u|, on a :
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V(z,t) e R x]0; +o0o],

0

—g(x,t)| < |x|e L.

o] < e

Plagons nous sur [—a; a] avec a > 0 quelconque. Alors :

0
%g(l‘,t)

Or t + ae~t est continue et intégrable qur ] 0; +o0o[. Donc f est définie et C* sur
[—aj; a], ceci pour tout a > 0.
Donc f est définie et C! sur R.

2. Le changement u = xt est C! bijectif tant que x # 0.
Vo e]0; +oof, f(z) = /+OO 1= costat) CtOQS(xt) e tae V= x/+00 1= costw) ZZS(U) e o duy
Soit (#n)nen une suite q{)lelconque de [1; +o00] tendan% vers +oo.

1~ cos(u) CZS(U) e~/ On a :

e pour tout n, h, continue sur |0; +oo |,

1—
SENCLYTIS - O
(%

e De l'inégalité classique : Vu € R, |1 — cosu| < u?, on tire :
Vn e N,Vu €]0; 400, |hn(u)] <e ™ (car z, > 1)
avec u — e~ ¥ continue et intégrable sur | 0; +oo|.

t

V(z,t) € [—a;a]l x]0; +oo], <ae

Soit, pour tout n, h,, : t —

+oo +oo
Par le théoréme de convergence dominée, liIJIrl hp(u)du = / h(u)du,

. . 1 T
1
Par caractérisation séquentielle de la limite, lim —f(z) = T
x—+00 T 2
. ™ .. ™
Autrement dit : f(x) el 3% Et par parité, f(x) oo T

Exercice 315 | Une famille d’intégrales

T dt
Pour n € N* et$6]07+00[7 soit In(x):/ov m
1. Montrer que I, est définie et de classe C* sur ] 0; +oo .
“+oo
2. En déduire la valeur de / L
o (t241)3
Solution (Ex.315 — Une famille d’intégrales)
1. Soit deux réels a et A tels que < a < A.
. 1
Soit fn : [a7 A] X [O, +OO[—>R7($,t) — m

e Pourte[0;+oo[, z+> fu(w,t) est € sur [a; A].
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e Pour z € [a; A], t = fn(z,t) est continue et intégrable sur [0; 400 car

1 . .
fu(z,t) Yoo P20 ou 2n > 1 donc t +— on est intégrable et ces deux fonctions
sont positives.

Ofn —2nx .
e Pourzefa;Al,t— E(z,t) = s est continue sur [0; 400 .

Ofn 2nA
o VY(z,t) €la; Al x[0; o0, e (x,t)’ < @1 a0
2nA
(2 + a2)n+1
d’aprés le second point.
Donc I,, est définie et de classe € sur [a; A], et ceci pour tout [a; A] C]0; +oo],
donc I,, est de classe C* sur ] 0; o0

or ¢t = 2nA fr+1(a,t) est continue et intégrable sur [0; +o0 |

. Ona:VneN" Veell; oo, (z) = —2nzl,+1(x).
tee e N
Pour z > 0, Iy (z) = . Pia = ;Arctan(x) . =
. 1 T . 1 3
Puis Io(z) = 7%1/1(30) = 13 buis I3(z) = fﬁIé(az) = T6a5"

Hoo dt 3r
D T ) =T
one /0 i W= 15

Exercice 316 | Etude d’une fonction

t—1
Soit, sous réserve d’existence, f(z / —t”dt

L

1.

Montrer que f est définie sur | —1; o0 ][.

Montrer que f est de classe €' sur | —1; +oo|.

t—1
Montrer que h:]0; 1[ — R, ¢t — —— est bornée et en déduire lim f(z).
ln(t) T—+00

En déduire f(z) pour tout z > —1.

Solution (Ex.316 — FEtude d’une fonction)

t—1
Soit g:]—1; +o0[x]0; 1[— R, (x, )Hﬁt‘r
n
Soit ¢ € | —1; 400 . t — g(z,t) est continue et positive sur |0; 1].
De plus, g(z,t) Kod) 1 donc lintégrale définissant f(z) est faussment impropre
—

donc convergente en 1.

Enfin, g(z,t) o o

1
—z < 1 donc t — p=— est intégrable sur |0; 1/2], donc ¢t — g(x,t) est intégrable

1
donc g(z,t) = o(t*) en 0, donc g(x,t) = o (W)’ or
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sur ]0; 1/2].
Ceci assure Vexistence de f(x).
2. ¢ Pourte]0;1[, 2 g(z,t)est Clsur]—1; +ool.
e Pour x > —1, t — g(z,t) est continue et intégrable sur |0; 1[ (d’aprés 1)).
9g

e Pourz>—-1t— a—(x,t) = (t — 1)t* = t*F1 — ¢* est continue.
x

1
. [t — — n’étant pas intégrable sur | 0; 1[, on va devoir éviter —1!! !]
Soit a tel que —1 < a < 0.

V(z,t) € [a; +oo[x]0; 1[,'22
(cart €]0; 1[=1In(t) <0=aln(t) > zln(t) = t* > t7)

(a:,t)‘ = (1 —t)t" <t° < t°

or p:tt*= t—i‘l est intégrable sur |0; 1[ (car a > —1 donc —a < 1).
Donc f est de classe C! sur [a; +0o], et ceci pour tout a € | —1; 0[, donc f est
Clsur | —1; +oo|.

3. hest continue sur | 0; 1[ car quotient de fonctions continues dont le dénominateur
ne s’annule pas.
De plus : h(t) = 0 et h(t) b donc h est prolongeable en fonction continue

sur le segment [0; 1], donc h est bornée sur ]0; 1.
Soit M € R tel que : V¢t €]0; 1[,|h(t)] < M.

1
Alors:vx>—1,we]o;1[,|f(x):V Bt dt M
0

x+1

1
g/ IM#%| dt <
0

Par encadrement, lim f(z) =0.
T ——+00

4. On a par dérivation sous l'intégrable :

1
1 1
Vo> -1, f(z)= [ "t —t"dt= —— — :
v>-1f(@) /0 r+2 x+1
T +2
Donc : FK € R,Vx > —1, f(z) =1In +K
rz+1
T+2

Or lim f(z)=0et lim In

T—+00 T—+00 T+

T+ 2
Ainsi : V. -1 =1 .
insi : Vo > ,f(x) n$+1

Exercice 317 | Fonction de Bessel

Soit, pour tout x € [0; 7], J(z) = / cos(x sin(¢))dt.
0

1:OdoncK=0.

1. Montrer que J est une bijection de[0; 7] sur [J(7); J(0)].

2. Justifier que I’équation J(z) = 0 admet une unique solution dans |0; 7.
On pourra montrer successivement que :
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CHAPITRE 12. INTEGRALES A PARAMETRE

/2 b cos(m
J(m) = 2/0 cos(msin(z))dz = 2 (ry) d

0o v/1—192 Y
1/2 1 1
:2/0 cos(mu) (\/1—u2 - \/1_(1_u)2>du<0

Solution (Ex.317 — Fonction de Bessel) Soit I = [0; 7], domaine commun des
«x»etdes «t»
1. Soit g : 12 = R, (,t) — cos(xsin(t)).
e Pourtel, z+ g(z,t) est € sur L.
e Pour z €1, t+— g(x,t) est continue sur I et intégrable (nous sommes sur un

segment !).
0
e Pourzel t— a—g(x,t) = —sin(¢) sin(x sin(t)) est continue sur I.
x
0
o V(x,t) €2 8—9(:5, t)‘ <1, et t — 1 est évidemment continue et intégrable sur
x
L

Donc J est de classe G sur I avec :
™
Veel,J(z) = —/ sin(t) sin(z sin(t))dt.
0
Pour x # 0, l'intégrande étant strictement négative sur |0; [, donc pour tout
€]0;w], JV(z) <O.
Ainsi, J est continue strictement décroissante sur I, c¢’est une bijection de I sur
J(I) = [I(m); J(0) ].
2. ¢ J(0)=m>0.
Il suffit (bon, ce ne sera pas immédiat...) de prouver J(m) < 0 pour avoir la
conclusion.

o J(m) = / cos(m sin(t))dt.
0
Je coupe cette intégrale en 7/2 et utilise la symétrie sin(r — «) = sin(«) :
™ o 0 /2
/ cos(msin(t))dt “ = —/ cos(msin(m — z))dz = / cos(msin(z))dz
/2 /2 0
w/2
D'ou : J(m) = 2/ cos(msin(z))dz
0

b cos(my)
0o V1—19y?
Recoupons l'intégrale en 1/2 et rabattons la partie de 1/2 & 1 sur [0; 1/2] :
/1 cos(my) QoY /0 cos(m(1l — u)) du — V2 cos(mu) du

1

/2 /1=y? 1/2\/?7—11)2 0 \/ﬁ

y=sin z

Puis : J(m) 2 dy
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RN e 1 1
A1ns1.J(7r)—2/O COS(WU)<\/1—u2_\/1—(1—u)2>du
Or:Vue]0;1/2[,ona:1—-ue]l/2;1],

1 1
doncl—u2>1>1—(1—u)2 et donc

1
Vi—a? V1= (1—u)?

<0

Comme cos(mu) > 0, J(m) < 0.
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CHAPITRE 13. FONCTIONS VECTORIELLES DE LA VARIABLE REELLE

Chapitre 13

Fonctions vectorielles de la
variable réelle

Exercice 318 | Rotations et dérivations

Soit B la base canonique de R2. On choisit ’orientation de R? donnée par B.
Soit r : R — M3 (R),t — Mpg(rot(t)) ou rot(t) désigne la rotation vectorielle d’angle
t.

1. Montrer que r est dérivable et expliciter r’.

2. En déduire que 7 est € et expliciter (™) pour tout n de N.

Solution (Ex.318 — Rotations et dérivations)
t) —sin(t

1or st [ 050 —sin()
sin(t)  cos(t)

nonique que My (R)) sont dérivables donc r est dérivable, et par dérivation par

> : les 4 fonctions coordonnées (dans la base ca-

coordonnées :
wteR, o= O Toost) ) _ r(t+ 2.
cos(t)  —sin(t) 2
2. Par récurrence immédiate, r est > et :

7(t) sin=0 mod (4),
"(t) sin=1 mod (4)
VneNVEER, r0(H)=r(t+nT) =" ’
" MO =t 15) =000 = r(t) sin=2 mod (4),
r@® () = —r'(t) sin=3 mod (4).

Exercice 319 | Prolongement de classe, version vectorielle
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Soit f € C'([a; b[,R™). Montrer que f admet un prolongement de classe C! sur
[a; b] si, et seulement si, f et f' admettent des limites finies en b.

Solution (Ex.319 — Prolongement de classe, version vectorielle)

Cette propriété est vraie pour une fonction f : [a; b[ — R. Comme la classe d’une
fonction f: [a; b[ — R™ est la plus petite des classe de ses n fonctions coordonnées
fii[a; b[ = R, cette propriété s’étend aux fonctions f: [a; b[ — R™.

Exercice 320 | Mouvement circulaire et orthogonalité du vecteur vitesse

Soit t — f(t) une fonction vectorielle dérivable définissant un arc paramétré du plan
euclidien R2. On suppose N : ¢ — || f(t)|| constante.

Montrer que pour tout ¢, les vecteurs f(t) et f’(¢) sont orthogonaux. On pourra
dériver N2...

Solution (Ex.320 — Mouvement circulaire et orthogonalité du vecteur vitesse) On
aVtel,

d d
0=+ 1F @I = 3 @), f(0) = {f1(0), £(0)) + (£ @), £(2)) = 2{f'(2), F(2))
done f/(t) L f(¥).

Exercice 321 | Exemple d’une application & valeur matricielle

Soit n € N*. Soit f : R — O, (R) une application dérivable.
1. Montrer que, pour tout ¢ de R, f(¢)T f/(¢) est une matrice antisymétrique.
2. Montrer que, si n est impair, alors pour tout ¢t € R, f/(¢) n’est pas inversible.

Solution (Ex.321 — FEzemple d’une application & valeur matricielle)

1. Soit g:t— f(H)Tf(2).
e Par bilinéarité du produit matriciel,
T
VEER, g'(t) = [ (OTF() + FOT (1) = (FOTF (1) + FOT (@)
e Mais comme V¢ € R, f(t) € O,(R), g(t) =L, donc ¢'(t) = 0,.
Donc pour tout t de R, f(¢)Tf'(t) est une matrice antisymétrique.

f't
2. Soit t € R. Notons ¢ = det(f(t)) = £1.
D’une part :

det(f ()T f'(t)) = det(f(t)") det(f'(t)) = e det(f'(t)),

d’autre part :

det(f(t)"f'(t)) = det(—f' ()" f(t)) = (—1)" det(f'(t) det(f (1))
= (—=1)"edet(f'(t)) = —edet(f'(t)) (avec n impair!),
donc det(f'(t)) =0 et f/(t) & GL,(R).

Exercice 322 | Dérivation, déterminant et trace

Soit n € N*. Soit A € M,(R) et ¢ : R — R, ¢+~ det(I,, + tA).
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CHAPITRE 13. FONCTIONS VECTORIELLES DE LA VARIABLE REELLE

Montrer que ¢ est dérivable et calculer ¢’(0). On pourra utiliser le polynéme carac-
téristique de —A ou la multilinéarité du déterminant...

Solution (Ex.322 — Dérivation, déterminant et trace)

En utilisant le polynéome caractéristique de —A :

e (t) est un polynome en ¢ donc ¢ est dérivable (et méme C>°).

e Notons que, pour ¢ # 0,

o(t) =det(t((1/t)], — (—A))) = t"x-a(1/t) =1 —tr(—A)t + P(¢) avec degP > 2.

e(t) —#(0) _ 1 (1+te(A)E+P(t)—det(L,)) = tr(A)—f-@ — tx(A) car deg(P) >

t 1
P(t) P(t)

2= —= =>deg(—) 2 1=—0
t t t—0
En utilisant la multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes
Je note (C;)1<ign les colonnes de A et (E;)1<i<n la base canonique de M, 1(R), de

sorte que :

(p(t) = det(El + tCl, EQ + tCQ, NP ,En + tCn)

%(E2 +1tC;) =C,.

En dérivant, par n—linéarité,

¢'(t) = det(Cq,Eg + tCo, ..., E, + tC,) + det(Ey + tCq,Co,...,E, +tC,) +--- +
det(El + tCl, E2 + tCQ, ey Cn), donc

(p/(O) = det(Cl,Eg, ey En) + det(El, CQ, ce ,En) + -+ det(El,EQ, ey Cn)

Or un développement rapide montre que, Vi,

det(El, ‘e ,Ei_l, Ci, Ei+17 N 7En) = a;.

D’ou ¢'(0) = tr(A).

Exercice 323 | Un exemple de calcul de déterminant par dérivation

Pour z € R, on pose :

On a évidemment, Vi,

x 1 (0)
22 /2! x 1
D, (z) S| 23/31 22/2!
o /n! . 0 2?/20 2

1. Monter que D,, est dérivable et calculer D).
2. En déduire D, (x).

Solution (Ex.323 — Un exemple de calcul de déterminant par dérivation)

1. D, (x) est polynomiale en  donc D,, est de classe C> sur R.
Soit m > 2. Par multilinéarité du déterminant par rapport a ses colonnes que je
note Cy(z),...,Cpu(z),
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D/, =det(C},Ca,...,Cp) +det(Cy,Ch, ..., Cp) + -+ - + det(Cy, ..., Cph_1,Ch).
Or pour i € [1; n—1], C, = C;y1, donec D], =0+ --- 4+ det(Cq,...,Cp_1,Cl).
Et en développant suivant la derniére colonne, D/, () = 1 x D,,_;(x) d’ou D], =
D,_1.
2. D;(z) = z d’ou par primitivation successives en remarquant que D,, = (0) = 0
pour tout n de N,
l,n

Vn e N*Vz € R, D,(z)= e

Exercice 324 | Mouvement sur une sphere et accélération

Soit E=R3, R €]0; +oo][, S = S(0,R) la sphére de centre 0 et de rayon R.
I un intervalle de R et f : I — E deux fois dérivable.
On suppose que : Vt € I, f(t) € S (autrement dit, pour tout ¢, le point f(t) est sur
la spheére S.
1. Montrer que : (i) Vt € I, f/(t) L f(t) et (i) Vt € L, {f"(t), f(¢)) < 0.

2. Interpréter cinématiquement ces résultats.

Solution (Ex.324 — Mouvement sur une sphére et accélération)

1. Soit N : ¢ [[f(1)|° = (f(£), f(t)). Alors :
vt € I,N'(t) = 2 (f'(t), f(t)), mais comme N est constante égale & R?, N’ = 0.
Done : ¥t € I (1), £(£) = 0 et f'(t) L f(t).

ft
Dérivons alors P : ¢ — (f'(t), f(t)), elle aussi constante.
I

(
Ve € LP/(t) = (f"(8), f(0))+(f'(1), £/ (1) = 0, done (f" (1), f(£)) = = |/ (DI <
2. (i) dit qu’en tout point f(t), le vecteur vitesse instantané est orthogonal au rayon
f(%)... si ca n’était pas le cas, cela compromettrait que le point reste sur S'!
(ii) dit qu’a tout moment, I’accélération est dirigée vers I'intérieur de la sphére :
cos(f"(t), f(t)) <0, i.e. sens opposé au rayon f(t).

Exercice 325 | Une équation fonctionnelle

Soit n € N*, f: R — R™ dérivable en 0 vérifiant
Ve eR, f(2z)=2f(x).
1. Soit z € R. Que peut-on dire, pour n € N*, de f(x/2")?

2. Montrer que f est linéaire.

Solution (Ex.325 — Une équation fonctionnelle)
Y

1. On peut réécrire 1'égalité fonctionnelle en f(y) = 2f (f

2), d’olt par récurrence

immeédiate :

VneN, f(zx)= Q"f(%)
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CHAPITRE 13. FONCTIONS VECTORIELLES DE LA VARIABLE REELLE

2. La relation fonctionnelle f(2z) = 2f(z) entraine f(0) = 2f(0) donc f(0) = 0.
On a alors pour x # 0 :

— f(0 2™) — f(0
f(@) = 1(0) = H@/2") — 1(0) f(0) par dérivabilité de f en 0. Donc f
z—0 x/2m n—+4oo
est dérivable en z.
Bilan : f est dérivable sur R avec f' = f’(0) = cte donc f est affine, et comme

f(0) =0, f est linéaire.
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Chapitre 14

Equations différentielles

Exercice 326 | EDL : applications directes du cours

Résoudre les équations différentielles suivantes, ot y désigne une fonction de z suf-
fisamment dérivable sur le domaine indiqué :

1. y =(1+y)sina, reR 2. 3zy — 4y ==, x €]0; 4o00]
1

3. xy’+y:71+x2, x€]0; +oo[ 4. y'+y=0, zeR

5. 9" =3y +2y=0, =zeR 6. y"+2/+2y=0, z€R

Solution (Ex.326 — EDL : applications directes du cours)
Je note (E) ’équation différentielle a résoudre, éventuellement (H) I’équation homo-
géne associée.

1.

(H) &y — (sinz)y = 0.
Les solutions de (H) sont : z — Ce™ °*** ou C € R quelconque.
x — —1 est solution particuliére évidente de (E).
Les solutions de (E) sont :
x — Ce™ % — 1 ou C € R quelconque.

4
. (Hey-—y=0.

3z
Les solutions de (H) sont : z — Cz*/° ou C € R quelconque.

Recherchons une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante.
Soit f: x + C(z)2z?? ot C: 2 — C(x) est dérivable sur | 0; +oo .
(va €105 +oo[, 3uf/(z) - 4f(z) = 2) &

(Vm €]0; 400/, 3x(C’(x)x4/3 + C(I)%xlﬂg) —4C(z)x/? = m) N
(Vo €]0; +oo[, 3273C(z)=1z) &

4/3
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CHAPITRE 14. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(VxE]O; +oo[, C'(z)= ;x‘*/?’) &

JkeR, (Vz €]0; +oo[, C(z)=-2"13+k)
Donc z — —z est solution particuliére (évidente????77?... si on avait retiré nos
lunettes en contre-plaqué) de (E).
Les solutions de (E) sont :
x +— Cz*/3 — 2 ou C € R quelconque.

1

C
Les solutions de (H) sont : x + Ce™"(®) = = ou C € R quelconque.
x
Recherchons une solution particuliére par la méthode de la variation de la constante.

C(z)

Soit f:xz— ———= ou C:z— C(z) est dérivable sur |0; oo .
x

(\me]o; too[, af'(e)+ flx) = H}) o

(WG}O;W}[’ x(c’f)CSU”f)—Hlﬁ)@
(Vx€]0;+00[7 C/(‘r):ﬁ

JkeR,(Vx €]0; o0, C(x)= Arctan(z) + k)

Donc x — Arctan(z) est solution particuliére (évidente ? 77?7 ?... si on avait retiré
nos lunettes en contre-plaqué, bis) de (E).

Les solutions de (E) sont :

C
x — — + Arctan(x) ot C € R quelconque.
x

Il s’agit d’une équation différentielle homogéne du second ordre & coeflicient constant
d’équation caractéristique 72 4+ 1 = 0, de solutions r = =+i.
Les solutions de (E) sont :
2 Acosx + psinx o (A, u) € R? quelconque.

. Il s’agit d’'une équation différentielle homogéne du second ordre & coefficient constant

d’équation caractéristique r? — 3r 4+ 2 = 0, de solutions 1 et 2.

Les solutions de (E) sont :

x = Ae® + pe?® o (\, u) € R? quelconque.
. Il s’agit d’'une équation différentielle homogéne du second ordre & coeflicient constant
d’équation caractéristique 72 + 2r 4+ 2 = 0, de solutions —1 = i.
Les solutions de (E) sont :
T — ()\ cosx + psin sc)e_’” ott (A, 1) € R? quelconque.

Exercice 327 | Ezemples d’EDL2 avec second membre exponentiel

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
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1. ¥ 42y +y = xe®,
2. ¥y +y — 2y =¢".

Solution (Ex.327 — Ezemples d’EDL2 avec second membre exponentiel)

1. Il s’agit d’une équation différentielle (E) du second ordre a coefficient constant,
dont I’équation homogéne (H) associée a pour équation caractéristique 72+2r+1 =
0, de solution double —1.
Les solutions de (H) sont :
z— (Az + p)e™® ou (A, p) € R? quelconque.
Comme 1 n’est pas racine de ’équation caractéristique, on cherche une solution
particuliére de la forme f: z +— (ax + b)e”
Vr € R,
[ (@) +2f (x) + f(z) =e"((a+ ax + a+b) + 2(az + a + b) + az + b)
[ (@) 4+ 2f (z) + f(z) = e”(4ax + 4a + 4b)

1 r—1
Alors a = = et b = —a fournit une solution particuliére x —

eﬂ?

Les solutions de (E) sont :

-1
x> (Az+p)e™ + T e on (\, 1) € R? quelconque.

2. Il s’agit d’une équation différentielle (E) du second ordre a coefficient constant,
dont I'équation homogéne (H) associée a pour équation caractéristique r?+r—2 =
0, de solution 1 et —2.
Les solutions de (H) sont :
x = e + pe~2% ot (A, u) € R? quelconque.
Comme 1 est racine simple de I’équation caractéristique, on cherche une solution
particuliére de la forme f : x — aze®”.
Vo € R,
f'(@) + f'(z) = 2f(2) = " ((a+ a + az) + (a + az) - 2a2)

f(x) + (1x)—2f( x) = e*(3a)

2z

1
Alors a = f urnit une solution particuliére = +— gmex.
Les solut1ons de (H) sont :

= (A + g)em + pe™? ott (A, i) € R? quelconque.

Exercice 328 | Ezemples d’EDL2 avec second membre trigonométrique

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1. v 4+ 2y + 2y = sin(z),
2. y" +y=2cos*(x).

Solution (Ex.328 — Exemples d’EDL2 avec second membre trigonométrique)
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1. L’équation différentielle homogéne associée du second ordre & coefficient constant
(H) a pour équation caractéristique r2 + 2r + 2 = 0, de solutions —1 = i.
Les solutions de (H) sont :

T ()\ cosx + psin x)e_w ott (A, 1) € R? quelconque.
Pour trouver une solution particuliére, on s’intéresse alors I’équation (complexe)
d’inconnue z : R — C :

(E) 2427 42z =¢".

Si z est solution, alors y = Jm(z) sera solution de y” + 2y’ + 2y = sin ...
Comme ¢ n’est pas racine de ’équation caractéristique, on cherche une solution
particuliére de la forme z : z +— (a + ib)e*®.
Vo € R,
2 (x) + 22/ (z) + 22(z) = €™ ((—a — ib) + (2ai — 2b) + (2a + 2ib))
2'(z) + 22/ (x) + 22(z) = €™ (a — 2b + i(2a + b))

-2
Alors a = 3 et b= = fournit une solution particuliére de (E) :
1 .
z:ix 5(1 — 2i)e™®.

1 2
Et y =Tm(z): x — 5 sin(x) — E cos(x) est une solution particuliére de I’équation
initiale.
Les solutions de cette équation différentielle sont finalement :

1 2
z— (Acosz + psinz)e ™ + 3 sin(x) — 5 cos(z) ot (A, 1) € R? quelconque.

. On procéde de fagon analogue.
Les solutions de I’équation homogéne associée sont :
2~ Acosx + psinx ot (A, u) € R? quelconque.
Pour trouver une solution particuliére de y” + y = 2cos?(z), on observe que
2 cos? () = cos(2z)+1 et on s’intéresse alors aux équations d’inconnues z : R — C
etw:R—=R:
(E1) 2"+ z=e® et (Ez) w’+w=1.
Si z est solution de E; et w de (Es), alors y = Re(z) sera solution de y” +y =
cos(2x), et par superposition y 4+ w sera solution de I’équation initiale.

1
Tout calcul fait, y : z — —3 cos(2x) convient et w : x — 1 est solution évidente,
donc
Les solutions de I’équation avec second membre sont :

1
x> Acosz + pusinz + 1 — 3 cos(2z) ot (A, ) € R? quelconque.

Exercice 329 | Systéme différentiel et diagonalisation

Résoudre, en diagonalisant la matrice sous-jacente, le systéme différentiel suivant
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r=y+z
S)ey =2
Z=x+y+z
ou z,y,z : R — R sont dérivables.

Solution (Ex.329 — Systéme différentiel et diagonalisation)

0 1 1 T
Ce systéme s’écrit X’ =AXouA=| 1 0 0 |etX=]| y | :R—=>M;3:(R).
1 1 1 z
Diagonalisons A :
A0 -1 -1 1 -1
A) =det(Al3—A) = A — =\
xa(}) = det(AL; —4) 1 A-1 |—1 A1 |>\ 0

2
Xa(A) =AA=2)(A+1).
Comme A € M3(R) posséde trois valeurs propres distinctes, A est diagonalisable.

La recherche des 3 sous-espaces propres permet de déterminer une matrice de pas-

-1 0 2
sage, par exemple P = 1 -1 1 |, telle que
0 1 3
-1 0 0
P1AP=| 0 0 0 |¥D
0 0 2
h
Posons Y =P 1X = | 1
Ys
Y1 =1
X'=AX & PY' =PDP'PY &Y' =DY & yh =0
Y5 = 2y3
y1 = ae! z(t) = ae™ + 2ye*
X'=AX & Ha,B,7) ER3,{ys =B & J(a, B,7) €R3, Cy(t) = ae™t — B+ e
yz = e 2(t) = B+ 3ye*

Exercice 330 | Systeme différentiel et trigonalisation

On cheche & résoudre le systéme différentiel suivant
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¥ =2r—y+2z
(S) =<y =10x — b5y + 7z
7 =dx—2y+2z2
ol x,y, 2 : R — R sont dérivables.
On note A la matrice sous-jacente.

-1 0 0
1. Montrer que A est semblable & T = 0 0 1
0 0 0

2. Résoudre (S).

Solution (Ex.330 — Systeme différentiel et trigonalisation)

2 -1 2
—5-\
1. A= 10 =5 7 | et xa(A) =det(A —A3) = (2-N) 5 27/\
4 -2 2 B B
0 7 10 —5— A\ .
2 =23 A2 = A2(1+ )
4 2.2 "% 4 ) (1+2)

Sp(A) = {—1,0} et la recherche des sous-espaces propres par résolution de (A —

Al3)X = 0 donne :

-1 2
E_; = Vect(Cq) et Eg = Vect(Cs) avec Cy det 1 et Co =
2 0

A n’est pas diagonalisable mais pour obtenir T on peut chercher un vecteur Cs

tel que AC3 = Cs. Tout calcul fait,

0
S
2
convient et
-1 0 0
avec P& (Cy]C,|Cy), PLAP=T=| 0 0 1
0 0 0

Remarque : P n’est évidemment pas unique, mais j’ai fait des choix permettant

que ses coefficients soient tous entier.

Y1
2. Posons Y =P !X = [ g,

Y3
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X' =AX & PY = PTPIPY & Y/ = TY & { ¢ = ys

yz =0
Yy = ae”t
X'=AX & I, B,7) ER®, S yg =t +
Ys =7

x(t) = —ae™t + 29t + 23
& 3(a,B,7) ER® {y(t) = ae™" + 4yt + 45 + 2y
2(t) = 2ce™t + 2y

Exercice 331 | Ezemple a trajectoires circulaires

On étudie le systéme différentiel suivant défini sur R

=z—y
(8): y =x—2z avecz(0) =1, y(0) =2(0) =0.
Z=y—=x

1. Ce systéme posséde-t-il des solutions ? Si oui, combien ?
2. a) Soit (z,y, 2) la solution de (S). Montrer que t — x +y + 2z et t — z2 + y? + 22
sont constantes.
b) Que peut-on en déduire pour les points M(¢) de coordonnées (z(t), y(t), z(t)) ?
3. Ecrire le systéme (S) sous la forme X’ = AX et le résoudre par diagonalisation.

4. Résoudre (S) en formant une équation différentielle scalaire du second ordre dont
x, y et z sont solutions.

Solution (Ex.331 — Ezemple & trajectoires circulaires)

1. D’apres le théoréme de Cauchy, ce systéme linéaire a condition initiale admet une
unique solution.

2. o o/ +y +2' =0donct— x(t) + y(t) + z(t) est constante, et avec la condition
initiale,
vVt € R, z(t) +y(t) + 2(t) = 1.
o n:t— x(t)?+y(t)? + 2(t)? est aussi constante car :
vt € R,n (1) = 20()(2(t) — y(t)) + 25(8) (w(t) — () + 22(D)(y(t) — 2(t)) =0,
donc avec la condition initiale,
Vt € R, ()2 +y(t)? + 2(1)* = 1.
e Bilan : pour tout ¢t de R, M(¢) appartient a l'intersection du plan d’équation
z+y+2z =1 et de la sphére de centre O et de rayon 1, d’équation 2 +y?+ 2% = 1.

111
Il s’agit du cercle de centre (5’ 3’ §) et de rayon 4/2/3.
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0o -1 1
3. A= 1 0 -1
-1 1 0
A1 1 -1 1 -1
xa(A) =det(N3 — A) = A 1 1 N
XaA) =N+ A+ A—1+1+A=X4+31=A(\?+3
d’ott Sp(A) = {0,iv/3, —iv/3}.
1 1 1
Avee C, & [ 1 ], @ j | et Cs et j
1 J j
Eo = Vect(Cy), E, 5 = Vect(Cy) et E_; 5 = Vect(Cy).
O 0 0
Soit P (C1]C2|C3),ona:P71AP=| 0 iV/3 0
0 0 —iVv3
Y1
Posons Y =P~ 1X = | 9
Y3
y1=0
X' =AX < PY =PTP'PY &Y' =TY & yh = i\/gyg
Yy = —iv3ys
1=«
=AX & J(a, 8,7) € R, { y, = BeiV3t
ys = ye V3
& I\, p,v) € C3X(1) = ACy + petY31Cy + ve V30,
Avec la condition initiale en ¢ = 0 : AC; + uCqy + vC3 = 0 |, on obtient
0
A=p=v= é
D’ou finalement :
x(t) = %(1 +elV3 pemiVEl) = é + %cos(\/gt)
VteR, S y(t) = é(l + jelV3t 4 GemiV3t) — % - %cos(\/gt) + ? sin(v/3t)
2(t) = %(1 + jeiV3t 4 jemiV3) — % - %cos(\/gt) - ? sin(v/3t)

4. Soit z, y et z les solutions (dont on est stir de I'existence et de 'unicité depuis 1.),
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alors

=2 —y =-2x+y+2=-3x+1puisque y + 2 = 1 — z d’apres 2.
Deméme, v’ =2’ —2' = 2y+z2+x=-3y+let 2/ =9y -2’ =-2z2+z+y=
—3z+ 1.

Donc z, y et z sont toutes solutions de (E) : " +3p = 1.

L’équation caractéristique de I’équation homogéne associée est
r2 4+ 3r = 0 de solutions r = +iv/3.

Comme ¢ — 1/3 est solution particuliére de cette équation, les solutions de (E)
sont

1
Pt 3 + Acos(v/3t) + psin(v/3t).
e Pour z, les conditions initiales z(0) = 1 et 2/(0) = 2(0) — y(0) = 0 fournissent

2
A= 3 et = 0, d’oll nécessairement

1 2
x it 3 + gcos(\/gt).

e Pour y, les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 2(0) — y(0) = 1 fournissent

1 V3

/\z—get,u:?,d’ofl

y:t— % - %COS(\/gt) + ? sin(v/3t).

e Pour z, on raisonne de méme, ou on se souvient que z =1 —xz — gy, d’ol

z:it é — %cos(\/gt) - ? sin(v/3t).

Exercice 332 | Exemple de recherche de solutions polynomiales

On consideére 'équation différentielle
(E): z(2? + 3)y” — (422 + 6)y’ + 62y =0
o y:]0; +oo[ — R est deux fois dérivable.
1. Déterminer les solutions polynomiales de (E).

2. En déduire toutes les solutions de (E).

Solution (Ex.332 — Exemple de recherche de solutions polynomiales)

1. Soit P un polynéme non nul de degré d, de coefficient dominant ag4.
Le coefficient de degré d + 1 de x(x? + 3)P” — (422 + 6)P’' + 62P est d(d — 1)ag —
4ddag + 6ag = (d2 —5d+ 6)aq.
Comme agy est non nul, si P vérifie (E) alors d> —5d+6 = 0, donc d = 2 ou d = 3.
Posons alors : P = aX? + bX? + ¢X + d.
P vérifie (E) si, et seulement si,
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6a —12a + 6a =0
2b — 8+ 6b = 0 Y
18a — 4c¢ — 18a + 6¢c =0 (:){d—b
60— 1204+ 6d =0
—6¢c=0 terme constant
P est solution de (E) si, et seulement si, P s’écrit aX3 + b(X? + 1).
L’ensemble des solutions polynomiales de (E) est Vect(X?, X2 + 1).

coeff. de degré 4
coeff. de degré 3

(
(
(coeff. de degré 2
(

—_ — —

coeff. de degré 1

2. En déduire toutes les solutions de (E). Comme l'ensemble des solutions d’une
équation différentielle linéaire scalaire homogéne d’ordre 2 & coefficients continus
est un espace vectoriel de dimension 2 contenant ’espace précédent lui-méme de
dimension 2, ’ensemble des solutions de (E) est

Vect(x — 23,2+ 22 + 1).

Exercice 333 | Par les séries entiéres ou par un changement de variable

On considére I’équation différentielle
E): (-2 —ay +y=0
ot y:]—1;1[— R est deux fois dérivable.
1. Déterminer les solutions de (E) développables en séries entiéres en 0.
2. Résoudre (E) en effectuant le changement de variable ¢ = arcsin x.

3. En déduire le développement en série entiére de  — /1 — x2 en 0.

Solution (Ex.333 — Par les séries entiéres ou par un changement de variable)

1. Soit S(x) der. Z anz™ une série entiére de rayon de convergence R € ]0; 1]. On
a: n=0
S solution de (E) sur | =R ; R [ si, et seulement si,
+oo
Vo €]0; +ool, (1—372)271(71—1@” —xZannl—i—Zanx =0 ssi
n=2 n=0
400 +°O
Vo € 10; 400, Z(n + 2)(n + Dayioz™ — Zn(n — Dayz" Zana: +
n=0 n=2

E anx™ = 0 ssi, par identification des coefficients,

2a0 +ag =0
(E) et 6ag —a;+a; =0
Vn =2 (n+1)(n+2)ans2 — (n? —1)a, =0
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a9 — ——=Qg
(L) a3=0
Vn > 2 n? ~1 n—1
Nz 4,0n = ap = (7%
P+ )n+2) n+2
Vp € N*, a2p+1 =0
(2) & 2p—1
Vp eN, = —
p G2p+2 2p+2a2p
Cherchons une expression explicite des ag,.
2p—3 2p—5 1 -1 2p —2)!/(2P=L(p — 1)!
agp = P X i X-~-X7><7a0:(p )/( (p ))ao.
2p 2p — 2 4 2 2P (p!)

_ (@2p-2)
P gty - Y

—+oo
Cherchons le rayon de convergence de S(x) = a;x + Z agpr?P.
p=0
a2p+2x2p+2 o 2])7 1 2
agp2P N 2p + 233 p——00
verge grossiérement pour |x| > 1 et converge absolument pour |z| <1: R =1.
Bilan : comme nous avons raisonné par équivalence, nous pouvons dire que I'en-
semble des solutions S de (E) développables en séries entiéres est :

S = Vect(S0,81) ot Syt s 5 = 2D
= VecC 0,01) O0uU Dy : T < 22p—1p(p—1)!2

Remarque : en raison de la structure de ’ensemble des solutions d’une équation
différentielle scalaire linéaire homogeéne d’ordre 2 (& savoir un espace vectoriel de
dimension 2), S est ’ensemble des solutions de (E), qui sont toutes développables
en série entiére de rayon 1.

. Soit y:]—1; 1[ = R deux fois dérivable et soit
z:]|—m/2; /2], t — y(sint).

22, donc par la régle de d’Alembert, S(z) di-

2P et Sy .

Alors :

Vie]—n/2;m/2], Z'(t) = cos(t)y (sin(t)),

Vte]—n/2;7/2], 2'(t) = —sin(t)y (sin(t)) + cos?(t)y" (t).

Comme sin : | —7/2; 7/2[ — | —1; 1] réalise une bijection, on observe que :

Vo €] -1;1[, (1 -2%)y"(z) - zy'(z) +y(z) =0
=
Vt €] —m/2; w/2[,cos?(t)y” (sin(t)) — sin(t)y’ (sin(t)) + y(sin(t)) = 0
=
Vte]—m/2;m/2[,2"(t)+ 2(t) =0
=
I\, pu) €R2 Vte]—m/2; 7/2],2(t) = Acos(t) + psin(t)
=
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A0 ) €R2, VEe|—m/2; m/2(,ylsin(t)) = Acos(t) + usin(t)
=
I\ p) €R?, Ve e]-1;1],y(x) = \W1 a2+ px
Bilan : 'ensemble des solutions & de (E) est
S = Vect(m =T, T V11— m2).
3. En raison du théoréme de structure (c¢f remarque en fin de premiére question),

S’ = 8. Donc x — V1 — 22 appartient & S.

Donc : 3(ag,a1) € R?,

400

(2p — 2)!
Vee]—1;1[,vV1—a2=apSe(z) Jralx—aoz p

2P
22 —1p(p— 1)12" Tar

Comme x — /1 — x2 est paire, a1 = 0, et comme z — V1 — 22 vaut 1 en v = 0,

apg = 1. D’ou :
00

(2 2
VxE]—l ].[ \/1_.',C2 2221)1}?)1)!2.%21).

Remarque : On peut retrouver ce résultat par le développement /1 + = puis la
substitution —22 — x...

Exercice 334 | Exemple de variation des constantes

1. Quelles sont les solutions de : y' +y=0

ouy:]—m/2; /2] — R est deux fois dérivable ?
2. On considére ’équation différentielle

1
E): vt+y=
cos

ouy:|—m/2; /2] — R est deux fois dérivable.

Résoudre (E) en cherchant une solution de la forme = — A(z)cosz + B(x)sinx

ot A et B sont deux fois dérivables et vérifient A’(z) cosz + B'(z)sinz = 0.

Solution (Ex.334 — Ezemple de variation des constantes)
1. Su = Vect(cos,sin) = {z > Acos(x) + psin(x)/(\, p) € R?}
Voir exercice Applications directes du cours.

2. On considére I’équation différentielle

E): v +y=
cos

ouy:|—m/2; /2] — R est deux fois dérivable.
a) Analyse —

Soit A et B deux fonctions deux fois dérivables sur | —7/2; w/2 [ vérifiant

Vee]—n/2; /2], A'(x)cosz+ B'(x)sinz = 0.
On suppose que y : & — A(z) cosz + B(z) sinz vérifie (E).
Ve e|-—m/2; m/2],
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x) A( )cosx + B(x) sinx
y' () = A'(xz)cosz + B'(z)sinz — A(x)sinz + B(z)cosz = —A(x)sinz +
(x) cos x par les hypothéses sur A et B.
y'(x) = —A’(x)sinz — A(z) cosz + B'(z) cosz — B(z) sinz
1 1
y'(z) +ylx) = —— = —A'(z)sinz + B'(z) cosz = ——
cosx cos
Finalement, pour tout = € | —w/2; 7/2[, A’(z) et B'(x) sont solutions de

—A'(z)sinz 4+ B'(x) cosx =
cosx
A'(z)cosz + B/(z)sinz =0
donc A'(z) = —tanz et B'(z) = 1, et il existe (A, ) € R? tel que A : z —
n(cosz)+Aet B:z— 2+ p.
1 Aet B
Syntheése —
Soit y : « + In(cos x) cos x + x sinx. Alors :
Yy 1z~ —sinx — In(cosx)sinx + sinx + zcosx = — In(cos z) sinx + x cosx
sin?z .
y' i — In(cosz) cosx + cosx — xsinx.
x
Et:Veze]-n/2; /2],
.2 .2 2
1
y”(m)—&-y(m)zsm .’L‘+COS$:SID T + cos _ .
0S T cosx

y est une solution particuliére de (E).
L’ensemble des solutions de (E) est donc :
{z+— Acosz + psinz + In(cosz) cosz + xsinz /(A 1) € R?}.

Exercice 335 | Trois applications du cours

Résoudre sur R les équations suivantes :
1. ¢/ —y=2%+4;
2.y =5y +6y=e(t?+1);
3. ¥y’ — 2y +y=e"+ cos(x).

Solution (Ex.335 — Trois applications du cours)
1. Second membre du type P(z)e°
S = {xr—>ae“"+ﬂe’x — 22 -6,(a, ) ERQ}
2. Second membre du type P(t)e?

S = {t — ae?! 4 Bedt ftth(%tQ +t+43),(a,B8) € R2}

3. On résout les équations :
y' =2y +y=e"ety” — 2y +y = cos(x)
et on applique le principe de superposition :

S= {t — (ax + p)e” + %nﬂew - %sin(x), (o, B) € RQ}
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Exercice 336 | Forme des solutions suggérées

Résoudre sur | —1/2; 400 [ ’équation différentielle

(E): 2z +1)y" + (42 — 2)y — 8y =0
en cherchant une solution polynomiale et une solution du type x — e%*.

Solution (Ex.336 — Forme des solutions suggérées)

x +— 42% + 1 et & — 72 sont solutions, et sur | —1/2; 400, (E) est une équation
linéaire homogéne du second ordre, donc son ensemble de solutions est un espace
vectoriel de dimension 2, donc :

S = Vect(z — 42?2 + 1,2 — e727) = {z — a(42® + 1) + fe ", (o, B) € R?}

Exercice 337 | Changement de fonction inconnue

Résoudre sur | 0; 400 [ ’équation
E): w0+ +y=1
en posant z =y’ — v.

Solution (Ex.337 — Changement de fonction inconnue)

y vérifie (E) si, et seulement si, z vérifie z2' — z = 0, c’est-a-dire si, et seulement si,
il existe k € R tel que z : z +— kz.

On résout alors 3’ — y = kz. Finalement :

S={z— ae® —k(z+1),(a, k) € R?}.

Exercice 338 | Systéme différentiel linéaire

Résoudre le Systéme différentiel

r=y+z
(S)qy ==
Z=x+y+z

Solution (Ex.338 — Systéme différentiel linéaire)

01 1 z(t)
AvecA=| 10 0 |etX@t)=]| yt) |, SeX =AX.
111 2(t)
—1 0 -1

Sp(A) ={—1,2,0}, et avec P =

W =N
—
7
>
jav)
Il

1
0
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Ae~?

Enposant Y =P !X, S &Y' =DY & Y(t) = | pe? | avec (A, unu) € K3
v
Comme X = PY, il vient :
-1 2 0
E=Vect | t— et 1 e 1 |t 1
0 3 -1

Exercice 339 | Problemes se ramenant a une équation du second ordre

1. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que

Ve eR, f'(z)+ f(-z)=

2. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que
Ve eR, f'(z)=f(2-21).

Solution (Ex.339 — Problemes se ramenant & une équation du second ordre)

1. Analyse — Supposons f solution. Alors f': x +— e” — f(—x) est dérivable et
Vz € R, f(x) =" + f'(-x) =" + e — f(),
Ve e R, f'(x) + f(z) =e® +e77.
Or les solutions de y” + y = 2ch(z) sont y : © — «cosz + Ssinz + chz.
Pour la solution particuliére, on ouvre les yeux ou on résout y” + y = e% et
y" + 1y = e~® et on superpose les solutions.
Synthése — Une telle fonction est solution si, et seulement si,
Ve € R, —asinz + fcosz + shz + acosx — Bsinx + chz = e”
si, et seulement si, 5 = —« (car (sin, cos) est libre et sh + ch = exp).
Conclusion — Les solutions du probléme sont :

x +— chz + a(cosz —sinx) avec a € R quelconque.

2. Analyse — Supposons f solution. Alors f’ est dérivable et

Vo e R, f/(z) = —'(2 — ) = —f(2),

Vr e R, f"(z) + f(z) =

Or les solutions de y” +y = sont y : © — acosz + Bsinz.

Synthése — Une telle fonction est solution si, et seulement si,

Vo € R, —asinz + Scosz = acos(2 — x) + Bsin(2 — z)

si, et seulement si, Vx € R,

—asinz+ 5 cosx = acos(2) cos(z)+sin(2) sin(x))+ B(sin(2) cos(x) —cos(2) sin(x))
(sin(2) + 1)av — cos(2)8 =0

cos(2)a+ (sin(2) — 1) =0 (car (sin, cos) est libre)

si, et seulement si,
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si, et seulement si, (1 + sin(2))a = (cos(2))S.
Conclusion — En paramétrant par k = «/ cos(2) (pour éviter les fractions), les
solutions du probléme sont :
x > cos(2)k cos(x) 4+ ((1 + sin(2))ksinz avec k € R quelconque, soit encore
z — k(sin(z) + cos(2 — x)) avec k € R quelconque.

Exercice 340 | Equation différentielle et changement de variable

1. Résoudre sur R I’équation

(Ev): (L4222 +2(@— D)1+ +y=0

en effectuant le changement de variable t = Arctanz.

2. Résoudre sur R’} I’équation

(Ba): 2%y +axy —y=2?

en effectuant le changement de variable ¢ = Inx.

Solution (Ex.340 — Equation différentielle et changement de variable)

1. Soit y 2 fois dérivable et z : | —7w/2; /2] — R, ¢ — y(tant). Par composition, z
est deux fois dérivable.
Vte]—n/2;7/2[,7(t) = (1 + tan® t)y' (tan(t ))

2" (t) = (1 + tan? t)%y" (tant) + 2 tan(t)(1 + tan? t)y’(tant).
Comme t — tant est une bijection de | —7/2; 7/2[ sur R, on a :
y est solution de (Eg) si, et seulement si,
Vr € R, (14 22)%y"(z) + 2(x — 1)(1 + 22)y'(z) + y(z) = 0 ssi
Vie]—n/2;7/2[,2"(t) — 22/ (t) + 2(t) = 0.
D’aprés le cours, les solutions de cette équation homogéne sont z : ¢t — (a + Bt)et
avec (a, B) € R2.
Comme j’ai raisonné par équivalence, a l’aide de ¢ = arctan z, les solutions de (Eq)
sont :

y: x> (o + BArctanz) e avec (a, B) € R2.

2. Soit y 2 fois dérivable et z : R — R, ¢ — y(e'). Par composition, z est deux fois
dérivable.
Vt € R, 2'(t) = y'(e")e et 2"(t) =y (e")e* +y'(e")e".
Comme ¢ — e’ est une bijection de R sur R%, on a :
y est solution de (Esq) si, et seulement si,
Vo > 0,2%y" (x) + 2y (z) — y(x) = 22 ssi
Vt € R, et Yy (e!) + ety () — y(et) = e2t ssi
vt € Rz"( ) — z(t) = e*.
D’aprés le cours :
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e les solutions de I'équation homogéne sont zq : t — ael +Be~t avec (o, ) € R?;
e il existe une solution particuliére du type zp : t — ke?*. En substituant, 4k —
k=1donc k=1/3;

e les solutions sont les fonctions z : t — ael + fe~! + e2t/3.

Comme j’ai raisonné par équivalence, a l'aide de ¢ = Inz, les solutions de (Es)

sont :
2

y:xl—>ozx+é—|—%avec (a, B) € R%
x

Exercice 341 | Equation différentielle et changement de variable

1. Résoudre sur R ’équation

(B (427" +2@ -1 +2")y +y=0
en effectuant le changement de variable t = Arctanz.

2. Résoudre sur R’} I’équation

(Ba): 2%y +axy —y=2?

en effectuant le changement de variable ¢t = In x.

Solution (Ex.341 — Equation différentielle et changement de variable)

1. Soit y 2 fois dérivable et z : | —7w/2; /2] — R, ¢ — y(tant). Par composition, z
est deux fois dérivable.
Vte]—n/2;7/2],2(t) = (1 + tan®t)y' (tan(t ))

2"(t) = (1 + tan?t)2%y” (tant) + 2tan(t)(1 + tan? t)y’(tant).
Comme t — tant est une bijection de | —7/2; 7/2[sur R, on a :
y est solution de (Ez) si, et seulement si,
Vo € R, (14 22)%y"(z) + 2(x — 1)(1 + 22)y'(z) + y(z) = 0 ssi
Vie]—n/2; /2], 2" (t) — 22/ (t) + 2(t) = 0.
D’aprés le cours, les solutions de cette équation homogene sont z : ¢ — (a + St)e?
avec (a, B) € R%
Comme j’ai raisonné par équivalence, a aide de t = arctan x, les solutions de (E;)
sont :

y: x> (o + BArctanz)erretan® avec (a, 8) € R2.

2. Soit y 2 fois dérivable et z : R — R, ¢ — y(e'). Par composition, z est deux fois
dérivable.

Vt € R, 2/ () =y (et)el et 2" (t) =y’ (e!)e? + y/(e!)e!
Comme t — e’ est une bijection de R sur R%,ona:
y est solution de (Eq) si, et seulement si,

Vo > 0,2%y" (x) + 2y (z) — y(x) = 22 ssi

vt € R, ety (e!) + ely'(e!) — y(e!) = e ssi
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CHAPITRE 14. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Vt e R, 2"(t) — 2(t) = e*t.

D’aprés le cours :

e les solutions de I’équation homogéne sont zg : t — ael + Be~t avec (o, 3) € R?;
e il existe une solution particuliére du type zp : t — ke?*. En substituant, 4k —
k=1donc k=1/3;

e les solutions sont les fonctions z : t — ae! + fe~! 4 e2t/3.

Comme j’ai raisonné par équivalence, a l'aide de ¢t = Inz, les solutions de (Es)

sont :
2

y:x»—>aw+é+%avec (a, B) € R%.
x
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Chapitre 15

Calcul différentiel

Exercice 342 | Recherche de limites

Déterminer les limites de fonctions suivantes en (0,0) :

) zy . %y’ h y

1. f . («I,y) — m 2. g: (I,y) .,1:2 T y 3. . (I,y) — X
) sin(ay) 22 +y? 1 — cos(xy)
4.]:(gc,y)»—>9627+y2 5.k:(m,y)H|‘+|| 6.m:(m,y)>—>7

Solution (Ex.342 — Recherche de limites)

1 1
— —— — donc f n’a pas de limite en (0,0) (par

1. f(ac,O):Om—%>0et flz,z) = 5 750 5

unicité de la limite).
2+ (@ +y°) _ 5 .
2. x, < <z +y* —— 0 donc lim g = 0.
9z, )l z? + y? Y (2,9)—(0,0) (0,0) g

3. h(z,0) =1 - 1 et h(z,1/In(z)) = exp(1) —e donc h n’a pas de limite en
— r—

(0,0) (par unicité de la limite).
4. De Vt € R, |sin(t)| < t (IAF pour sin en 0 par exemple...), on tire :

2
|2y \/m \/m—>0donc (hrn)]*O

\/xQ _|_y \/332 +y (z,y)—(0,0)

M < |z| 4+ |y —————— 0 donc lim k = 0.
2l + Iyl (@0)=(00) ©.0)

1 — cos(xy) Orl—cost 22+ 0(t%/2) 1

j(z,y)| <

5. |k(z,y)] <

6. m(z,y) =
(z,y) 222 2 2 =0 2 (2,4)=(0,0)
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CHAPITRE 15. CALCUL DIFFERENTIEL

Exercice 343 | Fonctions définies par un taux de variation

Soit f : R — R une fonction de classe C!.

f(@®+y?) — £(0,0)

. . 2 L . .
Soit F : R*\{0} — R, (z,y) — oy . Déterminer (z,y%gn((],()) F(z,y).
2 @10 L,
Montrer que G : R* — R, (z,y) — T—y est continue.
f(z) six=y.

Solution (Ex.343 — Fonctions définies par un tauz de variation)
Soit f : R — R une fonction de classe C!.

f(t) = (0) f'(0) par dérivabilité de f en 0, or 22 + y> ———— 0 par
t t—0 (z,9)—(0,0)
continuité des polynémes. Donc F(z,y) ——— f/(0).
(z,9)—(0,0)
. Soit M = (, ).
e Sia#p3, alors G(z,y) fle) Z JB) _ G(a,B) = G(M).

@y  a—=f
o Sia=0:
Soit x,y € R. Par le théoréme des accroissements finis, il existe ¢, , entre x et y
tel que :
G(z,y) = f'(csy). Or lorsque (z,y) — (a, ), ¢y — «, et f étant €
F'(eay) — £(@). Done G(z,y) ——— f'(a) = G(M).

(z,y)— (ov,c)
e Bilan : G est continue sur R2.

Exercice 344 | Dérivabilité directionnelle et continuité

Pour les deux fonctions suivantes, montrer qu’elles admettent des dérivées en (0,0)
suivant toutes les directions, mais qu’elles ne sont pas continue en (0, 0).

2
2z siz#0 YV i 0,0

f:(x,y)H{y/x S?zf 2.9 (z,y) = {2t +y? st (@9) # (0, 0)

0 siz=0 0 sinon

Solution (Ex.344 — Dérivabilité directionnelle et continuité)
Soit v = (a,b) € R?\ {(0,0)}.
v

Yt #£0, ftv) = £(0) =g ¢ 70 admet une limite finie lorsque ¢ tend vers

t 0 sia=0
0.
Donc f admet des dérivées suivant toutes les directions en (0, 0).

1 1
Mais f[ —,— ] =1 —— 1 # f(0,0) donc f n’est pas continue en (0, 0).
2
n< n n—+00

332



2. Soit v = (a,b) € R*\ {(0,0)}.
f(tv) = f(0) t3ab a’b a? . .
vt # 0, ; = BB P o0 b admet une limite finie
lorsque t tend vers O.
Donc f admet des dérivées suivant toutes les directions en (0, 0).

11
Mais f (2, ) =1—— 1 f(0,0) donc f n’est pas continue en (0,0).
n“ n n—-+o0o

Exercice 345 | Continuité des dérivées

Etudier si les deux fonctions suivantes sont continues, puis de classe C! sur R? :

1. Y(z,y) #0, f(z,y) € (229%) In (22 +y?), et £(0,0) =0,

sin(x
2. Y(z,y) #0,9(z,y) = 2] 5L|yy)| et 9(0,0) =0

Solution (Ex.345 — Continuité des dérivées)

1. e Par les théorémes opératoires usuels, f est continue sur R? \ {(0,0)}.
En décomposant f pour lever les indéterminations :

2,2
_ 2 2) In (22 2 s 0 Ty < 22
fay) = (e +9 6 +99) Toms 0 cr | ig) < @t +
y? ————— 0et tlnt — 0.
(z,y)—(0,0) t=0

Donc f est continue en (0,0) donc finalement sur R2.
e Par les théorémes opératoires usuels, f est de classe €' sur R? \ {(0,0)} avec

of 2239 2xy> 21392

— 92702 In(z2 2 _ 2 2) In (22 2

oz (z,y) = 2wy In@” +y°) + 2 +y? 2?42 @+ 99 e +y7) + 22 4+ Y% (2,9)—(0,0)
L’application partielle f1 :  — f(2,0) = 0 est dérivable en 0 de dérivée nulle

donc — (0 0) existe et vaut 0.

of
Comme f(x,y) = f(y,x), il en est de méme pour g—
Y
Ainsi, f est de classe 61 sur R? tout entier.
sin(zy
2. ¥(o,1) £ 0,9(0) = TP et 6(0,0) =0

e Par les théorémes opératoires usuels, g est continue et méme de classe C! sur

R?\ {(0,0)}.

e Par la majoration classique [sin(?)| < |t| (V& € R),

B ()l
9(z,y)| < < <V2|[(z, )|l ————0
Donc g est continue en (0, 0).
8 t%O t

=1lim 0 =0, or
t—0
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g _ ycos(zy)(x +y) — sin(xy)
Vm>0,y>0,am($7y)— (z +y)? , et
dg B 222 cos(x?) — sin(z?) 1
%(x,x) = 472 e—0 2 70

g n'est pas de classe C! en 0.

Exercice 346 | Une fonction définie par une intégrale

y
Soit ¢ : R — R une fonction continue, et f : R? — R, (z,y) — / p(t)dt.

Montrer que f est de classe C' et donner ses dérivées premiéres.

Solution (Ex.346 — Une fonction définie par une intégrale)
Soit ® la primitive de ¢ s’annulant en 0. ® est C! car ® = ¢.
V(z,y) € R?,  f(z,y) = ®(y)—P(x) donc f admet des dérivées partielles premiéres :

Wo) € B G () = —o(o) et T (o) = ot1)

Comme ¢ est continue, ces dérivées partielles sont continues donc f est de classe C*.

Exercice 347 | Fonctions homogénes

Soit n € N*. Soit f : R? — R une fonction de classe C' homogéne de degré n,

c’est-a-dire vérifiant : V(z,y) € RZVt €R, f(tw,ty) = t"f(z,y).
0 0

1. Montrer que f vérifie : J;—f(m,y) + yi

oz dy

2. Montrer que ses dérivées partielles sont elles aussi homogénes.

(Jf, y) = nf(xvy)

Solution (Ex.347 — Fonctions homogénes)

1. Dérivons f(tx,ty) =t" f(x,y) par rapport a la variable ¢ :

0 0
P (1) + g (62, ) = e (o),
Il n’y a plus qu’a évaluer en t = 1...
2. Dérivons f(tx,ty) = t" f(x,y) par rapport a la variable x :

of o 0f
t—(tx,ty) =t pe (x,y), donc

oz of o7
t = (tz, ty) =t 1= :
WO Gple =gy,
Cette relation demeure vraie pour t = 0 par continuité de a—f
x

0
Donc f 6—f est une fonction homogéne de degré n — 1.
x

Par symétrie du role de x et de y, il en est de méme pour 3
Y
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Exercice 348 | Exemple d’E.D.P. d’ordre 1

En utilisant le changement de variables v=7 , trouver toutes les fonctions
v=y—x
f de classe @' sur R? vérifiant : o f(x,y) + Oaf (z,y) = f(z,y).

Solution (Ex.348 — FEzemple d’E.D.P. d’ordre 1)
e Soit f de classe C! solution de cette équation aux dérivées partielles.

U=z T=u
Ona: &
{v:y—x {y:u—i—v

Soit g : (u,v) = f(u,u+v) : g est €' sur R? par composition. Par la régle de la

chaine :

99 _9f Ou  Of Nutv) Of of _
au(u,v) = 8x(u,u4—11)8u+ ay(u,iﬁ—v) S agc(u,lu—vﬂ—ay(u,uﬂ;) =,
et vue 'E.D.P.

@(u v) = flu,u+v) = g(u,v)

au ) - ) 79 b .

Donc a v fixé, u — g(u,v) est solution de 'équation différentielle y' = y, il existe
une C(v) € R telle que g(u,v) = C(v)e*.

C:R— R,v+— C(v) = g(0,v) est de classe C* car g l'est.

Donc f sécrit f : (z,y) — g(u,y — x) = C(y — z)e® o C est € sur R.

e Réciproquement, soit C une fonction de classe C* sur R, et f : (z,7y) — C(y—x)e®.
f est @' sur R? par les théorémes opératoires usuels et

@) + G @) = ~Cly =)o + Cly )" + Cly — 2)e” = (o),

e Les solutions de cette E.D.P. sont exactement toutes les fonctions f s’écrivant
f:(z,y) = Cly — xz)e® o C est une fonction de classe C! sur R.

Exercice 349 | Ezemple d’E.D.P. d’ordre 2

u=2x-+ct

Soit ¢ € ]0; 400 [. En posant , trouver toutes les fonctions f de classe
v=x—ct
02 102
€? sur R? vérifiant : 8—;20(33,25) = C—Qa—técf(x, t).

Solution (Ex.349 — FEzemple d’E.D.P. d’ordre 2)
e Soit f une solution de cette équation aux dérivées partielle de classe €2 sur R2.

u—+v
{u—erct T = B
=

uU—v
2c

u+v u—v
2 7 2

v=x—ct t =

Soit g : (u,v) — f ( ) g est de classe G2 sur R2.
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@(uv)—lg u+v u—v _i% u+v u—2v
v T 20z 2 7 2 2¢ Ot 2 7 2
0%g 10%f (u+v u—v 1 0%f (u4+v u—v
Oudv 4 Ox2 2 2¢ 4c OtOx 2 2¢

1 0%f (ut+v u—v 1 0%f fu+v u—v —0
_4081‘8t< 2 7 2 )_4c26t2( 2 7 2 >_ '

Il existe deux fonctions C et D définies sur R telles que g : (u,v) — C(u) +D(v). Et

comme g est de classe €2 sur R2, C et D sont de classe €2 sur R.

Alors f: (z,t) = C(z + ct) + D(y — «t).

e Réciproquement, s’il existe deux fonctions C et D de classe G2 sur R? telles que

fi(z,t) = Clz +ct) + D(x — ct), alors :

f *f
g—x(a:,t) =C'(z+ct) + D'(z — ct), pe 5 (@,t) =C"(x +ct) + D"(z — ct),
92
?9{ (z,t) = cC'(x + ct) — cD'(z — ct), pe J;(m t) = 2C"(x + ct) + D" (z — ct),
et on a bien ﬁ L 82—f
a2 2 ot 52 ,
e Bilan : les fonctions f de classe €2 sur R? telles que —f = iﬂ sont les
0x? c2 ot?

fonctions f pour lesquels il existe deux fonctions C et D de classe €2 sur R? telles
que f: (z,t) — C(x + ct) + D(z — ct).

Exercice 350 | Autre exemple d’E.D.P. d’ordre 2

U=z

En posant { N , trouver toutes les fonctions f de classe €2 sur R? vérifiant :
v=x+y

an 2f 82

Solution (Ex.350 — Autre exemple d’E.D.P. d’ordre 2)
Analyse :
Soit f solution.

{u:x @{x:u :on pose g : R? - R, (u,v) — f(u,v —u) CL.
v=x+Y y=v—u

99 oy = 2 vy -

%(U,’U) - ox (U,’U 'LL) ay (U,’U U),

oy 0°f 021 0°f 021

guz ()= gz (v T T gyt T T Gy r T gp ey T =0
Donc : i, 9 €2 telles que g(u,v) = up(v) + ¥ (v).

Synthése :

Soit p, 1 : RZ2 - R C2et f: (z,y) — zo(z +y) +¥(z +y). Alors :
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OF (14) = pla +y) + o/ (z +9) +¥'(z +y).

oz
82f ! /! "
@(x,y) =2¢"(z +y) +z¢"(xz +y) +¢"(z +y),
32
axgy (z,y) = ¢ (z+y) + 29" (x +y) + " (x +y),
0
a—z(m,w —2p @+ )+ (@ + ),
82']0 1 "
@(x’y) =z’ (x+y) +v"(x+y),
.o 0% f 0% f B
et on a bien : @(:U,y) - 2axay(a:,y) + 2 (z,y) =0

Exercice 351 | Extrema sur un disque

Soit f:R? = R, (z,y) — 2% + 3%
1. Déterminer les extrema locaux de f sur R2.

2. Déterminer les extrema globaux de f sur le disque D = {(z,y) € R?/2? +y? < 4}.

Solution (Ex.351 — Extrema sur un disque)

1. f est polynomiale donc C!. (0,0) est I'unique point critique, avec f(0,0) = 0, mais
f(x,0) = 23 est du signe de = donc
Vz > 0, f(x,0) > f(0,0) et Vo < 0, f(x,0) < f(0,0) : pas d’extremum local en
(0,0).

Bilan : f n’a aucun extremum local sur R2.

2. Soit D le disque fermé de centre O = (0,0) et de rayon 2. Comme f est continue
sur le fermé borné D, f y est bornée et atteint ses bornes. Ses bornes ne sont pas
atteintes a l'intérieur du disque ouvert, car alors ces points constitueraient des
extremums locaux (or il n’y en n’a pas).

11 faut donc chercher les extrema de f sur D sur le cercle frontiere C der {(2cosa,2sina)/c
[0: 2r)).

Va € R,

f(2cos a, 2sin @) = 8 cos®(a) + 4sin?(a) = 8cos®(a) + 4(1 — cos?(a)) = 4P(cos a)

ou P =2X3 - X2 +1.

P’ = 6X% — 2X = 2X(3X — 1), P croit sur [—1; 0], décroit sur [0; 1/3] et croit

sur [1/3; 1].

P(~1) = -2, P(0) = 1, P(1/3) = 26/27 et P(1) = 2.

Le maximum de P est 2, le minimum —2.

Sur la frontiére, pour chaque point du cercle il existe o € [0; 27 [ tel que M =
(2cos o, 2sin ). Alors f(M) = 4P(cos(a)) € [—8; 8] d’aprés 2.b)
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De plus, f(M) = —8 pour P(cos(a)) = —2 donc pour cos(ar) = —1, donc pour
a =, donc pour M = (-2,0).

De méme, f(M) = 8 pour P(cos(a)) = 2 donc pour cos(a) = 1, donc pour o = 0,
donc pour M = (2,0).

Les extremums de f sur D sont —8 et 8 atteints en (—2,0) et (2, 0) respectivement.

Exercice 352 | Minimum suivant les droites et maximum suivant une parabole

Soit f définie par  V(z,y) € R, fla,y) = 32* — 4oy + 2.
1. Déterminer 'unique point critique de f.
2. a) Montrer que, pour (z,y) parcourant la droite d’équation y = ax, f(x,y) atteint
un minimum en (0, 0).
b) Qu’en est-il lorsque (z,y) parcourt la parabole d’équation y = 222 ?
3. a) Que peut-on en conclure ?
b) Réprésenter les régions du plan ou f prend des valeurs positives (resp. néga-
tives).

Solution (Ex.352 — Minimum suivant les droites et mazimum suivant une parabole)

1. f polynomiale donc C'.
Vf(z,y) =0« (122° — 8xy, —4a? + 2y) = (0,0)
& (2(32” = 2y),y — 42%) = (0,0) & (z,y) = (0,0)
Donc 'unique point critique de f est (0,0).
2. a) f(x,ax) = 2%(32% — dax + a?) est positif au voisinage de 0. En effet :
o sia=0, f(z,az) = 3z*;
e sia #0,le trinome 322 —4ax+a? vaut a® > 0 en z = 0, donc est strictement
positive au voisinage de 0. Ainsi lorsque (z,y) parcourt la droite A,, f(z,y)
atteint un minimum local valant 0 en (0, 0).
b) f(z,22?) = —x* atteint un maximum valant 0 en (0, 0).
3. a) f n’atteint pas d’extremum local en (0, 0).
b) On vérifie que V(z,y) € R?, flx,y) = (y — 32%) (y — 22)...
On trace les paraboles d’équation Pz : y = 322 et P; : y = x2, lieux des
points ou f est nulle, puis on partitionne le plan suivant le signe de f dans
chacune des zones délimitées.

Exercice 353 | Variance minimale, variance mazimale
Soit X une variable aléatoire telle que X(€2) = {1,2,3}. On pose py, et P(X=k) et
on cherche pour quelles valeurs de p1, ps et ps V(X) est maximale, ou est minimale.

1. Montrer que ce probléme se raméne & la recherche des extremums de
[+ (p1,p2) = 4p1 + p2 — 4P — p3 — 4p1p2
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sur le domaine fermé et borné D = {(p1,p2) € [0: 11%,p1 +p2 < 1}

2. Résoudre le probléme, et commenter les résultats.

Solution (Ex.353 — Variance minimale, variance mazximale)

1. En substituant p3 = 1 — p; — ps dans V(X) = E(X?) — (E(X))? = p; + 4p2 + 9p3 —
(p1 + 2p2 + 3ps)?, on obtient V(X) = dpy + po — 4p? — p3 — dp1ips> = f(p1,p2).
La condition 0 < p; < 1 et p1 + p2 + p3 = 1 conduit au domaine D.

2. f est de classe @' car polynomiale sur l'intérieur de D.
vf(p1,p2) = (0,0) conduit & un systéme linéaire sans solution. f n’a pas de point
critique donc pas d’extremum & 'intérieur de D.
g :x +— xz(l — ) atteint son maximum sur [0; 1] qui vaut 1/4 en x = 1/2, or
f(p1,0) =4g(p1), f(0,p2) = g(p2) et f(1—p2,p2) = g(p2) donc le maximum de f
sur le bord de D est 4 x % = 1 obtenu pour p; = 1/2 et p; = 0.
V(X) est maximum pour p; = p3 = 1/2 et po = 0, c’est-a-dire X — U{1;3} : X
prend équiprobablement les valeurs extrémes, maximisant la variance.

V(X) est minimum pour (p17p27p3) = (17 07 0)7 (p17p27p3) = (07 ]-7 0) ou (p17p27p3) =
(0,0,1) c’est-a~dire lorsque X est constante, ce qui annule la variance.

Exercice 354 | Fonctions constantes dans une direction

Soit f : R? — R différentiable.
1. On suppose

V(t,z,y) €R®, flz+ty+t)=f(z,y).

Montrer que

af of
R, L - =0.
V(z,y) €RY, S (@y) + 9y (z,y)
2. Etudier la réciproque.

3. Déterminer toutes les fonctions vérifiant

V(t,z,y) €ER3 flx+t,y+t) = f(z,y).

On pourra poser u =z et v =y — x.

Solution (Ex.354 — Fonctions constantes dans une direction)
1. Soit (x,y) € R? quelconque fixé et g : t — f(x +t,y+1).
g est dérivable par composition et, d’aprés la relation supposée :

of 2
/
vt € R,0 =¢'(t) x(x+t,y+t)+ y(x+t,y+t).

En ¢t = 0, on obtient la conclusion.
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2. Soit (z,y) fixé et toujours g : t — f(x +t,y+1).

of of
Al VEeR, ¢ (t) = == t t —_— t t) =0.
ors eR, g (t) 8I(w+7y+)+6y($+ay+)

Donc g est constant et Vi € R, g(t) = g(0) = f(z,y)... ce qui établit la réciproque.

u=ux r=u S
3. Notons que & { et ce changement est bijectif.
V=Y —T Yy=u-+v

Analyse — Soit f solution, donc f est solution de 'EDP :

of of
r?, 2L 97 —0.
V(z,y) €R% o (2.y) + By (z,y) =0
Soit ¢ : (u,v) — f(u,u+ v), différentiable par composition.
9g _of of _
au(u,v) = ax(u,quv) x 1+ ay(u,quv) x1=0.

Il existe une fonction ¢ : R — R dérivable telle que g(u,v) = ¢(v).

Donc f(z,y) = ¢(y — ).

Synthése — Soit ¢ : R — R dérivable et f : (z,y) — ¢(y — x).

Par composition, f est différentiable sur R? et :

V(t,z,y) €ER® f(x+ty+t) =y —t —z+ ey —z) = f(z,y).

Conclusion — Les fonctions solutions sont les fonctions f telles qu’il existe une
fonction ¢ : R — R dérivable telle que :

On a déterminé les fonctions constantes suivant les paralléles de la premiére bis-
sectrice.

Exercice 355 | Intégrale a parameétre ou E.D.P.

1. Soit f:R? — R de classe C! telle que

> Of of _
V(z,y) € R, xam(x7y)+yay(x7y) = 0.

Montrer la constance de I’application
/2
0:R—=>R,r— f(rcost,rsint)dt.
—m/2

2. a) A laide du changement de variables polaires, résoudre I’équation aux dérivées

partielles
of of
V(z,y) ER: xR, z=(x, D z,y) =o0.
(z,y) €RY Tos (@ y)+yay(m y)
b) En déduire que, si f est solution de ’équation aux dérivées partielles précédente,
/2

p:R=>Rr— f(rcost,rsint)dt est constante.

—m/2
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Solution (Ex.355 — Intégrale a parametre ou E.D.P.)

1. Soit g : R x [—7/2; /2] — R, (r,t) + f(rcost,rsint), €' par composition.
e Pour tout t € [—m/2; /2], 7+ g(r,t) est de classe € par composition.
e Pour tout r € R0+, ¢ — g(r,t) est continue sur le segment [ —7/2; 7/2], donc
intégrable.
e Pour tout r € R, t — %(r, t) = cos tg—i(r cost,rsint)+sin t%(r cost,rsint)
est continue sur le segment [—7/2; 7/2].

9,
e Poura >0, 99 est continue sur le fermé borné [—a;a] x[-m/2; 7/2], donc
T

est bornée. Donc il existe une constante M telle que :

V(rt) € [—a; a]l x [—7/2; 7/2] < M = ().
 est continue et intégrable sur [—7/2; 7/2], donc le théoréme de dérivation sous
l'intégrale assure que ¢ est de classe €' sur [—a; a], ceci pour tout a > 0, donc

¢ est de classe G sur R, avec :
, mE o of . - Of :
VreR,¢/'(r) = cost—==(rcost,rsint) 4+ sint-=(rcost, rsint)dt,
/2 Ox dy
et par I’équation vérifiée par f :
Vr e R,r¢'(r) = 0.
Ainsi : Vr #£ 0, ¢/(r) = 0, et comme ¢’ est continue, ¢’ (0) = lim ¢'(r) = 0.

r—0
Bref, ¢’ =0 et ¢ est constante, égale a ©(0) = 7f(0).

2. a) Utilisons le changement polaire bijectif :

(z,y) e RL xR (r,t) e RE x| —7/2; w/2]
x =rcost S qr=a? +y?
y =rsint t = Arctan(y/x)

Soit f: R% xR =R € et g: RY x]—7/2; /2] = R, (r,t) — f(rcost,rsint),
@! par composition.

3] 3] 3]
Ona: 2= —f(rcost,rsint) cost + —f(rcost,rsint) sint.

or O Jy

Donc f est solution de I’équation aux dérivées partielles si, et seulement si,

r%(r,t) =0, ie. ?(r,t) = 0, ie. il existe g €' sur | —7/2; 7/2][ tel que
r r

g(r,t) = g(r), ie. f(z,y) = g(Arctang). En posant ¢ = g o Arctan (ce qui
z
équivaut & ¢ =t otan), f est solution de cette équation aux dérivées partielles
si, et seulement si, il existe une fonction C! sur R telle que, pour tout (z,y) de
RY xR, f(z,y) = ¢(y/).
b) On a alors :

/2 /2
o(r) = / f(rcost,rsint)dt = Y(tant)dt qui ne dépend pas de r.
—7/2 —m/2
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Exercice 356 | Fonctions harmoniques radiales

Une fonction f de classe €2 est dite harmonique si, et seulement si, son laplacien

ast. O°f  O*f
Af ZJ
r= oz + Oy
est nul.
1. Montrer que si f est de classe €3 et harmonique, alors —— f 3f ﬁ +y—f sont

or 8 (‘33& oy
aussi harmoniques.
2. On suppose que f : R%\ {(0,0)} est radiale, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
©:]0; +00[ — R de classe C? telle que f(z,y) = p(z? + y?).
a) Montrer que f est harmonique si, et seulement si, ¢’ est solution d’une équation
différentielle que ’on précisera.
b) En résolvant cette équation, déterminer f.

Solution (Ex.356 — Fonctions harmoniques radiales)

o\ aAf)
ox)]  ox

CIWATE S B2 (83:) (&T?) <8x> Oz (83/2)
_oaf

):O.

1. Remarquons que A . C’est une conséquence du théoréme de

La linéarité de la dérivation donne bien A =
896 ox
Enfin 6f of 9? of of 9? of of
A( z ay>:axz(ax+ 8y)+82(x8x+ ay)
B af 0% f 0% f 0 0% f of 82f

_a:c<a:c+ Y92 " Vozay) T oy \"oyoz T oy TV

oydx Oy ay
2 o of 9f #i o, OF 0
=922 T 022 V028 " Var2ay T azo Vo T a2

_ of of

_xA(a )-i— A(&‘ )+Af—0

0

6ff(x,y) = 2a¢'(a® + y?),

82f 2 1.2 2
62(90;1/)—290(:6 +y?) + 22%¢" (2% + y?),
82f 2 (.2 2

9 5 (T, y) = 2¢' (2% + 42) + 20°¢" (2% + ¢?),

donc

Af =0 VY(z,y) # (0,0),¢' (2% +y°) + (2 + )" (2 + ¢*),
d’ou :

Af=0&Vr>0,ro"(r)+¢'(r) =0.
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b) On résout sur |0; +oo [ I'équation différentielle zy’ + y = 0.
Les solutions sont y : © — A/z o k € R.
Donc ¢(z) = An(z) + p avec (\, p) € R%
Donc les fonctions harmoniques radiales sont les fonctions

f(,y) = Aln(2® +9%) + p

avec (\, 1) € R? quelconque.

Exercice 357 | EDP et changement polaire

En passant en coordonnées polaires, déterminer les fonction f : ]0; +oo[ x R = R
de classe @! solutions de I’équation aux dérivées partielles

0 0
xaj];(x,y) + yafg(x,y) = 0.

Solution (Ex.357 — EDP et changement polaire)
On utilise le changement C! bijectif de ]0; +oo[x R sur ]0; +oo| x | —7/2; m/2].

{x =rcost - {r =/z2+ 9?2

y=rsint t = Arctan(y/z)

Soit f €' sur ]0; +oo[x Ret g:]0; +oo[ x| —7m/2; /2] = R, f(rcost,rsint).
g est C! par composition et

dg

0 0
ra—(r, t) = rcost—f(r cost,rsint) + rsint—f(r cost,rsint).
r

Ox oy

0
Alors f est solution de (E) ssi a—g(r, t) = 0 ssi il existe h C! telle que g(r,t) = h(t).
T
Donc f est solution de (E) ssi il existe ¢ € sur R telle que f(z,y) = @(Arctan(y/z)).

Exercice 358 | EDP et changement polaire

En passant en coordonnées polaires, déterminer les fonction f :]0; +oo[ x R = R
de classe @! solutions de I’équation aux dérivées partielles

0 0
mafi(x,y) + yafz(w,y) = Va2 +y2

Solution (Ex.358 — EDP et changement polaire)
On utilise le changement C! bijectif de ]0; +oo[x R sur ]0; +oo| x | —7/2; m/2].
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{x =rcost - {7‘ =/z2+y?

y=rsint t = Arctan(y/x)

Soit f Clsur J0; +oo[x Ret g:]0; +oo[ x| —7/2; /2] = R, f(rcost,rsint).
g est C! par composition et

T%(r, t) = rcost%(r cost,rsint) + rsintg—;(r cost,rsint).

0
Alors f est solution de (E) ssi 8‘(](
Donc f est solution de (E) ssi il existe ¢ C! sur R telle que f(x,y) = /22 + 3% +
p(Arctan(y/x)).

Exercice 359 | EDP du second ordre

1. Soit p: (z,y) — (u = xy,v = z/y). Montrer que ¢ est une bijection de | 0; 400
dans lui-méme.

r,t) = 1 ssiil existe h C! telle que g(r,t) = r+h(t).

[2

L, . . 2 2 P 2 82 82f
2. Déterminer les fonctions f :]0; 400 [” — R €* vérifiant : z° —5 —

Ox2 8y =0

Solution (Ex.359 — EDP du second ordre)

A u=zy T = Juv

1 Vv z,y) €]0; +ool' (wr) = play) o T e u
== y =

Y v

donc ¢ est une bijection de | 0; +o0o [2 sur lui-méme de bijection réciproque ¢~ :

(10 > (v %)

2. o Analyse - Soit f une solution de cette équation aux dérivées partielles.
Soit g :]0; +00 2 — R, (,v) = F(vaw, /u/v) = 0~ (u,v).
Comme f et o~ ! sont G2, g I'est par composition.
Y(u,v) €]0; +oo 7,
9g

%(Uﬂ)) \/7 (Vv ufv) —\\Ff Oo.f (\/uv, /u/v)
auav(u,v)zf\ﬁ&f \/ﬁw/m +76 1f mvm
4U\/72f\/%m 4222f\/7\/%

car les dérivées 01 2 f se simplifient.
Comme f est solution de ’équation :

344



0? 110 0
J (u,v) = ff—g(um) ca v fixé, u — —g(u,v) est solution d’une équation

ov

différentielle linéaire du premier ordre.
1

Les solutions de PEDL homogéne y' — Y= 0 sur |0; +oo [ étant les fonctions
i

x— ky/z avec k € R, il existe ¢ : ]0; 400 — R telle que :

0

V(u,v) €]0; +oo[,a—g(u,v) = p(v)y/u.

0
Comme 29 et — sont CL, v est CL.

v
En primitivant par rapport a v, il existe ¥ : |0; +oo[ — R telle que :
V(u,v) €105 +oo [, g(u,v) = ®(v)y/u+ P (u),
ou ® est une primitive de ¢, donc de classe €*. Comme g, ® et /- sont €%, ¢ est
ez
e Réciproquement, si ®,7 : ]0; +oo[ — R sont deux fonctions de classe €2
alors :

(i) f:]0; 40 [P = R, (z,y) — @(g)\/@—i— Y(zy) est de classe C?;

0? 0?
(ii) f vérifie Qa—xJ; — yza—yJ; =0.
32
e Conclusion : les fonctions f de classe €2 sur |0; +oc| vérifiant xQ@ -
82
y2a—‘£ = 0 sont toutes les fonctions telles qu’il existe ®,% : ]0; +o0[ — R de
Y

classe @2 vérifiant :

V(z,y) €]0; +oo [, f(z,y) = @(g)\/@+ Y(xy) (fastidieux, mais ¢ca marche).

Exercice 360 | Minimum global sur un ouvert
a

Soit a > 0. Soitf:]O;—l—oo[Q—)R,(x,y)»—)x—i—y—&——
zy

Montrer que f admet un minimum global strict sur ]0; 400
f est-elle majorée ?

2.

Solution (Ex.360 — Minimum global sur un ouvert)

e Le seul point critique est (o, o) avec a = a.

2%y + 2y® + o — 3axy
o V(z,y) €]0; +oo[*, f(z,y) = fa,a) = oy :
Soit (z,y) fixé. Soit g :]0; 400 [ = R, t > 2%y + xy? + 3 — 3tay.
g'(t) = 3t? — 3zy, donc g admet un minimum global, atteint en t = /Ty, et valant :

9(v@y) = ay(z +y - 2/zy) = 2y(V/x — \/y)* > 0, donc :

V(m,y) G]O; —l—oo[Q,f(x,y)—f(a,oz) :g(Oé) =0,
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avec égalité si, et seulement si, g(a) =0, ie. a = Jry et Vo = fy, ie. z =y = .

a
lim f(z,y) = lim 2z + — = +oo donc f n’est pas majorée.
r—+00 r——+o0 X

Exercice 361 | Extremums sur un fermé borné

Soit D = {(z,y) € R?/x >0,y > 0,2 +y < 1},a >0, b> 0 et ¢ > 0 trois réels, et

f :D — Rv (J?,y) = 'Tayb(l — &= y)c

1. Justifier que f est bornée sur D, et atteint ses bornes.

2. Déterminer min r,y) et max T,Y).
(z,y)eDf( Y) (M)@f( Y)

Solution (Ex.361 — Eztremums sur un fermé borné)

1. Comme fi: (z,y) =z, fa: (x,y) — y et f3:(x,y) — x + y sont continues,
D= {(x,y)/ﬁ(x,y) > 0} n {(m,y)/fQ(x,y) > 0} n {(x,y)/fg(x,y) < 1} est fermeé
car intersection de fermés.
(z,y) €D = (Jz| <1,|y| < 1) = ||(z,y)||; <1, donc D est borné.

e it >0
Pour tout a > 0, t — t* = 0 r—0 est continue, donc f est continue
sit=
comme produit de fonctions continues.
Ainsi, f est continue sur le fermé borné D donc est bornée et atteint ses bornes

sur D.

2. o V(x,y)e'l),f(a:,y)}()
En notant F = {(z,y) € D/x =0ouy =0 ou z+y = 1} la frontiére de D, on a :
V(z,y) € F, f(z,y) = 0.
Donc le minimum de f sur D est 0, et est atteint en tout point de la frontiére de
D.
e Comme f n’est pas la fonction nulle, son maximum est strictement positif et

o
est atteint & I'intérieur de D, et comme f est @' sur Pouvert U = D, intérieur de
D, donc en un point critique.

0
L (o) =1y (1~ 7= ) oL~ ) — ),
af a,b—1

((Ty(w,y) =2y (1 -z —y) (1 -z —y) — cy),

donc f a un unique point critique :

a b
a+b+ca+b+c/)’

Le maximum de f sur D est nécessairement atteint en ce point (et uniquement en
ce point, ce qui en fait un maximum strict).
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a®blce
min z,y) =0 et ma; T,y =———.
(z,y)€D f(@y) (myy)gD f@y) (a+ b+ c)rtbte

Exercice 362 | Extremum o deux variables

Soit f(z,y) — zlny —ylna.
Préciser le domaine de définition de f et étudier I'existence d’extrema.

Solution (Ex.362 — FExtremum o deux variables)
1. Dy =]0; +oo [
2. o fest C!sur Dy.
e Soit (x,y) un point critique de f.

Inwy — Y
ny ==
Vi@y)=0=1q, ¥

ne=—

)

En particulier, Iny > 0 donc y > 1.

T = li )
Vf(z,y)=0= yny 1 = Iny—Inlny — — =0.

In+ = — Iny

Iny Iny

. 1
Etudionsdeg:tﬂtflntfgsur]O;Jroo[.

, t2—t4+1 _ (t—1)2 . :
g :t— 7 > ) > 0 donc g est strictement croissante, et comme

g(1) =0, 1 est 'unique racine de g sur ] 0; +o0|.
Doncy=el =ecet z=ce.
e Réciproquement, v/ f(e, e) = (0,0).
e Donc (e,e) est 'unique point critique que f, donc sl existe un extremum, il
est nécessairement atteint en (e, e).
o f(e,e)=0.
h2
fle+h,e)=e+h—e(ln(e+ h)) = — + o(h?) est positif au voisinage de 0 et

2e
2

fle,e+k)=e(ln(e+k))—(e+k) = —% + 0 (k?) est négatif au voisinage de 0 :

il n’y a pas d’extremum en (e, e), donc f n’a aucun extremum sur Dy.

Exercice 363 | Recherche d’extremum
Soit f:]0; +oo[x R = R%, (z,y) = z((Inz)? + y?).
Déterminer les extrema locaux de f sur ]0; +oco[ x R

Solution (Ex.363 — Recherche d’extremum) e f est de classe €' sur D =]0; +o0 [x
R par les propriétés algébriques classiques.
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o vf(z,y)=(In>z+2Inx + ¢, 2xy) et comme z # 0,

Vir,y) =0 (y=0et Iz +2Inz=0) < (y=0ect nz(nz +2) =0)
& ((z.9) = (1,0) ou (z,9) = (e~2,0)).

f posséde deux points critiques : A = (1,0) et B = (e72,0).

e Vi >0,VyeR,flz,y) =0or f(1, O) = 0, donc minimum global en (1,0).

e Avecun D.L. a lordre 2 en h : f(e™2 + h,O) f(e72,0) = 2hQ +o(h 2) donc
est négative strictement au voisinage de 0, tandis que : f(e™2,h) — f(e72,0) =

e 2h% + o(h?), donc est positive strictement au voisinage de 0, donc il n’y a pas
d’extremum.
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1.

Chapitre 16

(Géométrie différentielle

Exercice 364 | Exemple de courbe de Lissajous

On consideére 'arc v défini par

7y it (sin(2t),sin(3t)).

. Montrer que le tracé du support de v peut se déduire de ’'étude de v sur [0; 7/2].

. Effectuer le tracé de ce support en précisant en quels points le support posséde-t-il

une tangente horizontale ? Verticale ?

Proposer un script Python effectuant ce tracé.

Solution (Ex.364 — Exzemple de courbe de Lissajous)

On consideére 'arc v défini par

7y it (sin(2t),sin(3t)).
o Vit e R, ~(t+2m) = 7(t) donc on peut restreindre 1'étude & un intervalle
longueur 27.
o VteR, ~(t+m) = (sin(2t+ 27),sin(3t + 37)) = (x(t), —y(t)) donc le tracé
sur [7/2; 3m/2] se déduite de celui sur [ —7/2; 7/2] par une symétrie d’axe (Ozx).
o Vt € R, ~(—t) = (sin(—2¢),sin(—3t)) = (—=(t), —y(t)) donc le tracé sur
[—7/2; 0] se déduite de celui sur [0; 7/2] par une symétrie de centre O.

Ainsi le tracé du support de 7 peut se déduire de I’étude de ~y sur [0; 7/2].

v est de classe €™ sur [0; 7/2] avec
Ve e [0;7/2], A'(t).= (2cos(2t),3 cos(3t)).

Le tableau des variations de x et y est alors :
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t 0 6 1 2
x'(t) + 0 —
I 1
z(t) 1/2
0o — \ 0
1
\
o | _— R
y'(t) + 0 -

On commence par place les deux tangentes horizontales en v(w/6) = (1/2,1) et
y(m/2) = (0,—1) et la tangente verticale en y(7/4) = (1,v/2/2).

On compléte le tracé sur [0; 7/2] en respectant les variations, puis on compléte
grace aux deux symétries.

3. import numpy as np
import pylab as pl

t=np.linspace(0,2*np.pi,201)
xt=np.sin(2xt)
yt=np.sin(3*t)

pl.title(’Courbe de Lissajous’)
pl.plot(xt,yt,linewidth=2,color="black’)
pl.show()

350



pl.close()

Exercice 365 | L astroide

On considére la courbe I' définie paramétriquement par

z(t) = cos3(t)
{yw a5

1. a) Montrer que le tracé peut se déduire de ’étude sur [0; 7/4].
y(t) = y(0)
a(t) — (0)

¢) Donner une équation de la tangente au point ¢t = /4, puis tracer T.

b) Déterminer lim+ . Que peut-on en déduire ?
t—0

2. Proposer un script Python effectuant ce tracé.

3. a) Soit M un point régulier de I', P et Q les points d’intersections de la tangente
a T en M avec les axes des abscisses et des ordonnées respectivement. Montrer

o 761

b) En déduire un moyen de représenter une astroide avec une feuille, un stylo et
une allumette.

Solution (Ex.365 — L’astroide)

1. a) Notons f: R — R? ¢t (z(t),y(t)) = (cos®t,sin®t).
o VteR,f(t+2mw) = f(t) : on peut se limiter a I’étude sur [—7; 7].
o Vite[—m;w], f(—t)=(x(t),—y(t)) : on peut se limiter a I'étude sur [0; 7]
par symétrie par rapport a (Ozx).
o Vt € [0;7],f(mr—1t) = (—z(t),y(t)) : on peut se limiter & I'étude sur
[0; m/2] par symétrie par rapport & (Oy).
o Vte[0;m],f(n/2—1)= (y(t),z(t)), symétrique de (x(t),y(t)) par rapport
a la premiére bissectrice A d’équation y = x : on peut se limiter & I’étude sur
[0; m/4] par symétrie par rapport & A.
b) Remarquons que le point f(0) = (1,0) est le seul point non régulier sur [0; 7.2].
On peut préciser le comportement de la tangente en observant que :
vy
x(t) — 2(0) t—0 —%t2 t—0

)

donc I'arc & une demi-tangente horizontale dirigé vers la gauche en (1,0).

c) f est de classe C* sur R avec :
VteR, f'(t) = (—3cos®tsint,3sin’tcost).

On obtient le tableau de variations simultanées suivant :
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¢ 0 %
x'(t) 0 -
a0 | T e
4
V2
y(t) / T
y'(t) 0 +

La tangente en f(7/4) = (v/2/4,/2/4) a pour vecteur directeur (—3v/2/4, 3v/2/4),
soit un coefficient directeur valant —1.

On effectue le tracé sur [0; 7/4] en respectant les variations, puis on compléte
grace aux symeétries.

2. import numpy as np
import pylab as pl

t=np.linspace(0,2*np.pi,201)
xt=np.cos(t)**3
yt=np.sin(t)**3

pl.title("L’astroide")
pl.plot(xt,yt,linewidth=2,color="black’)
pl.show()
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pl.close()
3. a) Soit ¢ tel que v/(t) # 0 et M = ~(¢). L’équation de la tangente Ty en M est
(y —sin®(t)) (=3 cos? tsint) = (z — cos®(t))(3sin® t cos t)
&y = —tant(x — cos>t) +sin®t
On prend alors P = Ty N (Ox) = (cost,0) et Q = Ty N (Ox) = (0,sint), on a

effectivement
H%H = \/(— cos(t))? +sin®t = 1.

b) En déduire un moyen de représenter une astroide avec une feuille, un stylo et
une allumette.

Plions proprement la feuille en quatre, puis déplions-la pour faire apparaitre
deux axes orthogonaux. On prend comme unité 'allumette, et on trace des seg-
ments obtenus appuyant les extrémités de I'allumette sur les axes (on trace des
tangentes a I'...). L’astroide est la courbe qui vient s’appuyer sur ces segments.

Exercice 366 | Exemple de folium

Etudier et représenter la courbe I' paramétrée par
1—¢2 t—13
y(t) = (2(t), y(1)) <1+t2, 1+t2)

Solution (Ex.366 — Ezemple de folium)

o VteR, xz(—t)=ux(t)ety(—t) = —y(t) donc on obtient 'arc pour ¢ € R~ par
symétrie par rapport a (Ox) de I’arc obtenu pour ¢t € R*.

e 7 est de classe C* avec :

Vite RT, +/(t) = <(

4t =t =424+ 1
L+12)27 (1412)2

41\2/%:_%\/57

2/(t) s’annule uniquement pour ¢ = 0 et y/(¢) s’annule pour > =
c’est-a-dire uniquement pour o = v/ —2 + /5.

On obtient le tableau de variations simultanées :
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t 0 « 400
' (t) 0 +
1

x(t) z(a) — »
(a)
y(t) / \
0 —00
y'(t) + 0 -

3-8
IR

(0,62;0,30) est horizontale, la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale
lorsque ¢ tend vers +o0, y(t) tendant vers —oo.

La tangente en (0) = (1,0) est verticale, la tangente en () (1,) ~

-1

|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
I
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|

Exercice 367 | Ezemple de lieu géométrique

1. Etudier et représenter la courbe définie par
T = 4¢3
A (t €R).
y =3t
2. a) Former une équation de la tangente au point de paramétre ¢ € R.

b) Déterminer un paramétrage du lieu des points d’ou 'on peut mener deux tan-
gentes a la courbe précédente orthogonales I'une & I'autre.

c) Tracer ce lieu de points.
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Solution (Ex.367 — Exzemple de lieu géométrique)
x(t) = 4¢3
y(t) = 3t*
o VteR, uz(—t)=—x(t) et y(—t) = y(¢) donc on obtient I'arc pour t € R~ par
symétrie par rapport a (Oy) de larc obtenu pour t € RT.
e ~ est de classe C> avec :
vie RY, /() = (12¢%,1263).
On obtient le tableau de variations simultanées :

(t € R).

t 0 +00
x'(t) 0 +
+00
$(t) /
0
+00
y(t) /
0
y') |0 +
e Seul le point de (0,0) de paramétre t = 0 n’est pas régulier mais
y() —y(0) 3 0
xz(t) —x(0) 4 t—0
donc il y a une tangente horizontale en (0, 0)
3 —+
2 —+
1 —+
} } } } } } } } x
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

1. a) Pour t # 0, la tangente Ty« au point M de parameétre ¢ est
TM(t) D tx—y= t4,
équation d’ailleurs encore valable pour t =0 (7o : y = 0).
b) Cherchons les points d’ott 'on peut mener deux tangentes a la courbe précédente
orthogonales I'une a 'autre.
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Comme 'unique tangente horizontale est en O pour t = 0, et I’arc n’a pas de
tangente verticale, on peut restreindre la recherche a t # 0.

e Analyse

Soit M(t) et N(7) deux points pour lesquels les tangentes sont orthogonales 1'une
a lautre . Comme des vecteurs directeurs de ces tangentes sont respectivement
(1,¢) et (1,7), Porthogonalité est équivalente & : 1+ ¢7 = 0 (... on retrouve au
passage t # 0,7 # 0...).

Si tel est le cas, le point passant d’intersection I = (z,y) est solution de

txfy:t4
1
iy = —
(YT
On trouve finalement :
:c—t3—t—l+1
N t31 t
_ 42
y=—t +1—t—2

e Synthése

Comme on a en fait raisonné par équivalence, le lieu cherché est

, 11

w(t) =13 —t — = + -
2ot (t € R¥).
y(t):—tQ—i—l—t—z

c)e Vt# 0,z(—t) = —x(t) et y(—t) = y(t) permet de réduire & ]0; +oo| par

vVt e]0;
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symétrie par rapport a (Oy).

o Vit > 0,2(1/t) = —x(t) et y(1/t) = y(t) permet de réduire 4 ]0; 1] car on
parcourt deux fois le support (méme symétrie que précédemment).

e Cet arc est de classe C* sur R* avec :
1 3t —tt 4312 (1+3)(3t" —4t> +3)

3
x(t):3t271+t—4——

11, 2 2(1 2— t4) i a
y(t) = -2t + e = s
On obtient le tableau de variations simultanées :
t 0 1
|l + 6

r|—-o00 S 0
y | —oo 0 —1
y | Il + 0

Par la symétrie précédemment évoquée :



11
a(t) =t> —t — = + -
2yt (t € R¥).
y(t):—t2+1—t—2

Exercice 368 | Tangente a une courbe définie implicitement

1. Question préliminaire — Soit I C R un intervalle ouvert et f : I — R une fonction
de classe 2. Soit a un point de I tel que f(a) > 0.
A T’aide du développement limité a I'ordre 2 de f en a, montrer que la tangente a
la courbe de f est située en-dessous de la courbe au voisinage de a.
Qu’en est-il si f”(a) < 0.

Soit
fiR2 =R, (z,y) — 2% — 22y + 2% — 1.
On note IT" la courbe d’équation cartésienne : f(x,y) = 0.
2. Déterminer une équation de la tangente 7 a I" en (1,1).
Dans la suite de I’exercice, on souhaite préciser la position relative de 7 et I'.
3. a) Montrer que le théoréme des fonctions implicites s’applique au point (1,1), et
énoncer sa conclusion.
b) Soit ¢ une fonction implicitement définie par « f(z,y) = 0 & y = ¢(x) »
au voisinage de (1,1). En dérivant la relation f(x,¢(z)) = 0, retrouver une
équation de la tangente 7 a T en (1,1).

c) Justifier que ¢ est C? au voisinage de 1, puis déterminer la position relative de
T et T

Solution (Ex.368 — Tangente & une courbe définie implicitement)

1. DL: f(x) — f(a) Jrf/(ﬂﬁ)(a:fa) n f’/(a)

Equation de T : y = f'(z)(z — a) + f(a).

5 (z —a)? +o((z — a)?)
Signe de la différence :
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fl@)—y=(z— a)Q(m + e(x — a)) avec e(x — a) — 0.

2 T—a
f"(a) P .
En prenant 1 > (0 dans la définition de la limite :
1 1
In>0,(zela—n;a+n[)=le(z—a)| < ! ia) =e(r—a) > _f ia)
f"(a) :
Ainsi, Ve € Ja—n;a+n[, f(x)—y > (:c—a)ZT > 0: T est située en-dessous

de T' au voisinage de a.
Si f”(a) < 0, un raisonnement analogue montre que 7 est située au-dessus de T
au voisinage de a.

2. f est polynomiale donc €' et v f(z,y) = (3x — 2y, —2x + 4), donc v f(1,1) =
(1,2) # (0,0) : (1,1) n’est pas un point singulier.
D’aprés le cours, une équation de la tangente 7T est :

Ix(xz—-1)+2x(y—1)=0,iex+2y—3=0.

3. a) f est polynomiale donc C! et g—i(x,y) = —2x + 4y, donc %@J;(l’ 1)=2#0.

Par le théoréme des fonctions implicites, il existe deux intervalles ouverts I et J
contenant 1 et une fonction ¢ : I = J @! tels que :

V(z,y) eIxJ, f(z,y) =0&y= ().

b) Vx € I, f(x, ¢(x)) = 0, donc x® — 2z¢(x) + 2p(z)? — 1 = 0.

En dérivant : Vo € 1,322 — 2¢(z) — 22¢’(z) + 4p(z) ¢’ (x) = 0.

Enz=1,¢(1)=1et 14+2¢'(1) =0, ie. ¢'(1)=-1/2.

Une équation de la tangente 7T :

p . 1 .
y=¢'((z—-1)+¢(1),ie y= —i(x—l)—l—l, ie.x+2y—3=0

c) o De la relation précédent on tire : (4p(x) —2z)¢’ (z) = 2p(x) — 322, et comme

4p(1) =2 =2 # 0, z — 4p(z) — 2z (qui est continue) ne s’annule pas sur un
voisinage de 1.

2¢(z) — 322
Donc QO/(.’L') = m

e En dérivant la relation : 322 — 2¢p(x) — 2z¢'(z) + 4o (z)¢' (z) = 0,
6z — 2¢'(x) — 2¢' () — 229" (2) + 4¢' (2)* + dp(z)¢" (z) = 0.
En se plagant en x = 1 :¢”(1) = —9/2.

au voisnage de 1 et ¢ est G2 au voisinage de 1.

Comme ¢"(1) < 0, la tangente T est située au-dessus de la courbe T', d’apres
la premiére question.

358



Exercice 369 | Construction d’une courbe donnée implicitement
Soit
[R5 R (z,y) = z(z+1)% — g2
On note C la courbe d’équation cartésienne f(z,y) = 0.
1. C est-elle une partie fermé ou ouverte de R??

2. a) Montrer que C posséde un unique point A d’abscisse strictement négative que
I’on précisera.
b) Soit D le disque ouvert de centre A et de rayon 1. Déterminer C N'D. Comment
peut-on qualifier le point A ?

3. a) Déterminer, s’il en existe, les points de C distincts de A en lesquels la tangente
a C passe par A.
b) Montrer que C est symétrique par rapport a I’axe de abscisses.

4. a) Quels sont les points de C au voisinage desquels il est possible, d’aprés le théo-
réme des fonctions implicites, d’exprimer y en fonction de x 7
b) Donner explicitement une fonction ¢ : Rt — R telle que :
V(z,y) e CNRT x RY y = p(x).
c) p est-elle C! sur RT.
5. a) C posséde-t-elle une tangente en (0,0) ? Si oui, la préciser.
b) Tracer C.

Solution (Ex.369 — Construction d’une courbe donnée implicitement)

1. f est polynomiale donc continue, et par conséquent C = {(x,y) € R?/f(z,y) = 0}

est une partie fermée de R2.

y2

(x+1)2
strictement négative, cette abscisse vaut —1.

2.a) Pourx # -1, (zr,yeC=z = > 0. Donc 5’1l existe un point d’abscisse
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(-Ly) eCey? =0
strictement négative : A
b) D = {(z,y) € R? (z—(-1)
(z,y) €CND = {x(:”ﬂ)z —Y =0 somme (z+1)% <1 = 2%+322+3z <
(z+1)2+y2 <1
0= x(2?+32+3) <0 = x <0 car le trindme est strictement positif (A = —3).
Par la question précédente, CN'D = {A} : A est un point isolé de la courbe.
3. a) f est polynomiale donc €' : V(x,y) € R?, < f(z,y) = (322 + 4z + 1, —2y)
Soit B = (a,b) € C. L’équation de la tangente Tg & C en (a,b) est :
(3a% +4a + 1)(z — a) — 2b(y — b) = 0.
AeTg & (3a®2 +4a+1)(—1—a) + 2% =0 < 3a® + 7a® + 5a + 1 = 26%(QV).
Comme B € C, v? = a® + 2a% + a(9).
V&O =a®+3a>+3a+1=0=(a+1)>=0=a=—1.

Donc B = A (unique point & abscisse strictement négative), ce qui est exclu.
Aucune tangente & C ne passe par A.

b) Soit M = (z,y) € C un point quelconque de la courbe et M’ = (x,—y) son
symétrique par rapport & l’axe des abscisses.

fla,—y) =2(z+1)? = (—y)* = 2(x + 1)* = y* = f(z,y) = 0 donc M’ € .
C est symétrique par rapport & I’axe des abscisses.

0
4. a) —f(a:, y) = —2y donc on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites en

Ay
tout point tel que y # 0, i.e. tel que x(x +1)% # 0 et y # 0, c’est-a-dire en tout
point de C sauf A = (—1,0) et O = (0,0).

12_ 2:
b) (z,y) € CNRT xRt & {x(a:+ oy =0 Sy=ex+1)? &y =

y=0
iz +1)
0 :RY = RT 2 +— /2(x + 1) convient.
c) p est C! sur ] 0; +oo [ mais pas sur RT :
VY #£ 0, cp(x; : g(O) = x\j_; " 400 : ¢ n’est pas dérivable en 0.
5. a) v f(0,0) = (1,0) # (0,0) donc C admet une tangente d’équation :
I1x(x—-0)+0x(y—0)=0<2=0,
c’est-a-dire que la tangente en (0,0) est ’axe des ordonnées... ce que laissait
présager la limite précédente.

b) Ca ressemble a ca :
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Exercice 370 | Premier avril

On consideére 'arc v défini par

v it (cos(t) + 3cos(t/2),sin(t)).

. Montrer que le tracé du support de v peut se déduire de 'étude de « sur [0; 27 ].

Attention !'!! v n’est pas 2w —périodique !'!!

. Effectuer le tracé de ce support en précisant en les tangentes horizontales, verti-

cales ainsi que les points doubles.

Solution (Ex.370 — Premier avril)
On note : Vt € R, z(t) = cos(t) + 3cos(t/2) et y(t) = sin(t).
1.

o Vte R, «(t+4m) = ~(t) donc on peut restreindre 1'étude & un intervalle
longueur 4.

o VteR, ~(—t)= (z(t),—y(t)) donc le tracé sur [—27; 0] se déduit de celui
sur [0; 27 ] par une symétrie d’axe Oz.

Ainsi le tracé du support de v peut se déduire de 'étude de v sur [0; 27].

. est de classe € sur [0; 27 ] avec

Ve e [0;7/2], ~'(t) = (—gsin(t) — 3sin(t/2)/2,cos(t)).

2'(t) = —sin(t/2) (2 cos(t/2) + 3/2) Pour ¢t € ]0; 27 [, sin(t/2) > 0.

Pour a € [0; 7], 2cos(a) +3/2 > 0 < cos(a) > —3/4 < a € [0; Arccos(—3/4) |
Je note : 8 = 2Arccos(—3/4) ~ 4,84. En particulier :

1
e cosf3 = 2cos?(Arccos(—3/4)) — 1 = % —-1= 3> 0 donc 8 > 3771-
1 1 1
o z(f) = cos B + 3cos(Arccos(—3/4)) = i % = —g =-2— 3

o y(B) = —v1—cos?(B) = —%ﬁ ~ —0,99

Le tableau des variations de x et y est alors :
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t 0 5 37# I5) 2w
2 |0 - o+ 0
4 9
a(t) 3/\/5\73/\/5\ ~17/8 —
1 0
i
o | T T P
Y (1) + 0 - 0 +

e Tangentes verticales en v(0) = (4,0), en v(8) = —%(16,3\ﬁ) et en y(2m) =
(—2,0).

e Tangentes horizontales en y(7/2) = (3/v/2,1) et en v(37/2) = (—3/v/2, —1).
e Point double (un seul) : v(7) = v(37) = (—1,0).

e La courbe est réguliere : Vt € R, /() # (0,0).

import numpy as np
import pylab as pl

t=np.linspace(0,4*np.pi,401)
xt=np.cos(t)+3*np.cos(t/2)

yt=np.sin(t)
pl.plot(xt,yt,linewidth=2,color=’black’)
pl.show()
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Exercice 371 | Etude d’une courbe algébrique

Soit f : R? = R, (z,y) — 2y? — 22 + y? + 1 et T la courbe d’équation cartésienne

f(x’

y) =0.

1. Déterminer 'intersection de I' avec les axes.

2. a) Justifier que tous les points de I" sont réguliers.
b) Déterminer les tangentes horizontales de I
c) Déterminer les tangentes verticales de I' et en déduire que I' contient une droite

que ’on précisera.

3. Factoriser f, déterminer les tangentes passant par ’origine du repére et tracer I.

1.

3.

Solution (Ex.371 — Etude d’une courbe algébrique)
Soit f : R? = R, (z,y) — xy? — 22 +y> + 1 et I la courbe d’équation cartésienne

f(z,
(r,0)eT a2 =1eze{-1,1} : TNOx ={(-1,0),(1,0)}.

y) =0.

0,y) eT & y?+1=0:TN0Oy=1.
2. a) f est polynomiale donc C! et : V(z,y) € R%, v f(z,y) = (y* — 2,22y + 2y).

) r=—1lety?=-2
2e =y
vVf(z,y) =0 < & < ou & (z,y) =
2y(x+1)=0
y=0etax=0
(0,0).
Comme (0,0) ¢ T', 57 f ne s’annule en aucun point de T, la courbe T" est réguliére
donc admet une tangente en chacun de ses points.

b) La tangente en un point est orthogonale au gradient en ce point, donc une

tangente est horizontale si, et seulement si, 01 f(z,y) = 0, i.e. z = y?/2.

4
Or: f(y*/2,y) = yz+y2+1>0-

Aucun point (x,y) de T ne vérifie 9, f(z,y) = 0, T n’a aucune tangente hori-
zontale.
On peut aussi passer par l’équation de la tangente...

c) La tangente en un point est orthogonale au gradient en ce point, donc une

tangente est verticales si, et seulement si, 05 f(z,y) =0, i.e. (x+ 1)y =0.

e VyeR, f(—1,y) =0donc (—1,y) € I : tous les points de la droite A : = =
—1 sont dans I, T" contient la droite A et, en tout point de A, A est la tangente
aI', ce qui est assez moral.

o Vz eR,f(x,0) = —22+ 1 donc I posséde aussi une tangente verticale en
(1,0) (et en (—1,0) mais on le savait dé¢ja, (—1,0) € A).
Si on ne voit pas, la question précédente nous dit que = —1 une racine de f

(vue comme polynoéme en z), donc il y a une factorisation possible par x 4+ 1 :
V(z,y) €R, flz,y) = (x+1)(y* —z + 1)

Soit A = (a,b) € T.
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L’équation de la tangent 7o en A s’écrit :
(b% — 2a)(a — x) + (2ab + 2b)(b — y) = 0.
Alors :
{067; {ab2—2a2+2ab2+2b2=0
(S) &
AeTl a=-loub?=a-1
Premier cas —sia = —1:
—b? — 2 =0, c’est impossible.
Second cas —si b? =a —1:
3a(a—1)—2a*>+2(a—-1)=0&a>-a—-2=0a=20ua=—1.
La derniére solution est a rejeter car a = —1 = b? = —2.
La premiére conduit a (a,b) = (2,1) ou (a,b) = (2,—1).
Il y a deux tangentes a I" passant par O = (0,0), en (2,1) et (2,—1).
Elles ont pour équation : 2y —x =0 et 2y +z = 0.
e flz,y) =0« (aj:—l ouy2:x—1).
I' = AUP ou A est la droite d’équation x = —1 et P la parabole d’équation
Y =x+1 (ouz=1y%-1).

y
Ay 2% P
T=au7]
1 4
% ; 1l 1l 1l x
—9 0 2
14 .
921
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Chapitre 17

Probabilités discrétes

Exercice 372 | Un peu de dénombrement

Un jeu de tarot comporte 21 atouts. On en tire simultanément cinq au hasard.
1. Proposer un univers permettant de modéliser cette expérience.

2. Déterminer la probabilité des événements :
a) A : « au moins un atout est un multiple de cinq? » ;
b) B : « il y a exactement un multiple de cing et un multiple de trois » ;
c) C: «onatiréle 1 oule 21 ».

Solution (Ex.372 — Un peu de dénombrement)
1. Q = {parties & 5 éléments de [[1; 21|} = {P C [1; 21]], Card (P) = 5}.

21
2. Notons que Card (2) = (5) = 20439. Tout les tirages étant équiprobables, on

raisonnera par équiprobabilité.
a) A est 'ensemble des parties a 5 éléments de ’ensemble [[1; 21] \ {5, 10, 15,20}
de cardinal 17.

— ) — 52
) 119

b) Notons B; les tirages de B contenant 15, unique multiple commun de 3 et 5
entre 1 et 21, et notons By les tirages de B un multiple de 3 distinct du multiple
de 5.
Alors Card (B) = Card (B;) + Card (Bz) car B = B; UBs.

11
Card (B;) = 1x ( 4 ) = 330 car il faut choisir 4 atouts parmi les 11 qui ne sont
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ni multiples de 3, ni multiples de 5.
11
Card (B2) =6 x 3 x <3> = 2970.

3300
T 20439

— 1
c) C = (59> = 11628 car on tire les 5 cartes dans l'ensemble [[2; 20]] a 19 élé-

D’ou Card (() B) = 3300 et P(B) = 16,1%.

ments.

11628
Donc P(C) =1 =

N 3
20439 7

Exercice 373 | Deuz a deux ou mutuellement ?

On lance deux fois une piéce équilibrée pouvant amener « face » ou « pile ».

~ 42,9%.

1. Proposer un univers des possibles 2 modélisant cette expérience.

2. On définit les événements :

5 F : « le premier lancer donne “face” » ;
i P : « le second lancer donne “pile” » ;

1 | : « les deux lancers donne un coté identique ».

Etudier si les événements F, P et I sont deuz ¢ deuz indépendants, puis mutuelle-
ment indépendants, puis deuxr & deux incompatibles, puis incompatibles dans leur
ensemble.

Solution (Ex.373 — Deux & deuz ou mutuellement ?)

P(F) =PP) =P(1) =1/2,

P(FNP) = 1/4 = P(F)P(P), P(FNI) = 1/4 = P(F)P(I), P(PNI) = 1/4 = P(P)P(I) :
les événements F, P et I sont deux & deux indépendants,

P(FNPNI) =0 # P(F)P(P)P(I) : les événements F, P et I ne sont pas mutuellement
indépendants.

FNP#D, FNI#D, PNI#Q:les événements F, P et I ne sont pas deur ¢ deux
incompatibles,

FNPNI=0:les événements F, P et I sont incompatibles dans leur ensemble.

Exercice 374 | L’épistolaire distrait

Un correspondant distrait écrit successivement n lettres distinctes, destinées a n
personnes distinctes.

Il les place dans n enveloppes distinctes indiscernables, qu’il cachette avant d’y avoir
apposé les adresses des destinataires. Il finit par écrire les adresses au hasard.

1. a) Proposer un univers 2 le plus simple possible permettant de modéliser Iexpé-
rience.
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b) Donner une description ensembliste de I’événement « La premiére lettre écrite
arrive & son destinataire » puis de ’événement « Toutes les lettres arrivent a
leur destinataire ».

2. Pour tout i de [[1; n]], on note L; 'événement « la i®™€ lettre écrite arrive a son
destinataire ».
a) Quelle est la probabilité de chaque événement L; ?
b) Quelle est la probabilité que toutes les lettres arrivent a leurs correspondants ?
c) Les événements (L;) sont-ils mutuellement indépendants ?
d) Sont-ils deux a deux indépendants ?

Solution (Ex.374 — L’épistolaire distrait)

1. a) On numérote les lettres et les destinataires de sorte que la lettre numéro i est
destinée au destinataire numéro <.
Plusieurs propositions :
(1) Q={(dy,...,dp),Yie[1;n].,d; € [1; n] et Vi+#j,d; # d;} on, pour tout
i, d; est le numéro du destinataire recevant la lettre 7.
(ii) En se placant sous I’angle des lettres :
Q={{,....4n),Yie[1;n],4 € [1;n] etVi#jl #{;} ou, pour tout 7, {;
est le numéro de la lettre regue par le destinataire numéro 3.
(iii) Et sous Paspect fonctionnel : Q = {f : [1; n]] — [[1; n] bijective} ou f
envoie (quasiment au sens propre) la lettre numéro i au destinataire numéro
1),

b) Notons A I'événement « La premiére lettre écrite arrive & son destinataire » et

B I'événement « Toutes les lettres arrivent a leur destinataire ».
Avec P'univers type (i) :
A= {(17d21~-~7dn)7v7; € [[27 n]] 7di € [[Qa TL]] et Vi 7é.77dz 75 d]}
B={(1,2,3,...,n)}
Avec l'univers type (ii) :
A= {(1a£27~'~7€n)aVi € [[2a TL]] 7&' € [[Qa TLH et Vi 7&]762 #5]}
B={(1,2,3,...,n)}
Avec l'univers type (iii) :
A={f:[1;n] = [1;n] bijective et f(1)= 1} et B = {id1,n]}-

2. a) Que l'on choisisse les modeéles (i), (ii) ou (iii), Card () = nl.

—1)!
Card (Ly) = Card (A) = (n — 1)! donc P(L;) = (n '1)' = 1
n! n
Un raisonnement analogue donne : Vi € [1; n],P(L;) = l
n
1
b) Card (B) = 1 donc P(B) = o
¢) & d) P(L; NLy) = (-2t _ 1 2+ L B(L)P(Ly), done Ly et L
! Y ~n(n—1) n2 ! 2), donc La €t L
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ne sont pas indépendants. Donc les (L;) ne sont pas deux a deux indépendants,
donc pas mutuellement non plus.

Exercice 375 | Minimum et mazimum

On tire successivement une a une et avec remise n boules dans une urne en conte-
nant B numeérotées de 1 a B. Soit k € [[1; B fixé. Déterminer la probabilité des
événements :

e S; «le plus grand numéro obtenu est inférieur ou égal a k »,

o Gy « le plus grand numéro obtenu est vaut k »,

e I, «le plus petit numéro obtenu est supérieur ou égal a k »,

e P, «le plus petit numéro obtenu est vaut k ».

Solution (Ex.375 — Minimum et mazimum)

Premiére méthode : par explicitation de l’univers et dénombrement

L’ensemble des tirages possibles (univers) est Q = [[1; B]" car les tirages se font
avec remise. Il est muni de ’équiprobabilité.

On a : Card () = B™.

e Sp=]1;k]" et par équiprobabilité, P(Sy) = Card (Se) _k

Card(Q) N»
. _ k" — (k—1)" .
e De Sy = Gy USk_1 on tire P(Gg) = P(Sg) — P(Sg—1) = — N relation
1
valable y compris pour k = 1 car P(Gy) = —.
n
M. NP o _ Card(Ix) (N—k+1)"
o I, =[k; NJ" et par équiprobabilité, P(I;) = Card () N~
. N—k+1)"—(N—Fk)"
e De I}C = Pk U I}C+1 on tire P(Pk) = ]P(Ik) - P(Ik+1) = ( + i\]n ( ) ,
1
relation valable y compris pour £ = N car P(Pn) = —.
n

Seconde méthode : par décomposition des événements

e Soit pour (,5) € [[1; n]] x [1; B]] 'événement A; : « le i*™° numéro est inférieur
ou égal a k ».

Sk = <O< A, et par indépendance des A; car les tirages ont lieu avec remise,

1<i
n

P(Sk) = HIP’(Ai). Or par équiprobabilité P(A;) = % pour tout ¢ de [[1; n].
i=1
k

Donc P(Si) = (N)n

e Soit pour (i, ) € [[1; n] x [[1; B] 'événement B; : « le i*™° numéro est supérieur
ou égal a k ».
I = O< B;, et par indépendance des B; car les tirages ont lieu avec remise,

1<i
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P(Ix) = [ [ P(B;). Or par équiprobabilité P(B;) =

i=1

Donc P(I,) = (

N-—k+1
TJF pour tout ¢ de [[1; n]].
N—-—k+1n
—~ )
Pour Gy, et Py, on raisonne comme par la 17 méthode.

Exercice 376 | Evénement presque-impossible

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule rouge.

On tire successivement des boules suivant le protocole :

e sila boule tirée est rouge, on la remet dans I'urne et on ajoute une autre boule
rouge dans 'urne;

e si elle est blanche, on interrompt les tirages.

. Montrer que l'expérience peut étre modélisé par 2 = {w € N} = N en convenant
que :
e w =n € N* si la boule blanche sort lors du n®™¢ tirage ;
e w = 0 si la boule blanche ne sort jamais.

. Pour n € N*, on note B,, I'’événement « la boule blanche n’est pas sortie durant
les n premiers tirages ».
a) Calculer P(B,,). Que signifie I'événement (), .y« Br ?
Calculer sa probabilité. A-t-on (), oy« Bn =07
b) Que dire de I’événement « la boule blanche sortira de I'urne » ?

Solution (Ex.376 — Evénement presque-impossible)
e Soit N; 'événement « une boule noire sort au i®™° tirage ». Alors B,, = N; N

NoN---N N, et par la formule des probabilités composées,

1 2 n 1
]P(Bn) = P(Nl)PNl(N2> . '-]P)Nlﬁ--ﬂNn,l(Nn) = 5 X g X oo X n1 X = ot 1.

e La suite (B,,)n>1 est décroissante car : ¥n > 1,B,1; =B, NN,y C B,.
Par la propriété de continuité monotone : P( N B,) = lim P(B,) =0
eN* n——+oo

e Modélisons I'expérience par 'univers des possibles par (2 et {0,1}Y" : une expé-

rience est une suite de 0 (=noire par exemple) ou 1 (=blanche).

Alors ﬁN B, = {s € Q/Vk € N*,s;, = 0} = {suite nulle} n’est pas vide, mais
neN*

pourtant de probabilité nulle.
L’événement ﬁN B,, que I'on peut expliciter par « la boule blanche ne sort jamais
neN*

» est presque-impossible (ou quasi-impossible), ou encore « la boule blanche sort »
est presque-siir (ou quasi-certain).

Exercice 377 | Ruine du joueur
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Un joueur joue & pile ou face avec une piéce équilibrée. Les lancers successifs sont
indépendants, et le joueur gagne 1 euro chaque fois qu’il obtient pile et perd un euro
pour chaque face. Le joueur doit disposer d’au moins 1 euro pour jouer, et le jeu
prend fin dés qu’il est ruiné ou qu’il dispose d’un capital de N euros (N > 3 est fixé
par avance).

On note uy, la probabilité que le joueur soit ruiné lorsqu’il posséde k euros au départ
du jeu (0 < k < N).

1. On convient que ug = 1 et ux = 0. Justifier cette convention.

2. Montrer, & ’aide de la formule des probabilités totales, que :
Vk € Hl; N -— 1]] ,  Up = %ukﬂ + %ukfl.
3. Exprimer uj en fonction de k et N.

4. Interpréter, a k fixé, lim wg.
N—+4oc0

Solution (Ex.377 — Ruine du joueur)

1. S’il posséde 0 euro au départ, il ne peut pas jouer et I’événement « étre ruiné » est
certain. S’il posséde déja N euros, il ne joue pas puisque qu’il dispose du capital
requis et ne sera jamais ruiné.

2. Notons Uy I’événement « le joueur soit ruiné lorsqu’il posséde k euros au départ
du jeu » ou 0 < k < N, P I’événement le premier lancer donne pile.

Avec le systéme complet (P, P), la formule des probabilités totales donne :

1 1
U = ]P)(P)]PP(Uk) + P(P)Pﬁ(Uk) = —Uk—1 + ZULt1-

2 2
3. w vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique
1 1
T = 51'2 + 3 s 2?2 —-2r+1=0<« (z—1)? =0, dont I'unique racine est 1.

Donc : Ja,b € R,Vk € [0; N],ux = 1¥(ak +b) = ak+b (on se limite a [0; N]| car
vk > N,uk = 0)

Avec les conditions limites ug =1 et uxy =0, b=1et aN+b =0 donc a = —1/N.
Ainsi : Vk € [0; N]],ur =1 — (k/N).

Ak fixé, NEIEOO up = 1, donc avec une fortune initiale fixée k, plus on fixe le seuil

N grand, et plus on risque de finir ruiné.

Exercice 378 | Incompatibles ET indépendants ?
Soit (2, P(Q2),P) un espace probabilisé.

1. Soit A et B deux événements incompatibles et indépendants. Montrer que 'un
d’entre eux au moins est impossible.

2. Etudier la réciproque.

Exercice 379 | Indépendance et contraire
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Soit A et B deux événements. Montrer que A et B sont indépendants si, et seulement
si, A et B le sont.

Solution (Ex.379 — Indépendance et contraire)

Puisque ’on a une union disjointe (ou FPT avec le SCE (B, B)...),
P(ANB) +P(ANB) =P(AN(BUB) =P(A) car BUB = (.

Par suite, P(A N B) = P(A) — P(A)P(B) par indépendance
P(ANB) =P(A)(1 - P(B)) =P(A)P(B).

Exercice 380 | La somme infernale

Une urne contient 14 boules numérotées de 1 & 14. On en tire 7 au hasard. Quelle est
la probabilité que la somme des 7 numeéros tirés soit égale a la somme des 7 numéros
non tirés?

Solution (Ex.380 — La somme infernale)
14+2+...+ 14 = 105 n’est pas divisible par 2. La probabilité cherchée est nulle.

Exercice 381 | S’arréter de fumer

Un fumeur veut arréter de fumer. Il est tiraillé entre le manque de volonté et la
mauvaise conscience : s’il a réussi & ne pas fumer un jour, il fume le lendemain avec
la probabilité 1/2 mais, s’il a fumé un jour, alors il ne fume le lendemain qu’avec la
probabilité 1/4. On note p,, la probabilité qu’il fume le n-iéme jour.

1. Calculer p,11 en fonction de p,,.
2. Calculer p,, en fonction de p; et de n.

3. Donner la limite de p, quand n tend vers I'infini.

Solution (Ex.381 — S’arréter de fumer)

1. En utilisant la formule des probabilités totales et le fait que les événements F,,
« il a fumé le jour n » et F,, : « il n’a pas fumé le jour n » forment un systéme
complet d’événements, on obtient :

_ 1 1
Pnt1 = P(Fpi1) = P(F,)Pp, (Foi1) +P(F, )P (Fn+1) Pn X =+ (1 =pn) x ) =

4
1 1
_an + 5
1 1
2. (pn) est arithmético-géométrique. Soit £ = 2/5, qui vérifie £ = 716 + 5
-1
Alors : Vn > 1; ppa1 — £ = T(p" -0, ( n — £)n est géométrique de raison
~1/4.
Dou:Vn>1 1/4)" Ypy — 0) + ¢.

= (=
. 2
3. Ainsi, hm L Pn = (= 5
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Exercice 382 | Probabilités bayesiennes

Le gardien d’un phare doit ouvrir une porte avec un trousseau de n clefs dont une
seule convient. Il essaye les clefs les unes aprés les autres. On cherche la probabilité
pr que la porte s’ouvre au bout du k—iéme essai.

Notons A; 'événement « la i—iéme clef essayée ne convient pas ».

Lorsque le gardien est ivre (ce qui arrive en moyenne 3 jours par semaine), il oublie,

aprés chaque tentative, quelle clef il a essayé. On notera I ’événement « le gardien

est ivre ».

1.
2.
3.

4.

Calculer pq et po.

Calculer pg pour k > 3.

On suppose n = 5. Le gardien utilise 7 clefs. Quelle est la probabilité qu’il soit
ivre 7

Meéme question sachant que le gardien a utilisé au moins 4 clefs.

Solution (Ex.382 — Probabilités bayesiennes)
1.

Avec le systéme complet d’événements (I,1), la formule des probabilités totales
permet d’écrire :

< 31 411
p1 = P(I)Pr(Ay) + PD)P;(A1) = - + so
A, TN (A 3n—11 4n—-1 1 1
p2*P(I)PI(’7A1m?)AQ)Jr]P(I)]P)T(AlﬂAQ)i? AT n—1fﬁ(3(”*
n_
1) + 4n) = .
) +4n) -

En notant Oy I'événement « la porte s’ouvre au bout du k—iéme essai », on a
pour tout k € N*,
Pi(Og) =Py (A1 N---NAK_1 ﬂAk) puis par la formule des probabilités composées,

n—1 n—11 n—1\"11
o9 =21 1o11_(1=1) L

n o n n n

Pr(A;N---NA,_1NA ik <
pi(0g) = { 1IN MR &Y sk s

0 sik>n+1
et toujours par la formule des probabilités composées

n—1n—2 n—k+1 1 1 .

=— sik<n

P;(Or) = n n—1 n—-k+2n—-k+1 n

0 sik>n+1

Par la formule des probabilités totales toujours avec le systéme complet d’événe-
ments (I, 1),

1 1\ A1 .
— (31— — +4 sik<n
™ n

Pk =
3 1\ ! _
—1—-— sik>n
™ n
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3. Comme 7 > 5; la probabilité qu’il soit ivre est 1.

4. Par la formule de Bayes :

3 43 1
Po, (D) = P(I)P1(04) __ 7 ®"5 o ®
O T POP(O0) + POP(Os) 3 47 1 NEIVE e
7T 5 5 T 5

Exercice 383 | Sommes paires

On lance n dés (n € N*). Quelle est la probabilité que la somme des numéros obtenus
soit paire 7

Solution (Ex.383 — Sommes paires)
On note Py, I'événement « la somme des k premiers dés est paire ».

On a : P(Py) =1/2. Soit k € N*. Supposons P(Pj) = %

(P, Py) est un systéme complet d’événements, donc par la formule des probabilités
totales :

P(Pyy1) = P(Pr)Pp, (Prr1) + P(

+ = X

1
5"

N =
N | =
N |

1
)P (Prt1) = oRe

Par récurrence, Yk € N*,P(Py) =

Exercice 384 | Somme de trois dés

On jette trois dés cubiques non pipés respectivement rouge, vert et bleu.

1. Proposer un univers 2 permettant de modéliser cette expérience.

2. Calculer la probabilité d’avoir au moins un as. On exprimera le résultat sous la
forme d’une fraction.

3. Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux faces portant le méme chiffre.

4. Soit E et F deux ensembles finis tels qu’il existe une bijection de E sur F. Que
peut-on dire de leurs cardinaux ?

5. Calculer la probabilité que la somme des points soit paire.
Indications : considérer Uapplication [ : Q — Q,w = (i,5,k) — (T—i,7—5,7—k).
6. Montrer que les deux événements considérés aux questions 3) et 5) sont indépen-
dants.

Solution (Ex.384 — Somme de trois dés)
1. Q={(r,v,b)/(r,v,b) € [1; 6]} = [1; 6]* convient.
. . . . < 3 —- 53 125
2. Soit A I’événement “avoir au moins un as”. A = [[2; 6]]” et P(A) = & = 216
— 91
Donc P(A) =1-P(A) = 216"
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3. Soit B I’événement “obtenir au moins deux faces portant le méme chiffre”. B =
{(r,v,b)/r #v,7 # b,v # b} et Card (B) =6 x 5 x 4.

Do BBy — S50 205 gy 4

4. Card (E) = Card (F). Pourquoi? Comme f est injective, Card (E) < Card (F)
(sinon deux éléments de E au moins auront la méme image) et comme f est
surjective, Card (E) > Card (F)...

5. On chercher la probabilité de Qp = {(r,v,b) € Q/r + v + b est paire}.
On note Q1 = Qp = {(r,v,b) € Q/r + v + b est impaire}.
L’application f : Q@ — Q est une bijection de €2 sur lui-méme car f o f(i,j,k) =
(i,7,k), donc fo f =1idg... f est sa propre réciproque (involution).
De plus : f(Qp) = Qp car (7 —14) + (7;) + (7T — k) =21 — (i + j + k) est impaire
lorsque i + j + k est paire, est paire lorsque i + j + k est impaire.
]:1)11 coup, Card (Qp) = Card (1), donc P(2p) = P(21) = 1 -P(Qp), d’ot P(Qp) =
5

Card (B)

6. On peut remarquer que f(BNQp) =B NQ; donc Card (BN Qp) = 5

1
Dou: P(BNQp) = §P(B) =P(Qp)P(B), B et Qp sont indépendants.

Exercice 385 | Réunion infinie

Soit p € ]0; 1[. Un dimanche aprés-midi particuliérement maussade, Gosta Mittag-
Leffler décide de jouer a un jeu de pile ou face selon la régle suivante.

11 effectue une succession de tirages (indépendants les uns des autres et ayant une
probabilité p de retourner le résultat « pile »); s’il arrive un moment ou il obtient
deux « pile » de plus que de « face », alors il a gagné et peut rendre visite a la
maitresse d’Alfred Nobel; si en revanche il obtient deux « face » de plus que de «
pile », alors il a perdu et doit désherber son jardin.

1. Quelle est la probabilité que la partie dure au moins 2n lancers ?

2. Quelle est la probabilité que Gosta passe finalement un dimanche agréable ?

Solution (Ex.385 — Réunion infinie)

1. Pour que la partie dure 2n lancers au moins, il faut et il suffit que les n — 1
premiéres paires de lancers soient constitués & chaque fois d’un pile et d’un face
(dans un ordre quelconque), ce qui arrive avec la probabilité 2pg a chaque fois.
Ainsi, la probabilité que la partie dure 2n lancers au moins est (2pg)™~*.

2. Pour que le dimanche soit agréable, il faut et il suffit que la partie dure au moins
2n lancers et continue juste aprés par deux derniers tirages « PP » — alors la partie
aura duré exactement 2n + 2 lancers. Notons, pour tout n € N, A,, cet événement.
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Les événements ainsi proposés sont donc incompatibles, ce qui permet d’écrire,
par o—additivité :

+oo 2
n 2 p
P<,LL6JNA") - ;0(2”’) P oy

Exercice 386 | Jeu équitable

Deux archers se disputent un match selon les régles suivantes :

e A et B tirent alternativement sur une cible jusqu’a ce que I'un d’eux la touche.
e A tire en premier (il tirera donc aux rangs impairs).

e La probabilité que A touche la cible, & chaque tir, est p;.

e De méme, la probabilité que ’archer B touche la cible est ps.

On note ¢; =1 — p; pour i =1 ou 2.

Enfin, les tirs sont supposés indépendants.

Calculer la probabilité que A 'emporte au rang 2n + 1.

2. Calculer la probabilité que B I'emporte au rang 2n + 2.

On note Gy (resp. Gz) I’événement « A (resp. B) 'emporte ».
Calculer P(Gq) et P(Ga).

Calculer P(G1)+P(Gy) et en déduire la probabilité que le match dure indéfiniment.
. On dira que le match est équilibré lorsque P(G;) = P(Ga).
p1

Montrer que ceci est réalisé si, et seulement si, ps = T .
- N
Que peut-on dire si p; > 1/27

Solution (Ex.386 — .Jeu équitable)

1. En notant A,, 'événement dont on cherche la probabilité, P(A,,) = p1(q1g2)™ car

on doit avoir indépendamment n échecs et un succés de A, et n échecs de B.
2. P(B,) = p2ghq) ™" par un raisonnement analogue.

. +oo
3. P(G1) =P( U A, ez Z]P’(An) — P ar somme géomeétrique de
neN "0 1- q192
raison q1q2 €105 11[.
q1p2
Et de fagon analogue : P(Gg) = ————.
1—qiq2

4. Comme p; + q1p2 = (1 —q1) + 1(1 — q2) = 1 — q1q2, P(G1) + P(G2) = 1 : la

probabilité que la match dure indéfiniment est nulle car .
- P(G1) =P(G2) & pr =qip2 & p2 = h__Bh
@ 1-p
Si le jeu est équitable : py > 1/2=1—p; < 1/2 = py > 1, impossible. Le jeu ne
peut pas étre équitable si p; > 1/2.
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Exercice 387 | Séquence pile-pile et séquence pile-face

On dispose d’une piéce, faisant pile avec la probabilité p € ]0; 1[. On effectue une
séquence infinie de lancers.

Quelle est la probabilité d’obtenir deux piles consécutifs sans avoir eu auparavant la
séquence pile-face ?

Indication : on pourra lister précisément tous les tirages possibles amenant le résultat
vouli.

Solution (Ex.387 — Séquence pile-pile et séquence pile-face)
Soit ¢ = 1 — p. Les seuls tirages favorables sont :

PP, de probabilité p?,

F,P5P5 de probabilité gp?,

F.F,P3P, de probabilité ¢?p?,

Notons E,, 'événement F; ...F,P,, 1P, > de probabilité ¢"p?.
L’événement PP sort avant PF est : UN F,,. Par incompatibilité 2 a 2, sa probabilité
ne

—+oo +oo 2
est : Z]P’(Fn) :pQZq” = lliq =p.
Beaucc())up plus élég;nt : & méditer...
Soit A I'événement « PP sort avant PF ». (F1,Py NP2, P; NFy) étant un systéme
complet d’événements, la formule des probabilités totales donne :
P(A) = P(F1)Pg, (A) + P(P1NP2)Pp,Ap,(A) +P(Py NF2)Pp,Ar, (A) = gP(A) +p? x
1+pgx0=(1—-p)P(A)+p? etilny aplus qu'a isoler P(A) :

2

P(A) = % = p.

Exercice 388 | Jeu équitable ?

Deux personnes A et B jouent : A lance deux fois une piéce équilibrée, et B ne lance
qu’une fois une piéce qui ameéne pile avec la probabilité p. Le gagnant est celui qui
fait le plus de piles. Tant qu’il y a égalité, ils rejouent.

1. Quelle est la probabilité qu’il y ait égalité au premier tour ?
2. Quelle est la probabilité que A gagne le jeu?

3. Quelle est la probabilité que le jeu ne se termine jamais 7

4

. Existe-il un p tel que le jeu est équitable ?

Solution (Ex.388 — Jeu équitable ?)

1. Notons, pour tout k de N*, E 'événement : « il y a égalité au k—iéme tour ».
Il y a égalité au premier tour lorsque :
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A obtient deux fois face et B obtient face, ou A obtient une fois pile et une fois
face et B obtient pile.
Par incompatibilité des événements, puis par indépendance des lancers, on ob-

tient 11 11 11 1+

P(E;) = 55(1 -p)+ (55 + §§)p = Tp

2. Notons, pour tout k de N*, Fy I’événement : « A obtient plus de piles que B au
k—iéme tour », et Ay 'événement : « A gagne au k—iéme tour ».
e A gagne au premier tour lorsque :
A obtient deux fois pile,

ou A obtient une fois pile et une fois face et B obtient face.

. 11 11 3—2
Ainsi : P(A,) =P(Fy) = 35 + (255(1 —p)) = P

4
e SoitkeN* . Ona:A,=ENNE._1NF.
Ainsi par indépendance des résultats & chaque lancer :

k—1
1+ 3—2
P(Ar) = <4p> e

+oo
e L’événement Gp : « A gagne » s’écrit : Ga =d = |J Ag.
k=1
Par incompatibilité des événements Ay, :

+oo k—1
Z 1+p 3—2p 3—2p
PG = = .

+oo
3. o L’événement F : « le jeu ne se termine pas » s’écrit : F = [ Eg.
k=1
Les événements Ej forment une suite décroissante d’événements, donc par conti-
nuité monotone : .
. . 1+p
P = i BB = i (7)<
On en déduit que le jeu se termine presque stirement.
1

4. Le jeu est équitable si et seulement P(Gp) = 3
1
Et:P(GA):§ & 283-2p)=3-p & p=1

Dans ce cas, le joueur B fait systématiquement pile (sa piéce est truquée : elle
posséde deux piles et pas de face). C’est la seule possibilité pour que le jeu soit
équitable...

Exercice 389 | Autour de l’indépendance

Je dispose d’une piéce juste et d’une piéce truquée pour laquelle probabilité d’obtenir
face est p avec 0 < p < % Je choisis une des piéces au hasard, puis je la lance n fois
de suite avec n > 2. Soit les événements :
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CHAPITRE 17. PROBABILITES DISCRETES

e J: «la piéce est juste »;
e pour tout n € N*, F,, : « j'obtiens au face n®™¢ lancer » (respectivement).

1. Les événements F et Fy sont-ils indépendants 7

2. a) Déterminer P(J), puis, pour n € N*, p, et Pr, AF,n--nF, (J).

b) Déterminer lim p,,. Est-ce moral ?
n—-+oo

Solution (Ex.389 — Autour de lindépendance)

Dans cet exercice, j'utilise abondamment la formule des probabilités totales avec le
systéme complet d’événements (J,J) ou J est 'événement « j’ai choisi la piéce juste
.

T

1. P(Fy) e .p et de méme P(F5) FE

1,1
2

11+1

5ata?

o N
HHM‘)—I

P(F; NFy)
P(F1)P(Fy) = P(F1 NFy) & (; (;+p)>2 = % <+p2> ep-p+-=0&

1\? 1
--] =0&p=—_.
(r=3) —0er=

1
Comme 0 < p < 3 P(F1)P(F2) # P(F1 NFy) et les événements F; et Fo ne sont
pas indépendants.

1
1 P(JNF;)  P(I)Py(Fy) 4 1
2.a) P(J) = =, Pp,(J) = = = - '
a) P(J) 2’ Fi(J) P(F,) P(Fy) 1 1+ 1+2p
2\2™?
) 1
De la méme fagon, Pp,r, (J) = W

Je viens d’appliquer la formule du pasteur Bayes, sans vraiment la formaliser ...
.. de la méme facon que précédemment, la formule de Bayes avec le systéme
complet (J,J) fournit :

P(OPy(FiN---NF,) B (1/2) x (1/2)™

Pn =

1

Pntr _ (14+(2p)")

pn 1+ (2p)"*!

b) Comme 0 < 2p < 1, lim (2p)" = 0 et lim p, = 1. Plus jai une longue
n—+o0 n—+o0

P(J)Py(F1N---NF,) +PO)P(FiN---NF,)  (1/2) x (1/2)" + (1/2) x p»

> 1 puisque 2p < 1 et 1+ (2p)" ! <1+ (2p)™.

série de faces au départ, et plus j’ai de chance de lancer la piéce juste ... moral
puisque la piéce truquée désavantage face.
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Exercice 390 | Rang pair ou rang impair

On effectue une succession de lancers d’une piéce dont la probabilité d’amener pile
est p €]0; 1[ a chaque lancer, indépendamment d’un lancer a l'autre.

1. En s’inspirant de lexercice « Evénement presque-impossible », montre que la pro-
babilité que pile apparaisse au moins une fois au cours de ces lancers vaut 1
C’est un événement « presque-certain » ou « presque-sir ».

2. Déterminer la probabilité de ’événement 1 : « le premier “pile” apparait lors d’un
tirage de rend impair ».

3. L’événement I est-il plus probable que son contraire ?

Solution (Ex.390 — Rang pair ou rang impair)

Soit pour n € N*, P,, ’événement « pile apparait au n®™° lancer ».

Soit pour n € N, PP,, '’événement « le premier pile apparait au n®° lancer ».
On a:

P(PP,) = P(il N---NP,_1NP,), et par indépendance,

P(PP,,) = P(P})...P(Pp 1)P(P,) = (1 — p)"'p.

Ona:l= ng PPsj+1, et comme les PP,, sont deux & deux incompatibles,

400 400 400
P(I) = ZP(PP%'H) = Z(l — p)%p = pz ((1 _ p)2)k — %
k=0 k=0 P 1—(1-p)

p 1
B = p2—p)  2-p

1
1. 2—p < 2 donc P(I) > 3 Donc il est plus probable que le premier « pile » sorte a

un rang impair qu’a un rang pair (idem pour le premier « face » d’ailleurs).

Face-Pile-Pile contre Pile-Pile-Face
Monsieur M, éminent probabiliste, propose & Monsieur B, physicien de renom, de
parier un café au jeu suivant :
e on lance successivement et indépendamment une piéce équilibrée — donc de pro-
babilité p = 1/2 d’amener « pile » lors d’un lancer quelconque;
e si la succession « pile-pile-face » apparait avant la succession « face-pile-pile »,
M. B gagne le café;
e dans le cas contraire, c’est M. M qui le gagne.
M. B pense que le jeu est neutre, vu la symétrie des données, tandis que M. M
soutient que ce jeu est a son avantage.
On notera, pour tout n € N*| F,, (respectivement P,,) 'événement « le n®™® lancer
ameéne face (resp. pile) ».

1. Dans cette question, on montre que le jeu s’arréte presque sdrement aprés un

nombre fini de tirages... le café froid n’étant guére agréable !
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CHAPITRE 17. PROBABILITES DISCRETES

On note pour tout n € N* C,, I'événement « la succession pile-pile-face apparait
au moins une fois lors des n premiers lancers ».

1
a) Montrer que : Vn >3, P(C,41) =P(C,,) + g(l —P(Cp—2)).

b) Montrer que (]P’(Cn))
c) Qu’en conclure?

nene Converge en précisant sa limite.

2. Dans cette question, on étudie les probabilités de remporter le café.
Notons, pour tout n > 3, B,, ’événement « pile-pile-face sort au n
que face-pile-pile ne soit sortie auparavanty.

a) Déterminer, pour n > 4, Pr,Ur,u.-.ur,_5(Bn) €t Pp,ap.n-.np,_5 (Br).

b) En déduire que, pour tout n > 3, P(B,,) = TR
c) En déduire les probabilités de gagner de MM B & M.

M€ rang sans

Solution (Ex.391 — Fuace-Pile-Pile contre Pile-Pile-Face)

1.a) Ona: Cpyr = Cp U (Cua NPy NP, NFpps).
Par incompatibilité,
P(Cpy1) =P(Cp) + P(Crma NPy NP, NFpir).

Puis par indépendance,
1
P(C,+1) =P(C,) +IP’(Cn_g)]P’(Pn_l)IP’(Pn)IP’(Fn+1) =P(C,)+ 3 (1 7P(Cn_2)).

b) A partir du rang 3, (]P’(Cn)) est croissante. Etant majorée par 1, elle converge
vers une limite £ € [0; 1].
En passant & la limite dans la relation précédente :
1
€=£+§(1—Z) donc ¢ = 1.
¢) Soit N I’événement « la succession pile-pile-face n’apparait jamais ».
Ona:N= U C, doncP(N)=1-P( U C,).
n>=3 n>=3

Or la suite (Cy,),>3 est croissante : Vn >3, C,, C C41.

Donc par continuité monotone, P( L>J3 Cp) = lif}rl P(C,) =1.
n>= n—+00

Donc P(N) = 0 : on est presque-sir que la succession pile-pile-face apparait au
moins une fois, autrement dit que le jeu s’arrétera en un nombre fini de lancers.
2.a)Ona:

e Pr,uru-urF,_s(Bn) = 0 puisque le dernier F avant P,,_5 serait a l'origine

du séquence FPP,

® Ppraponnp,_s(Bn) =Ppiapyneap, s (Pn2a NP1 NF,) =
b) (F1 UFeU- - -UF,,_3,P1NPaN-- ﬂPn_g) étant un systéme complet

(du type (A, A)), la formule des probabilités totales donne

Vn > 4, P(Bn) =0+ P(Pl NPyN---N Pn73)PPlﬁP2r‘]~-ﬂPn,3 (Bn) = —.

Q.00

’événements
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1
De plus, P(B;) =P(P; NPy NF3) = H] aussi...

Comme I’événement B « M. B gagne » est la réunion des événements incompa-

tibles B,,,
W1 1=

PB) =P(YB) =2 e =52~ 7

On peut penser, vu la question 1., qu:e la probabﬁité de M « M. M gagne » est
1-PB) = 4 prouvons le.

De (BUM)L.J (BUM) =, on tire
P(BUM) +P(BUM) =1 et par incompatibilité de B et M,
P(M) =1 —P(B) — P(BUM).
Or BUM C N, événement pile-pile-face ne sort jamais de la premiére question.
Donc : P(BUM) < P(N) or P(N) = 0.
Donc P(BUM) = 0 et on a bien :
P(M) = 1 — P(B) = i

M. M a trois fois plus de chances de se faire payer un café, bien ouéj!

Exercice 392 | Indépendance

Considérons un lancer de deux dés, modélisé par © = [[1; 6]> muni de la tribu
discréte et de I’équiprobabilité.

Soit les événements A « le premier dé fait 6 », B « la somme des deux dés est paire
» et C « le deuxiéme dé a fait 3 ».

Etudier Iindépendance deux & deux puis I'indépendance mutuelle des événements
A, BetC.

Solution (Ex.392 — Indépendance)
e Card(Q) =36
A =1{(6,7)/7 €[1; 6]} donc Card (A) =6, donc P(A) =1/6.
B ={(3,5) € Q/i et j pairs} U{(i,j) € Q/i et j impairs} donc Card (B)
x3+3x3=18et P(B) =1/2.
C={(3)/ie[1;6]}, Card(C) =6 et P(C) =1/6.
ANB={(6,k)/j € {2,4,6}}, Card (ANB) =3, P(ANB) =1/12 = P(A)P(B).
ANC={(6,3)}, Card(ANC)=1,P(ANC) =1/36 = P(A)P(C).
BNnC={(,3)/i € {1,3,5}}, Card(BNC) =3, P(BNC) =1/12 = P(B)P(C).
ANBNC=0((ANC)cB!!!), P(ANBNC) =0 +#P(A)P(B)P(C).
A, B et C sont deux & deux indépendants, mais pas mutuellement indépendants.

Exercice 393 | Chaine martiale

On fixe une constante p € ]0; 11.

incomp.

e 6 o o o oo
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CHAPITRE 17. PROBABILITES DISCRETES

Pendant N 4 1 années, un militaire est affecté chaque année au hasard dans 'une
des quatre villes A, B, C ou D.

Quand il est dans une ville donnée une certaine année, la probabilité qu’il y soit
encore ’année suivante vaut p, les trois autres destinations étant équiprobables.
On suppose qu’il est affecté initialement dans la ville A, et que la premiére année
est Pannée numérotée 0. Pour n € [[0; NJ], on note A,, 'événement « Le militaire est
affecté a la ville A pour 'année n », et on pose a,, = P(A,,).

On définit de méme les événements B,,, C,, et D,,, et leur probabilité b,, c, et d,.

Que valent aq, by, cg et do?
Que vaut, pour n € [[0; N||, a,, + b, +cn +dp ?
Pour tout entier n € [[0; N — 1], exprimer a,1 en fonction de ay, by, ¢, et d,.

Déterminer a,, pour tout n € [[0; NJ.

AN ol

Que se passe-t-il lorsque n devient grand 7

Solution (Ex.393 — Chaine martiale)
1. aozletbQZCo:dOZO.
2. (A,,B,,C,,D,) étant un systéme complet d’événements, a,, + b, + ¢, + d,, = 1.

3. Jenote g=1—p.
La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (A,,, B,,, Cp,, D,

donne : q q q
Ap41 :P(An+1) =an X p+by x §+Cn X §+d" X g
4. D'ou: A
q q q q q
Ap41 :panJrg(l*an): (pfg)anJrg = <13>an+3
Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique
4q q q/3 1
( 3 ) + 3 4q/3 4
4
La suite (an — 1) est géométrique de raison 1 — gq
4¢\" 3 1
= 1 —_— - -
tn < 3 > it
) 4q 4 1 4q 1
5. Ona.0<q<11:>0<§<§:>—§<1—§<1,doncan—1mo,
donc a,, —— —.
n—+oo 4
1—an 3/4 1

Remarque : par symétrie, b, = ¢, = d,, = 3 m 3 1
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Chapitre 18

Variables aléatoires discrétes

Exercice 394 | La loi du sauteur en hauteur - Transferts

- . 1
Dans un concours de saut, la probabilité qu’un sauteur passe la n®"° barre est — et
n

est indépendante des sauts précédents.
On note X le numéro de la derniére barre que le sauteur a franchi avant d’échouer.
1. Donner la loi de X et vérifier que Z PX=z)=1.
reN*

2. Montrer que E(X) et V(X) existent et les calculer. On observa qu’on a intérét a
commencer par calculer E(X + 1), puis E(X? — 1).

Solution (Ex.394 — La loi du sauteur en hauteur - Transferts)

Fpc . 11 1 n n
1. X(Q) =N P(X= ="1=-=...— = .
) B(X=n) 23 ""'nn+1  (n+1)

2. B(X 41ty ML 3! T e B(X) o1,
n=1 (n+ ) n=1 (77, o )
+oo +oo
transf. (TL - ]-)n(n + 1) 1 XP- lin.
B T T oy B e V) =
n=1 ’ 2 :

Exercice 395 | Sans espoir ... - Absence d’espérance

Une urne contient initialement une boule noire et une boule blanche.

On procéde & une succession de tirages suivant le processus : a chaque tirage, on
préléve une boule au hasard et on la remet accompagnée d’une autre boule de la
méme couleur. On note T le temps d’attente du premier tirage d’une boule noire.
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1. Déterminer, pour n € N*, P(T = n) et vérifier que Z P(T=n)=1.

neN*
2. T posséde-t-elle une espérance 7 Si oui, la calculer.
Solution (Ex.395 — Sans espoir ... - Absence d’espérance)
12 -1 1 1
1. P(T=n) 222 2

23 " n n+l nn+l)

1
2. Z nrl diverge, E(X) n’existe pas.

n>1

Exercice 396 | Sommes trés aléatoires. Décomposition en somme

Une urne contient n (n € N*) jetons numérotés de 1 a n. On tire une poignée de
jetons au hasard dans I'urne. On note Y le nombre de jetons tirés et on suppose que
Y < U([[0; n]]). On note X la somme des numéros figurant sur les jetons tirés, en
convenant que X = 0si Y = 0. Pour k dans [[1; n], on note Xy, la variable indicatrice
de I’événement « le k™ jeton est dans la poignée tirée ».

1. Déterminer la loi de X}, et calculer E(X).

2. Les variables (Xj)7_, sont-elles mutuellement indépendantes ?

Solution (Ex.396 — Sommes trés aléatoires. Décomposition en somme)

dén. (7zf1) - % : sachant [Y = j].

P(Xk _ 1) F:T jzoi X n<1|»]_ = %7 X <> 3(1/2)
2. B (A1) =BV == £ (3) - TTr0% =)

Exercice 397 | Somme de deux uniformes indépendantes - « Convolution »

Soit n € N* et X, Y et Z trois variables indépendantes de méme loi uniforme sur
[1; n].
1. Montrer que, pour tout k de [[2; 2n],
PX+Y=k) = > P(X =i)P(Y =k —i).
max(1,k—n)<i<min(n,k—1)
2. En déduire P(X +Y = k) suivant que k € [[2; n]] ou k € [n; 2n].
3. Montrer que P(X4+Y =7) = L_l

n2
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4. Je lance trois dés justes a six faces numérotées de 1 a 6. Quelles est la probabilité
que la somme de deux des numéros obtenus soit égale au troisiéme 7

Solution (Ex.397 — Somme de deuz uniformes indépendantes - « Convolution »)

1. Clairement (X +Y)(Q2) = [[2; 2n]. Soit k € [2; 2n].
[X+Y=k = U (X=in[Y=k—1]).
1EX(Q) et k—i€Y(Q)
Par incompatibilité de ces événements, puis indépendance des variables aléatoires,
PX+Y =k) = > P(X = )P(Y = k —1).
iEX(Q) et k—icY(Q)
Précisons la plage de sommation :
(teX(Q)ethk—ieYQ) e (1<i<netl<k—i<n)
S(l<i<netk—n<i<k-1)
< max(l,k—n) <i<min(n, k—1)
2. ¢ 2<k< ndoncmax(l k—n)=1et min(n,k—1) =%k — 1,

1 k-
1=
e n+1<k< 2ndoncmax(1k—n):k—netmin( k—1)=n
, | 2n—kz+1

3. A l'aide du bystéme complet d’événements ([Z = k])1<kgn,

PX+Y=2)= sz ENX+Y= Z)):Xn:]P’((Z:k)ﬂ(X—i—Y:k;))
k=1

n n n—1
lndep 1 kE—1 1 i 1 (n—l)n
2PE=PPX+Y =B =20 Tr =i g -
k=1 k=1 i=0
n—1
2n2
4. Avec n = 6, en notant X, Y et Z les numéros des 3 dés,
P(X+Y=2)U(X+Z=Y)U(Y+7=X)) &P
6—1 5
PX4+Y=2)+PX+Z=Y)+P(Y+Z=X)= — =
(X + )+ P(X + ) +P(Y + ) 3x2><62 51

Exercice 398 | Autour des lois usuelles - Lois conditionnelles

1. Montrer que si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes de loi de Poisson P(I) et
P(m) respectivement, alors la loi conditionnelle de X sachant (X +7Y = n) est une
loi binomiale dont on précisera les paramétres.
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2. Montrer que si Y est une v.a.r. suivant la loi Poisson P(1) et si, pour tout n de N,
la loi de X conditionnée par (Y = n) est la loi binomiale B(n, p), alors X suit une
loi de Poisson dont on précisera le paramétre.

Solution (Ex.398 — Autour des lois usuelles - Lois conditionnelles)

1. Pour k > n, Pxiy—pn (X = k) = 0 (fatalement).
P(X=k)N(Y=n—-k)

Pour 0 <k <n, Pxyy—n(X=k) =

PX+Y =n)
PX=kP(Y=n—k) e 'lFem™m"* nl B
P(X+Y =n) kY (n—k) e-Wrm)m

k n—Fk
n l mn ... loi binomiale B [ n, L , non?
k l4+m l+m l+m

2. La FPT pour le SCE ([Y = n])nen donne
“+o0 —+oo
" /(n
P(X=k)= S P(Y = )Py (X = &) = S el (™) k(1 — pyn—t =
(=) = D BY = ey (X = K) = > o' ()40 )

n==k

—1 +oo _ n—k . —1 +oo _ i —1i(1—p) .
TS S ) S B g UE i!p)] et () _

! Z (n—k) K -

—lp k
# donc X — P(1).

Exercice 399 | Binomiale et parité - Fonction génératrice et moments

On dispose de 2n + 1 jetons dont une face est noire et 'autre blanche. On lance
simultanément ces jetons.

=0

1. On note B et N respectivement le nombre de faces blanches et noires obtenues.
Quelle loi suivent les variables aléatoires B et N 7
2. a) Expliquer pourquoi une seule des deux couleurs apparait un nombre impair de
fois.
b) X désigne la variable aléatoire égale & ce nombre impair. Calculer la loi de X.
3. a) Exprimer la fonction génératrice de X, notée Gx, a 'aide de la fonction f : z —
(1 + $)2n+1 _ (1 _ x)2n+1'
b) En déduire l'espérance et la variance de X.

Solution (Ex.399 — Binomiale et parité - Fonction génératrice et moments)
1. B et N suivent B(2n + 1,1/2) (par définition de cette loi).

2. a) En notant B et N respectivement le nombre de faces blanches et noires obtenues,
B+ N = 2n + 1 est impair, ce qui est impossible si B et N sont tous les deux
pairs, ou tous les deux impairs. Donc un, et un seul, des deux nombres B et N
est impair.
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b) e X(Q) ={2k+1,ke[0;n]}.
e Pour tout k de [0; n]], [X =2k + 1] = [B = 2k + 1] U [N = 2k + 1], cette
réunion étant disjointe.
Par additivité :

on 4 1 1 1 1 /2n+1
P(X =2k +1) =2 x <2k + 1) 92+T 22n+1=2h-1 — 92n (Qk + 1)

3. a) Par la formule du binome :

1.

2.

2n+1 2n+1 n
) = Z <2nk—|— 1>$k _ Z (2n]:— 1>(_1)kxk _ 22 (;Zi 1);{:’“
k=0

k=0 . k=0
Donc Gx(x) = Wf(m)

2n
b) E(X) = G4 (1) = 22iﬂf’(l) = (%Q;LPF = 2n2+ -
E(X(X — 1)) = G4(1) = W,

V(X) = E(X(X - 1)) + E(X) - E(X?) = 2@ntDdn+2- @t 1)

4
n+1
Y

Exercice 400 | Produit de Bernoulli - Corrélation

Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. Que
peut-on dire de X2 ?

Soit p € ]0; 1[. On effectue une suite de lancer d’une piéce amenant “ pile ” avec
la probabilité p et on note, pour tout k € N*,

e X la variable indicatrice de ’événement « le k—éme lancer donne “ pile ” »,
e Y} la variable indicatrice de I’événement « les k—éme et (k + 1)—éme lancers
donnent tous les deux “ pile 7 ».

Pour tous k et j dans N*, calculer le coefficient de corrélation p(Yy,Y).

Solution (Ex.400 — Produit de Bernoulli - Corrélation)
1.

X () = {0;1} donc X? ne peut prendre que les valeurs 02 = 0 et 12.
De plus : (X=0©X2:0) et (X:1<:)X2:1).
Donc finalement X2 = X (et en particulier X? < B(p))

. Soient %k et j dans N*. On a :Y), = X Xpq1 et Y; = X;X44.

o Sij#k—1letj#ketj+#k+1, alors les variables Xy, Xgy1, X; et X141
sont 4 variables distinctes indépendantes, donc Y = XpXp4q et Y; = X;X;44
sont indépendantes et leur covariance est nulle. Donc p(Yy, Y;) = 0.

e Sij =k, alors Y; = Yy, cov(Yy,Y;) = V(Yi), 0(Yr)o(Y;) = o(Yy)? =
V(Y4x), p(Yk,Y;) = 1. Ceci n’est pas surprenant puisqu’il y a un lien affine évident
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entre Yy et Y; : Y; =1 x Y, +0...
e Sij=k+1,alors Yij = XkX%+1Xk+2 = XpXg41Xk+2-
Par indépendance, E(Y;Y;) = E(XpXpt1Xpr2 = E(Xp)E(Xpt1)E(Xpy2) = p°
et toujours par indépendance E(Y}) = E(X3Xp11) = E(Xg)E(Xpy1) = p?. Donc
cov(Yy,Y;) =p* —p* =p*(1 - p).
Calculons V(Y). Yi(Q) = {0;1} et P(Yr = 1) = P(X = 1) N Xgy1 = 1))
P(Xy = 1)P(Xs41 = 1) par indépendance, donc P(Yy = 1) = p? et Yy — B(p
Par conséquent V(Yk) p2(1 — p?). Il en est de méme pour Y; : Y; = B(p?).
Alors o(Yi)o = /p2(1 — p?)/p2(1 — p?) = p*(1 — p?). Finalement p(Yy, Y;) =
P-p) o )
pP(l-p?) (A-p)d+p) 1+4p
o Si j =k —1,alors k = j + 1 et en permutant les roles de k et j dans ce qui

).

précéde, on obtient encore p(Yj,Y;) = %
p

Exercice 401 | Un produit - Formule des probabilités totales

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0. Soit Y
une variable aléatoire réelle indépendante de X, et suivant la loi uniforme sur {1, 2}.
Soit Z = XY.

1. Donner I'espérance et la variance de Z puis déterminer la loi de Z.

2. Calculer la probabilité que Z soit paire.

Solution (Ex.401 — Un produit - Formule des probabilités totales)

A
1. a) Par indépendance, E(Z) = E(X)E(Y) = )\; _3A

2
De meme : B(72) = E(X2)E(Y?) = (V(X) + EX)DE(Y?) = (A +?)(3) =
5+ 5A2

2 b)

10A + 1072 — 9A2 1
V(Z) = 0+04 ) :%A+ZA2

b) ¢ Comme X(2) =Net Y(Q) ={1,2}, Z(?) = N.
e Soit k € N. Comme Y = 2 entraine Z pair :
[Z=2k+1]=[X=2k+1]N[Y =1]

Par indépendance :

P(Z=2k+1)=P(X=2k+1P(Y=1)=ec>

A\2k+1
22k + 1)
[Z=2k]=(X=2kN[Y=1]) U(X=kN[Y=2])

La réunion étant disjointe :
P(Z=2k)=P(X=2kN[Y=1])+P(X=kN[Y=2])
Par indépendance :

388



P(Z =2k)=e~ 202! +e” ohl
e—A 1— e—2)\
2. P(Z impaire) = ZIP’(Z =2k+1) = 7811()\) = —0 et P(Z paire) =
34e 2
4

Exercice 402 | Bilinéarité de la covariance et indépendance

On considére un processus bernoullien de probabilité de succés p € ]0; 1 et on pose
q = 1 — p. Pour chaque n de N*, on note S,, et E,, le nombre de succés et d’échecs
respectivement au cours des n premiéres épreuves. On note enfin A, =S, — E,,.

1. Trouver, sans calculs excessifs, la loi de A,,, son espérance et sa variance.

2. Soit a, b, c,d des réels et X,Y,Z des variables aléatoires.
Simplifier, sous réserve d’existence, cov(aX + b, cY + d) et cov(X,Y + Z).
3. a) On suppose m = n. Que vaut le coefficient de corrélation linéaire p(A,, A,)?
b) On suppose m < n. Justifier 'indépendance de S,, — S, et S,
c) Calculer, pour tous m et n de N*, le coefficient de corrélation linéaire de A, et
A,.

Solution (Ex.402 — Bilinéarité de la covariance et indépendance)

1. Comme S, +E, =n, A, =S, —n+S, =2S, —n.
Donc S,,(©2) = [[0; n]] donc A, (Q) = {2k —n;k € [0; n]]} ={-n,—n+2,...,n—
2,n}
E(An) =2E(S,) —n=2np—n=n(2p—1) =n(p—q), V(A,) = 4V(S,) = 4npg,

2. cov(aX +b,cY +d) = accov(X,Y) et cov(X,Y + Z) = cov(X,Y) + cov(X, Z)

3. ¢ Sim=mnalors A,, =1x A, +0 et cov(A,,,A,) = 1. Sinon, on peut revenir
a cov(An, Ay) = V(A,) = 4npgq.
e Supposons m < n.
cov(Ap,, Ay) = cov(2S,, —m, 2S, —n) = 4dcov(Sp, Sn)-
Observons que S,, = S, + (S, — Sin) avec S, et S, — S, indépendantes car S,,
compte le nombre de succés au cours des m premiéres expériences et S,, — S, le
nombre de succés au cours des n — m suivantes.
cov(Au, Ay) = 4cov(Sp, S + (Si — Sim)) = 4cov (S, Sim) +4cov(S,, Sp — Sin) =
4V(Sy,) +4 x 0 = dmpgq
e Par symétrie du probléme, si m > n, alors cov(A,,, A,,) = dnpq

cov(Ap,, Ay) = 4min(m,n)pg et du coup p(An,,A,) = min(m, n) —

() h
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Exercice 403 | Loi de Pascal - Fonctions génératrices
Soit p € ]0; 1[. Soit (T,,) une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi

géométrique G(p).
n
On pose, pour tout n € N*, S,, = ZTk‘
k=1

1. Déterminer pour tout n € N* la fonction génératrice de S,,, et en déduire sa loi.
On pourra observer ce que donne la n-iéme dérivation de la série géométrique...

2. Soit k > 2. Déterminer la loi de Ty sachant [Sy = k].

3. On lance plusieurs fois une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir est p. Soit
n € N*. Quel est le rang moyen d’obtention du n—iéme pile ?

Solution (Ex.403 — Loi de Pascal - Fonctions génératrices)

n
1. Par indépendance des Ty, Gg, = H Gr,.
k=1

pt
Or pour tout k, G, : t — —— donc Gg,, : t — p"t"——.
rp sy Ty 1_qt7 Sn p (1—qt)"
Saisissons-nous de l'indication, pour z tel que |z| <1 :

d” 1 n! & "
R = n I
dzn \1—-z (1 —x)ntl e patt,

n n +oo +oo
ddxn (1;) ddxn (Zﬁ) =S (4 k)t k—1).. (k4 D)at

k=0 k=0

+oo
k !
= Z %xk d’autre part.

On en tire : Vt € [0; 1],
+00 400
1 1 (k‘—|—’I’L—1)| k k—l—n—l ko k
= )" = t".
oo~ o @ =2 )
k=0 k=0
+oo 400 .
k -1\ . —1\ . ,
Dot : G, (t) = ( +Z )q"p"t’”” => (‘7. )q]‘”p”tﬂ.
k=0 J=n J—n

On en déduit :
e S,(Q) =[n,+o0],
N
o Vji=n, P(S,=j)= (‘7_ )qj”p"‘
j—n
Ceci s’interprete facilement : S, est le rang d’apparition du n—iéme succés dans
un schéma de Bernoulli. Donc S, (2) = [n,+oo[. De plus, les suites d’épreuves

favorables a [S,, = j] sont les suites de j lancers dont n succés avec le dernier
a la fin, j — n échecs, a placer parmi les j — 1 épreuves de rang 1 & 57 — 1. Cela
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j—1
fait (J ) suites possibles, deux & deux incompatibles et toutes de probabilité

. i1
p"g? ™. Donc P(S, = j) = (J
j—n
précédent.

2. Sachant [Sy = k], T1 prend ses valeurs dans [[1; k — 1]. Soit ¢ € [1; k — 1]
P([Se =kN[Ty =4 P(Te=k—iN[T; =1

)qj ~"p™... ce qui en fait redémontre le résultat

I[D — T = ) = =
52— (T =) P(S, = k) P(S; = k)
Or Ty et Ty sont indépendantes :
) P(Ty =k —4)P(Ty =) pg" I pgtt 1
2= (T1 =) P(S, = k) =1\, ,, k-1
E—9 qr°p

La seule question est de savoir ot a eu lieu le premier des 2 succés, et la moralité est
que ¢a ne dépend plus de la probabilité de succés, mais est parfaitement uniforme :
la loi de Ty conditionnée par [Se = k] est la loi uniforme sur [[1; & — 1]

3. E(S.) 2 Y E(Ty) ="
k=1 p

Exercice 404 | Minimum de deux variables géométriques par deux méthodes

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes toutes deux de loi géométrique
de paramétre p € ]0; 11.
On pose Z = min(X,Y). L’objectif est de déterminer la loi de Z.
1. Premiére méthode
Pour k£ € N*, que vaut P(X > k) ? En déduire P(Z > k) puis montrer que Z suit
une loi usuelle dont on précisera le paramétre.

2. Seconde méthode
On lance indéfiniment simultanément deux piéces, I'une argentée et I’autre dorée,
ayant toutes deux la probabilité p d’amener pile. On note A et D respectivement le
nombre de lancers nécessaires a I’obtention du premier pile avec la piéce argentée,
respectivement avec la piéce dorée.
a) Quel est laloi de A et de D?
b) Quel est la probabilité de 1’événement « le premier lancer améne au moins un
pile » ?
¢) On note P le nombre de lancers nécessaires a 'obtention du premier pile, sans
distinction de couleur. Quel est la loi de P 7
d) Conclure.

Solution (Ex.404 — Minimum de deuz variables géométriques par deux méthodes)
Soit g =1 — p.

391



CHAPITRE 18. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

1.

1.
2.

3.

Premiére méthode
Pour k € N*, P(X > k) = ¢"*~! (k — 1 échecs successifs).
P(Z > k) =P([X > k] N [Y > k]) "S> gt 1ght = g2,

P(Z=Fk)=P(Z>k) —-P(Z>k+1)=¢*2-¢* = (¢*)" (1-¢? cequi
prouve que Z suit une loi géométrique de paramétre 1 — g% = p(2 — p).

k—1

Seconde méthode

On lance indéfiniment simultanément deux piéces, I'une argentée et I’autre dorée,
ayant toutes deux la probabilité p d’amener pile. On note A et D respectivement le
nombre de lancers nécessaires a I’obtention du premier pile avec la piéce argentée,
respectivement avec la piéce dorée.

a) La loi de A et de D est G(p).
b) Soit B I’événement « le premier lancer ameéne au moins un pile ».

— indép.

P(B) ¢?, donc P(B) =1 — ¢%.
c) Laloi de P est G(P(B)) = G(1 — ¢?).
d) P = min(A,D) : on retrouve le méme résultat.

Exercice 405 | Loi uniforme sur différents supports

Calculer l'espérance et la variance d’une variable X de loi uniforme sur [[1; n].

Soit a < b deux entiers et Y une variable de loi uniforme sur [[a; b].
a) Déterminer une transformation affine ¢ — at + 3 envoyant [[a; b]] sur un inter-
valle du type [[1; n].
b) En déduire lespérance et la variance de Y.
Soit n € N*. Que valent I'espérance et la variance d’une variable de loi uniforme
sur {-n,—n+2,...,n—2,n}?

Exercice 406 | L’inversion n’est pas linéaire - Transferts

Soit un espace probabilisé (2, T, P).
1.

Soit A €]0; +o0o[ et X une variable aléatoire réelle définie sur (2, 7,P) et suivant

1 1
la loi de Poisson de paramétre A\. Montrer que m <E (X—i—l)

. Soit p € ]0; 1[ et X une variable aléatoire sur (€2, 7,P) suivant la loi géométrique

1 1
de paramétre p. Montrer que m <E (X>

Soit X une variable aléatoire sur (£2, 7, P) prenant ses valeurs dans N* et admettant
une espérance.

1
a) Justifier que E (X) existe.
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b) En développant E

2
/1 1 1
tvX + X , montrer que m <E (X)

c) Soit Y une variable aléatoire sur (2, 7,P) a valeurs positives et d’espérance
nulle. Montrer que Y est presque siirement nulle.

1 1
d) Dans que cas a-t-on EX) =E (X) ?

Solution (Ex.406 — L’inversion n'est pas linéaire - Transferts)

)\k‘
1.a) X() =N, PX=k) = e‘Aﬁ pour tout k € X(Q2), E(X) = .
b) e Par linéarité : E(X + 1) = A+1.
L o 1 AR AP
e DPar transfert, on s’intéresse a la série Z ie. Z —— : cette

kLR (k1)

série exponentielle converge absolument donc E(1/(X 4 1)) existe.

IS DN
]E(X+1>_e M) =

1o 1- e
A+1 A
Cette inégalité classique est vraie pour tout A € R*. Comme ici A € ]0; 400,

<)

A<M+ )l-eMNesl>A+le et >A+1.

w;4n<E<XiJ'

1
2.a) X(Q) =N P(X=k) = (1 —p)1ppour k € X(Q), EX) = ~.
p
1
b) Par transfert, on s’intéresse a la série Z E(l —p)*~1 : cette série du entiére du

k>1
logarithme converge absolument car |1 —p| < 1, donc E(1/(X + 1)) existe.

E(;) :_1p ln(l—(l—p)):—lfpln(p).

—-p

c) ]E(1X)<E<)1<)<i>p<1€pln(p)@ln(p)<p1

Cette inégalité classique est vraie pour tout p € ]0; 1], donc

1 1
e <= ()
P(X =k) <PX=k),et ZIP’(X = k) converge (de somme

E>1

3.a)Vk e N*, 0<

e

1
1), donc par comparaison de termes généraux positifs, Z —P(X = k) converge
E>1

1
absolument et E(i) existe par transfert.
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b) Par linéarité :

2
1 1 1
E | [tvX = =E ()X +2t+ < | =EX)?+2t+E [ = |.
ﬂ/X < + +X> (X)t2 + 2t + <X>
. 2
Comme |tvX + ”i est une variable positive, son espérance est positive.

1
Donc le trindme E(X)t? + 2t + E <X> est positif sur R, il admet au plus une

racine réelle et son discriminant est négatif ou nul :
1

1 1 1
4—4EX)E| =) <0, doncEX)E| =] >1,d ——<E(=).
08 (i) <0 done 2002 () 1. o g <)
c) E(Y) = Z yP(Y = y). S’ existe y > 0 tel que P(Y = y) > 0, alors E(Y) >
yeY(Q)
yP(Y = y) > 0, ce qui est impossible. Donc : Vy > 0,P(Y = y) = 0. Comme :
Yy < 0,P(Y = y) =0 puisque y € Y(2), on en déduit : Yy # 0,P(Y =y) = 0.
Et :P(Y=0)=1— Y PY=y =1
yeY(2),y#0
d) S’il y a égalité, le discriminant précédent est nul et le trindme admet une racine

2
/1
tvX =
+ X
1

=0 :1,i.e.P<t\/T<+ X:o) =1, donc P(t =

réelle : il existe t € R tel que E =0.

tvX + \/%
—1
<) =0

Donc X est presque stirement constante.
Réciproquement, si X est presque sirement constante, i.e. 3o € N* (car X(Q) C

1
N*), tel que P(X = tp) = 1, alors E(X) =t et E(1/X) = . puisque P(1/X =
0

2
Alors P

tg) = 1. Il y bien égalité.

Il y a égalité si, et seulement si, X est presque stirement constante.

Ce qui confirme les conclusion précédentes concernant la loi de Poisson et la loi
géométrique.

Exercice 407 | Espérances et conditionnement

p et ¢ désignent deux réels avec p €]0,1[ et ¢ =1 —p.
On considére une variable aléatoire réelle X ayant pour loi :

X(Q) =N
Vk €N, p, T P(X = k) = p¢
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1. a) Vérifier que la suite (k) k>0 définit bien une loi de probabilité.

b) Montrer que U % x + 1 suit une loi usuelle que 'on précisera.
¢) En déduire E(X) et V(X).

1
2. On pose Y = —. Montrer que Y posséde une espérance et la calculer.

3. Soit Z une variable aléatoire réelle a valeurs dans N telle que, pour tout k£ € N, la
loi conditionnelle de Z sachant (X = k) est uniforme sur [[0; k]]. Déterminer la loi
de Z (chaque probabilité sera laissée sous forme d’une somme).

4. Calculer E(Z) (on admet lexistence de cette espérance et on suppose que ’on peut
permuter les symboles de sommation " ).

Solution (Ex.407 — Espérances et conditionnement)

1.a) Vk e N* pp >0 et qu —— =1 car |q] <1 : ceci fait de la suite (pi)
—q

une loi de probablhte
b) Soit U= X+1. Alors U(Q) = N* et Vk € N*, P(U=k) = P(X = k—1) = ¢*1p,
donc U suit la loi géométrique G(p).

c) E(X):E(U—l):%—b%etV(X)=V(U)=V(U—1)=i.

1
2. Par le théoréme de transfert, E(Y) = E(1/U) existe si la série Z EP(U =k)ie.
k>1

1
Z —pg*~! converge absolument. Au facteur b prés, on reconnait la série entiére
k>1 q
donnant — In(1 — ¢) absolument convergente car |q| < 1.

1
Donc E(Y) existe et vaut PP

Remarque : On aurait aussi pu passer par la loi de Y. C’est un peu plus long...

1 1
Y(Q) = {k’k € N*} et Vk e N*, P (Y— k;) =P(U =k) = pgh1.

X1
Puis E(Y) = Z yP(Y =y) = Z 7ba ¢"~!... méme calcul finalement.
k=1

1

—— siz<k
3. PourzeNet ke N, Px_p(Z=2)q k+1 o )
0

sinon

Par la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements tous
+oo
1
de probabilité non nulle (X = k)gen, P(Z = 2) = mpq

=z
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400 400 k +oo k k too k = k k(k+1
. E(Z):E%;;T1:§2);T122<lﬁl¥z> :k_o(kpil(2)>

“+o0
pq k-1 _ 4P _ 4

Exercice 408 | Espérance par récurrence

Un individu gravit un escalier. A chaque fois, avant de faire un pas, il lance une piéce
non équilibrée donnant pile avec la probabilité p (avec 0 < p < %) et progresse d’'une
marche s’il obtient «piley» et enjambe deux marches d’un coup s’il obtient «face».

1. Pour n € N*, soit X,, le nombre de marches gravies & l'issue des n premiers pas
et D,, le nombre de fois ou l'individu a progressé par enjambées de 2 marches au
cours des n premiers pas.

a) Quelle est la loi usuelle suivie par D,, 7
b) Déterminer une relation simple liant X,, et D,,. En déduire la loi de X,,.
c) Donner les valeurs de l'espérance et de la variance de X,,.

2. Pour n € N*| soit Y,, le nombre aléatoire de pas justes nécessaires pour atteindre
ou dépasser la n®™¢ marche. On note E(Y,,) Uespérance de Y,,.
a) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire Y,, ?
b) Déterminer la loi de Yy, puis celle de Yo et préciser 'espérance de ces deux
variables aléatoires.
c) Montrer que pour tout entier naturel &, et tout entier n > 3, on a :
P(Y,=k)=pxPYpo1=k—1)+(1-—p)xP(Y,—2=k—1)
d) Montrer que pour n > 3, E(Y,) = p.E(Ypn-1) + 1 —p)E(Yp—2) + 1.

3. On considére ensemble des suites (uy,)nen+ vérifiant la relation (R) définie par

(R) : pour tout n > 3, u, = pup—1 + (1 — pluy—o + 1.
a) Montrer qu’il existe un réel «, que 'on déterminera, tel que la suite (an),en-
vérifie (R).

b) Montrer que u vérifie la relation (R) si et seulement si la suite v : n — u, —an
vérifie la relation :
pour tout n > 3, vy, = pup_1 + (1 — P)vp—_2.
¢) En déduire la valeur de E(Y,,).

Solution (Ex.408 — Espérance par récurrence)
Je pose ¢ =1 —p.
1. a) D, = B (n;q).
b) X,, =n+ Dy, X, (Q) = [n; 2n] et Vk € [0; n],P(X, =n+k) =P(D, =k) =
n—k.
k
c) E(X,) =n(l+q) et V(X,,) = npq.

n
) ¢*p
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2. a) Je note |z| la partie entiére du réel z. Y, () = ;.

b) Y1(Q) = {1}a Y: = ]E(Yl)7 Y1<Q) = {1;2}’ P(Y; =1) =g, P(YQ = 2) =D,
E(Y2)=q+2p=1+p.

c) Soit A I'événement « I'individu gravit exactement une marche au premier pas ».
Par la FPT avec le SCE (A, A), P(Y,, = k) = P(A)PA(Y, = k) + P(A)Px (Y, =
k) = p]P)(Ynfl =k— 1) + qP(Yn72 =k- 1)

d) En remplacant P(Y,, = k) par l'expression précédente dans >, kP(y, = k), on
obtient :

3. a) En simplifiant la relation : ¥n > 3, an = pa(n—1)+qa(n—2)+1, on obtient
a=1/(1+q).

b) Vn = 3,up = pup—1+qun—o+1 < Vn = 3, up—an = puy_1+qu,—2+1—(pa(n—
1)4+qa(n—2)+1) < Vn > 3,v, =plup—1 —an—1))+q(up—2 —a(n—1)) &
Vn = 3,v, = PUn—1 + qUnp—2.

c) En prenant u,, = E(Y,), v, = E(Y,) — an, v vérifie une relation de récurrence
linéaire d’ordre 2, les racines de ’équation caractéristique sont —g et 1: 3(a,b) €
R2, Vn > 1,E(Y,) = a(—¢") + b+ 115+ On trouve a et b en utilisant E(Y1)
et E(Yg)

Exercice 409 | Marimum de deux variables géométriques

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi géomé-

trique de paramétre p € |0; 1.

Soit Z = sup(X,Y).

Déterminer la loi de Z, vérifier que Z P(Z = k) =1 et calculer son espérance.
keZ(Q)

Solution (Ex.409 — Mazimum de deuz variables géométriques)

Posons ¢ =1 — p.

o Z(Q) =N* et pour tout k € N*,

P(Z < k) =P(X <K N[Y <K "E" PX < k)P(Y < k)

or P(X > k) =P(Y > k) = (1 — p)* (les k premiéres expériences sont des échecs),
donc P(Z < k) = (1— qk)2 (y compris pour k = 0... remarque pour ce qui va suivre).
Enfin, P(Z=k)=P(Z<k)—PZ<k—-1)=(1—-¢")? - (1-¢"1)?

P(Z = k) = 2451 — 2¢% + g2 — 22 = 2pg*~ 1 — (@)F (1 — ¢2)

—+oo
1
. Deg rkZI—pourre]O;l[,ontire:
-
k=0

+o00 1
> P(Z=k)=2px -
k=1 -
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(1—-r)2
géomeétrique), on tire :
E(Z) existe et
1 1 2 1 3-2p
E(Z)=2px - (1-¢)) X ——= =~ — = .
p? (1-¢*)* p 2p-p* p2-p)

Exercice 410 | Poisson : somme et conditionnement

On considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes de lois respectives P(\)
et P(u).

1. Montrer que X +Y suit la loi de Poisson P (A + p).

2. Soit n € N. Déterminer la loi de X sachant [X +Y = n].

+oo
1
e De Zkrk_l = pour r € ]0; 1[ (obtenue par dérivation de la série
k=1

Solution (Ex.410 — Poisson : somme et conditionnement)
1. Par indépendance, Gx v (t) = Gx (t)Gy (t) = Mt Dert=1) = (A +m)(t=1),
Donc X +Y < P(A+ p).
2. Sachant [X + Y = n], X prend ses valeurs dans [[0; n].

Soit k € [[0; n].
o on_ P(X+Y=nn[X=Fk) P(Y=n—-kn[X=Ek])
Prov=n(X=k) ==y ~~ Py =n)
indép. e Hun ke ANF n!

Prcrv=n (X =k) "= — =5 X eom g e

reeat= = (1) (735) (525)

La loi conditionnelle de X sachant [X +Y = n] est la loi binomiale de parameétre

n et .
A+

Exercice 411 | Eclosion

Un insecte pond des ceufs, dont le nombre suit une loi de Poisson de paramétre .
Chaque ceuf a une probabilité p d’éclore. On note X la variable aléatoire égale au
nombre d’insectes nés.

Etudier la loi et 'espérance de X.

Solution (Ex.411 — Eclosion)

Notons Y la variable aléatoire égale au nombre d’ceufs pondus.

Le support de X est X(2) = N.

Soit n € N. La loi de X conditionnée par [Y = n] est la loi binomiale B(n, p).

Soit k € N. A T'aide de la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ([Y = n])nen :
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X e n
Z P([Y = n])Pry—n) (X = k) = Z ( )Pk(l —p)" % en tenant

n!
n=k

o

compte de IP’[Y n] (X k) =0 pour n < k,
e NP XN =) e ) X (AL —p))

P([X:k]) = Kl Z (n—k)! B k! z_%

n=~k

e OP)F AP (Ap)k
P([sz]):%em p)z%

Par conséquent, E(X) = Ap.

Exercice 412 | Estimation du parametre d’une loi géométrique

Soit (T, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi G(p). Pour tout
n € N* onposeS, =Ty +---+T,.

1. Montrer par récurrence que pour tout n € N*, la loi de S,, est donnée par :

, donc X — P(A\p).

Su(Q) = [no+oo] et Vk > n,B([S, = k]) = (: - Dpn(l -

2. Soit n € N*. Montrer que E < n

existe et vaut p.
S, — 1> b

Solution (Ex.412 — FEstimation du parameétre d’une loi géométrique)

1. e La formule proposée est vraie pour n = 1.
e Soit n € N*. Supposons la formule vraie pour n.
Sn+1(Q) = [n + 1, +oo[ puisque au minimum chaque T; vaut 1.
Soit k > n+1. De S;,4+1 =S, + T,,41 on tire :
Susi=k= U (Sa=1N[Tns1=k—i))

n<i<k—1
car T,y > 1etS, >nentralnek —i>1cest-a-direi < k—1leti>

Par réunion d15301nte puis indépendance de S;, et Ty 41 :

P( n+1—k ZP [ n+1:k_7;])

= Z (;:D "(1—p)p(l —p)ki
k—1

—1
— 1— k—(n+1) ?
-y ()

i=n

i —1 k-1
Reste a établir que : Z (Z 1) = ( )
n — n

La formule de Pascal permet de glisser de n — 1 a n, en écrivant :
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L) =0)-(0Y)

klors: .
-1 ,. —1 .
i—1 i 1—1 k-1 n—1
= - = - él .E
Z(n1> Z((n) ( n )) < n ) ( n )parteeseopage t
=n =n
n—1 .
comme < > =0, c’est gagné.
n
-1
2. On étudie la série de terme général Z 1IP’(Sn =k).
n—1 n—1/k—1 kE—2
k> P =k) = n(1 —p)k—"n = n(] _p)k—n —
vk > n, " LB(S, = k—l(n—l)p( ) (n_z)m D)

Or ZIP’(Sn_l = k — 1) n’est autre que Z P(S,,—1 = j) donc converge
k>n JE€Sn-1(Q)
absolument et sa somme vaut 1.

La série de terme général %P(Sn = k) converge absolument, donc par le

n
théoréme de transfert, E (

existe et vaut 1 x p = p..
S, —1

Exercice 413 | Antirépartition, puis espérance totale

Deux joueurs procédent chacun a une succession de lancers d’une méme piéce, la-
quelle obtient pile avec une probabilité p € | 0; 1| et face avec la probabilité ¢ = 1—p.
Le joueur A commence ses lancers et s’arréte quand il obtient le premier pile. On
note X le nombre de lancers qu’il a effectués.

Ensuite, le joueur B effectue autant de lancers que le joueur A et on note Y la
variable aléatoire égale au nombre de lancers du joueur B ayant donné un pile.

1. Rappeler la loi de X, indiquer Y () et, pour tout k¥ € N*, donner la loi condition-
nelle de Y sachant [X = kJ.

2. Calculer P([Y = 0]).

3. Pour tout n € N*, démontrer que :

< [k 41 2k—n—1 gt
P(lY = = 3 B S —
(Y=n)=) (n>p q i
k=n
4. a) Déterminer, pour tout n > 1, P(Y > n).
b) Montrer que Y admet une espérance dont la valeur est indépendante du para-
meétre p.
5. Pour tout k£ € N*, on note Ex_g (Y) lespérance de Y pour la probabilité condi-
tionnelle Px_y). Autrement dit :
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Ex—g (Y ZTLP[X K ([Y = n]).

a) Justifier, pour tout k € N* lex1stence de E[X k) (Y) en précisant sa valeur, et

justifier la convergence de la série Z P([X = k) Ex—p (Y).
k>1
b) En admettant que la permutation des sommes est licite, justifier la formule des
l’espérance totale :

“+o0
> P(X = k)Ex—y(Y) = E(Y).
k=1
Indication : on ne cherchera pas a remplacer les différentes probabilités par leur

valeur...
c) Retrouver alors la valeur de E(Y).

Solution (Ex.413 — Antirépartition, puis espérance totale)
Jeposeq=1—p
1. X = G(p) et Y(2) =N.
Sachant [X = k|, Y compte le nombre de succés dans un schéma de Bernoulli de
k épreuves, donc : V(k,n) € N2,

<k>p"qk " osin<k k
B[ = n]) = S (B

0 sin>k

2. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([X =

k])ken+ permet d’écrire :
“+oo

P([Y = 0]) = > P(X = k)Px—p( qu 'pg" = pqz

k=1
1 q
Ppq = .
(1-¢*) 1+g¢
3. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([X =
k])ken+ permet d’écrire :

Vn € N*|
+00 too k
=3 P = KB (Y =) = 3 ()
k=1 k=n

n+l T k!

= (q
lgn+1 —n)!
nlgntt o~ (k—n)!

Et un petit coup de série entiére :

Q)k

+00 =
k! k! _ a4
11 Zikin§7k*” "
pour 2 & =151} f— (k—n)!z : k—n (k‘—n)!z “ e <1—z>
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" n!
(1— 2)ntt
D’ou " )
pn 2n n! qTL—
]P) Y = = =
([ n]) n!qn+1 xq (1 _ q2)n+1 (]_ + q)n+1
4.a)Vn > 1,
too too qk—l
(Y >n) k;( ) ;(Hq)kﬂ
n 400 k—n n—
() 2(H) ol
ql1+q) \1+q) = \1+q 14+gmtt  1—q/(1+q)
n—1
q
P(Y >2n)=
( ) (14"
b) Puisque ¢ ‘ < 1, la série ZP(Y > 1) converge. Comme Y(Q2) = N, cela
q
n>1
prouve que E(Y) existe et vaut :
+oo o} n—1 1 1
Y)= STPY = n _ x —1,
) Z ( 1+q§(1+q> 14q 1-—¢q/(1+q)

n=1
qui est bien indépendante de p.
5.a) ¢ La somme définissant Ejx—_g(Y) n’ayant qu’un nombre fini de termes non

nuls, elle existe et :
k

k

Ex=r(Y) = Z n< )p"qk" = kp, espérance d’une variable de loi B(k, p).

n
n=0

o P([X = K))Ex=k(Y) = p?kq"! est le terme général d'une série entiére

convergente : la dérivée de la série géométrique de parameétre ¢ € |0; 1[.

+o0 too I
b) > P(X = K)Ex_y(Y) =Y <IP’([X = k) Z nPx—p (Y = n)) =

k=1 k=1

+o00 +oo +oo
DS (P(X = k) Px—p (Y =n]) = > (nZIP’ = k)P ([Y = ]))
k=1n=0 n=0
FET io nP([Y = n]) = E(Y)
n=0

c) Retrouver alors la valeur de E(Y).

Exercice 414 | Rang d’apparition dans un tirage sans remise

n
. k +1
1. Soit p € N. Montrer que, pour tout n > p, g ( ) = <n )
= p p+1
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2n

k
En déduire, pour n € N, la valeur de Z ( )
k=n n

2. Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On tire ces boules une
4 une sans remise jusqu’a vider 'urne et on note X le rang de la premiére boule
blanche sortie.

On pourra considérer comme univers des possibles 'ensemble des parties de [[1; 2n]]
a n éléments, une telle partie étant ’ensemble des numéros de tirages qui donnent
une boule blanche.

a) Montrer que la loi de X est donnée par X(Q) = [1; n+ 1] et

n—1

<2n—k>
Vke[l;n+1], P(X=k])=—-—Fvt.

()

Solution (Ex.414 — Rang d’apparition dans un tirage sans remise)

b) Calculer E(2n + 1 — X)), puis E(X).

1. Par la formule de Pascal, puis par télescopage :
>()-2[65)-GE)l-Cr)- (1) - () -
=y \P P p+1 p+1 p+1 p+1 p+1

La formule se démontre aussi par récurrence sur n > p (hérédité par la formule de

Pascal).

2n

k 2n+1
Pour n € N = .
wren (0= ()
k=n
2. a) ¢ Dans le plus rapide des cas, une boule blanche sort au premier tirage et dans
le pire, n boules noires sortent aux n premiers tirages.

2
e Card(Q) = ( n) car ) est 'ensemble des parties & n éléments de [[1; 2n],
n
ensemble a 2n éléments.
e Un cas w favorable & [X = k| est une partie contenant l'entier k ainsi que
n — 1 entiers distincts de [k + 1; 2n]], de sorte que min(w) = k. Il y a donc
2n —k
< " ) > parties w favorables a [X = k].
n—
e Par équiprobabilité des suites de tirages,

n—1

n—k
Vke[l:n+1], P([X’“D(an)'
()
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b) Calculer E(2n + 1 — X), puis E(X).
On calcule E(2n + 1 — X)) par transfert :

n+1 n+1 <2:_1k>
E@n+1-X)=> 2n+1-kPX =k => (2n+1-k)-——*

2n
k=1 k=1
n

n+1 n+1
2n+1—k)! 1 Mm+1—k
E(2 1-— =
(2n+ g n—1l(n—k+1)! 2n ];n< n
n n
Posons alors j = 2n + 1 — k de sorte que j décrit [[n; 2n] lorsque k décrit
[1;m+1]
2n .
on J\L n (2n+1\ n@2n+1)
E(2n+1-X) = - ;<n> o (n—|—1> p
n n
2 1 2 1
Alors par linéarité, 2n+1—]E(X):w,d’of1 E(X) = nt
n+1 n+1

Exercice 415 | Permutations de chocolats

Patatras! Angeéle fait tomber son beau calendrier de I’Avent tout neuf et n
chocolats en sortent. Heureusement, ils tombent sur la table. Angéle pourra les
replacer dans le calendrier sans souci. A cet instant, la sonnerie retentit et Angéle
n’a pas lintention de rejoindre le club trés fermé des retardataires. Elle replace
donc précipitamment les n chocolats dans les n places vacantes, au hasard et sans se
soucier de remettre chaque chocolat a sa place initiale, et court en salle 126, espérant

doubler Hadrien ou Kirill en chemin.
On note Y, le nombre de chocolats remis a leur place initiale.

1. a) On suppose dans cette question uniquement que n vaut 1.
Donner la loi de Y7, ainsi que son espérance et sa variance.
b) On suppose dans cette question uniquement que n vaut 2.
Donner la loi de Y2, ainsi que son espérance et sa variance.
Dans toutes les questions suivantes, on suppose n au moins égal a 2.

2. Pour 1 < k < n, soit Cy, I'événement : « Angéle a remis le k®™¢ chocolat a sa place

initiale », et X la variable indicatrice de I’événement Cy.

1
Justifier que chaque Xy suit la loi de Bernoulli de paramétre —. En déduire 1’es-
n

pérance de Y,,.
3. Soient i et j deux indices de [1; n] telsque 1 <i<j<n
1
a) Justifier X,;X; suit la loi de Bernoulli de paramétre wn=1)
n(n —
404



1

b) En déduire la covariance du couple (X;,X;) ainsi que son coefficient de corréla-
tion linéaire.

c) Commenter p(X;,X;) lorsque n = 2, puis pour n grand.

d) A T'aide des résultats précédents, montrer que la variance de Y,, vaut 1.

Solution (Ex.415 — Permutations de chocolats)

. a) S’iln’y a qu’'un chocolat & ranger dans une case, Angéle le range nécessairement
a sa place initiale. Y est constante égale & 1, E(Y;) =1 et V(Y;) = 0.
b) Il y deux rangements possibles : I'un place les deux chocolats a leur place, 'autre
les permute.
Donc YQ(Q) = {0; 2}, ]P)(YQ = 0) = P(YQ = 2) = 1/2, E(Yz) = 17 E(Y;) =2et
V(Y2) = 1. (Y2 suit la loi uniforme sur {0;2}...)

2. o Ilyan! permutations possibles et (n — 1)! rangeant le k™€ chocolat a la k®™m¢
place.
én -1 1
P(x, = 1) % (7 ' P L xS B,
n! n
On peut aussi dire que le k*™° chocolat & n places possibles et équiprobables et
qu’une seule est la bonne ...
o E(Y,) =E (Z Xk> N EX) = 1.
k=1 k=1
3. a) En raisonnant comme en 2.a) (soit sur les permutations, soit sur les places pos-
én. (n—2)! 1
sibles des deux chocolats), pour i # j, P(X;X; = 1) dér (n=2) = ,
n! n(n —1)
X;X; = B(1/(n(n — 1)).
. 1 1 1
1 1 n—1 1
VX)) =V(X;)=—(1-—)=—F et p(X;,X;) = ——5.
(X3) (X;) n< n> n2 © P i) (n—1)2

c) e Pour n =2, p(X;,X3) = 1, il existe une relation affine entre X; et Xs. En
effet, s’il n’y a que deux chocolats, soit ils sont bien rangés, soit ils sont permutés
(Cf lb)), donc X1 = X2.

e Pour n grand, p(X;, X;) est proche de 0. Plus n est grand, moins les X;, sont

corrélées.
d) V(Y,) =V (Z Xk> = > V(Xp) +2 > cov(X;,X;). Cette derniére
k=1 k=1 1<i<j<n
-1
somme double compte exactement (Z) = % termes (il s’agit de choisir
1
deux indices distincts parmi n), tous égaux a —————.
n%(n—1)
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n(n—1) 1

=1
2 n?’(n-1)

1 1
Donc V(Y,,) = nﬁ(l - E) +2

Exercice 416 | 6 partout

On lance n dés pipés, donnant le chiffre 6 avec la probabilité p € |0; 1[. A chaque

lancer, on met de coté ceux qui font 6 et on relance tous les autres. On arréte une
fois que tous les dés ont fait 6.

Notons X; la variable aléatoire égale au nombre de 6 obtenus au premier lancer, X
la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués et Y celle égale au nombre
de dés lancés au total.

3.
4.

2.

5.

Déterminer la loi de X1, son espérance et sa variance.

. Pour i € [[1; n]], on note T; le rang d’obtention du 6 avec le i—éme dé. Quelle est

la loi de T; 7 Indiquer son espérance et sa variance.
Pour i € [1; n]] et k € N*, que vaut P(T; < k) ? En déduire la loi de X.
Déterminer E(Y), puis la loi de Y.

Solution (Ex.416 — 6 partout)
1.

On reconnait un schéma de Bernoulli et X; qui compte le nombre de succés « 6 »
suit la loi B(n,p), d’ou E(X;1) = np, V(X1) = np(1 —p).

T; étant le rang du premier succés dans un schéma de Bernoulli de probabilité de
succes p, T; suit la loi géométrique G(p), d’espérance E(T;) = 1/p et de variance
V(T:) = (1—p)/p*.

o P(T; <k)=1-P(T; >k)=1—(1-p)¥ car il ’agit d’obtenir successivement
et indépendamment k faces.

e X(02) =N*.

e Soit k € N*. Observons que : X = maxX;c[;,](T:). Comme pour tout max,
mieux vaut étudier P(X < k).

iE[[l;n]]
PX<k)=[1-(1—-p) ] , formule etabhe pour k € N* mais encore valable pour
k=0.
De la réunion disjointe X < k] = [X < k — 1] [X = k] on tire :
PX=k)=PX<k)-PX<k-1)=[1— p)F" = [1— (1 —pr "
Ouvrons les yeux : Y = Z T;.

i=1

Par linéarité : E(Y) = > E(T;) = —
=1

PX<k)=P N ) H P(T ) par indépendance. Donc :

.« Y(Q) = [[n+o0]
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e Soit k € Y(Q). [Y = k] signifie qu’on a effectué k lancers en ayant eu exacte-
ment (n — 1) « 6 » lors des k — 1 premiers lancers puis un ultime 6. En notant Z
une variable de loi B(k — 1, p) comptant le nombre de 6 au cours de k — 1 lancers
et Sy I’événement « obtenir 6 au k—éme lancer », par indépendance :

P(Y = k) = P([Z = n—1]NSy) = P(Z = n—1)B(Sy) = (i - 1) (1—p)e=rnpn=1p =

(Yo |

Exercice 417 | La séquence pile-face par les fonctions génératrices

On considére une piéce pour laquelle la probabilité d’obtenir « pile » est p €]0; 1]

et la probabilité d’obtenir « face » est ¢ et p.
On lance successivement et indépendamment la piéce et on note X la variable aléa-
toire égale au rang d’apparition de la premiére séquence « pile-face ». On convient
de prendre X égale au rang du « pile » de cette séquence.
Ainsi, si les premiers lancers donnent : Fy, Fy, P3, Fy, P5, ..., alors X = 3. On note :
o VkeEN, ay € P(X =k);
e Py (resp. Fy) Pévénement “ obtenir « pile » (resp. « face ») au premier lancer ”.
1. a) A l'aide du systéme complet (Py,F;), montrer que :
(V) VkeN* ap =pFq+qap_i.
b) En déduire que I’événement J « la séquence pile-face n’apparait jamais » est
presque impossible.

2. a) A T'aide de (), montrer que : Vt€[0; 1], G(t) = #ﬁ—tpqtz
b) En déduire E(X).
3. Pour quelle valeur de p 'espérance E(X) est-elle maximale ?
4. a) On suppose uniquement dans cette question que la piéce est juste. En
étudiant la suite (2k+1ak) N’ déterminer la loi de X et retrouver son espérance.

b) On suppose p # 1/2. En étudiant la suite (p_kak)keN, déterminer la loi de X
et retrouver son espérance.

Solution (Ex.417 — La séquence pile-face par les fonctions génératrices)

1. a) A l'aide du systéme complet (Py,F;),
Vk € N*, ap = P(Pl)Ppl (X = k?) + P(Fl)]P)Fl (X = k‘)
Pp, (X = k) = P(PaN P3N - NPpNFryp) "o ph-lq.
Pg, (X = k) = P(« obtenir la premiére séquence PF en k-1 coups ») = P(X =
-1
Conclusion : Vk € N*, a, = p*q + qap_;1.

= U [X = k] et par incompatibilité
keN*

— e F e e

b)
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+oo +oo
P(J) =Y PX=k) =) a

k=1 k=1
Par (O) et comme ag = 0,

+o00 +o0 +oo +o00 +o0
;ak :q;pk+q;ak = 1q_pp+q;ak d’ou (l—q);ak = p et finale-

+oo
ment Zak =1.

k=1 B
Ainsi P(J) =1—-P(J) =0.

2. a) Soit t € [0; 1]. Nous avons : Vk € N*, axt* = pFqt* + qap_ t*.
En sommant pour k parcourant N*, en se souvenant que ag = 0,

—+o0 —+o0 —+o0
Z apt® = Z:pkqt’c + Z qay_1t"*
k=1 k=1 k=1

+oo +oo
G(t)=qpt > _(p)* " +qt Y apt"!
k=1 k=1

1
t) = gpt tG(T).
G(t) = gpt x 1—pt+qG()
pat pqt pqt
1 _ — — = .

, s pa(1 =1t —pgt®) —pgt(2pgt —1)  pg(1l — pqt)
b) Vi€ [0;1],G'(¥) = (=11 pgi2)? _(l—t—|—pqt2)2
pql—pg) _ 1
(I1-1+4+pg? pg
3. E(X) est minimale lorsque pq est maximale.

E(X) = G'(1) =

2 4
E(X) est minimale si, et seulement si, p = 1/2, et vaut alors 3.

4. a) En multipliant (©) par 28+ :

Vk € N* 28 q = 1+ 2Fa;_; : la suite (28 1ay)k>0 est arithmétique de raison

1 et de premier terme 0, donc

k
Vk € N* 2F1lg, =k x 1 +0, donc P(X = k) = a, = SR
Pour retomber sur une série géométrique dérivée du cours, mieux vaut calculer

Hxe + + k—2
]E(X—l):Z(k—l)kak:;Z(k-”k(;) :%xﬁzl

k=0 k=0
done par linéarité E(X) = E(X — 1) + 1 = 3.
b) En multipliant (Q) par p~* :

2
1 1
pqg=p(l-p)=p—p*=— (p — ) + - est maximale si, et seulement si, p = 1/2.
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Vk € N*,p~*a;, = g+ gp_(k_l)ak,l : la suite (p~*ag)r>o est arithmético-
p
géométrique.
. L, q qy\ _ _ DPq
Point fixe de la relation : { =g+ A </l |1 - | =g l=——.
p p pP—q
On a alors une classique suite géométrique :
Vk € N*,p~Fap — (= 4 (p_(k'_l)ak,l — ﬁ)
p

de premier terme pag — £ = —¢ et de raison .

p
k k
Vk e N,p~Fa; = (q) (=) +0=¢ <1 — (q) ), d’out finalement
p p

Vk € N,P(X = k) = ag = £(p* — ¢F) = pﬂ(pk —q").

—q
—+o0 —+oo 1 p —+o0 q
Comme kak :prk_l =pX ——— = — et (idem) kak ==
k=0 k=0 1-p) q k=0 p

7 B 3 3
P q pg (P ¢ pe (PP —q
EX)=¢(L 2L )= (£ _2)_ "M
) (q2 p2> pq(q2 p2> th< p2q? )
or p® — q32= (p— f1)2(p2 + pg + 32), donc
- 1
Ex) = EFpete  praopg 1

pq pq pq

Exercice 418 | Sommes aléatoires, fonctions génératrices et dés de Platon

Soit (m,n) € (N*)Q. Soit N une variable aléatoire de support [[1; n]] et (Xi)pefi;n]
une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes et toutes de méme
loi qu’une variable aléatoire X de support [[1; m].

On s’intéresse a la variable S définie par :

def. al
S <= ZX
=1

Pour chaque variable V de cet exercice, on note Gy sa fonction génératrice.

1. a) Soit k € [[1; n]]. Que vaut Gy~ _ _ x, en fonction de Gx ?

b) A P'aide du systéme complet d’événements ([N = k) ke ; n], montrer que Gg =

On o Gx.

2. En déduire que : E(S) = E(N)E(X).
3. Dans cette question, on s’intéresse au probléme 389 du projet Euler (http ://pro-

jecteuler.net/problem=389). En voici I’énoncé :

An unbiased single J-sided dice is thrown and its value, T, is noted.

T unbiased 6-sided dice are thrown and their scores are added together. The sum,
C, is noted.
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C unbiased 8-sided dice are thrown and their scores are added together. The sum,

0, is noted.
O unbiased 12-sided dice are thrown and their scores are added together. The sum,

D, is noted.
D unbiased 20-sided dice are thrown and their scores are added together. The sum,

1, is noted.

Find the expected value of I.
) 5x T
a) Justifier que E(T) = 2 puis que E(C) = ;72

b) Déterminer E(I).

Solution (Ex.418 — Sommes aléatoires, fonctions génératrices et dés de Platon)

1. a) Par le cours, si X et Y sont indépendantes, Gx+y = GxGy. Par une récurrence
immeédiate, les (X;) étant mutuellement independantes,

g21<7<k (gX) ’
b) Soit t € [0; 1]. On a T(Q) [[1 nm]]

>:§ti1@<s—, thzp Bro(S = i) = 33 FB(N
i=1 i=1 k=1

i=1 k=1
k
P(Zxk:j — th Zxk*] ZP *kg21<1<k (t):
=1 i=1

ZIP’ )’“_gN(gX )donc
Gs = On o Gx.

2. Les variables étant & support fini, les fonctions génératrices sont des polyndomes,
donc sont dérivables en 1.

E(S) = G§(1) = 95 (9x (1)) 9x (1) = Gx(1)Fx (1) = E(N)E(X).

?v

144 5
3.a)e T <—>u([[1- 4])) done E(T) = ‘; =2
o C= Z X; ot les (X;) forment une famille de variables indépendantes toutes
de méme 101 U([1;6]). Par la question précédente,
5 7
E(C) =E(T)E(X;) = 7 %5
b) Par le méme raisonnement,
21 21 13 21 13 9 21 13 9 7
E(I) = ?E(D) =5 X IE(O) 5 X5 X §E(O) =5 X XgX 51[-3(0)7

. 21x13x9xTx5 85995
d’ou : E(I): 55 =5

= 2687, 34375.
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Exercice 419 | L’ impossible trucage par les fonctions génératrices

L’objectif de I’exercice est de montrer qu’il n’est pas possible de truquer deux dés
de sorte qu’en langant ces de deux dés, la somme des numéros obtenus suive la loi
uniforme sur [[2; 12].

Soit X et Y deux variables indépendantes de support X(2) = Y(Q) = [[1; 6] et soit
S=X+Y.

On raisonne par ’absurde, on suppose donc que S suit la loi uniforme sur [[2; 12]].

1. Justifier qu’il existe deux polynomes P et Q de degré 5 et a coefficients réels tels

que : VteR, Gx(t)=tP() et Gy(t)=1tQ(t).
2. a) Montrer que : vte R\ {1}, P@®HQ() = %

b) En déduire que P x Q n’a pas de racine réelle.

3. Conclure.

Solution (Ex.419 — L’%mpossible trucage par les fonctions génémtrices)

1. Comme le support de X est [[1; 6], Gx : t — Z]P’ = tZP =k+1)t
Et P(X = 6) = 0 est exclus car alors S(Q ) C [[2; 11] et S ne sult plus la loi
u([2; 12]).
Donc il existe un polynéme P de degré 5 et a coefficients réels tel que Gx : t —
tP(1).
Idem pour Y.
2. a) X et Y étant indépendantes, Vt € R, Gs(t) = Gx(t)Gy (t) = t2P(t)Q(t).
12 10
1 1
De plus : Vt € R =) —th=22) —t*
eplus: Vt € R, Gs(¥) le ZH
ol
D Vte R\ {1 Gg(t) =t ———=
one ¥t € R\ {1}, Gs() =1y
De ces deux égalités vient :
1— tll
vte R\ {0;1 P)Q() = ———~
ER\{0:1} PO = 1

b) 0 n’est pas racine de P car sinon P(X =1) =0 et S(Q) C [[3; 12] : impossible.
De méme, 0 n’est pas racine de Q. Donc 0 n’est pas racine de PQ.
P(1)Q(1) = 1 (systémes complets d’événements!), donc 1 n’est pas racine de
PQ.
1 — t'1 n’a pas d’autre racine réelle que 1 (les racines 11°™¢ de 1 sont e2ikm/11,
k € [[0; 10]), donc Vt € R\ {0; 1}, P(¢)Q(¢t) # 0.
Ainsi P x Q n’a pas de racine réelle.

3. Puisque P x Q n’a pas de racine réelle, ni P ni Q n’a de racine réelle. Or en vertu
du théoréme des valeurs intermédiaires, tout polynome P de degré 5 a au moins
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une racine réelle car lim P(¢) et lim P(¢) sont infinies et opposées.
t——o0 t——+o0

D’ot une contradiction qui achéve ce raisonnement par ’absurde.

Exercice 420 | Markov, Bienaymé-Tchebychev et un peu mieut...

Soit X une variable de loi de Poisson de parameétre A € ]0; +o0|.
L’objectif de cet exercice est de proposer des majorations de la probabilité P(X >
2)).
1. Montrer & I'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que
P(X>2)\) < =

2. Soit Z une variable discréte d’espérance nulle et de variance o2.

a) Montrer :  Va >0, Vz>0, P(Z>a)<P((Z+2)*> (a+x)?).
b) En déduire a l’aide de I'inégalité de Markov que :

2 2
Va >0, Vx>0, P(Z}a)gu.
(a+z)?
2
o
En déduire: Va >0, P(Z>2a) < ——.
c) En déduire a ( a) P
3. a) Rappeler la fonction génératrice de X, puis montrer a 'aide de l'inégalité de
A(t—1)
Markov que : Va>0, Vt=>1, PX=>a)< ¢
A
b) En déduire : P(X > 2)) < (Z) .

4. Quelle est la meilleure majoration lorsque A = 17 Et lorsque A devient grand ?

Solution (Ex.420 — Markov, Bienaymé-Tchebychev et un peu mieuz...)
Soit X une variable de loi de Poisson de paramétre A € ]0; +oo|.
L’objectif de cet exercice est de proposer des majorations de

P(X > 2)).
1. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée & X donne :

A
Ve > 0,P(X - A > ) < 5.

1
Appliquée avec e = A : P(|X = A| > A) < X
Or : [X > 2\ C [|X — A| = )], donc par croissance de la probabilité,
P(X > 2)) <
2. Soit Z une variable discréte d’espérance nulle et de variance o2.
a)[Zzad ClZ+ax>a+az]CZ+2)?> (a—i—;v)]cara—i—a: 0, donc
VYa >0, Vz 20, P(Z>a) P((Z + z)? z)?).
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b) Appliquons l'inégalité de Markov & Y = (Z + z)? qui posséde une espérance
puisque Z posséde une variance et (a + x)? > 0 :
E(Y) = E(Z% + 2Zx + 22) "2 E(Z2) + 22E(Z) + 22 = 02 + 22 car E(Z) = 0
entraine aussi E(Z?) = V(Z) par la formule de Kénig-Huygens, donne

o2 + 22
Va>0, Vz>0, P(Z>a)<P((Z+2)*>(a+2)?) <m.

2 2 2
c)Soita>Oetfa:wn—>Ldeder1veex»—>7a z-2).
(a+x)? (a+x)3 a
2 2

o o o
fo atteint un minimum global en —, valant ———— . En prenant x = — dans
a 02 + a? a

I'inégalité précédente, on a bien :
2

o
v 0, PZ2a) < —5—.
a>0, P a)' =
d) Prenons Z = X — X et a = \. Alors E(Z) mA—A=0, 0% = =V(Z)=VX)=X:
on peut utiliser ce qui précéde, et [X > 2X] = [Z > a]. Ainsi :

P(X > 2)) < 17

3. a) Rappeler la fonction génératrice de X, puis montrer a l'aide de 'inégalité de
Markov que

Ze*/\ k;' =e e = MY (Cest du cours).
Apphquons I'inégalité de Markov a X (puisque par transfert E(t%) = Gx(t)) et
t*>0:
A(t—1)

Va>0, Vt=>1, Pt*>t?)<
Or comme t > 1, [tX > t%] = [X > a]. Donc :

t(L
oM(t=1)

ta

Ya>0, Vt>1, PX>a)<

t2A t2
et 1 (t _ 2)et—1

g:[1l;400] = Rt — e est dérivable, de dérivée ¢ +— —

A(t—1) t—1\ A
b) Aveca=2\: Vt>1, IP’(X>2)\)<—<>,

, de

minimum ¢ atteint en 2.
En prenant t = 2 dans I'inégalité précédente, il vient :
P(X > 2)) < (Z)A.
4. Quelle est la meilleure majoration lorsque A = 17 Et lorsque A devient grand ?

e Pour A =1, on a successivement pour X < P(1) :
P(X >2) (banall),

<1
1
P(X >2) < 1 (mieux!),
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P(X >2) < Z (moins bien car Z ~ 0,68).

e (§]
C 0< <<, (f
[ ] omime 4 4

majoration devient (inifiniment) meilleure.

Pour info, il y a égalité lorsque A ~ 4,33, et pour A =5 et X — P(5), on obtient
1

par 2. P(X > 10) < g ~ 0,167, et par 3., P(X > 10) < 0, 145.

Exercice 421 | Des échecs indépendants des succés ...

Soit N une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N. On suppose que, pour tout
n de N, P(N =n) #£0.

Lorsque N vaut n, on réalise une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes
de probabilité de succés p (p € ]0; 1[). Soit S le nombre de succés et E le nombre
d’échec(s).

1. Lorsque N suit une loi de Poisson ...

A 1
) =0 (/\—F1> donc lorsque A grand, la derniére

Dans cette question, on suppose que N suit la loi de Poisson P(A) ou A € ]0; +o00].

a) Soit n et j deux entiers de N. Que vaut Pin—,)(S = j) ? (On distinguera bien
les deux cas possibles)

b) En déduire la loi de S, et déterminer de méme la loi de E.

c) Montrer que S et E sont indépendantes.

2. Lorsque S et E sont indépendantes ...
On suppose dans cette partie que S et E sont indépendantes.
a) Soient u, v et w trois suites réelles strictement positives telles que :
V(j,k) € N2, (§ + k)lwj 1 = ujvg.
Montrer que u et v sont géométriques de méme raison.
b) En calculant de deux fagons Pin—;41)((S = j) N (E = k)), montrer qu'il existe
deux suites réelles u et v telles que :
V(j, k) € N2, (j + k)IP(N = j + k) = ujvy.
¢) En déduire les lois de S et de E, puis celle de N.

Solution (Ex.421 — Des échecs indépendants des succés ...)

1. Lorsque N suit une loi de Poisson ...
a) Puisque sachant (N = n), S suit la loi B(n,p),

n . .
) )PPt si0<j<n
0 sij>n
b) A l'aide du sytéme complet d’événements ([N = n]),cn, la formule des proba-
bilités totales donne, pour j € N,
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+oo n g T n
_ i n j n—j _)\)\ _ _)\)\ p ()\Q)

ZHN n) (8 >P(N—”)—Z<]~)p’q ST T Z(n—.

n=j n=j

4”17] A — o= P ()\P)J donc

]'
S suit la loi de Poisson de parameétre Ap.
De méme, en remplagant simplement p par ¢,

E suit la loi de Poisson de paramétre Aq.

c) Pour i et j dans N,

(S =] 1 [B = j]) = B[S =i NN =+ ]) = Bixeisy (S = PN = +.) =

(i 4 ) 7!
donc S et E sont indépendantes.
2. Lorsque S et E sont indépendantes ...
a) La relation vérifiée par u, v et w entraine que : Vj € N*, w;vg = jlw; = u;_1v1,

. U1 . o . U1 N
donc Vj € N*, u; = —wu,;_; donc u est géométrique de raison —. De méme
’ vl ] I
Vo Vo
a1
Vk € N*, wugvy = klwp = ujvg_q, donc Vk € N*, v, = —wv,_1 donc v est
uo
. L . Uy U1 , P N .
géométrique de raison — = —. u et v sont géométriques de méme raison.
uo Vo

. . +k
b) D’une part , P(N:j+k)([s =jINE=k]) = P(N:j+k)(s =j) = <] )pj k.

PS=jPE=k , FS=jBE=k
PN=j+k P(N=,+k)

D’autre part, P(y=;x)([S = j]N[E = k]) =
G+qwk
J
JIP(S = j IP(F —
D'ou (j + k)!IP(N = j+ k) = (].]P’(Sj— ])) (k.IP’(Ek_ k)>.

p q
Il existe deux suites réelles u et v telles que :

V(j, k) € N2, (j + k)IP(N = j + k) = ujvg. 1l s’agit des suites définies par
iP(S = E'P(E =k
by PEE =) HPE =)
P’ q"
c) Le premier membre de ’égalité précédente étant strictement positif, les termes
de u et v sont tous non nuls. Par définition, les suites uw et v sont & termes

positifs.
Par a), u et v sont géométriques de méme raison strictement positive A.
iI'P(S =3 ) Ap)J
De Vj € N, u; = ‘M = uoN on tire P(S = j) = Uo( ?? . De
p

1= ZP(S = j) = uge P, on tire ug = e *, donc : Vj € N, P(S = j) =
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Ap)?
e’Ap%. Donc S suit la loi de Poisson de paramétre p\. De méme, E suit la

loi de Poisson de paramétre gA.

N étant la somme des deux variables indépendantes suivant des lois de Poisson
de paramétres Ap et Ag, par stabilité, N suit une loi de Poisson de paramétre
Ap+Ag= A
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