CPGE PC

RECUEIL D’EXERCICES

Exercice 1| Un peu tous les critéres

On pose, pour tout n > 2.

Up = ln(n) , Up =

1
1. a) Montrer que — = o (wy,).
n
b) Quelle est la nature de la série de terme général w,, ?
2. Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

3. a) Montrer que la suite (|vn|) n’est pas monotone, méme & partir d’un certain
rang.
b) Déterminer un équivalent simple de v, — .
c) En déduire la nature de la série de terme général v,,.

Solution (Ex.1 — Un peu tous les critéres)
In® 1
1. a) Par croissances comparées, m ——0donc —=o| —5—|.
n  n—o+oo In“(n)

1
b) Comme la série harmonique de terme général — diverge, par négligeabilité la
n

série de terme général w,, diverge.

1
2. Comme (m) est une suite décroissante de limite nulle, le théoréme de Leibniz
n(n
assure que la série de terme général u,, converge.
1
3.a) Pour n >3, In(n) + (—=1)" > 0 et |v,| =

In(n) + (—1)"

1
In(n+1) + (-=1)"** —In(n) — (-1)" =In (1 + E) + 2(—=1)"*! est du signe de

1 1
2(-1)"car1 <14+ —-<2<edonc0<In(l+-)<1<2.
n

n
Donc la suite (In(n) 4+ (—1)™) n’est pas monotone, méme & partir d’un certain
rang, donc la suite (|v,|) n’est pas monotone non plus, méme & partir d’un

certain rang.
—1 1
b) v, —u, = — N~ e~ Wy,
In“(n) + (=1)"In(n) n=+oc  In“(n) n—too

c) Le théoréme de Leibniz ne s’applique pas au terme général v, ((|v,|) non dé-
croissante).

On déduit par équivalence de termes négatifs que Z Up, — Uy, ) diverge. Comme

g u, converge, E v, diverge, sinon E

— Up,) convergeralt par linéarité.
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Exercice 2| Natures en série
(=n"
N

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Soit, pour tout n > 2, u,, =

Déterminer la nature de la série de terme général In(1 + uy,).

Déterminer la nature de la série de terme général sin(uy, ).

oW N

Déterminer la nature de la série de terme général cos(uy, ).

Solution (Ex.2 — Natures en série)

1. est une suite décroissante de limite nulle donc E u, converge par le critére

(7
n>2
des séries alternées.
U0 () = g — - 40—
= ul) = U, — — — .
2 " 2n n3/2

Or Z u, par 1., et Z @ ( 3 /2) convergent car la série de Riemann de paramétre

2. Comme u, P 0, In(1+ up) = uyp —

1
3/2 > 1 converge. De plus la série harmonique E o diverge.
n
n

Donc Z In(1 4 u,) diverge.

. 1
3. Comme u, n—) 0, sin(u,) = u, + O (ufb) =u, +0 ( 3/2)
Or Z Uy, par 1., et Z O ( 3 /2) convergent car la série de Riemann de paramétre

3/2 > 1 converge. Donc par linéarité Zln(l + u,) converge.

n

4. Comme cos(u,) — 1 #0, Z cos(uy,) diverge grossiérement.
n—-+oo

n

Exercice 3| Pairs et impairs

1. a) Justifier la convergence des séries

(—1)n 1 1
2 e ’Z(2n+1)2 ot Z(Qn)T

n>1 n>0 n>1
400 2
T .
b) En admettant z 5’ calculer les sommes des séries précédentes.
1/7 ol
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T 2k oo 2kl
2. Mont : Ve R > .
ontrer que T € R, ];)(2]@)! " (2k+1)!

Solution (Ex.3 — Pairs et impairs)

1 a)z(_

n>1

converge par application du théoréme spécial des séries alternées.

1
Z W converge par linéarité car la série de Riemann de paramétre o = 2

n=0
converge.
1 N P -
Z m converge par le critére des équivalents de t.g. positifs
n>0
1
m Yo 12 et convergence de la série de Riemann de paramétre o = 2.
n n—-+0oo
+oo +oo
1 1 1 0
b — = — — = —,
) Z 2n 2 zzl n2 24
+o0 +o0 1
E: - Y at Y E: +2 5
n pair n 1mpa1r n=0 (271 + 1)
a2 2 7T2
d’ot ey ik v it
uﬂ; (2n+1)2 6 24 8
= (—nm 1 1 7w r
Zn2*2ﬁ72ﬁ 24 8 19"
n=1 n pair n impair
Remarque : la somme de cette derniére série alternée est bien du signe de son
premier terme.
2. Soit z € R.
2k (x2)* 22k
Vk e R,0 < w < X assure la convergence de Z 25)! par comparaison &

k>0

la série exponentielle de paramétre z2.

2k
Une comparaison analogue justifie la convergence de Z wi’ donc de
= (2k +1)!
2k+1 B
x linéarité
———— par .
|
= (2k +1)!
Attention si on utilise un autre critére : x?*T1 est de signe alternant pour = < 0.
too 2k too 2k+1 too (_ )k
x x x
. kz_o (2k)! kZ_O 2k + 1) AR
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Exercice 4 | Constante d’Euler et harmonique alternée : somme et série du reste

(2)

b) En déduire l’existence d’une constante réelle v telle que

1. Soit, pour tout n de N*, u,, =
k=1

1
E—ln( n).

o

a) Montrer que, lorsque n tend vers 400, U, 1 — Uy =

Z - =In(n) +7+0(1) (V).
(_1)k+1
2. a) Justifier la convergence de la série de terme général 0
n ( 1)k+1
Dans la suite de ’exercice, on note, pour tout n de N*, S,, = Z A et
k=1
too k41
-1
R,= 3 GV
k=n+1

E:

1
b) Justifier que Sy, = -2 Z T et en déduire que Sa, —+> In(2).

+o0o (_l)k_;’_l
c) En déduire finalement la valeur de Z —
k=1
+oo (71)k+1
3. a) Soit n dans N*. Justifier que Ry, + Rp41 = k:ZnH WEE1)

b) Soit n dans N*. Que vaut R,, — Rj,41 7
-n" 1

c) En déduire que 2R,, = (=) +0 (—2
n

n+1 >

d) Quelle est la nature de la série de terme général R,, 7

-1
nn+1) +

1. Q) Upy1—Up

Solution (Ex.4 — Constante d’Euler et harmonique alternée : somme et série du reste)
1
donc up41 —up, =0 | —
b) Par domination, et par convergence de la série de Riemann de paramétre 2 > 1,
la série de terme général Up+1 — U, converge, donc la suite u converge. En notant

1 1 1 1 1 1
:5:7‘m(1+5>:n+1‘5+0<ﬁ) O(ﬁ)
TL2
().

~ sa limite, on a : Zk (n)+~v+o0(1)

k=1

ou
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—1 k+1
2. a) Par le théoréme spécial des séries alternées, la série de terme général (=1

. 1 .
converge car la suite <k: tend vers 0 en décroissant.
> i X
1<k<2n, k impair 1<k<2n, k pair
les indices impairs est la somme totale privée de la somme pour les indices pairs,

b) So, = — — et en observant que la somme pour

on a ) ,
1 -1 Sl =1
San Z L Z 2% L Z L
k=1 k=1 k=1 k=1
c) Sop, =In(2n)+vy+o0(1)—In(n)—y—0(1) =In(2)+0(1), d’ou Sop, P In(2)

1
Son + 57—,
2 +2n—|—1

Donc la suite (S,,) converge vers In(2).

Comme Sop, 41 = Son+1 —+> In(2).
n—-+0oo

Variante : on sait que S,,) converge et que sa suite extraite (Sa,,) converge vers
In(2), donc (S,,) converge vers In(2).
too 1)k+1
Aut t dit ——— =1In(2).
utrement di Z ’ n(2)
too k+1 k+1 too k+1
1) -1
R D e M
k=n+41 k=n-+42 k=n+1
“+o0
Z (_1)k+2
k=n+1 k + 1
oo too k41
1 1 (-1)
Ry +Rop1 = ) (—1)’““(— - —> =y
W E k+1 W E(k+1)
(_1)n+2 (_1)71
b) R, —Rp11 = = .
) + n+1 n+1
n k-l—l
c) En sommant les deux relations précédentes, 2R,, = + Z k + 0
_1)k+1
En appliquant le théoréme de Leibniz a la série de terme général m
(_1)k+1
puisque <m> est une suite tendant vers 0 en décroissant, la majoration
du reste fournit
too k+1
(-1) 1 1
Vn >1 < < =
" k_znﬂ kk+ )| St Dnt2) S n
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1.

1

ro (4

="
n+1

1
Autrement dit, ce reste est un O ( > Donc 2R,, = 5
n2 n

(="

d) On a déja vu que la série de terme général 1
n

)

converge, et puisque la série

de Riemann de parameétre @ = 2 > 1 converge, toute série de terme général

1
(’)( ) converge.
n

2
Par linéarité, la série de terme général R,, converge.

Produit infini

Montrer la convergence de la suite de terme général u,, = H <1 +
k=1

n

1
kQ

&)

Solution (Ex.5 — Produit infini)

Manifestement : Vn € N*, w,, > 0. Posons Vn € N*, v, det. In(uy,).
. - 1 1 1 n )
Vn € N*, v, = ’;ln <1 + k2>’ or In <1 + k2> k—;\—;—oo = et la série de Riemann

1
Z 7z converge.

k>1

Le critére des équivalents pour ces séries & termes positifs permet d’affirmer que la
suite (v,), converge. Par composition par la fonction exponentielle (continue!), la
suite (uy), converge.

Somme d’une série de type exponentielle
n3
Justifier la convergence de la série Z -~
n=0

2. a) Déterminer trois réels «, et v tels que :

vneN, n?®=an(n—1)(n—2)+Bnn—1)+yn.
b) En déduire la somme de la série précédente.

Solution (Ex.6 — Somme d’une série de type exponentielle)

3
1. oL = permet de justifier la convergence, ou encore D’Alembert :
n! n—+oo (n— 3)!
fott ., 2 0...
Up, n—+o00 N n—+oo
2. Pour pouvoir simplifier les factorielles, on écrit :
n?=n(n—1)(n—2)—3n2+2n=n(n—1)(n —2) — 3n(n — 1) + 5n.
o
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N N N N

n-_ n(n—1)(n n OSla—l/ = [In [In(¢ In(In(z)) —In(In2) —— +o0 ... U,
R P ) I P SE A0t = ln(®)ll; = n(a(@) ~ i) T +o0.. )
n=0 n=0 n=0 n=0 =z

N 1 N N diverge.
=2 Ty 3 ———e—3e+5e=3 e Sia#l,

73(71_3)' ;(n— g no 1) e —3e+oe e. #

N—+o0 / z
faltt = |
(1- )1 ‘)],
Fonction ¢ de Riemann en 1 1 .
1 1 — sia>1

e _ _ (a— D" (2)

Pour tout a > 1 on pose ((a) = Y~ — (1—a)n™ (@)  (1—a)n™(2) s+’ | [ sa<l
n=1 . .
1. A Paide d’une comparaison série-intégrale, déterminer hm+ ¢(a). Done Z Un converge si, et seulement si, o > 1.
a—1 n>2
2. Donner un équivalent de ¢ en 1. e Bilan : Z u, converge si, et seulement si, a > 1.
n>2
Solution (Ex.7 — Fonction ¢ de Riemann en 1) 1
1 400 gy X +50 4 2. fa:it— oIt est continue positive et décroissante sur [2; +oo[ donc Z Uy, est
1. Par décroissance de x — —, / — < — <1 +/ —. n n>2
A ot vt ke 1 a“ 400
1 1 B de méme nature que / fa(t)dt.
Donc:—1§((a)§1—|——1. 2
Par comoé);raison lim C(oz)a:_—i—oo esia>1, folt) =0(1/t%) et t — 1/t* est intégrable ... Z Uy, converge.
T a1t ' n>2
La majoration n’était pas nécessaire mais sera utile pour la suite. N Z
esia=1, / fi(t)dt = [In|In(t)|]; = In(In(z)) — In(In2) —— o0 ... Up
2. Et:Va>1,1< & < (av—1)+1, donc par encadrement : ﬂ —_— T+0o "o
Ua-1) 1/(a=1) a1 di }
1. et iverge. .
’ o)
a) ~ 1 . esia<l1, fo(t) > f1(t) > 0 car t* < t, or 1(t)dt diverge d’aprés le point
¢ 1
a—1l o — 2

+oo
précédent donc / fa(t)dt diverge ... u, diverge.
FEzxzemples de Séries de Bertrand 2 () 7;2 "

Soit aw € ]0; +o0l.

1. Etudier la nature de la série de terme général u,, = o Une condition nécessaire pour les t.g. décroissants
nln®“n
5 1 . i . L .
2. Etudier la nature de la série de terme général u,, = . 1. Soit (uyn)nen- une suite décroissante telle que la serie Z Uy, converge.
n®lnn n>1
Solution (Ex.8 — Exemples de Séries de Bertrand) On pose : Vn e N*, §, = Zuk
1
1. f,:t— ——— est continue positive et décroissante sur [2; +oo[ donc Z Uy, est a) Que vaut lim Ss, — S, ? En déduire lim 2nus,.
tIn®¢ P Jim lim
+oo - . o 1
de méme nature que / fa(t)dt. b) Montrer que :  u, = o (n)
2
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3k e N*.n = k2
2. Soit, pour tout n de N*, u,, = st drk € N7, n ,

SEAE

si n n’est pas un carré.

Montrer que E Uy, converge.
n>1

1
A-t-on u, = o (—) ?
n

Solution (Ex.9 — Une condition nécessaire pour les t.g. décroissants)

1. a) Comme la série Z uy, converge, la suite (S,,) converge, vers une limite S. Alors :

n>1
Son —S, ——S—S=0.
n—-+oo
2n
Or:Vvn>1, Ss,—S,= Z U, > N, car u décroit.
k=n-+1

Et comme la serie Z u,, converge, u tend vers 0. Etant de plus décroissante, u
n>1
est une suite positive. Ainsi : Vn > 1, 0 < nusg, < So, — S,.

Par encadrement, nus, — 0, donc 2nus, —— 0.
n—-+oo n—-+o0o

b) Vn > 1,0 < ugpy1 < ug, done 0 < 2nugpiq1 < 2nusgy,, et par encadrement,

2oy 41 — 0.
n—-+oo

Comme de plus U2n+1 m} 0, (27’l + 1)UQn+1 m 0.
1
Ainsi, nu,, —— 0, autrement dit : u,0 (—)
n—+oo n

N
2. IN>1,> uy,

V| ) )
E =k Comme la série E 73 converge, E U, converge.
n=1 k=1 k>1 n>1
Vk € N*,  (k*)ugz = 1, ce qui exclut que nu,, —— 0.
n—-+o0o

1
On n’a pas : u, = 0 (—)

n

Exercice 10| En passant par la série harmonique

1
n(2n+1)

1. Justifier la convergence de la série de terme général wu,,.

Soit, pour tout n de N*, u,, =

Lycée Henri POINCARE
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2. On note Hy la N—éme somme partielle de la série harmonique : Hy = Z —.

Justifier que la suite (Hn —1In n)

n>1
. . . « B
3. a) Déterminer deux réels « et S tels que Vn > 1, u, = — + .
n  2n+1
N
b) En déduire que, pour tout N > 1, Z Uy, = 2HNn — 2Hony1 + 2.
n=1
+oo
4. Déterminer Z Up, -
n=1
Solution (Ex.10 — En passant par la série harmonique)
. ~ - P& “«Or... .
1. u, el 32 (ou “<”, ou encore “O”...) permet de conclure
2. Vu en cours. En posant v, = H,, — In(n),
1 n+1 1 1 1 -1
Untl = Un n+1 S n+1 n+ <n2) n2+n

converge. On note v sa limite.

|

n=1

o(3)-

1 .
O | — | assure la convergence de la série de t.g. vn41 — vy, donc la convergence
n

de la suite v.
3.2y 44 f_Qatfnta
n  2n+1 n(2n+1)

N N
b) Z Up =
n=1

1
Hy = Q;Zn—i—l

N

donc = —2 et a = 1 conviennent.

X o

Hy — 2
3<n<2N+1

n impair

1
=Hy —2(Hong1 — 1) +2) 5 = 2Hy — 2Hons +2

n=1

N
4. > up =2(nN+7y+0(1)) —2(n2N+1+v+0(1)) +2 = 2+ 2In
n=1

2N +1 +

ou
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0(l) ——2—2In2
N—+4o0

Exercice 11 | Sinus et cosinus

|sinn| + |cosn| |sinn| + |cosn|
2 Y —m
n n

Nature des séries

Solution (Ex.11 — Sinus et cosinus)

. .2 2 i
. |sinn| + |cosn| o sin“n +cos”n . |sinn| + |cosn| - 2

1 L.
> > — :la série diverge. < :
n n2 n?

n
la série converge.

Exercice 12| Ca finira par converger

n

Soit ¥n > 1, u, = "—leosnl
n + [sinn|
Nature de Zun, de Z(un —1) et de Z(un —1)2
n>=0 n>1 n>1

Solution (Ex.12 — (a finira par converger)

~

n — |cosn| -
n—

n,n+|sinn] ~ ndoncu, —— 1et Z uy, diverge grossie-
oS} n—-+oo n——+00
n>1
rement.
—|cosn| —[sinn|  [cosn|+ [sinn|

Up — 1=

n + [sinn| B n + [sinn|
De |cosn| < 1 et |[sinn| < 1 je tire |cosn| 4 [sinn| > cos?n + sin? > 1, donc
|cosn| + [sinn| 1
> .
“n+1

n +sinn
osn| + |sinn|

1 . . C . .
Comme E p—— diverge, par comparaison E | diverge et par linéa-
n

= = n + [sinn|
rité Z(un — 1) diverge.
n=1
(tp — 1)2 = (— |cosn| — |sinn|>2
" n + [sinn|
n+ |sinn| ~ n car sinn = o(n), donc (n + |sinn)]> ~ n2 Et comme
n—-+oo n——+4o00
(= |cosn| — [sinn|)? < 2, (u, —1)2 = O (%) et Z(un — 1)? converge (absolu-
n>1
ment).

Exercice 13| Série a paramétre

Lycée Henri POINCARE
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Soit a #0 et Vn>1, wu,

Nature de Z Up,-

n=>0

Solution (Ex.13 — Série a paramétre)
eSia<0,n* —— 0et n®+(—1)"*1
n——+4o00

)

(—1)™+1, donc uy, S RN

n—-+oo

~Y
n——+oo

O

~Y
n—-+oo

—1 : divergence grossiére.
e Supposons a > 0.

_ =y 1 (=D
<1 — (=1)"/n®

n =

n n
(=)™ 1 1
w0 (e ) = v o)
—1)n
Z v, converge par le théoréme de Leibniz, <( a) ) étant décroissante de limite
n>1 n
nulle.

Up — Up = Wy, + 0(wy) ~  w, qui est positive.
n—-+oo
. . 1 . .
Donc g Uy, — v, converge si et seulement si a > 3 par équivalence et par les séries
n>1
de Riemann.

Comme u,

. 1
= (up — vp) + vy €t E vy, converge, g U, converge ssi a > 3
n=1 n>1
Par équivalence de suites positives et Riemann, E Uy, converge.

n>0

Nature

Nature de Z Uy, POUT Uy,

(m (e+ %))_nz (Vn > 1),

Solution (Ex.14 — Nature)

Uy = exp (—ﬁ + 0(n)> donc n?u,, — 0 donc u, = o
e

n—-+oo

Valeur approchée d’une somme
="
2n3 +1°

()

1. Justifier la convergence de la série Z
n>=0
2. On note Sy sa somme partielle d’ordre N et S sa somme.

ou
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a) Quelle est le signe de S?
b) Déterminer un entier N tel que |S — Sn| < 1072
c¢) En déduire une valeur approchée de S & 1072 prés.

Solution (Ex.15 — Valeur approchée d’une somme)

1
(3—> étant décroissante de limite nulle, le théoréme de Leibniz s’applique
2n3 +1 n>0

et assure la convergence de la série alternée.

2. a) Le signe de S est celui du premier terme, donc positif.

b) [S — Sx| = f Z (-1" | _ Ry < S S
3 = 5.1
B/ arerd 2n° +1 2IN+1)3+1

1 99

- <10?2=2N+1P34+1>100<— (N4+1)3> = «—= N>3
AN+ 1P +1 — (N+ 17+ 1> (N+1)° 2 < E
car N est entier.

N = 3 convient.

1 1 1 1984
c)S3=1- 3 + 7 "5 (z % ~ 0, 71) est une valeur approchée de S & 1072

pres.
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