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Ezxemple de convergence uniforme = . L )
(—1) 2. Vz e L|R,(2)] < Z || fx]|o qui est indépendante de = donc R,, est bornée.
On pose VneN VreR, f,(z)= . k=n+1
n + a2 oo
1. Montrer que la série de fonctions > f,, converge simplement sur R. 3. Soit V¥, p, = Z fillo. On & [[Rull, < pn et pn - 0 car py est le reste
+o0 n—-+00
N . N . . k=n+1
2. On pose, pour tout n > 1, R,, = Z fr. A Paide du théoréme spécial des séries d’une série numérique convergente. Donc ||Ry || o 0 et la série de fonctions
[— n—+oo

alternées, montrer que pour tout n > 1, R,, est bornée sur R.

3. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur R.

Solution (Ex.1 — Ezemple de convergence uniforme)

1. Pour z fixé, le théoréme spécial des séries alternées assure la converge puisque

1
(—2) est décroissante de limite nulle.
n-—+x n

1
2. Soit n > 1. Vz € R, |R,(2)] <

STt donc R,, est bornée.

<
S+l

1 .
3. Vn > 1, [|Ry]] < nE D donc ||Ry|| T 0 et la convergence est uniforme.

Exercice 2| Le concept de convergence normale

Soit > f,, une série de fonctions définies sur un intervalle I.
On suppose les f,, bornées et on suppose que la série numérique ) || fn ||, converge.

On dit alors que la série Z fn converge normalement'.

+oo
On pose, pour tout n > 1, R,, = Z fr-
k=n-+1
1. Justifier que la série de fonctions ), f, converge simplement.
2. Justifier que, pour tout n, R,, est bornée.

3. Justifier que ) f, converge uniformément.

Solution (Ex.2 — Le concept de convergence normale)

1. Soit & € L. Vn, | fn(x)| < ||fn]],, donc par comparaison la série numérique Z fn(x)
converge absolument donc converge. Donc la série de fonctions sup,, f, converge
simplement.

1. I faut donc interpréter « converger normalement » par « la série des normes ||fn||,, converge
». De méme que pour une série numérique « converge absolument » s’interpréte en « la série des
valeurs absolues converge »...
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>, [n converge uniformément.

Exercice 3 | Exemples de convergence normale

1. La série de fonction Y f,, de Pexercice converge-t-elle normalement ?
_ 1

=y

La série Z gn converge-t-elle normalement 7 Et uniformément ?

2. On pose Vn € N* Vx € R,

gn(.%‘)

Solution (Ex.3 — Ezemples de convergence normale)

1
1. Vn € N ||full, = -

et la convergence n’est pas normale... ce qui prouve que la convergence uniforme
n’entraine pas la convergence normale pour autant...

(majorant évident, et atteint en 0). Donc ) || fn||,, diverge

1
2. Yn e N*,||gn|l, = 32 (majorant évident, et atteint en 0). Donc ) ||gn ||, converge

et la convergence est normale, donc uniforme d’aprés ’exercice précédent.

Exercice 4 | Ftude d’une fonction définie par une somme

+oo
1
(0] , >0 et : d’existence, S(z) = e
1 pose, pour & et sous réserve d’existence (x) ; TR
1. Convergence simple
Justifier que S est définie sur |0; +ool.
1
Pour tout (n,x) € N* x]0; +o0o[ on pose hy(z) = .

2. Exemple de passage du local au global : continuité
a) La série de fonctions Y h,, converge-t-elle normalement sur |0; +oo[?
b) Soit @ € ]0; +oo[. Justifier que la série de fonctions ) h,, converge normalement
sur [a; +ool.
¢) En déduire que S est continue sur |0; +ool.
3. Variations sans dérivation
Sans chercher a dériver S, montrer que S est strictement décroissante.
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4. Dérivabilité et classe : variations et convexité
a) Montrer que S est de classe C! sur |0; +oo[ et retrouver sa variation.
b) Montrer que S est de classe C? et convexe.

5. Utilisations du théoréme de la double limite : comportement en +oo
a) A l'aide du théoréme de la double limite, justifier : S(x) e 0.
Tr—r+00

too 2 2

b) On rappelle que Z — = % Justifier que S(z) < g— et retrouver la limite
n

T
n=1

précédente.

7T2

c) A T’aide du théoréme de la double limite, établir que S(z) et
d) En se plagant au voisinage de 0, montrer & ’aide du théoréme de la double limite

que la convergence de la série Y h,, n’est pas uniforme sur |0; +ool.

6. Comparaison série-integrale :

a) Montrer que
Vo >0 S(:E)—L</+OOL<S(93)
’ r+1 ), t(l+tx) )

b) En déduire : S(z) ~ —In(x).
—

xT

comportement en 0

7. Représentation graphique
a) Calculer S(1).

b) Représenter graphiquement S en tenant compte de tous les éléments obtenus au
cours de cette étude.

Solution (Ex.4 — Etude d’une fonction définie par une somme)

+oo
. 1
On pose, pour x > 0 et sous réserve d’existence, S(m) = Z —.
ot n -+ n“x

1 1
1. Pourx €]0; +0o[,0 < hy(z) < — X —5, donc ) hy,(x) converge par comparaison.
T n

Donc S est définie sur |0; +oo].

1
2. a) ||hn]ly = - donc la série de fonctions > h, ne converge pas normalement sur
105 +ool.

1
b) Soit a € ]0; +00l. ||hn[q

n+n2a
> hy, converge normalement sur [a; +oo[.

c¢) Pour a > 0, les fonctions h,, sont toutes continues sur [a; +oo[ et la convergence
est normale donc uniforme, donc S est continue sur [a; +oo[. Comme ceci est
vrai pour tout a > 0, S est continue sur |0; +o0.

1 . .
a; 4oo] = < o donc la série de fonctions
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+oo
3. Soit 0 <z <y.S(x)—S(y) = Z (hn(x) = hy(y)) > 0 car Vn, hy,(z) > hy(y). Donc
n=1
S est strictement décroissante.
4. Pour tout n > 1, h, est de classe C2.

-1 2n
¥n > 1¥e > 0,h,(2) = G et hil() =

2
Soit @ > 0. Les majorations [|h,[|,,

aZn2 et ||hx||oo,[a;+oo[ < a3n3

<

a; +oof
justifient la convergence normale donc uniforme des séries > hl, et > h! sur tout
[a; +00[ C]0; +ool.

Ainsi S est de classe C? sur |0; +oo[ et S’ et S” se calculent par dérivation terme
a terme. D’ou S’ < 0 et S” > 0 : S est strictement décroissante et convexe.

5. Utilisations du théoréme de la double limite : comportement en 400
a) S converge normalement donc uniformément sur [1; +oo[, et pour tout n >

1, hy () P 0. Le théoréme de la double limite justifie alors que : S(z) ——
r—r+00

Tr—+00
0.
1 2
b) Vz > 0,¥n > 1,0 < hy(z) < ——, d'oi 0 < S(x) < g— et par encadrement
z T
S(z) —— 0.
T—-+00
x
I ni (1 — R,z — zhy(x) =
¢) Posons g, : [1; +o0f x> zhy(z) T
n+nzx —nz . 1
o) = S > 0 done lanll =l on(@) = 2
La convergence de ) g, est normale donc uniforme sur [1; +oo[, donc par le
+o0 400 5
1 ™
théoréme de la double limite, n(T) ——— — . ie. 28 T
éoréme de la double limite 1;9 (x) oo ;nZ ie. xS(x) —>$_)+OO 5
2
™
A. 1 S ~ —_
insi S(x) o

1
d) Si la convergence était uniforme sur |0; +oo[, puisque hy(z) —5 la série
xT—r n

1
>, — convergerait... ce qui est absurde.
n

6. Comparaison série-integrale : comportement en 0
n+1 dt
a) Vo > 0,Vn > 1,h T) < —
) >Lhen@) < [ =
En sommant pour n parcourant N*,

Vz >0 S()——1 </+Oo—dt < S(z)
v VTrrl S .t +tx) )

< hp(2).
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+o0 dt +o0 1 t oo
b) / 4:/ ot dt = |In =—In(z) + In(l + z)
1 t(l+tx) 1t 14tz 1+tx],

Ainsi : Vo > 0, —In(z) + In(1 + ) < S(z) < —In(z) + In(x + 1) + !

5(2) 1+
(o) ﬁal ie. S(x )x:O—ln(x).

En divisant par —In(z), on obtient

Intégrale et somme

-1 n+1 2n+21 . 0 1
On pose, pour tout n de N, fn(x):{( ) nr size]0; 1],

0 siz = 0.
; o0
Soit x € [0; 1]. Justifier Pexistence, puis calculer :  f(z) et Z fn(2)

Montrer que la convergence de la série des f,, est uniforme sur [0; 1].

Intégration terme a terme par CVU sur un segment
1 +o00 1
e Inz (="t
En déduire ’égalité : /0 T2 dz = EZO m

Solution (Ex.5 — Intégrale et somme)

Remarque préalable :
(-2 t2Ine  size]0; 1],

fnl) = {0 six=0.

définit une fonction continue sur [0; 1].

ePourx=1,YneN, f,(z)=0donc Z fn(x) existe et vaut 0.

e Pour z € [0; 1[, Vn € N, f,(z) = ( 2)n+1 donc, puisque —2? € |—1; 1],

1 —221
Z fn(x) existe et vaut —a? x T — Inn = 1x+ ;;U.
def. <X —2?Inzx
Finalement : pour tout = € [0; 1], f(z) = nZ:;an($) =T
Soit N € N.

Notons que Ry (0) = 0.

Par le critére spécial des séries alternées, pour z € ]0; 1],
+oo

Rx(z)| = Z (=1)" a2t ng| < 22N+ |In g
n=N+1
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Etudions ¢ :]0; 1] — R,z — 224 |Inz| = -2 4 In .
p(l)=0= lirr%)gp(x), et Vz €10; 1],
T—

'(x) = —(2N + 4)22N 3 Ing — 22N+3 = _22N+3((2N + 4) Inx + 1), donc ¢ atteint

. 1
son maximum en exp | —
1 ¢ 2N 44 o 1 1
vaut —exp | — - =
P\7an 11 ON+4) " 2e(N+2)
1
Donc ||Rx]|| o, < %e(N+2) et par encadrement ||Ry|| m 0 : la convergence

est bien uniforme sur [0; 1].

1 1
. Rappelons que / In xdz converge car / Inzdr = —-1—-AlnA+A A—+> —1, ainsi
0 —0

A

U Inz . . N L2 lna .
que — 5 dz par équivalence a la premicre, et — 5 dz qui est faussement
o 1+ o 14+
. . 2?lnx 0
mpropre puisque —— —— 0.
HIPTOPTE PUISAUE 977 2 00

1 1
1 1
/ 2T 4z = / Inxdx — / &dx par linéarité.
o 1+ a2 0 o 1+ 2?2

Chaque f,, étant continue sur [0; 1] et la convergence étant uniforme, la permuta-
tion somme/intégrale est licite :

2?Inx =
_ n+1 2n—+2
/0 T2 ——dz = E / x In zdzx

Une intégration par parties permettra de conclure :

1 2n+3 1 1 ,.2n42 1
/ 222 Iy gde | E Inz —/ 93 de = —
0 2n+3 0 o 2n+3 2n+3
1,2 too n
z’lnzx (-1)
do = ———— et enfi
Tt = X gt e

Y ng = (-1 = (1) +t
—d :—1— — Y = S E————
[ it 5 ot = S iy

Exercice 6| Une intégrale somme de série

Intégration terme i terme sur un intervalle

—+o0

+oo 1
Montrer que exp(e™™) — 1)dx = en justifiant ’existence des deux
q /0 (exp(e™) —1) > — e

n=1

membres.

Solution (Ex.6 — Une intégrale somme de série)

ou
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1. f:x+— exp(e™®) — 1 est continue et positive sur RT.

Et f(x) ~ e % avec x> e " intégrable.
xr——+00
Donc f est intégrable par équivalence de fonctions positives.
etz ) e ®

X = 0 donc D = R d’apreés le critére de D’Alembert.
(n+ 1) e e

a)

n+1 notoo

+oo _
e —oy 1
b) Pour tout x € R, S(z) = ,;1 = exp(e™™) = 1= f(x).
+o0 1

3. Montrer que : 1= Z

n xn!

e Pour tout n de N*| f,, :  — e~ /n! est continue sur [0; +oo.

.Zf cvs

— Ssur [0; +oof.
n>1

e S est continue sur [0; +oo.

“+o0
D D A

1
converge car Vn > 1,0 < —
n>1 n>1 :

< — et la série
.n!

1
n!

n

exponentielle E
n>1
Par le théoréme d’interversion,

converge.
n!

too too +oo +oo 1
S(z)dz = / fo(z)dz, ie. 1= .
/0 ; 0 ; n xn!
Une intégrale somme de série
-1
Pour tout w de |0; 1], on pose :  f(u) = %.

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f: [0; 1] — R le prolongement obtenu.

2. a) Exprimer, pour tout u de [0; 1], f(u) sous forme d’une somme d’une série de

fonctions.
Lev —1 =1
b) Montrer finalement que / du = Z .
0o U “—nxnl

Solution (Ex.7 — Une intégrale somme de série)

1. e*—1 ~ wdonc f(u) — 1 €R.
u—0 u—0
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t0  n—1
2.a) Vue[0; 1], f(u) =Y unl
n=1 ’

b) e Pour tout n de N*, f,, : u + u"~1/n! est continue sur [0; 1].

.Zf cvs

== fsur [0; 1].
n>1

e f est continue sur [0; 1].

1
1

n(wldu= > —— VYn>1,0 <

.Z/o | fn(u)] du ann! converge car Vn > <

n>1 n>1

b

1 L.
< — et la série
n! n!

n
. 1
exponentielle Z — converge.

n>1
Par le théoréme d’interversion,

A%wm:§A}Mmm&fe

Harmoniquement
+oo
Vel]-1; +oof, S(x):Z

n=1

1 1
On pose : (— — )
n n+x
1. Montrer que S est définie, continue et croissante sur | —1; +oo].
2. Calculer S(x + 1) — S(z) et en déduire un équivalent de S(z) en —1.
“ 1
3. a) Mont :VYneN, Sn)=) —.
a) Montrer que : Vn (n) ; .

b) En déduire un équivalent de S(z) lorsque 2z — +o0.

Solution (Ex.8 — Harmoniquement)

1. Montrer que S est définie et continue sur | —1; +o0l.
Surtout ne pas séparer la série en deuz séries divergentes!!!

sf. 1
e Je note : f,,(z) . pour n>1, z > —1.
n n+ax
def. | 1 1 |z| |z|
ne ) l‘E] ’ +OO[7 |fn(l‘)‘ n n-+zx n(n—i—x) n—+4oo N2
Par convergence de la série de Riemann de paramétre 2, E fn(x) converge simple-

n>1
ment sur | —1; —+ool.
S est définie sur | —1; +ool.
e Soit a et b tels que —1 < a <0 et 1<b. Soit n € N*.

ou
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[fnll = sup el < b or b L2 donc eln|z]=In(z+(lz]—2))=h (z(1+m—_$))
"Hoofa; b] vcla; b N(n + ) n(n+a)’ n(n + a) n—rtoo n2 x
b iz = e+ 1+ 522« lnecar n(1 4+ 20 0 ca
Z ———— converge équivalence, et par comparaison Z [ full .1 converge. nlr] = mr-m rogoo HT CAE z—+o00 g
(n—l—a) oo,[a,b] |_ J X x
n>+ n>1 | —x
La convergence est normale, donc uniforme, sur [a; b]. Comme chaque f,, est conti- z 200 0.
nue sur [a; b], S est continue sur [a; b]. Et comme ceci est valable pour tout a et . S(|x]) S(z)
| A7
btels que —1 <a<0<1<b,S est contirllue sur ] —1: +ool. Ouf! On a bien : - —_—_>z~>+oo 1, donc par encadrement 7 aoi 1,
e Chaque f,, est croissante (f/ (z) = CESE > 0...), donc par sommation S est S(z) 2o to0 In(z).
croissante. 3
Etude d’une fonction définie par une somme
2. e Soit x > —1. Je note Sn(z Z fnlz +0o
n=1 Soit, sous réserve d’existence,  f(z) = Z e oV,
N, N N, N 1 1 =5
Sn(z+1)— = Z n_ Z n+l+z Z n Z Tz 142z N+1l+z 1. Quel est le domaine de définition D de f? Etudier la continuité de f sur D.
. =t =t =t =t 1 2. Montrer que [ est décroissante.
Passons a la limite lorsque N — +o00 : S(x + 1) — S(z) = T+ 3. Déterminer Ia limite de f en +oc.
1 . . +o0 +oo
_ + . —
o Dans S(z) =S(z+1) — 112’ faisons tendre x vers —17 : z—liglﬁ S(x+1) =S(0) 4. a) Montrer que : Vz € D, / eVt < flz) < 1 _|_/ oV,
0 0
ar continuité, or S(0) = 0. Donc S(x+1) = o . donc S(z+1)— L ~ b) En posant u = v/t dans 'intégrale précédente, déterminer un équivalent simple
p 7 )
1 z+1 I+ 2 am-t de f(z) quand z tend vers 0.
x+1 ) . , . o
Ainsi S(2) -1 Solution (Ex.9 — FEtude d’une fonction définie par une somme)
insi : x) o~ . )
el 1 Soit, sous réserve d’existence, x) = Z eV,
3.a)S(0)=0et:VneN,S(n+1)—S(n) = 1 donc S(n + 1) = S(n) + T n=1
d’oil nt nt 1. Quel est le domaine de définition D de f ? Etudier la continuité de f sur D.
"1 e Siz<0,e V" — 400 et la série diverge grossiérement. De méme si = 0
YneN, S(n)= —. n—+00
1 k car alors e V" — 5 1 £ 0.
b) Culture nécessaire : S(n) ~ In(n) e 4
ot Six > 0,alors lim n 267V = lim —— =0 par croissance comparée (car
Par croissance de S : S(|z]) < S(x )lg S(lz] +1) nostoo m—s+oo (e%)m
donc S(ij) ( ) (L J) e’ > 1). Donc e~ =0 n<) et la série converge par comparaison a la série de
®>1).D zV/n 1/n?) et la séri i la série d
S g S lz] +1 1 Riemann.
tone S(lz)) _ 8(@) _8(lz)) | | D= 10: +ool.
lnlx Inz Inz (Inz)(|z] +1) o Soit a €]0; +o0].
° 0 sans souci, =
(Inz)(|z] +1) 2=+ Vo € [a; +ool, |e < e~ or par ce qui précéde f(a Z ~aVT converge.
LSUel) _S(lz)) | nle) S(la)) — =
Inz  Inl|z Inz In|z| o+ : Donc la série converge normalement donc uniformément sur [a; +oo[. Comme
5/8 el
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chaque f,, est continue sur [a; +oo[, f est continue sur [a; +ool.
Ceci étant valable pour tout a € ]0; +o0o[, f est continue sur D.

2. Chaque f, est décroissante sur D, donc par sommation f est décroissante sur D.
3. a) Soit x € D.
Par décroissance de ¢ — e~ "Vt sur [0; +oo,
e oVids,

k+1
/ o™Vt < e—oVE <
k h T Skt

En sommant de k£ = 0 a N la minoration et en passant &8 N — +o00 :
+o0o
e ™Vidt < f(z).
0
En sommant de £k =1 a N la majoration et en passant & N — 400 :

+oo
flz) —e® < / e ™Vidt,
0

—+oo +oo
Ainsi : Vo € D, / e ™Vidt < flz) <1 +/ e Vit
0 0

b) Déterminer un équivalent simple de f(z) quand x tend vers 0F.

+oo +oo —zu]to0 +oo
u= 2
Or / e TVigt = / ue~"%dy = [2ue ] - —/ e "“du =
0 0 0

r |, x
F.
On déduit alors de a)
z? z?
1< — < —+1
153 fl@) s 5 +1,
donc par encadrement % fx) — 1 donc
—
2

c) a) et le calcul initial de b) donne

2
Vo €]0; 4o, f(:L‘)SlJrP.

+oo
OrVz e€]0; +oof, f(a:)zl-l—Ze_’”‘/ﬁzl,
n=1

donc par encadrement, f(r) —— 1.
T—+00

Domaine de définition troué
00 n
T
S(#) =3 T

n=1

1. Pour quelles valeurs de x dans RT, S(x) est-elle définie ?

Pour =z > 0, on pose :

Lycée Henri POINCARE
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2. Former une relation entre S(z) et S(1/z) pour x # 0.
3. Etudier la continuité de S sur [0; 1[ puis sur ] 1; +ocl.
4. Dresser le tableau de variation de S en précisant ses limites.

Solution (Ex.10 — Domaine de définition troué)

. n
Pour tout n de N* et x > 0, soit f,,(z) et . —f;zc?”'
400 e
Pour = > 0, on pose : S(z) = Z To o

n=1
Size[0; 1, 0 < fu(z) < 2™ donc S(z) existe par comparaison a la série géomé-
trique.

1 1
Siz =1, fo(x) = = ——— — donc la série diverge grossiérement et S(z) n’existe
2 n—too 2
pas.
x" n\"
Siz > 1, fulx) e o <E) donc S(z) existe par comparaison a la

1
série géométrique de raison — €]0; 1.
x
Donc S est définie sur D = [0; 1[U]1; +oof.

n 2n
. Ve e D\{0},Vn e N*,  fu(l/a) = j/lf;x% - xn(;;n i Fu(), donc
Vo #£0, S(1/z)=S(x).

Etudier la continuité de S sur [0; 1[ puis sur ] 1; +ocl.
Soit a € ]0; 1[. La majoration précédente donne |[fp||, o, o < a". Or la série

géométrique E a” converge. Donc S converge normalement donc uniformément

n
sur [0; a]. Comme chaque f,, est continue, S est continue sur [0; a]. Comme a est
arbitraire dans [0; 1[, S est continue sur [0; 1.
Comme sur | 1; +oo[, S: 2z — S(1/x), S est continue sur | 1; +oo[ par composition.

na" (1 — 22"

e Pour tout n, f!(z) = TE=0E donc f,, est croissante sur [0; 1] et décrois-

sante sur [1; 4o0l.
Par sommation, S est croissante sur [0; 1[ et décroissante sur |1; +ool.
e Par continuité, S(x) —— S(0) = 0.
z—0
+oo  p

X X
Vo el0 1l 862 5 =gy oo
n=1

donc par comparaison S(:L’) — +00.
r—1—

e De S(z) = S(1/x) on tire par composition avec les limites précédentes

+00,

ou
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S(x) —— +oo et S(z) ——— 0.
r—1t T—+00

Non dérivable en 0

On pose, pour tout = de [0; +oo] et tout n de N*,  f,(z) = m
+oo
1. Montrer que S : x — Z fn(x) est définie sur [0; 4o0].
n=1

2. La convergence de la série des f,, est-elle uniforme ? normale ?

w

Justifier que S est continue [0; +oof et de classe C! sur |0; +oo].

S(z) — S(0) teo du
= [ ey

b) En déduire que S n’est pas dérivable en 0.

4. a) Montrer que, pour tout z > 0,

Solution (Ex.11 — Non dérivable en 0)

On pose, pour tout = de [0; +oo] et tout n de N*,  f,(z) = m
+o0o
1. Montrer que S : z +— Z fn(x) est définie sur [0; 4o0].
n=1
Vn > 1, f,(0) = 0 donc S(0) existe.

Va # 0, |fn(z)] et W assure la convergence simple de S(x) par équivalence

a la série de Riemann de paramétre 3.

2. De Vz € R, 0 < (1-n|z])? =1+ n%2? — 2n|z| on tire 2n|z| < 1 + n22? puis
1
D’ou || an 2 53> ce qui assure la convergence normale, donc uniforme de Z In
n>1
sur R.

3. e La convergence uniforme et la continuité de chaque f, assure la continuité de S

sur R.
o Les f,, sont de classe C! sur R* et :
1 —n2ax?
vz e R*, [ T
* fu(@) = n(1 4 n2z?)?
Soit a > 0 et = tel que |z| > a. Alors
1+ n%z? 1 1 1

[fa(@)] < 2.2)2 = 2,2y = 2,2\ = 5342

n(1 + n2x?) n(l +n?z2) — n(1+n2a?) ~ nda
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1 .
Donc |[falloo] —oo; ajua; +oo < g2 Ceci assure la convergence normale donc
uniforme sur tout | —oo; a] U [a; +oo[ ot @ > 0. Donc que S est de classe C! sur
R*.

4. a) Soit x > 0.

S() —8(0) =X
zz: (1+ n2x2
Par comparaison a une 1ntegrale
S(z) — S(0) S /+°° 1 it
x — )1 t(l+t322?)
Par le changement u = tx!

S(z) — S(0) S /+°° du
x ), u(l+wu?)’
b) En déduire que S n’est pas dérivable en 0.

1 1
s —, par équivalence de fonctions positives avec u — — non
u(l 4+ u?) W0y u

o0 d
intégrable sur |0; 1], / u(Tuu% - +00 : S n’est pas dérivable en 0.
- T—>

Comme

Une permutation série/intégrale

—+o0
1. Justifier I'existence et calculer la valeur de: I = / te~tdt.

(2n + 1)z).
2. a) Montrer que la série ) f, converge simplement vers une fonction f que 'on

exprimera & ’aide de la fonction sh.
+o00o

+oo
b) Montrer que : /0 shlz )dt Z ( PSR

+oo 2 +oo 7r2
3. On admet —.
n adme quez 6 /0 1

= —. Montrer que :
FEtude de dérivabilité

0
On pose, pour tout n de N, fn 1105 +oo[ = R,z 2zexp (—

_1)n
On pose, pour tout n de N et tout « de R, fulz) = i n ) se ",
n
+o00
et, sous réserve d’existence, x) = Z fn(x)
n=0
1. Justifier que f est définie et continue sur Dy de f =[0; +ool.
7/8 o0
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2. Montrer que f est de classe C! sur [0; +oo].

3. a) La convergence de > f} est-elle normale sur [0; +oo[? Et sur [a; +oo[ota >07

Solution (Ex.13 — FEtude de dérivabilité)

1. Siz <0, (fn(x)) ne tend pas vers 0 et la série diverge grossiérement.

1
Six >0, me‘"’“’ est une suite décroissante de limite nulle donc par le
n
n

théoréme de Leibniz, la série converge.
Donc Dy = [0; +o0l.
2. D’aprés le théoréme de Leibniz,

“+oo
1
Vo € [0; +oof,|Rn(z)| = n:zN:_H fn(@)] < | fxga(2)] < m, donc
1
< — .
IRxloe < [z donc [[Ryllog 7> 0

La convergence est uniforme et pour tout n, f, est continue sur [0; +oo[ donc f
est continue sur [0; +ool.

3. Pour tout n, f,, est C! sur [0; +oo[ et on peut raisonner de méme pour la majoration

du reste :
! 7
Z fn S N, donc Z fn m 0.
n=N+1 o n=N+1 5o
La convergence étant uniforme, la somme f est C* sur [0; +ool.
n n 1 1
4. a ! > | f7(0)] > or ~ —et — est la série harmonique

Y il > 12O > s or s~ ey q

n>1
divergente, donc par équivalence de termes généraux positifs, puis par minoration,
! : ’ .
E | /]l diverge. La convergence n’est pas normale sur [0; +o0l.
n>1

b) Soit a > 0. Alors (attention a la place des valeurs absolues!) :
2

Ve > a,|f(z)| = _lﬁnQe_m < 0 donc :
’ / n? —na —a\"
Wil = 1fa@)] = Tgeme ()",

—a

et comme e~ * € ]0; 1], la série géométrique de raison e~ converge, donc par

équivalence de termes positifs, Z 1l [
n>1

Il y a convergence normale sur tout intervalle [a; +oo[ avec a > 0... ce qui

n’entraine pas la convergence normale sur | 0; +00l.

a; +oo] converge.
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