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Spectre de ’automorphisme réciproque

Soit v un automorphisme d’un espace vectoriel E.
1. Justifier que 0 & Sp(u).

1
2. Justifier que Sp(u~!) = {X’ A€ Sp(u)}.

Solution (Ex.1 — Spectre de l’automorphisme réciproque)
1. 0 € Sp(u) <= ker(u) # {0} <= u non injectif : exclu.

2. Soit A € Sp(u) et = # 0 tel que u(x) = Az.

1 1
Alors en composant par u~ 1, z = Au~!(z) i.e. u=l(z) = 3E ce qui prouve que X

est valeur propre de u~".

En permutant les roles de w et w1, on justifie I’égalité demandée.

Valeur propre nulle et injectivité

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E # {0}.
1. Montrer que : 0 & Sp(f) <= f injective.
2. Soit n € N*. Montrer que : 0 € Sp(f™) = 0 € Sp(f).
3. On suppose f nilpotent. Montrer que Sp(f) = {0}.

Solution (Ex.2 — Valeur propre nulle et injectivité)

1. 0 ¢ Sp(f) <= ker(f — 0id) = {0} <= f injective.

2. Supposons 0 € Sp(f™), donc Iz # O tel que f(x) = Og.
Si 0 ¢ Sp(f), alors f est injective donc : Vy # Og, f(y) # Og.
Par récurrence immeédiate, f™(z) # O, ce qui est absurde.

3. Soit p € N* tel que fP = 0, (g)-
Supposons que f(z) = Az avec x # Og. Alors fP(z) = APz d’une part, et fP(x) =
Og d’autre part. Donc AP = 0 puisque = # Og. Donc A = 0. Ainsi, Sp(f) C {0}.
Mais 0 € Sp(fP) puisque Vz € E, fP(z) = Og = 0.z. Donc par 2. 0 € Sp(f).
Finalement Sp(f) = {0}.

L’opérateur « dérivation »
Soit E=C>®(R,R) et D: E = E, f — f'.
Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de D.

Solution (Ex.3 — L’opérateur « dérivation »)
Soit A e Ret f €E.
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D(fy=Af=f =Af=3A R, f:z+— Aexp(\x) : il existe des solutions non
nulles & D(f) = Af.
Bilan : Sp(D) = R et pour A € R Ey = Vect(z — exp(A\x)).

L’opérateur « primitivation »

F =
Soit E=C°(R,R) et P: E — E, f — F telle que {F(O f
Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de P.

0

Solution (Ex.4 — L’opérateur « primitivation »)

Soit A € Ret f € E. Soit F = P(F).

P(f)=Af=F=\F

Premier cas : A # 0

JA € R)F :  — Aexp(z/)\) et comme F(0) = 0, A = 0, donc F = 0g, donc
f=F =0g : il n’existe aucune solution non nulle & P(f) = Af.

Second cas : A =0

F = 0g donc f = Og. Méme conclusion.

Bilan : Sp(P) = 0.

L’opérateur « décalage »

Soit E = {u e RN, hr_f_l Up, :O} et A:E — E u— v telle que Vn € N, v,, = ty41.
n—+oo

Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A.

Solution (Ex.5 — L’opérateur « décalage »)

Analyse —

Soit A € R et u € E.

A(u) = u=Vn € Njuy11 = Auy, = Ja € R,Vn € Nju,, = a\”
Comme u € E, A €]—1; 1].

Synthése —

Sp(A) =]—1; 1[ et pour A € ] —1; 1], Ex = Vect((A"),).

Matrice de rang 1

Soit n € N* et A une matrice de M,,(K) de rang 1.
1. Montrer qu'il existe C € M, 1(K)\ {0} et L € M ,,(K) \ {0} telles que A = CL.
2. Montrer qu'’il existe un scalaire X tel que A? = A,

3. Montrer que A est une valeur propre de A.

Solution (Ex.6 — Matrice de rang 1)
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1. rg(A) = 1 donc les n colonnes de A sont proportionnelles & une méme colonne
C1
C -
C= * | non nulle de M1 (K). Ecrivons A = (a1C|a2C]|...|a,C). Alors en
Cn
posant L = (a1 a2 ... ay) € My ,(K), A = CL.
2. A? = (CL)(CL) = C(LC)L or LC = (Y, a;c;) € M1(K). En posant A =3, a;c;,
A% = C(A\)L = ACL = \A.
3. AC=CLC = C(A) = AC avec C # 0 donc X € Sp(A).

Un endomorphisme de M, (R)

Soit n € N*. Soit A € M,(R) et ¢ : M,(R) = M, (R),M — AM.
Montrer que Sp(A) = Sp(y).

Solution (Ex.7 — Un endomorphisme de M, (R))

o Soit A € Sp(A) et C € M, 1(R) \ {0} tel que AC = AC. En prenant la matrice
M € M, (R) dont toutes les colonnes valent C, o(M) = AM = AM donc A € Sp(yp).
e Soit A € Sp(yp). Soit M € M,,(R) \ {0} telle que p(M) = AM, i.e. AM = AM. Soit
C une colonne non nulle de M. Alors AC = AC, donc A € Sp(A).

Endomorphisme de Ma(R)

Soit A = et u: Ma(R) - M2(R),M +— AM — MA.

0 2

Déterminer les éléments propres de .

Solution (Ex.8 — Endomorphisme de My (R))

a b
Pour M =
c d
a b a 2b 0 -b
AM — MA = - =
2¢ 2d c 2d c 0
a b 0 -b
f = donc immeédiatement :
c d c 0
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1 0 0 0
0 € Sp(f) avec Eg = Vect , ,
0 0 0 1
0 0
1 € Sp(f) avec E; = Vect ,
1 0
1
—1 € Sp(f) avec E_; = Vect
0 0

Bilan : Sp(f) = {-1,0,1} avec dimE_; + dim Eg + dim E; = 4 = dim M3 (R), donc
f est diagonalisable.
Variante : dans la base canonique B de M3(R),

0 0 0 0
0 -1 0 ,
Mp(f) = diagonale!
0 0 1 0
0 0 0 0

Commutant d’une matrice diagonale

1. Soit D = diag(A1,...,\,) une matrice diagonale & coefficients diagonaux deux a
deux distincts.
Montrer que A € M,,(K) commute avec D si, et seulement si, A est diagonale.

2. Soit A et p deux scalaires distincts et p et ¢ deux entiers naturels non nuls.
AL, | 0
0 | ply

€ Mpq(K).

Déterminer les matrices commutant avec D =

Solution (Ex.9 — Commutant d’une matrice diagonale)

1. Dans ce qui suit, (i, ) décrit [1; n]].

Soit A = (a,»J) S Mn(K)

Notons que D = (d; ;) = (X;id; ;) onr § est le symbole de Kronecker.

Par la définition du produit matriciel :

DA — v(i7j)vzai,k)\k6k7j = Z)\iéi,kak,j = V(i,5),ai\; =
k=1 k=1

Aigij = V(i 5), (N — Naiy = 0 <= V(0,4),(@ # J = a; = 0) <

A diagonale

AD =

oul
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A|B
2. Raisonnons par blocs. Soit M = € Mpiq(K) avec A € Mp(K) et
C|D
B € M,(K).
AA | uB AA | AB —
MD = DM < il e B NB=0
AC | uD nC | uD (A= p)C =0gp
B = Ao
Or.q = M= (diagonale par blocs).
C =04, 0D

Ezxemple de réduction d’endomorphismes
Soit E = R?, f un endomorphisme de E et A la matrice de f dans la base canonique

de E. Dans chacun des cas suivants, déterminer si f est diagonalisable, en précisant
une base de chacun de ses sous-espaces propres.

3 -4 6 3.0 2

LA=|-1 3 -=3|; 2A=|-11 —1];
~1 4 -4 -10 0
3 -1 3 1 -1 0

B.A=|-1 2 —2f; 4A=]1 -2 1
-1 1 -1 1 —4 2

Solution (Ex.10 — Ezemple de réduction d’endomorphismes)

1. ya = X3 —2X2 - X +2 = (X—2)(X 1)(X + 1), Sp(f) = {~1,1,2}, E_; =
Vect((—2,1,2)), E; = Vect((—1,1,1)), E2 = Vect((—2,1,1)), f dlagonalisable.

2. xa = X —4X?2 +5X -2 = (X — 1)2(X - 2), Sp(f) {1,2}, E1 =
Vect((1,0,—-1),(0,1,0)), E2 = Vect((—2,1,1)), f diagonalisable.

3. XA = X3 —4X2+5X—2 = (X-1)32(X-2), Sp(f) = {1,2}, E; = Vect((—1,1,1)),

4. XA :X3

= Vect((—2,1,1)), f non-diagonalisable.
Remarque méme polynéme caractéristique pour 2. € 3.

—X24+X—-1=(X-1)(X2+1),Sp(f) = {1}, E;
non-diagonalisable.

Dans un espace de polynémes

E = Ry[X] désigne 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, de degré au
plus 2

= Vect((—1,0,1)), f

Lycée Henri POINCARE
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Soit f l'application qui, & tout polynome P de Ry[X], associe le polynome défini
par :
QX)=PX+1)+ XP'(X)
1. Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X].
2. Donner la matrice M de f dans la base canonique de Ry[X].
3. f est-il un automorphisme de Ry[X]?

4. a) Quelles sont les valeurs propres de f? f est-il diagonalisable ?
b) Déterminer une base C de E formée de vecteurs propres de f.
¢) Quelles sont les coordonnées du polynome Q(X) = X2 + X + 1 dans la base C.

5. Déterminer le polynome P de Ry[X] tel que :
P(X+1)+XP'(X) =X2+ X +1.

Solution (Ex.11 — Dans un espace de polynomes)

1. Pas de probléme pour la linéarité.

1 1 1
2. M=matg(f)=10 2 2| ouB=(1,X,X?).
0 0 3
3. rg(f) = rg(M ) 3 = dim(R,[X]).
4.a) Sp(f) = SpM) = {1;2;3} puisque M est triangulaire. f € L(E) et
card(Sp(f)) = 3 = dim(E) donc f est diagonalisable.

b) La résolution de f(P) = AP donne : E; = Vect(1), E2 = Vect(X + 1) et
E3 = Vect(2X? +4X + 3). C = (1, X + 1,2X? + 4X + 3) convient.
c) En raisonnant sur les coefficients par degrés décroissants :
1
X24+X+1= 5(2><2+4X+3) - (X+1)+
dans C sont (1/2,—1,1/2).

1
3 x 1, les coordonnées de X2 4+ X 41

Racines carrées d’endomorphismes diagonalisables
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et v un endomorphisme de E.
On suppose que u posséde n valeurs propres distinctes deux a deux.

1. wu est-il diagonalisable ?
Dans la suite, on note B une base de E formée de vecteurs propres de u et D la
matrice représentant u dans B.

2. On suppose que K = C.
a) Montrer qu’il existe un endomorphisme v de E tel que v* = w. Un tel en-
domorphisme est parfois appelé « racine carrée de u ». Rien ne dit qu’il soit

2

oul
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unique.

b) Montrer qu'’il existe un polynome P de C[X] tel que v = P(u).

c) Soit R € M,,(C) telle que R? = D. Une telle matrice est appelée « racine carrée
de D ».
Montrer que R et D commutent et en déduire le nombre de racines carrées de
D.

d) Combien existe-t-il d’endomorphismes v tels que v? =

uw?
On suppose que K = R.
a) A quelle condition sine qua non u posséde-t-il au moins une racine carrée ?
b) On suppose que u posséde au moins une racine carrée. Combien en posséde-t-il ?
. On note A; pour ¢ € [[1; n]] les n valeurs propres de u et E; les sous-espaces
propres associés respectivement.
Pour tout i de [[1; n]], on note p; le projecteur de E sur E; parallelement a P E;.

J#i
a) Justifier que
n
w=> Np;i et Vi#jpiop;=0,m
i=1
b) Justifier que la famille (p;)1<i<n est libre.
c) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les scalaires py, pa, . . ., tin

pour que

n 2
i=1

. Soit u I’endomorphisme de K® canoniquement associé a

0 2 0
M=1{[0 -1 0
-1 0 1

a) Montrer que u est diagonalisable.

b) On note A\; < A2 < Az les valeurs propres de u et E; le sous-espace propre
associé a ¢ pour 1 <7 < 3.
Expliciter une matrice Q inversible telle que Q *MQ = diag(\1, A2, A3) et cal-
culer QL.

c) Déterminer les racines carrées du M en distinguant les cas K= C et K = R.

d) Pour chaque racine carrée v du wu, donner un polynéome P de K[X] tel que
v = P(u). On exprimera ces polynémes dans une base de Lagrange bien choisie
que 'on explicitera.

e) Pour tout ¢ de [[1; n]], déterminer la matrice P; représentant dans la base

canonique C le projecteur p; de E sur E; parallélement & P E;.
J#i
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f) Pour chaque racine carrée v de u, exprimer v a 1’aide des projecteurs p;.

Solution (Ex.12 — Racines carrées d’endomorphismes diagonalisables)

1. w est diagonalisable car Card(Sp(u)) = dim(E).
Dans la suite, on note B = (ey, ..., e,) une base de E formée de vecteurs propres
de u et D = diag(A1, ..., \n) la matrice représentant u dans B.

2. On suppose que K = C.

a) Soit v endomorphisme de E défini par : Vi € [[1; n]],v(e;) = pie; o p; est
un complexe vérifiant p? = \;.

Alors : Vi € [[1; n]],v%(e;) = p2e; = \ie; = u(e;).
v? et u coincident sur la base B donc sont égaux.

b) Par le théoréme d’interpolation de Lagrange, il existe un polynéme de degré au
plus n — 1 tel que : Vi € [[1; n]],P(\;) = 4.
Comme pour tout ¢ de [[1; n]], u(e;) = Aies, P(u)(e;)
Donc P(u) = v.

c) RD = R? = DR, donc les valeurs propres de D étant deux & deux distinctes, R
est diagonale. En notant R = diag(u1, ..., tin),

R?=D <= Vie[[1; n]],u? = \.
Tout complexe non nul ayant exactement 2 racines carrées distinctes, et 0 n’en
ayant qu’une, le nombre de racines carrées de D est 2" si 0 ¢ Sp(D) et 271 si
0 € Sp(D).

d) Comme v? = u <= Mp(v)? = Mp(u) < Mp(v)? =D, le nombre de racines
carrées de u est 2" si 0 & Sp(u) et 2”71 si 0 € Sp(u).

On suppose que K = R.

a) u posséde une racine carrée si, et seulement si, chaque valeur propre de u posséde
une racine carrée au moins, donc si, et seulement si, toutes ses valeurs propres
sont positives.

b) u posséde au moins une racine carrée, donc ses valeurs propres sont toutes
positives. La réponse est alors identique & 2.d).

P()\Z)el = Wi€; = v(ei).

. On note A; pour i € [[1; n]] les n valeurs propres de u et E; les sous-espaces
propres associés respectivement.

Pour tout i de [[1; n]], on note p; le projecteur de E sur E; parallélement & @ E;.
i

a) Comme : Vj € [[1; n]],E; = Vect(e;), par définition des p;, pi(e;) =
€; sii= j
Op sii#j
Alors : Vj € [[1; n]], Z/\ipi(ej) = \je; = u(e;) donc Z)‘ipi = u,

i=1 i=1

oul
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pi(ej) = Og

sik=j
, donc p;
pi(Og) = O

= 0pp).
sik#j °P; £(E)

et : Vi # j,piopj(ex) = {
n
b) Supposons que Z%‘pi = Og(g)- En évaluant ces endomorphismes en e;, on

i=1
obtient aje; = Og, avec e; # Og, donc a;; = 0. La famille (p;) est libre.
pi

n 2 n
sii# ] Z 2
E HiPi = i Dis
{Oﬁ(m < ) i=1 '

sii#j =
et comme la famille (p;) est libre,

c) En développant avec p; o p,

ZU@ZM?I%ZZMM@WE[H; n]],u?:)\i

i=1 i=1

5. a) Sp(u) = Sp(M) = {—1,0, 1}, u est diagonalisable car possédant dim(E) valeurs
propres distinctes.
2 10
b) En déterminant les vecteurs propresde M, Q = | —1 0 0 | convient (ce n’est
1 1 1
0o -1 0
pas la seule) et Q 1= | 1 2 0
-1 -1 1
c) ¢ Si K =R, M n’a aucune racine carrée.
e Si K = C, M posséde exactement 4 racines carrées :
+ 0 0 0 —2a 0
a= =i
R = -1 avec
Qlo 0 o0Q 0 a 0] av {b::il
0 0 =41 -b —a—-b b
1
d) La base de Lagrange pour les points —1,0, 1 est L_; = 5()(2—)()7 Lo = —-X2+41
1
et L1 = §(X2 +X)
Les racines carrées de M sont alors
0 —2a 0
1 9 a==Li
al_1(M) 4+ bL; (M) = 5 ((a+b)M? —(a—b)M) = | 0 a 0| avec b 41
-b —a—-b b

e) Dans la base B, la matrice de p; est E; 1 car p; est le projecteur sur Vect(e;)

Lycée Henri POINCARE
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parallélement & Vect(es, e3). Donc

0 -2 0
Pi=QE1Q'=]0 1 0
0 -1 O
De méme
1 2 0 0 0 O
Py=QE22Q ' =[0 0 0| etPs=QEs3Q'=[0 0 0
1 2 0 -1 -1 1

f) v = ap1+bps avec a € {—i,i} et b € {—1, 1}, et on retrouve les matrices racines
carrées de M

0 —2a 0
a=*+1
M =
c(v) 0 a 0| avec {b _ 4
-b —a—-b b

Sous espace propre de dimension n-1

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A de M,,(K)
de rang 1 soit diagonalisable.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice A de M,,(K)
admettant une valeur propre A telle que dim Ey = n — 1 soit diagonalisable.

Solution (Ex.13 — Sous espace propre de dimension n-1)
1. 0 € Sp(A) avec w(0) > dimKer(A) = n — 1, donc yao = X" }(X - )\) = X" —
AX"71 donc A = Tr (A).
Premier cas : Tr (A) =0, xa = X" et dimEg < w(0), A n’est pas diagonalisable.
Second cas : Tr(A) # 0, xa = X" }{(X = Tr(A)) et dimE; = w(0), 1 <
dim Ey(a) < w(1), donc dim Eqya) = 1, et A est diagonalisable.

. xa = (X=X — p) avec éventuellement p = .
xa=X"t=(n=DAX" 4 )X =p)=X"— ((n— A+ p) X"t 4.
Premier cas : Tr (A) = nA, donc u = A, Sp(A) = {A} avec dimEy < w()), A n’est
pas diagonalisable.

Second cas : Tr (A) # nA, donc u < A, Sp(A) = {A\, u} avec dimEy =n —1 et
dimE, =1, A est diagonalisable.

Notons que 1. n’est qu'un cas particulier de ce cas.

Variante efficace — Quitte a plonger dans C si K = R, A est semblable a

ol
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A X X 1
0 A n(a +b) , donc A = n(a + b) est une valeur propre. Alors u = n(a —b).
T= avec p =Tr(A) — (n—1)A e K. 1
\ e En sommant les 2n lignes sur la premiére ligne, on obtient une factorisation :
X
1 1 ... 1
0O ... ... 0 pu
. . . , X X X
Premier cas : = A (i.e. Tr (A) = nA), Sp(A) = {A\} et dimE) < n donc A n’est Ya(X) = det (XIz, — A) = (X — n(a + b)) donc A = n(a + b)
pas diagonalisable.
Second cas : u # A (i.e. Tr (A) #nA), Sp(A) = {\, Tr (A) — (n—1)A} et dimEy + ‘% "

dim Ery(aA)—(n—1)» = n donc A est diagonalisable.

Exercice 14 | Matrice a deux parameétres

Soit n > 2, a,b € R* tels que |a| # |b].

a b a ... b
b a b ... a
SoitA=] a b a ... b | € My(R)
b a b ... a
1. A est-elle diagonalisable ?

2.

1.
2.

Déterminer une matrice diagonale semblable a A.

Solution (Ex.14 — Matrice & deux paramétres)

A est symétrique réelle donc diagonalisable.

rg(A) = 2 donc 0 € Sp(A) et dimEg = 2n — 2 = w(0) (car diagonalisable). On
note A et u les deux autres valeurs propres de A (et il n’est pas exclu que A = p).
Comme A est diagonalisable, semblable & diag(\, u,0,...,0), A+ pu = Tr(A) =
2na, donc p = 2na — .

Quelques idées pour trouver A et p :

e la somme des coefficients de chaque est constante, égale a n(a+b) donc A | : | =

Lycée Henri POINCARE
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est une racine de xa donc une valeur propre. ;1 = n(a — b) est lautre.
o Tr (A%) = 2n%(a® + b?), et comme A? est semblable & diag(\?, u2,0,...,0),
A2+ 12 = n?(a® + b?).
1
On en tire : Ay = 5(()\ + p)? = X2 — p?) = n?(a® - b?).
Donc ) et p sont les racines du trinome X? — 2naX + n?(a? — b?).
A = 4n?b? = (2nb)? > 0, A =n(a +b) et u = n(a —b).
Bref, A est semblable & diag (n(a +b),n(a—0),0,... ,O).

Exercice 15 | Sommes constantes en ligne ou en colonne

n
. Soit A = (a;,j)1<i,j<n une matrice. On suppose que : Vi € [[1; n]], Zam— =s.
7j=1

Montrer que s € Sp(A).

. En est-il de méme si: Vj € [[1; n]], Zai’j =57
i=1

Etudier si
1 1 11
2 2 2 2
A =
3 3 3 3
4 4 4 4

est diagonalisable. Si oui, proposer une matrice diagonale semblable & A.

Solution (Ex.15 — Sommes constantes en ligne ou en colonne)

oul
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1 1 1
1. Avec U = ,on a AU = sU donc s € Sp(A) et U € E;. Vect 11,10 , diagonalisable dans R et dans C.
1 0 -3
= X+DX2+1) = X+ )X —4)(X +1i), Spr(L) = {1}, Spe(L) =
Variante : xa(X) = det (XI,, — A) : on effectue C; + C; +C3+ -+ C,, et on ¢ XL X+ DX +1) (X 4 1)( )X +19), Spg(L) { b Spe(L)
factorise la premiére colonne par X — s, alors xa(X) = (X — s)det (7), et s est 1 L—i
racine de xa. {-1,i,—i}, E_1(L) = Vect 1 , Ei(L) = Vect 3—1 , E_;(L) =
2. Cette fois, *A vérifie la propriété de 1., donc s € Sp(*A). Or Sp(A) = Sp(*A) donc 1 6
s € Sp(A). Donc dim(Eg) + dim(E19) =4 et A € M4(R) : A est diagonalisable.
141
3. rg(A) = 1donc0 € Sp(A) avec dim Eg = 3. Par 2., 10 € Sp(A). Comme dim E;o > ) . . . .
1 et dim Eo + dim Eyg < 4, dim Eyo = 1. Vect 3+14 , non diagonalisable sur R, mais diagonalisable sur C.
6
Cualculs explicites en dimension 8
] ) ) . o Matrice a un paramétre
Pour les trois matrices suivantes, déterminer le polynéme caractéristique, les valeurs
propres et les sous-espaces propres, en précisant si elles sont diagonalisables dans R, a ... «
voire dans C : 1 1
4 —4 1 -1 3 -1 -2 1 0
Soita e K,nm>3et A=1 © (1) € M, (K)
M=]| 4 -3 0 , N=]1 -3 5 -1 et L= 1 -4 2
1 .01
3 0 -2 -3 3 1 6 —-12 5
a ...«

Solution (Ex.16 — Calculs explicites en dimension 3)

1
e xu = (X=1)(X+1)% Sp(M) = {~1,1}, E;(M) = Vect 2 ||, Ex(M) =
3
1
Vect 1 , non diagonalisable, ni dans R, ni dans C.
1
1
o xn = (X=2)°- (X = 1), Sp(M) = {1,2}, Ey(N) = Vect 1 » Bo(M) =
1

Lycée Henri POINCARE

o a siie{l;n},
1.€. a; =
7 1 siie[[2; n—2].

Etudier, suivant la valeur de «, si A est diagonalisable, et préciser dans tous les cas
ses éléments propres.

Solution (Ex.17 — Matrice & un paramétre)
rg(A) =n—1donc 0 € Sp(A) et dimEy =n — 1.
De plus, Eg = Vect(Eq — Es,...,E; — E,) ot (E;)i<i<n est la base canonique de
M, 1(K).
Du coup w(0) > n —1et ya = X" H(X = \) = X® — AX""1. Mais comme xp =
X" —Tr(A) X" ! + ..., nécessairement A = Tr (A) = 2a +n — 2.
2
e Premier cas : a =1 — —.
n
Alors A =0, xya = X" et dimEg < w(0) : A n’est pas diagonalisable
e Second cas : a« # 1 — g, alors Sp(A) = {0,2a + n — 2} avec dimEgqqpn—2 = 1. A

oul
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est diagonalisable avec x4 = X" (X — (2a + n — 2)).

@ @ @
1 1
Enfin : A =2a+n-2) donc Egqyn_2 = Vect
1 1 1
@ @ @

Une matrice générique de M, (R)

Soit n > 2 et M € M,,(R) telle que
V(i J) € 115 all*, iy = {

M est-elle diagonalisable ?

1

1—n

sit<n

sit=mn

Solution (Ex.18 — Une matrice générique de M, (R))

rg(M) = 1 donc dimKer(M — 0 x I,,) = n—1 > 1 : 0 est valeur propre, avec
dim(Eg) =n — 1.

Supposons M est diagonalisable : elle posséde alors une autre valeur propre A # 0 et
étant semblable a diag(\,0,...,0),ona: Tr (M) = A+ (n—1) x0, donc A = Tr (M).
Or Tr (M) = 0 donc A = 0, ce qui est absurde.

M n’est pas diagonalisable.

Un espace vectoriel de matrices diagonalisables

Soit E = M3(R) et

a b c
F= Ma,b,c =|b a b, (a, b, C) S R3
c b a

. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de E et préciser sa dimension.

2. Justifier que toute matrice M, ;. de F est diagonalisable.

>oooxet [ A7

AeSp(Mg b,c) AeSp(Mg,p,c)

Que valent

Donner deux matrices J et K de E telles que (I,,,J, K) soit une base de F.

. Déterminer les éléments propres de J et K.

Lycée Henri POINCARE
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5. Soit (a,b,c) € R®. Déduire de la question précédente les vecteurs propres puis les
valeurs propres de Mg 4 c.

Exercice 20| Un endomorphisme sur les endomorphismes

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. Pour tout
u € L(E), on pose :
¢(u) =pou.
. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E), i.e. ¢ € L(L(E)).
. Calculer p o ¢ et en déduire la diagonalisabilité et le spectre de ¢.

Montrer que Eq(p) = {u € L(E)/Im(u) C Ker(p)} et déterminer une description
analogue de Eq(¢).

Solution (Ex.20 — Un endomorphisme sur les endomorphismes)
1. poue L(E) et o(Au+v) =po(Au+v)=Apou+pov=Ap(u)+ ¢(v).
2. p*(u) =popou=p?ou=pou=pu): p est aussi un projecteur. Il est donc
diagonalisable, de spectre {0;1}.
o uc Ey(p) <= pou=0gr < Im(u) C Ker(p).
e ucEi(p) <= pou=u<= Im(u) C Im(p).
En effet, 'implication est évidente et si Im(u) C Im(p), alors pour tout = € E,
p(u(x)) = u(z) car Im(p) = E;(p) pour un projecteur.

Transposition et symétrie

Soit n > 2, E = M, (R) et f € L(E) défini par f(M) =MT — M.

1. Calculer f? et en déduire que f est diagonalisable.

3.

2. Déterminer les éléments propres de f.

3. Déterminer le polyndéme caractéristique de f.

Solution (Ex.21 — Transposition et symétrie)
1. f2(M)=MT - M)T — (MT —M) =2M — 2MT = —2f(M) donc f? = —2f.

2. X2 +2X = X(X + 2) est un polynéme annulateur scindé & racines simples de f
donc f est diagonalisable.

3. Sp(f) - {_27 0}7
fM) =0+ MT =M < M € S, (R), donc 0 € Sp(f) et Eg = S,(R),
fM) = —2M <= MT = -M <= M € A,(R), donc —2 € Sp(f) et E_5 =
A, (R).

4. Comme f est diagonalisable,

oul
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w(0) = dim S, (R) = M H D
2
w(—2) = dim A, (R) = @

= Xn(n+1)/2(X 4 2)n(n—1)/2'

Polynome annulateur

Soit A € M5(R) telle que A% — 4A + 315 = 05 et Tr (A) = 9.
Déterminer ya.

Solution (Ex.22 — Polynéme annulateur)
X% —4X 43 = (X —1)(X — 3) est un polynéme annulateur scindé a racines simples
A donc A est diagonalisable avec Sp( ) C {1,3}.

Z A X w(A

XESP(f)
w(1) = 3 puisque w(l) +w(3) =
Donc xa = (X —1)3(X — 3)2.

Endomorphisme de R, [X]

Soit n > 1 et E =R, [X].
On considére lapplication f qui, & tout polynéme P de E, associe le polynome f(P)
défini par

On a alors Tr (A = 9, la seule possibilité étant w(3) = 2 et

f(P) = (X2 —1)P" -

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

(nX + 1)P.

2. On considére la famille de polynomes (P)ogr<n définie par
Pr(X) = (X — 1)F(X 4+ 1)"F.
Calculer, pour tout & de [[0; n]], f(Pg).
3. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de I’endomor-
phisme f.
L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Solution (Ex.23 — Endomorphisme de R,[X])

1. La linéarité ne pose aucun souci
On a deg(f(P)) < n+1 et en notant a,, le coefficient de X™ dans P, le coefficient
de X"*! de f(P) est na, — na, = 0, donc deg(f(P)) < n et f(P) € E.

2. Vk €[[0; n]l,

f(Pr) = (X2 -12[k(X—-DF1(X4+1D)" 4+ (n—k)(X-1DFX+1)"F 1 - (nX+
DX —1DFX+ 1)k
fPr)=X-DFX+1)"*EX+1)+(n—k)(X-1) —nX —1]

Lycée Henri POINCARE

f(Pk) = (2]{: - n— 1)Pk
3. Le calcul précédent fournit n + 1 valeurs propres deux & deux distinctes, donc f

est diagonalisable avec Sp(f) = {2k —n — 1,k € [[0; n]]} et n + 1 sous-espaces
propres de dimension 1, précisément, pour tout k € [[0; n]], Eog—pn—1 = Vect(Py).

Valeur propre de plus grand module
Soit n > 2. Soit M une matrice de M,,(K). On suppose que M est diagonalisable

avec Sp(M) = {A1,..., \ptet: Ve e[[1; n—1]], | k| < An.

Mont fm O
ontrer que p_}l}_loo TI‘ (Mp) = An.-

Solution (Ex.24 — Valeur propre de plus grand module)
En écrivant D = diag(\;) et M = PDP~! on a
)\n—l P
1
i < A ) " )

n )\1 P
Tr(MP)=Tr(DP) =Y XN =X ([
) = Te(or) = 3 = (1)
. \P
As < 1, donc <ﬁ) —0
An p—+oo
et Tr(MP) ~ AP d’ou la limite annoncée.
p—r+0o0

An
Un endomorphisme de M, (R)

Soit m un entier au moins égal & 2. Soit E = M,,(R).
Soit p:E—EM+—M-Tr(M)L,.

1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Soit P = X2+ (n — 2)X + 1 — n. Calculer P(y).

3. Justifier que ¢ est diagonalisable et donner une matrice diagonale représentant ¢
dans une base idoine.

4. En déduire Tr () et det (¢).

orViel[l; n—1]],

Solution (Ex.25 — Un endomorphisme de M, (R))
1. Aucun souci grace a la linéarité de la trace.
2. Pour tout M de M, (R),

(M) = (M) — Tr M) (I,,) = M — Tr(M)L, — Tr (M) (1 —n)l, = M + (n —
2)Tr (M) I,,.

Plo)M) =M+ (n—-2)Tr (M), + (n —2)M — (n — 2)Tr (M) I,, + (1 — n)M, i.e.
P(p)(M) = 0.

Donc P(¢) = 0z, (r))-

9/11 oL
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3. P=(X—(1—n))(X—1) est un polyndome annulateur de ¢ scindé a racines simples
donc ¢ est diagonalisable avec Sp(p) C {1 —n,1}.
pM) =M <= Tr(M) = 0 <= M € ker(Tr) donc 1 € Sp(M) et dim(E;)
dim(ker(Tr)) = n? — 1 par la fomule du rang appliquée a Tr : M,,(R) — R.
Comme ¢ est diagonalisable et dim(M,,(R)) = n?, cela suffit pour affirmer que
1—n € Sp(y) et dim(E;_,) = 1.
Dans une base B adaptée a la supplémentarité E; ¢ E;_,, = M, (R),

Msp(p) =diag( 1,...,1,1—mn).
n?2—1 fois

4. Tr(p)=n?>—-1+1-n=n?—-netdet(p)=1—n.

Exercice 26 | Puissances n-émes et trigonalisation

Soit
7 2 3
M=| -8 -1 -4
—-12 -4 -5

1. Déterminer yy et étudier si M est diagonalisable.

2. a) M est-elle trigonalisable 7
b) Déterminer une matrice inversible P de M3(R) dont tous les de la premiére
ligne valent 1 et telle que

-1 0 0
P'MP=|0 1 -1
0 0 1

On appelle T cette matrice.

3. a) Justifier I'existence de trois matrices A, B et C dans M3(R) telles que :
VneN, M"=A+(-1)"B+nC.
b) Déterminer A, B et C en fonction I3, M et M2.

Solution (Ex.26 — Puissances n-émes et trigonalisation)

Lo yu=X3-X2-X+41=X-17°-(X+1)

Lycée Henri POINCARE
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6 2 3
mais dimE; =3 —rg(M—-13) =3 —-1g| -8 -2 —4]| =1
-12 -4 -6
2. a) M est trigonalisable car x est scindé.
11 1 -4 -1 =2
byP=| -1 0 -2 [P'=] 3 1 1
-2 -2 -1 2 0 1
(=™ 0 0
3. a) Récurrence ou Newton : 4gn € N, D™ = 0 1 —n | =A+(-1)"B'+
0 0 1

C'n avec A’,B’, C' adéquates.

Alors M" = PD"P~! = A + (—1)"B + Cn ou A = PA'P~! etc.
b) On peut calculer A, B, C a 'aide de P~1.

On peut aussi remarquer :

n=0=A+B=1s,

n=1=—=A-B+C=M,

n=2= A+B+2C =M.

1
Dou: C= §(M2 —1I3), etc...

Exercice 27 | Trigonalisation et suites imbriquées

Soit
3 -1 1 1 00
A=|2 0 1 eteB=|0 2 1
1 -1 2 0 0 2
. Montrer que A et B sont semblables, et expliciter une matrice inversible P de

M3(R) ne contenant que des « 0 » et des « 1 » telle que B = P~*AP.

. Déterminer toutes les suites z, y et z de RY vérifiant la relation de récurrence

Tpyl1 = an — Yn + zy
Yn+1 = 2xn + zn

Zn+1 = Tn — Yn + 2Zn

Vn € N,

et les conditions initiales

oul
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An41 = An
20 =1, Vn € N, b1 = 2b, + ¢y,
yo = 0, Cn+1 = 2¢p,
o =1. Par conséquent : Vn € N, a,, = ag, ¢, = 2"¢y et b1 = 2b, +2"¢o

On remarque que by = 2by + ¢,
b2 = 2(2b0 + Co) + 200 = 4b0 + 600 = Q(Qbo + 260),
bs = 2(4bg + 6¢q) + 4co = 4(2by + 3cp)...

Solution (Ex.27 — Trigonalisation et suites imbriquées) On peut conjecturer que : ¥n € N, b, = 27~1(2by + nco).

1. xa = X3-5X248X—4 = (X—1)(X—2)? est scindé sur R, donc A est trigonalisable. e Cette propriété est vraie au rang 0 : by = bo.
e Soit n € N. Supposons que b,, = 2"~ (2bg + ncg). Alors :
0 1 x 1 T bpt1 = 2by, + 2"y = 2™(2bg + ncy) + 2"y = 2™ (Qbo +(n+ l)co). La propriété est
E; = Vect [ 1|, E3 = Vect [ 1| et la résolutionde A |y | = [1]| +2 ]y héréditaire.
e Par récurrence, on a bien : Vn € N, b,, = 2"‘1(21)0 + nco).
1 0 z 0 z
In bn +cn
x 1 Enfin : Vn € N| Un | =X =PYn=1a, +b,+c,
3 _
donne, avec (z,y,2) € {0,1}°, |y | = | 1 . G0+ &
z 1 Si 'on souhaite expliciter ag, by et cg, il suffit de résoudre :
agp = —To +
0 1 1 » 0 0T Yo
Yo=P Xy <= bOZyQ—ZO
DoncP=|1 1 1| convient. o = To — Yo + 20
1 0 1

2. Déterminer toutes les suites z, v et z de RY vérifiant
Tnt1 = 3(En —Un + zp
Vn € N, Ynt1 = 2Ty + 2n
Zn41 = Tn — Yn + 22n
Tn
Posons pour tout n de N, X,, = | ¢,
Zn
Le systéme imposé équivaut a : Vn € N, X, = AX,,.
Or: X, = AX,, <= X,;1 = PBP7X,, &= P71X,,,; = BP7!X,.
Qn

Posons Y, =P7'X,, = | 4, |. Alors : Vn € N, Y,,.; = BY,,. Ainsi :

Cn
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