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Etude de la fonction gamma d’Euler

La fonction Gamma d’Euler joue un role essentiel en analyse et en probabilité

et apparait dans de nombreux sujets de concours.

+o0o

1. Soit z € R. Etudier Pexistence de t*Le~tds.

0
On appelle fonction gamma d’Euler la fonction définie par :
. +oo
Vo €]0; +oof, TI'(x) déf'/ t"te~tdt.
0

2. (a) Montrer que : Vo €]0; +oo[, I(x+1)=2zl(z).
(b) En déduire la valeur de I'(n) pour tout n de N*.
3. (a) Déterminer la valeur de I'(1/2) a laide de lintégrale de Gauss

+o00
/ e dt = ﬁ
0 2

1
(b) Exprimer, pour tout n de N, I'(n + 5) a laide de puissances et de
factorielles.

4. (a) Montrer que I' est de classe C* sur |0; 4o0[ et exprimer ses dérivées
successives.

Indication : on pourra commencer par raisonner sur un segment [a; b]
inclus dans ] 0; +oo[ et montrer que I est de classe C" pour tout n de
N.

b) Justifier que I' est strictement convexe, i.e que I’ > 0.
( q

(c) En déduire les variations de I ainsi que Pexistence d’'un z¢ de ] 1; 2|
tel que
Vo €]0; +oo[\{zo}, T'(z)>T(zo).
5. Déduire de 2.a) un équivalent de I'(x) en lorsque z tend vers 0

6. Représenter graphiquement la courbe de T'.

CORRIGE

Remarques essentielles

ope . dé [P
@ Par définition, lorsque ¢ > 0 et x sont des réels, t* =y e*!t ce qui fait

que ’intégrale définissant I' est impropre en 0.
atz 1
COr
® Comment majorer t*~ ' otz € [a; bl et t >0, aveca <1 <b?
z€la; bl=a-1<c—-1<b-1=777< (x—1)In(t) <777

@ Conséquence de @, = In(t)t*~1.
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. Soit f(x,t) =

Cela dépend du signe de In(t) :

esit>1,(a—1)In(t) < (z—1)In(t) < (b—1)In(¢) puis ¢! < =71 <071
esit<1,(a—1)In(t) = (x—1)In(t) > (b—1)In(¢) puis t2~1 > ¢~ > ¢b-1,
On pourra majorer par exemple par

0< 1 < el osit<1
=1 sit>1

ou encore
Ogtw—lgta 1+tb 1
tr

~t définie sur R x ]0; +ool.
e Pour z € R, t — f(x,t) est continue par morceaux et positive sur
J0; +oofet f(z,t) ~ #°7.

—

1
Or l'intégrale de Riemann / t*~1dt converge si, et seulement si, z—1 > —1,
0

i.e. > 0. Donc / f(z,t)dt converge si, et seulement si, x > 0.
0

® De plus : £*f(z, ) = 0 car £ = o (e"), done f(x,1) = o (1/*) et
+o0

/ f(z,t)dt converge.
1

—+o0
Donc / t*~le~tdt existe si, et seulement si, z > 0.
0

+oo
a) Soit z € |0; +oof. T(z+1) = / te~'dt. Effectuons une intégra-
0
tion par parties avec : t > t% et t — —e~t C! sur |0; +oof et

—t%e ‘t—>0et —t%e ‘t—>0
t——+o0

+oo
Lz+1)=[- tze_t]:)roo + 1’/ t* te7tdt = aT(z).
0

+o0
b) I'(1) = / e 'dt = 1, et par une récurrence immédiate
0
VneN*, T'(n)=(n-1)L

a) L’intégrale de Gauss donne par changement C! bijectif

ﬁ B /+oo e :_152 /+oo e—u
= e tdt = ; 2\/_ =3 (1/2) donc T'(1/2) = /7.
b) En itérant la formule de 3.a)

F(n—{—%):(n__) (n _%) 2n—1

(n=35)r(n-73)

ol
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1 2n —1)(2n — I 1
F(n+ 5) :—( n ;g n—3) (n—g)F(n—g) =... 5. Vx>O,F(w)=M,or F(w~l—1)——O—>F(1):1par continuité de I en
z—
1, (2n—1)2n—3)x ---x3x1 (2n)! 1. Donc
r —) = I'(1/2) = 1
(n+3) on (1/2) = 5V D(z) ~ -.

4. a) Pourt €]0; +oo[, x+— f(x,t) est de classe C* sur |0; +oo[ avec
n
f(a:,t) = (ln(t))ntx_le_t.
oz import matplotlib.pyplot as plt

n .
e Soit # € |0; +ool. La fonction ¢ — ——-(x,1) est continue par import math as mt

6. Tracons avec le script suivant :

ox i t
morceaux et intégrable sur | 0; +oo[ car HIpOTY THMPY as 1P
(i) prenons € J1—a; 1L t*(In(t))"t" te™! = xmax=4.3
(In(t))"tote—tet . 0, x=list(np.linspace(.1,xmax,100))
o f 1 y=[mt.gamma(t) for t in x]
donc W(m,t) = © <t—a) avec o < 1, ce qui assure l'intégrabilité plt.plot(x,y,linewidth=2,label=’$y=\Gamma(x)$’)

y=[1/t for t in x]

0; 1],
sur ]0; 1] plt.plot(x,y,’--’,color="k’,label="8y=1/x$’)

Bn
(ii) ¢2 8m£ (z,t) P 0, ce qui assure 'intégrabilité sur [0; +ool.

for i in range(9):

* Soit [a; b] C]0; ’52‘}[' ) » X = 0.5%(i+1)
Ve € [a; b],Vt€]0; +ool, e ()] < |In(t)]" (t2= 1 + 271 )e ™ = g, (1) plt.plot(x,mt.gamma(x),’0’,color="k’)
x
et ©[q; 5 est corétinue par mgrceaux et intégrable sur |0; +oo[ (par plt.legend(loc="upper center’,fontsize=25)
intégrabilité de 7 (a.) et amf (b, 1)) plt.show()
Par domination, I' est C*° sur tout [a; b] C ]0; +oo], donc sur
10; +oof, et on a : 10+

— Cg:y=I(x)

+oo
Vn € N,Vz €]0; +oo[, '™ (2) = / (In(t))"t" e dt.
0

+oo
b) Vx € ]0; +oo[,I"(z) = / ()t te~tdt > 0 car t —

0
In®(t)t*te~* > 0 pour tout t € ]0; +oo[\ {1}, donc T' est stricte-
ment convexe.

c) Donc I est strictement croissante. Or I'(1) = 0! = 1 = 1! = I'(2),
donc le théoréme de Rolle assure que I s’annule (au moins une fois)
dans ]1; 2[. Par stricte croissance, I' ne s’annule qu’une fois. No-
tons xg le réel en lequel IV g’annule. Alors IV est strictement néga-
tive sur | —oo; x| et strictement positive sur |xg; +ool. Donc I' est
strictement décroissante sur | —oo; x| et strictement croissante sur
[zo; +o00f et

Ve €]0; +oo[\ {zo}, T'(z)>TI(x).*
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