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1. Trouver la loi d’un temps d’attente...
Tous les schémas ne sont pas des schémas de Bernoulli...

La loi du sauteur en hauteur - Transferts

e . 1
Dans un concours de saut, la probabilité qu'un sauteur passe la n-éme barre est —
n

et est indépendante des sauts précédents.
On note X le numéro de la derniére barre que le sauteur a franchi avant d’échouer.

1. Donner la loi de X et vérifier que Z PX=2z)=1.
TEN*
2. Montrer que E(X) et V(X) existent et les calculer. On observa qu’on a intérét a
commencer par calculer E(X + 1), puis E(X? — 1).

Solution (Ex.1 — La loi du sauteur en hauteur - Transferts)

Fpc . 11 1 n n
1. X(Q) =N, P(X=n) 2912 ... - .
() =N, P(X =n) 23 " mn+l  (n+1)

2. E(X 41 transfert = n(n + 1) . = 1 expon. E(X lin. 1
- X4+ = Zlm—zlm & EX) =e-1.
n= n=
+00 too
2 transfert j : (?’L - 1)“(” + 1) o Z 1 expon. 2y lin.
n= n=

V(X) = 3e — e?.

Exercice 2| Sans espoir ... - Absence d’espérance

Une urne contient initialement une boule noire et une boule blanche.

On procéde a une succession de tirages suivant le processus : & chaque tirage, on
préléve une boule au hasard et on la remet accompagnée d’une autre boule de la
méme couleur. On note T le temps d’attente du premier tirage d’une boule noire.

1. Déterminer, pour n € N*, P(T = n) et vérifier que Z P(T=n)=1.
neN*
2. T possede-t-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

Solution (Ex.2 — Sans espoir ... - Absence d’espérance)
rpc 12 n-1 1 1
1. P(T= = ——... = .

( n) 23 n n+l nn+1)

1
2. T; n—+ 1 diverge, ]E(X> n’existe pas.

Urne de Polya
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On dispose d’une urne contenant n > 2 boules dont une est rouge et les autres sont
blanches.

On tire au hasard une & une des boules dans cette urne suivant le protocole :

= si la boule tirée est rouge, on la remet dans I'urne pour le tirage suivant ; = si la
boule tirée est blanche, on 1’6te de I'urne avant de procéder au tirage suivant.

On note T le temps d’attente de la boule rouge, c’est-a-dire le nombre de tirages
nécessaires a ’obtention de la rouge pour la premiére fois.

Déterminer la loi de T, son espérance et sa variance.

Solution (Ex.3 — Urne de Polya)

T(Q) =[1; n] et

A rrecn—ln—-2 n-k+1 1
]}D(T_k)_I?(Blﬂ NBra MRy = = o TR
P(T=k) =~

Donc T ~U([1; n])) et E(T) = (n+1)/2, V(T) = (n? — 1)/12.

La loi de Pascal - T

On s’intéresse a un schéma de Bernoulli (ou processus bernoullien) de probabilité
de succes p.
Pour tout ¢ de N* on note T; la variable aléatoire égale au rang d’obtention du
i—eéme succés et S; 'événement « la i—éme épreuve est un succés ».
Dans cet exercice, on vérifie rigoureusment l’idée intuitive de T; est la somme de 1
variables i.i.d. de loi géométrique de paramétre p.
1. Soit 7 > 1.
a) Déterminer le support de T;.
b) Déterminer pour k € T;(€2) la probabilité Pg, (T; = k) et en déduire la loi de
T;.
2. Soit i > 1.
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire G; définie par
Gy =Ty, et pouri >2, G;=T;—T;_1.

Commenter.
b) En déduire l'espérance de T;.
3. Soit 7 > 2.
a) Montrer que T;_; et G; sont indépendantes.
b) En déduire la variance de T;.

4. Soit k € T5(€). Déterminer la loi conditionnelle de Ty sachant [Ty = kJ.
Commentaire ?

Solution (Ex.4 — La loi de Pascal - I)
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1. a) Soit ¢ > 1. T;(Q) = [[¢, +oo[[ Somme de deuz uniformes indépendantes - « Convolution »
k _ 1 ) ) . * . . . , ~ . .
b) Ps, (T; = k) = P( « i — 1 succés en k — 1 épreuves ») = ( 1>pz_1qk_l. E(l)lt :ﬂe N* et X, Y et Z trois variables indépendantes de méme loi uniforme sur
i — ; nj.
P(T,=k) = FET P(S;)Ps, (T; = k) + ]P’(S_k)]P’—(Ti =k) 1. Montrer que, pour tout k de [2; 2n],
_p(k— )pilqhwz <k;—1>pzqk . PX+Y =k) = > P(X = )P(Y = k — ).
1 —1 1 1 max(1,k—n)<i<min(n,k—1)
2. Soit i > 2. 2. En déduire P(X 4+ Y = k) suivant que k € [2; n] ou k € [n; 2n].
G;(Q) = N* et k e N* -1
a) Gi(Q) ¢ pof; € too 3. Montrer que P(X+Y =7) = n 5
FPT . N n
P(Gi = k) = Z P([Ti-1 = j1N[G; = k]) = Z P([Ti—1 = 4] N Sj+1 N 4. Je lance trois dés justes a six faces numérotées de 1 a 6. Quelles est la probabilité
J :i*1+oo j=i=1 que la somme de deux des numéros obtenus soit égale au troisiéme ?
N NSiar) = P B . .
Sj+20 - NS;1k) ZIP([TZ_l Jla"""p = ¢~ px1 par indépendance des Solution (Ex.5 — Somme de deuz uniformes indépendantes - « Convolution »)
j=i—
épreuves. 1. Clairement (X4 Y)(Q) =[2; 2n]. Soit k € [2; 2n].

Donc G; ~ G(p).

[(X+Y=k| =
T; =Ti—1+ G; ou G; ~ G(p)

U

(X=dn[Y=Fk—1i]).
PIEX(Q) et k—i€Y(Q)

: chaque nouveau succés est régi par une attente

suivant une loi géométrique.

b) E(Ty) =E | Y (T, - Tjo) + Tu | "2 Y E(Q) = %,
. Soit i > 2. ) __ -
a) P([T; :]]ﬂ[GZ—@] =P([Ti.1 = j]NS;51NS;72N---NSjtx) = P([Ti_1 =

b) V(T:) =V [ Y (T; ~T;_1) + Ty | "2
=2
P(Tl =n, T2 = k)

o Prp—iy(T1 =n) = Soit k € T2(Q2). Déterminer la loi condi-

tionnelle de T sachant [Ty = kJ.
Commentaire ?

. Lois de sommes sans les fonctions génératrices

Lorsqu’on calcule la loi de la somme de deux variables indépendantes, on parle de
convolution. Le calcul lorsqu’on n’utilise pas les fonctions génératrices repose
en général sur

P(X+Y =k)=

>

i€X(Q) tq k—ieY(Q)

P(X = )P(Y =k — i).

Expliquer rigoureusement cette formule!
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Par incompatibilité de ces événements, puis indépendance des variables aléatoires,
PX+Y=Fk) = > P(X = i)P(Y = k — ).
i€X(Q) et k—i€Y(Q)
Précisons la plage de sommation :
(teX(Qetk—ieYQ)<—= (1<i<netl<k—i<n)
— (1<i<netk—n<i<k-1)
<= max(l,k —n) <i<min(n,k—1)

. 02§k§ndoncmax(1 k—n)=1et min(n,k—1) =k —1,

— k-1

1
ZP an T T2
=1

on+1<k<2ndoncmax(1 k—n)=Fk—net mn(n,k—1)=

n n 1

> PX=i)P(Y=k—i)= X:E§Z§C$ii

i=k—n i=k—n

PX+Y=k) = P(Y =k—1i) =

PX+Y=k) =

A Paide du systéme complet d’événements ([Z = k])1<k<n,

MX+Y:@:§ﬁwz:mmm+Y:z»:i}wz:mm@+Y=m)
k=1

n n n—1
indép. 1 k-1 1 . 1 (n=1)n
I oL S ST
=1 k=1 =0
n—1
2n2

4. Avec n =6, en notant X, Y et Z les numéros des 3 dés,

ol



PC CH. 12 : VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES 2022-2023

P(X4+Y=2)UX+Z=Y)U(Y+7Z=X)) incomp. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes toutes deux de loi géométrique
6—1 5 de paramétre p € ]0; 1].

PX+Y=2)+PX+Z=Y)+P(Y+Z=X)=3x 2% 62 24 On pose Z = min(X,Y). L'objectif est de déterminer la loi de Z.

1. Premiére méthode

Autour des lois binomiales et de Poisson Pour k € N*, que vaut P(X > k) ? En déduire P(Z > k) puis montrer que Z suit
une loi usuelle dont on précisera le parameétre.

1. Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes de loi de Poisson P(l) et P(m) respective-
2. Seconde méthode

ment.
a) Montrer que la loi de X + Y est encore une loi de Poisson en précisant son On lance indéfiniment simultanément deux piéces, I'une argentée et ’autre dorée,
paramétre. ayant toutes deux la probabilité p d’amener pile. On note A et D respectivement le

nombre de lancers nécessaires a 'obtention du premier pile avec la piéce argentée,

respectivement avec la piéce dorée.

a) Quel est la loi de A et de D?

b) Quel est la probabilité de 'événement « le premier lancer améne au moins un
pile » 7

c) On note P le nombre de lancers nécessaires a l'obtention du premier pile, sans
distinction de couleur. Quel est la loi de P 7

b) Montrer que la loi conditionnelle de X sachant (X+Y = n) est une loi binomiale
dont on précisera les paramétres.

2. Montrer que si Y est une v.a.r. suivant la loi Poisson P(I) et si, pour tout n de
N, la loi de X conditionnée par (Y = n) est la loi binomiale B(n, p), alors X suit
une loi de Poisson dont on précisera le paramétre.

Solution (Ex.6 — Autour des lois binomiales et de Poisson) d) Conclure.
1. Pour k > n, Pxiy—n (X = k) = 0 (fatalement).
P(X=k)N(Y=n—k)) Solution (Ex.8 — Minimum de deuz variables géométriques par deuz méthodes)
Powr < k< PrvamX =0 = =55 vy = Soit g =1 p
PX=kP(Y=n—k) e 'lFemmn* n! B 1. Premiére méthode
P(X+Y =n) Ok (n—k)! e (+m)n Pour k € N*, P(X > k) = ¢®*~! (k — 1 échecs successifs).
<n> ( l )k < - >n_k loi binom ( : ) P(Z > k) =P(X > k] N[Y > k]) "EP gh—1gh—1 = g2k-2,
—_ — ... loi binomiale B ( n, —— |, non? k—1 .
k) \l+m l+m l+m P(Z=k) =PZ>k -PZ=>k+1) =¢*2-¢*=(¢*)" (1-¢° cequi
2. La FPT pour le SCE ([Y = n])nen donne prouve que Z suit une loi géométrique de paramétre 1 — ¢ = p(2 —p).
I m 2. Seconde méthode
Z P(Y Pry—n)(X = k) Z e ( ) (1 -p)" r= On lance indéfiniment simultanément deux piéces, I'une argentée et I’autre dorée,
+"* ' ayant toutes deux la probabilité p d’amener pile. On note A et D respectivement le
i( )k Z [l(l —p)"* i=n—k € _ k f [1(1 I’ eflel(lfp)(lp)k _ nombre de lancers nécessaires a 'obtention du premier pile avec la piéce argentée,
k! — (n—k)! pn k! respectivement avec la piece dorée.
e=1p(Ip)k a) La loi de A et de D est G(p).
i donc X ~ P(1). b) Soit B I'événement « le premier lancer améne au moins un pile ».

P(B) %" 42, donc P(B) = 1 — ¢2.
Loi de Pascal - I1 c) La loi fie P est G(P(B)) = G(1 — ¢°).
Soit X et Y deux VAR i.i.d. de loi géométrique de parameétre p € |0; 1[. d) P =min(A, D) : on retrouve le méme résultat.

Déterminer la loi de X + Y.
Mazimum de deux variables géométriques

3. Autour des minimums ou des maximums Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi géomé-
Minimum de deuz variables géométriques par deux méthodes trique de paramétre p € ]0; 1.
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Soit Z = sup(X,Y).
Déterminer la loi de Z, vérifier que Z P(Z = k) =1 et calculer son espérance.
keZ()

Solution (Ex.9 — Mazimum de deux variables géométriques)

Posons g =1 — p.

o Z(£2) = N*, et pour tout k € N*,

P(Z < k) =P(X < k] N[Y < k]) "L P(X < k)P(Y < k)

or P(X > k) = P(Y > k) = (1 — p)¥ (les k premiéres expériences sont des échecs),
donc P(Z < k) = (1 — qk)2 (y compris pour k = 0... remarque pour ce qui va suivre).
Enfin, P(Z=k)=PZ<k)—PZ<k—-1)=(1-¢")?—(1-¢"1)?
P(Z=k)=2¢"" = 2¢" + ¢* — ¢* % = 2p¢" ' — (¢*)" 1 (1 - ¢°)

1
oDlek:mpourre]O; 1[, on tire :

1
— 1—q2 X
— ¢ )

1
e De Zkrk—l - m pour r € ]0; 1] (obtenue par dérivation de la série
géométrique), on tire :
E(Z) existe et

1 1 2 1 3-2p
E(Z)=2px - —(1-¢?) x ———— == _ - .

p? ( ) (I-¢** p 2p—p> p2-p)

Exercice 10 | Maximum de variables uniformes

Soit m > 2. Soit n > 2 et (X;)1<ign M variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur
[1; m].

On note S,, la variable aléatoire égale a la plus grande des n variables X;. Autrement
dit

Yw € €, Sp(w) = max (X;(w)).

1<ign

1. Dans le cas ou n = 2, déterminer la loi de So, ainsi que son espérance et sa
variance.

2. On revient au cas général ou n > 2.
a) Déterminer P(S,, = m).
b) En déduire lim E(S,) et lim V(S,). Commenter.
n—-+4oo n—-+4oo

4. Autour des variables indicatrices

Lycée Henri POINCARE
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2.

Produit de Bernoulli - Corrélation
1.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. Que
peut-on dire de X??

Soit p € ]0; 1[. On effectue une suite de lancer d’une piéce amenant “ pile ” avec
la probabilité p et on note, pour tout k € N*,

e X, la variable indicatrice de I’événement « le k—éme lancer donne “ pile ” »,

e Y} la variable indicatrice de I’événement « les k—éme et (k 4+ 1)—éme lancers
donnent tous les deux “ pile ” ».

Pour tous k et j dans N*, calculer la covariance Cov(Yy,Y)).

Solution (Ex.11 — Produit de Bernoulli - Corrélation)
1.

X () = {0;1} donc X? ne peut prendre que les valeurs 0> = 0 et 1.
De plus : (X:0<:>X2:0) et (X:1<:>X2:1).
Donc finalement X? = X (et en particulier X2 ~ B(p))

. Soient k et j dans N*. On a :Yy, = X Xpq1 et Y; = X;X41.

oSij#k—1letj#ketj+#k+1, alorsles variables Xy, Xiy1, X; et X;41 sont
4 variables distinctes indépendantes, donc Y = XpXj41 et Y; = X;X;41 sont
indépendantes et leur covariance est nulle. Donc p(Yy, Y;) = 0.

oSi j =k, alors Y; = Yy, Cov(Yy, Y;) = V(Yy), 0(Yi)o(Y;) = o(Yi)? = V(Yy),
p(Yr,Y;) = 1. Ceci n’est pas surprenant puisqu'’il y a un lien affine évident entre
YeetY; :Y; =1xY,+0..

oSi j =k + 1, alors YiY,; = XkXi+1Xk+2 = X Xp4+1Xk+2-

Par indépendance, E(Yij) = E(Xka+1Xk+2 = E(Xk)E(Xk+1)E(Xk+2) = p3
et toujours par indépendance E(Y},) = E(XxXp41) = E(X3)E(Xp11) = p?. Donc
Cov(Yk,Y;) =p* —p* =p*(1 —p).

Calculons V(Yx). Yi(Q2) = {0;1} et P(Yr, = 1) = P(Xp = 1) N Xpy1 = 1)) =
P(Xy = 1)P(Xj41 = 1) par indépendance, donc P(Yy = 1) = p? et Y ~ B(p?).

Par conséquent, V(Y) = p?(1 — p?). Il en est de méme pour Y, : Y; ~ B(p?).
Alors o(Yg)o(Y;) = p2(1—p?)\/p2(1 —p?) = p*(1—p?. Finalement
p*(1 - p) p(1—p) p

p(Yi, V) = - -2
Toprl-p?) (A-p)A+p) 1+4p
oSi j = k — 1, alors k = j 4+ 1 et en permutant les roles de k et j dans ce qui

précéde, on obtient encore p(Yy,Y;) = P

1+0p

Etude de la loi hypergéométrique

On considére une urne U contenant N boules, de couleur bleue ou rouge. On note
p la proportion de boules bleues dans 'urne et g la proportion de boules rouges, de
sorte que

ol
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p,qe[0; 1], p+g=1 Npe[0; N], Nge[0; N] et Np+Ng=N.

Soit n € [1; NJ]. On préléve dans I'urne simultanément ou, ce qui revient au
méme dans cette expérience, successivement sans remise, n boules dans I/ et on
note X le nombre de boules bleues ainsi prélevées.

1. a) Justifier que X(©2) C [0; n], puis que
X(Q2) = [maz(0,n — Ng) ; min(n,Np)].

b) Combien y a-t-il de tirages possibles ?
c) Soit k € [0; n]. Montrer que, parmi ces tirages, il y en a exactement

()0

Cette valeur est-elle valable lorsque & > Np? Et lorsque kK <n — Ng?

()67
Vk e [0; n],P(X = k) = %
()
On dit que X suit la loi hypergéométrique de paramétres N, n et p,
et on note X ~ H(N, n,p).

3. En déduire la formule de Van der Monde :

v(b,7) € (N*)?, Z (2) <nik) - <bzr>'

k=0

contenant exactement k£ boules bleues.

2. Justifier que :

On suppose de plus les boules bleues numérotées de 1 et Np. Pour tout i de
[1; Np], on note B; la variable indicatrice de 'événement :
« la boule bleue de numéro i a été tirée ».

4. a) Justifier que, pour tout 7 de [1; Np], B; suit une loi de Bernoulli de paramétre
n

N.
b) En déduire l'espérance de X.
5. a) Montrer que, pour tout ¢ et j de [1; Np] distincts, B;B; suit une loi de Ber-
noulli, et préciser son paramétre.
b) En déduire, pour tout i et j de [1; Np] distincts, la covariance de B; et B;.
¢) En déduire la variance de X.
6. On considére deux variables U et V indépendantes de loi respective B (u;p) et
B (v;p). Soit k € [0; u+v].
Montrer par le calcul que la loi conditionnelle de U conditionnée par I’événement

[U+ V = k] est hypergéométrique de parameétres u + v, k et ji .
u+v
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5. Avec des fonctions génératrices

Stabilité des lois binomiales et de Poisson

1. Soit X et Y indépendantes de loi respective B(m,p) et B(n,p). Déterminer la loi
de X 4+ 7Y al’aide des fonctions génératrices.

2. Soit X et Y indépendantes de loi respective P(A) et P(u). Déterminer la loi de
X +Y alaide des fonctions génératrices.

Binomiale et parité

On dispose de 2n + 1 jetons dont une face est noire et 'autre blanche. On lance
simultanément ces jetons.

1. On note B et N respectivement le nombre de faces blanches et noires obtenues.
Quelle loi suivent les variables aléatoires B et N 7
2. a) Expliquer pourquoi une seule des deux couleurs apparait un nombre impair de
fois.
b) X désigne la variable aléatoire égale a ce nombre impair. Calculer la loi de X.
3. a) Exprimer la fonction génératrice de X, notée Gy, a ’aide de la fonction f : z —
(1 + w)2n+1 _ (1 _ :L.)Qn—&—l-
b) En déduire lespérance et la variance de X.

Solution (Ex.14 — Binomiale et parité)

1. B et N suivent B(2n + 1,1/2) (par définition de cette loi).

2. a) En notant B et N respectivement le nombre de faces blanches et noires obtenues,
B + N = 2n + 1 est impair, ce qui est impossible si B et N sont tous les deux
pairs, ou tous les deux impairs. Donc un, et un seul, des deux nombres B et N
est impair.

b) e X(Q) = {2k + 1,k € [0; n] }.
e Pour tout k de [0; n], [X =2k + 1] = [B =2k + 1] U [N = 2k + 1], cette
réunion étant disjointe.
Par additivité :
2n+1 1 1 1 (2n+1
P(X =2k +1) =2x <2k + 1) 92k+1 92n+1-2k—1 _ 92n <2k + 1)
3. a) Par la formule du binome :

@) = an (2"]: l)zk - Qf (2”; 1)(—1)%’* - 2Zn: (3:11)3;’“

k=0 k=0 k=0

Donc Gx(x) = 2T1+1f(x)

1 o2n+1)22"  2n+1
b) E(X) = Gx(1) = Wf/(l) =4 22n+)1 o
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2n + 1 i~ 1\
E(X(X — 1)) = G4(1) = Lﬁ%l—, .wzn,P@n=ﬂ=<J )¢wm.
j—n
2n(2 1)+4 2—(2 1)2 i s 2 ; : ) iti —ié A
V(X) = E(X(X = 1)) + E(X) — E(X?) = n(2n + 1) + 4n + (2n+1) _ Ceci s ’mterprete faczlement : S, est le rang d’apparition du n ieme su(’:f:es dans
4 un schéma de Bernoulli. Donc S,,(©2) = [n,+oo[. De plus, les suites d’épreuves
2n + 1. favorables a [S,, = j] sont les suites de j lancers dont n succés avec le dernier
4 a la fin, j — n échecs, & placer parmi les j — 1 épreuves de rang 1 & j — 1. Cela
iy . . . . .
Loi de Pascal - TII fait (j . suites possibles, deux & deux incompatibles et toutes de probabilité
Soit p €05 1[. Soit (T, ite d iables indépendant ivant toutes la loi . . j— 1Y\ . .
oitp €] [- Soit (Ts) une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi p"¢’~™. Donc P(S,, = j) = (] )qj_"p”... ce qui en fait redémontre le résultat
PN X -n
géométrique G(p). On pose, pour tout n € N*, S,, = Z Tx (R) précédent. J
k=1
1. Déterminer pour tout n € N* la fonction génératrice de S, et en déduire sa loi. 2. Sachant [S; = k|, T1 prend ses valeurs dans [1; k —1]. Soit i € [1; k —1].
. . . .. L. . L. P oy 2 ([SQ = k] [Tl = ’L] P([TQ =k— ’L] [Tl = Z]
Indication : que donne la n-iéme dérivation de la série géométrique Prg,=k](T1 =14) = B, = h) = S = b
2. Détermine? I’espérance _et la variance de S,, Or T, et Ty sont indépendagn;es : A ? __
E; en exp}oian: la rfelat;9n (’R), .y P,y (Ty = i) = P(Ty =k —i)P(Ty =) pgF—i—1pgi=1 !
en exploitant sa fonction génératrice. = =v= — = =
p g ? P(S2 = k) k— 1) gk —2p2 k-1
k—2

Solution (Ex.15 — Loi de Pascal - III)

=[] Gr.-
k=1

t
Or pour tout k, G, : t — %, donc Gg,

La seule question est de savoir ot a eu lieu le premier des 2 succeés, et la moralité est
que ¢a ne dépend plus de la probabilité de succés, mais est parfaitement uniforme :
la loi de Ty conditionnée par [So = k| est la loi uniforme sur [1; &k — 1].

E(Sy) ¥2‘2§:1E(I
k=1

6. Autour de l’espérance par antirépartition

1. Par indépendance des Ty, Gg,

= Pttt .
P =gy
Saisissons-nous de U'indication, pour x tel que |z <1 :

d" 1 n! dune part
_ = n I
dzn \1—=z (1 —x)ntl HHe part,

n n +oo +oo
iﬁ(?éz>::£z<§:m>:=§:n+kxn+k—nu.w+1nk

k=0

+oo
k !
= Z %xk d’autre part.
k=0 ’
On en tire : Vt € [0; 1]

1 1 k—l—n = k+n—
=t 1>',;0 Par =3 (77

k=0

1
>qktk.

X (k+n-— XNj-1\ ,
Dot - G, z( . )z()
k=0 Jj=n

On en déduit :
¢ S,(9) = [n,+oo[,

Lycée Henri POINCARE
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Large sera la chute !

On tire indéfiniment au hasard et avec remise des jetons dans une urne contenant
n jetons numeérotés de 1 & n. On note (u;);>1 la suite infinie des numéros obtenus.
On s’intéresse au temps T, d’attente de la premiére chute large définie précisément
par

[T,, = k] signifie que :

U < Ug < -+ < Up—1 = Uk

1. Préciser T,,(2) et déterminer pour tout k de N la probabilité P(T,, > k).
2. En déduire 'existence et la valeur de ’espérance de T,,.

3. a) Montrer que, pour toute variable aléatoire & valeurs dans N,

X(X-1

E (%) < +o00 si, et seulement si, Z kP(X > k) converge.
k>0

b) Qu’en déduire en cas de convergence de la série précédente ?

oul
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4. En déduire D'existence et la valeur de la variance de T,,.

Solution (Ex.16 — Large sera la chute!)

1. T,(Q)=[2; n+1].

Soit k € [2; n]. Jusqu'au rang k inclus, il y a n* tirages possibles. Les tirages fa-
vorables & [T,, > k] sont les k—listes (ug, ..., uy) strictement croissantes. Une telle
liste se construit en choisissant k jetons distincts et en les plagant nécessairement

(3

n) cas favorables. Donc P(T,, > k) = ——~.
n

k
On observe enfin que cette formule est encore valable pour k € {0, 1} pour lequel
P(T > k) =1, et pour k > n + 1 pour lequel P(T > k) = 0.

. Comme T,,(€) est fini, T,, admet une espérance finie.
) n

Comme T, () C N,
k
) ()= (

400 n
E(T,) =Y P(T, >k =Y (Z
k=0 k=0

en ordre croissant. Il y a donc (

1

n

1
14 =
n

Newton

o +oo
3.a) » kP(X > k)= (k: > PX= i)) = > KP(X =)
k>0 k=0 i=k+1 0<k<i
+o0 i—1 +oo i—1 +oo Z(Z - 1)
:ZZMP’(X:@'):Z<]P’(X:Z') k):Z]P’(X:i)
i=1 k=0 i=1 k=0 =0 2

_E (X(X — 1))
2

Les termes étant tous positifs, la finitude d’une des sommes entraine celle des

autres.

X

Xx- )

—+o0

= kP(X > k).
k=0

. Comme seuls n — 1 termes sont non nuls, la série converge et

b) En cas de convergence, E ( 5

O SR WE S WIRHE S0 G
(2570)- (141)

Par linéarité, E (W) = % (E(T2) — E(T,)) d’'ou

vmy =2 (14 ) (1 1) - (e Y

Lycée Henri POINCARE
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v = (e D) (e 1) - (14 1)

7. Un exemple d’étude de couple et de transfert par double

somme

Exercice 17 | Minimum et mazimum de deux uniformes : l’art des sommations finies

Soit m un entier naturel au moins égal & 2. On tire successivement et avec remise
des boules dans une urne contenant exactement n boules numérotées de 1 a n et on
note X et Y les numéros des deux premiéres boules obtenues.

Justifier que 2 =[1; n]]2 est un univers susceptible de modéliser I’expérience.

2. Donner la loi suivie par X et Y.

On note I et S les variables aléatoires respectivement égales a inf(X,Y) et
sup(X,Y).

Dans cette question, on se propose de déterminer I’espérance, la variance et la
covariance de I et S sans utiliser la loi du couple (I, S).

a) Que vaut, pour k € [0; n], PI>k)?

b) En déduire E(I), puis E(S) (au fait, que vaut I+ S7?).

c) Montrer que, pour toute variable aléatoire Z telle que Z(2) C [0; n], on a

E (@) = kZ:;)[P’(Z > k).

d) En déduire V(I).
e) Soit k € [1; n]. Montrer que

fiS=kl~I=n+l1-kljw=(z,y) = (n+1—z,n+1-—y)

est une bijection. Indication : on pourra vérifier que les ensembles de départ et
d’arrivée sont cohérents et calculer f o f.

f) En déduire une égalité de probabilités et montrer que V(S) = V(I).

g) Calculer Cov(I,S).

. Dans cette question, on s’appuie sur la loi du couple (I, S).

a) Déterminer la loi de (I, S).

b) En déduire la loi, ’espérance et la variance de I.

c) Déterminer Cov(I,S).

d) En déduire la variance de S, sans chercher a déterminer sa loi.

oul
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Longueurs de séries : l’art des sommations géométriques. R = k1
On effectue une succession de lancers indépendants avec une piéce donnant « pile » paramétre 1 —r : ; ke (=) = , donc Z r® (1-— ,n)
avec la probabilité p € |0; 1[ et « face » avec la probabilité ¢ =1 —p too -
On dit que la premiére série est de longueur Ly = n > 1 si les n premiers lancers De méme, Z E*rF=1(1 = r) = E(X?) si X suit la loi G(1 — 7).
ont amené le méme coté de la piéce et le (n + 1)-éme autre. Pt
On définit de maniére analogue la longueur Ly de la 2-éme série. too r 1 r+1
- - - . Donc Z Br=l(1—r) = V(X) + E(X)? = + =
Par exemple, si les premiers lancers donnent pile-pile-face-pile-. .. alors Ly = 2 et (1—r)2 " (1-r2 (@1-1r2
Ly = 1 tandis que si les premiers lancers donnent face-pile-pile-... alors Ly = 1 et
r(r+1
Lo > 2 mais on ne connait pas encore la valeur exacte de Ls. Donc Z B2k — . + ))
—-r

1. Calculs préliminaires -

+o0 +oo +oo
Pour r €]0; 1], que valent Z krk, Z E(k —1)rF=2 et Z k2rk 2
k=1 k=2 k=1

2. a) Déterminer la loi de Ly, son espérance et sa variance.
b) Pour quelle valeur de p E(L;) est-elle minimale ? Et maximale ?

3. Déterminer la loi du couple (L1, Ls) et en déduire la loi de Lo, son espérance et
sa variance.

4. a) A quelle condition nécessaire et suffisante sur p L; et Lo sont-elles indépen-
dantes ?
b) Dans ce cas, quelle loi usuelle suivent L et Ly ?
5. a) Calculer par transfert E(L;Ls).
b) En déduire Cov(Ly, Lo).
6. a) Déterminer la loi de Ly + Lo.
b) En déduire E(L; + Lo) et vérifier que E(L; + Lo)
c¢) Calculer V(L; + L) et en retrouver Cov(Ly, La).

= E(Ly) + E(Ly).

Solution (Ex.18 — Longueurs de séries : l'art des sommations géométriques.)

1. Calculs préliminaires - Version analytique

Par dérivation terme & terme de la série géométrique de rayon de convergence
+oo +oo 9

R =1, pour tout r €]0; 1], Zkrk = (1_+)27 Zk(k —1)rk? = 1—r)3 et
k=2

k=1
—+oo +oo 2
2r r r(r+1)
k2rh = k(k—1) + k)r¥) = _
; r ;( =D+t = g m T g~ a oy
Calculs préliminaires - Version probabiliste
+oo
Comme r € ]0; 1], Zkrk_l(l — 1) est espérance de la loi géométrique de
k=1

Lycée Henri POINCARE
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2. a) [ ] Ll(Q)

Pour alleger les écritures, je note par exemple P1PoF3Py I’événement « les 4
premiers lancers donnent pile, puis pile, puis face, puis pile». Cet événement a
pour probabilité p3q par indépendance mutuelle des lancers.

= N* et, Vk € N*, la formule des probabilités totales avec le systéme
complet d’événements (P1,F;) donne
P(Li = k) =P(P1N[L1 = k]) + P(F1 N [L1 = &)
=PP;...PrFrr1) + P(Fy.. . FrPry1)
=pFq+pg”
l@On vérifie sans peine par la série géométrique que

Pq
Z“l‘k e e

donc L; est parfaitement définie car I’événement « la premiére série s’arréte
au bout d’un nombre fini de lancers » est presque-certain.
e Par les calculs préliminaires, L.; posséde une espérance et une variance et

=ptqg=1

2 2 2
- +q)? -2
E(L)=P4 P1_P, 4_Ptq _ (p+9)° —2pg
¢ p* q p pg pq
1
E(L,) = Pre_ 1,
pq
+1 +1 +1 +1
E@%:w@3)+mw3):p@2)+ﬂq2)
q p q p
PPo+1)+¢(g+1) — (p* +2p°¢* + ¢*)
V(L) = 2,2
P’ .
+¢* —2p? +
V(L) = e p 1
p’q* p*q
b) E(Ly) = — —2 (1=p) = —p*+ N L done0 < py < |
= — — or = — = — = — —_ = — donc < -
=0 pg=p(l—p pP+p P35 1 S
avec pq —— +0 et pg = — si, et seulement si, p =q = —.
p—0 4 2
o0
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3.

1
On en déduit que, pour p € ]0; 1], — est minoré par 4, atteint en p = 1/2
Pq

uniquement, et n’est pas majorée.
D’ot E(L;) est minimale pour p = 1/2 et vaut alors 2, et n’est pas majorée car
E(L;) ——— +o0 : pas de valeur maximale.

p—0 ou 1

o (L1,L2)(2) = N*xN* et, pour tout (j, k) € (N*)?, par la formule des probabilités
totales avec le systéme complet d’événements (P, Fy),
]P(Ll =7, = k) = P(Pl N [Ll = ]] n [LQ = k]) +]P)(F1 n [Ll = j] [LQ = k])
= P(Py...PjFjp1 . FjkPipry)  +
FiPji1. o PjruF i)
— pj+1qk +p’qu+1
e Par la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements

P(F; ...

([Ll :j])jeN*7

RES [ A A Y SR S
PL :k = ]P)L = "L :k' = - - = - -
(L2 );(132 )=t P TP
l@On vérifie sans peine par la série géométrique que

p? 'S
]P’ + =p+qg=1

Z (-9 " (-p

donc Ly est parfaitement définie car I’événement « la deuxiéme série s’arréte au
bout d’un mombre fini de lancers » est presque-certain.

e Par les calculs préliminaires, E(Ly) et V(Ls) existent et

p? 'S

(g2  (1-pp?

1= Chose surprenante a priori, E(Ly) ne dépend pas de p et ¢q. Une explication ?

E(Ly) = =1+1=2

paz) = a0t  Cptp) _1tg 1+p_ p i+
Y=g T p(l-p)P®  p q P
224 24,2y 1
V(Lg):p +q°+ P +4q pq +
pq pq
e Ona:

P(L; =1Ly =1) =P(L; = 1)P(Ly = 1) <=>p 2q+pg® = (2pq)(p +¢°) =1=

N~

(p-2) =0 p=

% +2¢° = 1 =4p? —dp+2 <= p? —p+——0<:> 5

4

1
Donc si L et Ly sont indépendantes, alors p = 3=«
1
5 alors pour tout (j, k) € (N*)2,

1 J+k+1 1 j+k
P(Ll :j,LQ = k) = 2<—) = (—) et

e Réciproquement, si p =

2 2
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P([Ly = ] [Ls = 4]) = z(%)jﬂ y 2@)“1 _

1 j+k
(3)
donc L; et Ly sont indépendantes.
L; et Lo sont indépendantes si, et seulement si, p =g = 1/2.
= On peut observer que, dans ce cas, L; et Ly suivent toutes les deux des lois
géométriques de paramétre 1/2.

5. a) Déterminer la loi de Ly + L.

o (L1 +Lo)(Q) = [2,+o0
e Pour tout n > 2,
n—1

P(Ly + Ly =n) = ]P’(U ([Ly=kNLy=n— k])), et par incompatibilité
k=1

3
|
-

]P)(Ll :k7L2 :’I’L—k)

k=1
n—1
=Y Py =kLy=n—k)
k=1
n—1
— (pk—l—lqn—k + pn—qu—l—l)
k=1
Or pour p # 1/2
n—1 n—2 k -1 2 n
_ - P 1 =/9)" Pq
Zpk—i-lqn koo p2qn 1 Z <_> — p2qn 1 1(*//> — = «
Pt —\q p/a q—p
qn—l _pn—l
qn—l
n—1 2
pEtign=h = ﬂ(q”*1 — p”fl), et par symétrie de p et g,
1 q—p
p*q ¢°p
P(Li + Lz =n) = (@ =p"1) + (Pt =q")
) ) q _217 ) pP—q
or U p _Patdr om0
q—p DP—¢q P q—p q q—p
P(Li+Ly=n)=——q¢"+——p"
q—p p—aq 1
Pour p=1/2, P(Ly + Ly =n) = (n — 1)2—n
b) Petit calcul préliminaire :
_q1-p*) ql-p)(A+p) (1+p)
Z ng" SR 2 = 2
p b p
Alors pour p 7é 1/2
[ W]
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1?01+ (14 1 1
E(L; + L) = (4 sl J A q))= x —(¢* +pg® —p* = p’q)
3 5 5 _317 p ) q ) q—pP Pq )
¢’ +pg®—p*—p q=1(q—p)(q +pg+p°+palp+4q) =(a—p)p+9)°=q—p
Donc E(L; + Ly) = — =... = E(L;) + E(L2) effectivement.
Pq
Etsip=1/2
= 1 2 1
E(L; + Lg) = nn—1)— = —— = 4 = —... la formule précédente
(Li+1a) = D nln =Dz = {575 -
demeure.
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