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1 Analyse

1.1 Suites et séries numériques

Equivalents

1. On considére deux suites (un)nen+ €t (vn)nen+ telles que la suite v est non
nulle & partir d’un certain rang.

On suppose : u, ~ .
n—+0oo
Montrer que u,, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.
1 1
2. a) On pose, pour tout n > 1, u, = sh— — tan —.
n n
Quel est le signe de u,, au voisinage de +00?

b) Quelle est la nature de la série Z Up, 7
n>1

Lycée Henri POINCARE

Solution (Ex.1 — FEquivalents)

1
1. 139N > 0,Vn > N,% > — (¢ = 1/2 dans la définition de la
Un n—-+oo Un 2
limite).

Donc u,, et v, sont de méme signe pour n > N.

2. a) 1 n 1 N 1 1 1 n 1 1 n 1
AUy, =—+—+o|lw|—-———=—=+o0o|w|=—=+0|—= ).
" n o 6n2 n3 n  3n? n3 6n2 n3
1
Dou u, ~ ——. Donc u,, < 0 au voisinage de +o0.

n—stoo  6n2°

. . 1
b) u,, étant de signe constant au voisinage de 400 et comme E — converge,
n
n>1

E Uy converge.
n>1

Etude d’une suite

Soit ¢ € R. Soit (uy)nen définie par ug = 0 et u,+1 = u2 + ¢ pour tout n € N.
1. Résoudre I'équation x = x2 + ¢ en fonction de c.
2. On suppose ¢ € [0; 1/4]. Montrer que (u,) converge et préciser sa limite.

3. On suppose |c| > 2 et on pose o = |¢| — 1.
Montrer que, pour n € N*, |u,| > |c|a™ L.
La suite (u,) converge-t-elle ?

4. On suppose ¢ € |1/4; 2]. Montrer que, pour n € N, w41 —u, > ¢ — 1/4.
La suite (u,) converge-t-elle ?

5. On suppose ¢ € | —2; 0[. Montrer que la suite (u,) est bornée par |c|.

Solution (Ex.2 — Etude d’une suite)
Soit ¢ € R. Soit (up)nen définie par ug = 0 et up41 = u% + ¢ pour tout n € N.
1. A=1—-4c
e Si ¢ > 1/4, 'équation n’a pas de solution réelle.

e Si ¢ = 1/4, I'équation a une solution réelle double : r = —.

e Si ¢ < 1/4, 'équation a deux solutions réelles : 1 =

1++1—4c
5 )
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2. Soit f:xz— 2% +ec.

f est croissante sur [0; 1/2] avec f(0) =¢ >0, f(1/2) =c+1/4 < 1/2, donc
[0; 1/2] est stable par f.

Par récurrence : Vn € Nyu,, € [0; 1/2].

Comme w3 = ¢ > 0 = ug, et (unﬂ > un) — (un+2 > Un+1) par croissance
de f, (uy) est croissante par récurrence.

u est croissante majorée, donc convergente, de limite £ point fixe de f par conti-
1—-+1—-4c

nuité de f appartenant a [0; 1/2]. Donc u converge, vers ¢ = 5

On suppose |¢| > 2 et on pose a = |¢| — 1. Montrer que |u,| > |¢| o™

e Pour n =1, |uy,| = |c| = |c|a® > |c| a1

e Soit n € N*. Supposons |u,| > |c|a™ 1. Alors :

Siec>0:

Unt1]| = [u +¢| = Ea® 2+ ¢ > c(ca® 2 + 1) > c(a® ! + a?72 + 1) car
c=a-+1,

[Unt1| > ca®?1 > ca™ car a > 1. Donc |uy11| > |c| o™

Sic<0:

u2 > |e)? a?2 donc u2 + ¢ > |e| (|¢] 022 = 1) > |¢| (¢! + 22 — 1) car
c=a+1,

u? +c > |c|a® =t > |e|a™, donc |upy1] > |c| ™.

e Par récurrence, l'inégalité est établie pour tout n de N*.

e Comme o > 1, nllgloo |un| = +o0 par comparaison. Donc la suite (u,) ne
converge pas.

2
1 1
4. Yn € Nyupy1 —up =u2 +c—up = <un—§> +c— T
n—1
Ainsi : Vn € N, u,, = ug + Z(“kH —ug) > 0+ n(c—1/4) (ou par récurrence
k=0
sur n), donc par comparaison, liI_P u, = 400 et la suite (u,) ne converge
n—-+0oo

pas.
. On suppose ¢ € | =2; 0[. Montrer que la suite (u,) est bornée par |c|.
Montrons que [c¢; —c| est stable par f, ce qui entrainera par récurrence sur n
que Vn € N, u,, € [¢; —c] donc |uy| <ec.
L’¢tude de f montre que f([c; —c]) = [¢; ¢ +¢]. Or:
Atec—(—c)=c+2c=clc+2)<0carc<0etc+2>0.
Donc ¢? + ¢ < —c¢, donc f([c; —c]) C [¢; —c]... CQFD

Lycée Henri POINCARE

Exercice 3| Convergence d’une suite

Soit (upn)n>0 une suite a valeurs dans [0; 1].
On suppose que, pour tout n, t,4+1(1 —uy,) > 1/4.
Montrer que (un)n>0 converge et déterminer sa limite.

Solution (Ex.3 — Convergence d’une suite)
e Tout repose sur la majoration classique :

2
Ve e[0; 1],2(1—2)= 22 +2=— (:1:——) +
1
avec égalité si, et seulement si, r = —.

e De : Vn € N, upy1(1 —up) > 1/4, on tire : Yn € N*, u, > 0.
Alors pour tout n > 1 :
Un+1 1 Unp,

Un+1 1 N +1 1
1—u,) > — donc > d’ou > 1car up(l—uy) < —
Uy, ( n) 4u,, Uy, up (1 — up) Uy, n n) < 4
Donc (uy,) est croissante (strictement) et majorée par 1, donc convergente.
e Soit /£ la limite de w.
Alors lirf Up+1(1 —uy) = €(1 — £) et par prolongement des inégalités larges,
n—-+0oo
1
ona:l(l—12¢)> 7

Et : £ € [0; 1], toujours par prolongement des inégalités larges.

Donc /(1 —¢) = — et £ = — par la remarque initiale.

4 2

Suite d’intégrales

Feo dt
1. Pour n € N, étudier 'existence de I,, = /
0

1+t +tn
2. Etudier la convergence de la suite (I,,).

Solution (Ex.4 — Suite d’intégrales)

1. PourneN, f,:t— — est continue et positive sur [0; 4o0].

L+t2 4+t
1/t sin=0oun=1
fn(t) tﬁr:-oo 2/t2
1/t sin >3
Comme ¢ — 1/t™ est intégrable sur [1; +oo[ pour tout m > 1, f, est inté-
grable sur [1; 4o0o[, donc sur [0; +oo[ par continuité. Donc I,, existe.

sin=2
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—+00

ot < /1

+C>01

1
e Soit n > 2.Vt > 1,0 < fp(t) < m donc 0 < —dt

o0 1
donc 0 < / fa(t)dt < )
1 n—1
+o0
Par encadrement : lim fn(t)dt = 0.
n—-+oo Jq
e Soit t € [0; 1]. nll)l:ll_loo fu(t) = TIe La suite (f,) converge simplement sur

[0; 1.
De plus : VaN,Vt € [0; 1[,|fn(t)] <1 et t +— 1 est intégrable sur [0; 1.

1 1
dt
Par le théoréme de convergence dominée : lim / fn(t)dt = / =1
n—+o0o Jq o 1 + t2 4
, T
e Donc ngrfoo I, = 1

Recherche d’un équivalent d’intégrales

" Arctant
Trouver un équivalent de u, = / —dt
o 1+t

On pourra commencer par établir que

T 1
112 <§ — Arctan(t)) oW

Solution (Ex.5 — Recherche d’un équivalent d’intégrales)

Arctant T Arctant
_— T donc I'intégrale T
1+¢ totoo 2t 0 1+t

positivité de l'intégrande,

Notons que dt diverge, et par

lim wu, = +oo.
n—-+o0o

n
s
t S ~ —dt. P s-le.
On peut penser que uy, n—>+oo/0 21 +1) rouvons-le

A
Soit f:]0; +oo[ = Rt +— 2 7;_ i i"c;c_a:t. De Arctant + Arctan(1/t) = w/2
Arctan(1/t o [T
vient f(t) = %(t/) o t2’ donc 1% 0 F(t)dt existe.

n T n
T At —up| = d I d
/0 At /0 f(#)dt T I, done

‘gln(1+n)—un n

~ 7wln(1+n)/2

- T T
Ainsi : u, W In(1+n) Wl s In(n).

— > I donc |1
n—-+oo

n—-+o00

Lycée Henri POINCARE

Exercice 6| Nature et somme d’une série

Pour x € R, nature, et somme en cas de convergence, de la série E n(=D" g,
n>0

Solution (Ex.6 — Nature et somme d’une série)

. n  sin est pair,
Posons : Vn € N, a, = n("1" = ' . .
— sl n est impair.
n
e Nature

. 2 P . BN
Si |z| > 1, |agna®"| = 2n |z|*" — +00, donc la série diverge grossiérement.
n—-+0oo

Sifz| <1,
2n+2
a2n 42T n+1 -
dax 5 = 22 x? € [0; 1] donc la série E agnz®™ converge
A2, T n n—+00
n>0
par le critére de D’Alembert, et
2n+3
A2n+3T 2n+1 L.
nt 5| = x? 2?2 € [0; 1] donc la série E agnyr 2t
aon1x°mt 2n + 3 n—+00

n>0

converge par le critére de D’Alembert.

Donc si |z] < 1, E apx" converge comme somme de deux séries convergentes.
n>0

oSomme pour \ac] <1

2 2
Z 2z’ = 222 Z 1_—22) (dérivée de la série géométrique)
+°° 22n+1 ) 1
déri " = ——, dont la primiti 11 0 est x —
2o se dérive en z;:c 1 — 52 dont la primitive nulle en 0 est x
1 1+2
—1In
2 11—z
72

. 1. 1+

Ainsi : Vz €] —1; 1] Zan:c 1_x2)2+§1n1_$

Exercice 7| Nature d’une série
2

n n
Soit, pour tout n € N* u,, = .
n+1

Etudier la nature de la série ) -, up.

ol
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Solution (Ex.7 — Nature d’une série)

n?In <1 - L) = —n+ O(1), donc u, = exp(—n + O(1)) =

Infun) = n+1

e "exp (O (1/n)) = e ™O(1) = O(e™™). Or la série géométrique de raison
1/e Ze_” converge, donc Zun converge.
n>1 n>1

Exercice 8| Nature d’une série

Soit, pour tout n € N*, u,, = cos(mvn? +n+ 1).

) C 2 T ™ 1
. Prouver qu’au voisinage de +oo, 7vn*+n+1 = nw + 5 +a—+0 -
n n
avec o un réel a déterminer.
Montrer la convergence de la série Y -, up.

La convergence de cette série est-elle absolue ?
Solution (Ex.8 — Nature d’une série)

1 3 1
vn?+n+1l=n 1+ +—+—2+(9 — )
2n  8n n

Donc o« = =

. De cos(mr + 5 +0) = (—1)"*!sin(f) on tir e :

. (3 1 3 (—1)ntt 1
_ (_1\n+1 —
Up = (—1)""" sin (—8n+0<n2)> 3 - +0 )

n+1
Par le théoréme de Leibniz, Z & converge et par domination
n>1 n
1 . L. . 1
Z O <$> converge puisque la série de Riemann Z 2 converge.

n>1 n>1

Donc E Uy, converge.
n>1

" donc g |uy| diverge par divergence de la série harmonique.
n>1

’un’ n—>+oo 8

Exercice 9| Nature d’une série

Lycée Henri POINCARE

—1)n
Soit, pour tout n € N*, u,, =In | 1+ % )
n(n+1)
Etudier la nature de la série Y on>1 Un-

Solution (Ex.9 — Nature d’une se’m’e)

(="

Uy = — |, or converge par le théoréme de
" n(n+1) ( > Z Tv/n(n+1
1
Leibniz et Z o <—2> converge par domination puisque la série de Riemann
n>1 n
1
Z —5 converge.
n>1 n

Exercice 10| Nature et somme d’une série

+oo 2
Existence et calculde > In(1— —— ).
n=2 n(n + 1)

Solution (Ex.10 — Nature et somme d’une série)

2 —_ —
1-— 2 _ -2 = (n=Dn+ 2), et par double télescopage :
nn+1)  nn+1) n(n+1)

N N

Zln(l— n—l—l) Z [In(n — 1) —In(n)] + [In(n +2) — In(n + 1)]
n=2 =

N

2 N+2
—1In(3)

La série converge et sa somme est —In 3.

1.2 Espaces vectoriels normés

Une norme sur un espace fonctionnel
Soit I'espace vectoriel E = {f € C1([0,1],R) | £(0) = 0}.

Pour toute fonction f € C'([0,1],R), on pose Ni(f) = sup,cjo 1 I/ (x) + f'(z)|.
Démontrer que Ny est une norme sur E.

Solution (Ex.11 — Une norme sur un espace fonctionnel)

ol
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e Positivité claire.

e Homogénéité car |Af + (Af)'| = [A[|f + f'].

e Inégalité triangulaire car [(f +¢g) + (f+9)'| < |f + f'| + ]9+ J'|-

e Définition : un peu plus de boulot...

Ni(f)=0=Vz €[0; 1], f(z) + f'(z) = 0, donc f est solution de y’ +y =0,
donc f:x+— ae™™. Or f € Edonc f(0) =0. Donca=0et f=0.

Exercice 12| Suite convergeant vers un projeté

Soit f un automorphisme orthogonal d’'un espace euclidien E. On pose g =
f—idg.

1. Prouver I'égalité Im(g) = (Ker(g))*.
n—1
2. Pour tout entier n strictement positif, on pose p, = — > fP.
npzo

Pour tout z de E, montrer que la suite (pp(x))n>1 converge vers le projeté
orthogonal de z sur Ker(g).

Solution (Ex.12 — Suite convergeant vers un projeté)
1. On sait déja que dimIm(g) = dim(E) — dim(Ker(g)) = dim (Ker(g))".
Soit x € Im(g), y tel que = = g(y) et z € Ker(g) quelconque, donc f(z) = z.

(,2) = (Fy) =y, 2) = (F(y), f(2)) = (y,2) = 0 car f conserve le produit
scalaire.
Donc x € Ker(g)*, et par les dimensions, Im(g) = Ker(g)*.

1
2. De 1. découle E = Im(g) & Ker(g).
En écrivant =i + k, il s’agit de montrer que p, () T) k.
n (e}
e f(k) =g(k)+idk) =0+ k =k donc Vp € N, fP(k) = k.

e Soit u tel que i = g(u) = f(u) —u donc Vp € N, fP(i) = fPH(u) — fP(u).
n—1 1

e Ainsi, py(x) = pp(i + k) = %Z (fp+1(u) — fP(u)) + % k= %(fn(u) _
=0 =0

u) + k. ’ ’

Comme f est une isométrie : || f™(u)|| = ||ul],

et par inégalité triangulaire : ||f™(u) — u|| < ||f™(w)|| + ||Ju]| < 2||u]|, et
1

2 (y) —
L) — )

Ainsi : pp(z) —— k

n—-+400

1 1

Lycée Henri POINCARE

Exercice 13| Point fize et approximations successives

Soit n € N*, A € M,,(C) et B € M,,1(C). On suppose que A est diagonalisable
et que toute valeur propre complexe A de A vérifie |A\| < 1. Soit (X,)pen une
suite de M,, 1(C) vérifiant : Vp € N, X1 = AX,, + B.

1. La matrice A — I,, est-elle inversible ?

2. Prouver l'existence et I'unicité d’une matrice S € M, 1(C) telle que S =
AS + B.
3. Montrer que pour tout p € N, X, =S+ AP(Xy — 9).

4. La suite (X,)pen converge-t-elle ?

Solution (Ex.13 — Point fize et approzimations successives)
1. 1 ¢ Sp(A) donc A —1,, € GL,(C).
2. S=AS+B<+= (A-1,)S=-B+= S = (A-1,) ' (-B) (existence et
unicité).
3. Par récurrence. Hérédité :
Xp+1 = A(S+AP(Xp—S)) +B = AS+ APT1(Xg —S) + B = S+ APT1(X, - S).
4. A = PDP~! avec D = diag(\1, ..., \n) ot |N;| < 1 (Vi). Donc DP ——— 0.

p—r+00

Par continuité du produit matriciel, AP = PDPP~! ——— 0.
p——+00

D’ou : X, —— S.
p——+o00

Adhérence des matrices diagonalisables sur C

Soit n € N*.

1. Soit T une matrice triangulaire de M,,(C). On pose, pour tout p € N*,
T, =T + diag(1/p,2/p,...,n/p).
Montrer que, a partir d'un certain rang pg, T, est diagonalisable pour tout
P = Po-
2. En déduire que toute matrice A de M,,(C) est limite d’une suite de matrice
diagonalisable.

3. Soit D I'ensemble des matrices de M,,(C) diagonalisables. Que vaut D, adhé-
rence de D7

Solution (Ex.14 — Adhérence des matrices diagonalisables sur C)

5/48 o
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1. Notons Aq,..., A, les coefficients diagonaux de T.
Les coefficients diagonaux de T, sont : Ay +1/p, Ao +2/p, ..., A\ +n/p, et ce
sont ses valeurs propres.
e Premier cas : \y = --- = A, : alors les n valeurs propres de T, sont deux a
deux distinctes, donc T, est diagonalisable (pour tout p > 1.
e Second cas : les \; ne sont pas tous identiques. Soit € > 0 le plus petit écart
entre les valeurs distinctes A; :
g = IIllIl ’)\Z—A]|
(6,9)/ Ni#N;
Soit pg tel que n < ° Par exemple py = f—nJ + 1.
po ~ 2 €
Soit p > po. Soit ¢ # j. Montrons que A; +i/p # A\j + j/p.
O siA\j = Aj, c’est stir car i # j!
O si A # Aj, par I'absurde, supposons \; +i/p = Aj + j/p. Alors \; — \; =
G—i)/p.

Or : e < |\ — Aj] tandis que :

i

n _ e €
<—<—-,doue< - avece >0..
p - 2 2
Donc A; +i/p # A\j + j/p. Ainsi les n valeurs propres de T, sont deux a deux

distinctes, donc T), est diagonalisable (pour tout p > 1.

2. Comme K = C, A est trigonalisable et il existe P inversible et T triangulaire
supérieure telles que A = P~1TP.
La suite (Tp)p>p,, construite comme dans la premiére question, est une suite
de matrices diagonalisables et de limite T.

Par continuité du produit matriciel : P*ITpP —— AL
p——+00

Or pour tout p > pg, P_lTpP est semblable a T, donc diagonalisable...
3. ... donc D = M,(C).

Une application lipschitzienne en dimension infinie

On note E lespace vectoriel des suites réelles bornées.
On note F 'espace vectoriel des suites réelles dont la série associée est absolument
convergente.

Pour tout élément u de E et tout élément v de F, on note : Ng(u) = sup |uy|
neN

+00
et Np(v)= > |u,|.
n=0

1. Démontrer que N est une norme sur F.

Lycée Henri POINCARE

6,48

Quelle est la relation d’inclusion entre E et F'? Ces espaces sont-ils de dimen-

sion finie ?

Pour tout élément v de F, montrer qu'on peut définir sur E la forme linéaire
400

Ty :ur> > upv, et que T, est lipschitzienne.
n=0

Solution (Ex.15 — Une application lipschitzienne en dimension infinie)

1. Aucun probléme. Cette norme est appelée « norme 1 », ||.||;. Celle sur E est

la « norme infinie », ||.||.

. FCE car Z |up| converge = u,, — 0 = (u;,) bornée.
n——+00

n>0
Ces deux espaces sont de dimensions infinies. Ils contiennent tous les deux la
famille libre infinie (u(™),,cn ot chaque u(™ est la suite définie par :

1 1n =
VneN, ul™ =6dp, = s
0 sinon
Soit v € F fixé.

e Soit uw € E. Il faut s’assurer que Z +unvy, converge pour pouvoir définie
n>0
Ty(u). Or u est bornée. Soit M € R tel que Vn € N, Ju,| < M. Alors : Vn €
N, |upvn| < M|y, or Z |vun| converge. Par domination, Zunvn converge
n>0 n>0
absolument, donc T, (u) est défini.
e Soit (u,w) € E2.

+oo +o0
[T (u) — Ty(w)| = Z(Un — Wp)Un | < Z [un — wa| |vn|
n=0 n=0
Or : Vn € N, |u, — wy| < sup |um — wp| = Ng(u — w)
meN
+o00o +00
| To(w) — To(w)] <> Np(u—w) [vn] = Ng(u—w) Y |v| = Ng(u—w)Np(v).
n=0 n=0

Ainsi :

V(u,w) € E?, |Ty(u) — Ty(w)| < Np(v)Ng(u — w) : T, est lipschitzienne de
rapport Ng(v).

Remarque : en prenant u définie par : Vn € Ny u, = sign(v,) et w la suite
nulle, il y a égalité.

ol
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1.3 Dérivation, intégration sur un segment

Une fonction définie par une intégrale sans paramétre
Soit f € C°(RT,R) = E et g l'application définie sur RY par : Vo € RY,

% / "

1. Montrer que g est continue sur R’ et prolongeable par continuité en 0. On
note T(f) le prolongement par continuité de g sur Ry. Exprimer T(f)(0) en
fonction de f(0).

2. Montrer que g est dérivable sur RY et calculer ¢'(x) pour tout z € RY, sans
chercher a simplifier cette expression.

g(x) =

3. Vérifier que T est un endomorphisme de E.

Solution (Ex.16 — Une fonction définie par une intégrale sans parametre)
1. Soit F une primitive de f sur RT. F est C! sur RT et :
F(z3) — F

En écrivant au voisinage de 0O :
F(z) = F(0) + F'(0)z + o(z) = F(0) + f(0)z + o(z), on a :

, donc g est continue (et méme C') sur ]0; +ool.

f0)(2? — ) + o(x —f(0)x + o(x
o) = L o) vola) _ IO ole) ey o1y
Donc : g(z) %0 —f(0), limite réelle, donc g est prolongeable par continuité
T—

en 0.
Bt T(£)(0) = —(0).
2. On a déja vu que g est C! sur ]0; +oo[. De plus :

> 0, s) = SLL) = Il — () - Flo)
3. Vf €E, T(f)EEetpourtout)\E]Ret (f,9) € E,
Ve > 0,T(f + Ag)(x) = T(f)(z) + AT(g)(z) par linéarité de 'intégrale,
T(f + A9)(0) = =(f + Ag)(0) = = f(0) — Ag(0) = T(f)(0) + AT(9)(0),
donc T(f 4+ Ag) = T(f) + AT(g) : T est linéaire.

Exercice 17| Dérivées n-iemes

Pour tout n € N*, on note f, la fonction de R* vers R définie par

fn(l') — xn—lel/w.
Montrer que pour tout n € N* et tout z € R*, f7(ln) (x) =

. Vo € R*,

(_1)1161/90
pn+1

Lycée Henri POINCARE

Solution (Ex.17 — Dérivées n-iémes)

Pour tout n de N*| f, est clairement C* sur R* comme produit et car la composée
x +— exp(1/x) Dest.

Le résultat se démontre par récurrence sur n. La propriété est vraie pour n = 0.
Soit un entier n arbitraire. Supposons-la vraie pour tout entier £ < n.

DeVx #0, fo+1(z) = xf,(x), on tire par la formule de Leibniz :
n+1
HE0@) = 3 () = a0+ (0 10 @) + 0
k=0
] 1 n+1el/x .1?2 > $n+1 1 n+1 1/;1: ~1 nel/a:
1) = WS X P e e
" el/
I @) = (F) s+ (1) % 0

Exercice 18| Dérivabilité et classe 1
1

r?sin= siz#0
T .

0 siz=0

Soit g: R—> R,z —

1. g est-elle dérivable sur R?
2. g est-elle de classe C! sur R?

Solution (Ex.18 — Dérabilité et classe 1)
1. g est C*° sur R* par les théorémes opératoires usuels.

VY #£ 0, szsinl—>00ar
g9'(0) =0.

-0 T x—0
2. Vo # 0,¢'(z) = 2xsin(1/z) — cos(1/z), en prenant u, = 1/(nn), ¢'(u,) =
—cos(nm) = (=1)"*1, on voit que ¢’ n’admet pas de limite en 0. En particulier,
on n’a pas : ¢'(z) — g'(0). g n’est pas C! sur R.
z—

Equation fonctionnelle

Quelles sont les fonctions f continues sur R telles que :
X

Vz €R, f(x)z/o LF(E)dE?

1
xsin —| < x. g est dérivable en 0 et
x

Solution (Ex.19 — Equation fonctionnelle)
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Soit f une solution. Le second membre de I’expression est dérivable et méme C*
donc f est Ch.

Alors : Vx € R, f/(z) = zf(z), donc f est solution sur R de ¢/'(z) — zy(x) = 0,
donc il existe A € R tel que f : z — Ae®’ /2,
Réciproquement, on vérifie sans peine que, si f : z +— Ae

Double équation fonctionnelle

Trouver les couples (f,g) d’applications continues de R dans R telles que :
xr xr

vz € R,/ £t =1+ g(z) et /0 gt =1+ f(x).

0

2 .
=*/2 alors f est solution.

Solution (Ex.20 — Double équation fonctionnelle)

Soit (f,g) solution. Par le théoréme fondamental de I'analyse, f et g sont déri-
vables sur R et :

f(z) =4 (z) et g(x) = f'(x), donc f et g sont solutions de y” = y.

1l existe (a,b) € R? tel que f(x) = achx + bshz et g(x) = ashz + beha.

La premiére relation donne alors : ashx + bchx — b = 1 = asha + bchz, donc
b = —1. La seconde donne a = —1. Donc f(z) = g(x) = —chz — shx = —e”.
On vérifie réciproquement que f = g : x — —e” est solution.

C’est donc 'unique couple solution.

1.4 Suites et séries de fonctions

Suite de fonctions

1 sizx=0
Soit, pour n € N, f, : RT - R,z — ¢ (Inz)>" -2 | :
m sixz >0

1. Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur ]0; +oo.

2. La suite (f;,) converge-t-elle uniformément sur |0; +oo[? Et sur [1; 2]7

Solution (Ex.21 — Suite de fonctions)

1 siz=20
Soit, pour n € N, f : R" - R,z = { (Inz)>" —2 .
—— siz>0

(Inz)?n + 2

1. e Pour z =0, fp(z) =1 —— 1.
n—-+00
e Pour z € ]0; 1/e[U]e; +oof, |Inz| > 1, fp(x) —— 1.
n—-+00

Lycée Henri POINCARE

e Pour x € |1/e; e], |Inz| < 1, fr(z) —— —1.
n——+0oo

1 1
e Pour x = {1/6,6}, fn(fE) = —§ m —5
2. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur |0; +oo[? Et sur [1; 2] 7
e Chaque f, est continue sur |0; +oo[ mais leur limite simple n’est pas conti-
nue, donc la convergence n'est pas uniforme sur |0; +ool.

_|In(@)* =24+ In(z)*" + 2|  2In(z)*
* Vo € (13 2, [ful@) = (=D = In(x)2n + 2 Cn(z)2 42
20 o
—5 S
Donc  |[[fn — (=14 (12 = In(2)?", et comme [In(2)] < 1,

an - (_1)Hoo,[1, 2] ﬁ 0.

La convergence est uniforme sur [1; 2].

CVU de fonctions de classe 1
Soit, pour tout n de N*, f,, : R — R définie par f,(z) = /22 + 1/n.

1. Montrer que chaque f,, est C'.

2. Montrer la suite (f,,) converge uniformément sur R vers une fonction f que
I’on précisera.

3. f est-elle de classe C'?

Solution (Ex.22 — CVU de fonctions de classe 1)
1. Par opérations algébriques élémentaires, les fonctions f,, sont de classe C' car
/- est C! sur R%.
2. Pour z € R fixé, f,(x) —) Va2 =
R vers f avec f(x) = |x]
En multipliant par la quantité conjuguée : Vn € N* Vx € R,

)| = 1/n 1 1
fn(a) — f()] = T S T

Donc Vn € N* || f, — f <—€t fan—1Ff
I oo Tn I oo

Ainsi la suite (f,) converge uniformément vers la fonctlon f=1-

||, donc (fy,) converge simplement sur

—)O

3. ...qui n’est pas de classe C! car |.| n’est pas dérivable en 0.

8,48 o
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Suite de fonctions

1
Soit, pour tout n de N*, f,, : [0; 400 = R,z —

1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction
f que l'on précisera.
2. a) Etablir, pour tout a € ]0; 1] et tout z € R, (1 +2)* < 1+ ax.
b) La convergence de (fy,) vers f est-elle uniforme ?

Solution (Ex.23 — Suite de fonctions)
1

. i > 0.
1. Soitz >0 (1+x)1+1/n n—+oo 1+ x

, la suite (f,,) converge simplement vers

frzw

1+
2. a) Soit @ > 0. Soit g : RT - R,z = 1+az— (1+2)* ¢'(z) = a(l - (1 +
x)o‘*l) > 0car a—1<0. g est croissante et nulle en 0, donc positive sur

R,
1_ 1 1/TL
b)Soit m € N' ot ¢ € R (o) fo)] < |L—0ED”

(1 + x)l-i—l/n

1+z)/"—1 1 1 1
-~ X — <
(1+x)HYn = n " (14a)H+l/n —n
1
Donc : Vn € N¥ | fn—fllors < —, et par encadrement
’ n

[ fn = fllooge —— 0 : la convergence est uniforme sur R*.
) n—+oo

Suite de fonctions

2"z
Soit, pour tout n de N*, f, : R - R,z —

1+ n2nz?’
1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction
f que l'on précisera.

2. La convergence de (f,) vers f est-elle uniforme sur R?

3. Et sur [a; +oof avec a > 07

Solution (Ex.24 — Suite de fonctions)

1. Observons que chaque f, est impaire. f,(0) = 0 —+> 0, et pour = # O,
n—-+0o0

Lycée Henri POINCARE

1
fn(m) n—;\-;-oo % n—-+o0o 0.

La suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R.
27(1 4 n2"z?) — 2"z (n2"ty
(1 + n2nz2?)? ’
1
fh(z) est du signe de 1 — n2"x?. Soit x, = \/W. Donc f, est stricte-
n
ment croissante sur [0; x,] et strictement décroissante sur [z, ; +oo[. Comme
f(0) =0 = lim fo(2), supyep+ |fn(2)] = falzn) =
T—+00
puisque f, est impaire,

Vn € N*,

2. Chaque f, est dérivable et : Vo € R, f/ (x) =

A/ )N

——. Par symeétrie,

2y/n

1 = Ollao = e ———
" oo,R 2\/13 n—+00

et il n’y a pas convergence uniforme sur R.

00,

3. Soita>0et lim =z, =0, il existe ng € N* tel que : Vn > ng,
n—-+oo

Par I’étude précédente, pour tout n > ng, f, est strictement décroissante sur
[a; +oo[ (et positive) donc ||f, —OHOQ[M oo = fn(a). Or fu(a) — 0

Ty < a.

(par convergence simple de 1.).
Done || fn = Ollo fa; +o0f = 0 et la convergence est uniforme sur [a; +o0o].

Exercice 25| Autour de la convergence dominée

+o00

L’objectif de I'exercice est de déterminer lim e ' sin”(¢)dt.

n—-+00 0
On pose, pour tout n € N, f,, : RT™ — R, ¢ — e tsin™(¢t).
1. Justifier que la suite (f,,) ne converge pas simplement sur R¥.
On pose, pour tout n € N, g, = | fn].

2. Montrer que (g,) converge simplement mais non uniformément sur R¥.

+o00o
3. a) Justifier, pour tout n de N, I'existence de / e sin”(¢)dt.
0

+o0

b) Montrer finalement que lim e tsin™(t)dt = 0.

n—+oo Jg
Solution (Ex.25 — Autour de la convergence dominée)

1. Pour t = 37/2, sin(t) = —1 et, pour tout n de N, f,(t) = e~3™/2(—1)" donc
(fn(t))n diverge. Il n’y a pas convergence simple (en tout t = 37w /2 + 2k,
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+oo 1
kEN..) - Par le théoréme de convergence dominée, lirf ——dr =
: —
2. e Soit t € {5 + km/k € N}. Alors g, (t) = e e e t. notoo Jo o a"te
n——+0o0o

e Soit t & {g + km/k € N}. Alors g, () = et |sin(¢)|" — 0 car |sin(t)| €
[0; 1]

Vs et site{i—i-kw/keN}
e Donc g, —> g:t— 2 .
0 sinon

3. a) Soit n € N. Comme : Vt € RT, |f,(t)] <e " et p:t e " est intégrable,
+0o0

Donc par domination / e 'sin"(t)dt existe.
0
b) Les g, sont continues, et leur limite simple est continue par morceaux. Les g,

sont uniformément dominée par ¢ intégrable. Par le théoréme de convergence

dominée, g est intégrable et
+oo +oo x

lim e sin™(t)dt :/ g(t)dt = lim

n—-+00 0 0 T—r+00 0

Exercice 26 | Toujours la convergence dominée

Soit, pour tout n de N, f,, : [0; +oo] = R,z

g(t)dt = lim 0=0.

T——400

"+ et
1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction
f que 'on précisera.

2. Cette convergence est-elle uniforme ?
+00 1

3. Déterminer lim dz.

n—+oo fo " 4 et

Solution (Ex.26 — Toujours la convergence dominée)
e size[0; 1]
1

I+e
0 sixz €]l 4oof

1. Soit x € [0; 4o0[. fn(z) f(z) = siz=1

n——+00

2. Toutes les f,, sont continues mais leur limite simple ne I’est pas dons la conver-
gence n’est pas uniforme.

3. o (fn) s I e Les f,, et f sont continues par morceaux

e Vn e N,Vzr € R, |fn(z)] < e et x — e est intégrable sur RT.

Lycée Henri POINCARE

+oo 1 1
/ flx)dz = / e fdr=1--.
0 0 €

Exercice 27 | Série géométrique dérivée

On traitera cet exercice sans recourir au chapitre sur les séries entiéres!!!

Pour tout n de N*, on pose
fn:R—= R,z na" 1

1. Déterminer le domaine de convergence de la série E fn
n>1

+o00
2. Soit I=]—-1; 1. Onnote S: I — R,z an(x)
n=1
a) Déterminer || fy|[,, - La convergence de la série Z fn est-elle normale ?
n>1
b) Soit @ € |0; 1[. Montrer que Z fn converge normalement sur [ —a; a.
n>1
3. a) Montrer que S est continue sur I.
b) Déterminer la primitive de S sur I s’annulant en 0.
+o00
: . n—1
4. Finalement, que vaut, pour z € | —1; 1], Z nx" "7

n=1

Solution (Ex.27 — Série géométrique dérivée)

1. Siz =0, Z fulx) = ZO converge, vers 0.

n>1 n>1
Siz#0:
Fet@)| )l
fn(z) n n—+o0 '

Par le critére de D’Alembert, la série converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.
Silz| =1, |fn(z)] e +00 (# 0!) donc la série diverge grossiérement.
n—-+0oo

Le domaine de convergence de la série Z fnoest]—1; 1[.
n>1
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+00
2. Soit I =]—1; 1[. On note S:I—)R,w»—)Efn(a:).
n=1
a) Vo € L | fo(z)] < n donc [|ful[o 1 < 7.
lim f,(z) =n donc || fnl||1 = 7
T—1— ’
Donc [[fall,es = .

La convergence de la série Z fn n’est pas normale puisque Z [ frlloos
n>1 n>1
diverge grossiérement.
b) Vo € [—a; o], |fa(@)] < na"" donc ||fall.c; < na™ .

lim f,(z) = na™ " donc || f,||,; > na™t.
T—a~ ’

Donc || fn]|

La convergence de la série Z fn est normale puisque Zna"_l converge
n>1 n>1
d’aprés la question 1 (a € I).

_ n—1
OO,[—CL; a’] =na ’

3. a) La série converge normalement sur tout [ —a; a] C I donc S est continue sur
L
b) La primitive F de S sur I s’annulant en 0 est définie par

F:JN—)/ S(1)dt.
0

Soit # € I. Par convergence normale donc uniforme sur le segment [0; z]
— ou le segment [z; 0] si x < 0 —, et continuité des fonctions f,, on peut
permuter somme et intégrale :

z 1o gz +00
0 =170 o 1—-=z

1

“+o00
. n—1 __ — =
4. Pour z € |—1; 1[a;”x _S(x)_F/(x)—m

Série de fonctions et intégration

1. a) Déterminer le domaine D de définition de la fonction S définie par

nx
n

+ooe_
S:x»—)Z
n=1

Lycée Henri POINCARE

b) Montrer que S est de classe C! sur D. Calculer explicitement S'(z) en fonction

de z.
—X

2. Justifier que : Vo > 0,0 < S(z) < 1 ¢ En déduire la limite de S en +oc0.

_e—cc'

3. Déduire des questions précédentes une expression explicite de S.

+0o0
4. a) Montrer la convergence de l'intégrale I = / —In (1 — e_t)dt.
0

+00 2
1

b) On admet que E 3= % Calculer I.

n=1

Solution (Ex.28 — Série de fonctions et intégration)
—nx

e L s
1. a) Pour 2 < 0, —— ———— 400 et la série diverge grossiérement.
n n——+o0o

Pour z = 0, la série est une série de Riemann divergente.
—nx

Pour x > 0,
D=]0; +ool.

= O ((e™™)") montre la convergence.

—nx

b) Posons pour n > 0, fn:D—>R,xo—>e .
n

Pour tout n, f, est C' sur D avec f, : x +— —e™ "2,

(fn) converge simplement vers S.
Soit @ > 0. Vn > 1, Hf,’IHOO’[a; too| = (e7%)" donc Z f1, converge normale-

n>1
ment sur [a; +ool.
Donc S est C! sur [a; +oo].
Ceci étant vrai pour tout a > 0, S est C! sur D.
c) D’aprés ce qui précéde,
400 400 e
/ _ ! _ —r\n __
Ve > 0.8(0) = Y fule) = =Y () = 1
n=1 n=1
e—.T
2. a) Justifier que : Vo > 0,0 < S(z) < T—os Soit z > 0.
—e
S(x) est strictement positif comme somme de termes strictement positifs.
— +oo
e nx
Vn > 1, < e ™ donc en sommant ces inégalités, S(z) < Z (e_x]" =
n=1
e*.’[
1—e®
11/48 ol
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b) Par encadrement : S(x) P 0. Solution (Ex.30 — Somme d’une série numérique)
T—>+00
3. Par primitivation, il existe K tel que : Vo > 0,S(z) = —In(1 —e™") + K. 1. Théoréme de Leibniz : < > est décroissante de limite nulle.
Comme S(x) Py 0, K=0. Donc Vx € D,S(z) = —In(1 —e™ 7). 2n+1
T—>+00

2. a) Sur [0; 1], S.E. de Arctan. En 1, voir 1).
b) S.E. de R.C. 1 :Vz € [0; 1[,S(z) = Arctan(z).
L. N 2n+3
1.5 Séries entiéres ¢) Leibniz : Vz € [0; 1], [Rn()

Jps <
Somme d’une série numérique 1 2n+3 2n+3

Done |[Rally (0. 1) <

400 :
1
Existence et valeur de S = Z _. 2n+3
el n(n+1)3" d) La convergence de Z fr est uniforme sur [0; 1] donc la somme est continue
n
Solution (Ex.29 — Somme d’une série numérique) sur [0; 1].
400 . . T
1/3)" 3. S=8(1) = lim S(z) = lim Arctan(z) = —.
On observe que S = Z % si elle existe. On s’intéresse donc a cette série (1) z—1- (z) z—1- (z) 4
n(n
n=1
enticre. g1t n(n+1) Prolongement indéfiniment dérivable
Vo # 0, |[— = || |z| donc la série converge pour
anz™ (n+2)(n+1) n—-+00 . 1 — cos(2z) .
tout = tel que |z| < 1 et diverge si |z > 1, donc R = 1. 1. Montrer que f : R* - R,z — — 2z est continue, et prolongeable par
to o 1— 2 3 continuité en 0.
Vo €]-1; 1[\ {0}, Z n(n+1) =1+ In(l-z),5=1-2In 9" 2. On note encore f le prolongement obtenu. Montrer que f est de classe C* sur
n=1
R.
Somme d’une série numérique 3. Que vaut fCU1D(0)? Et f019)(0)?
= (=" ; ndéfini ‘
1. Montrer Uexistence de S = Z -~ 7 Solution (Ex.31 — Prolongement indéfiniment dérivable)
2n+1
n=0 1. 1 —cos(2x) ~ 22 donc f(x) ~ 2: f(xr) — 2 donc f est prolongeable
(_1)nx2n+1 x—0 z—0 xz—0
2. Onpose:¥neN,Vz € [0; 1], fu(z)= 27“ par continuité en 0, en posant f(0) = 2.
n
S~ (1) (22)*
a) Justifier I'existence, pour = € [0; 1], de S(x Z fo(z 2. Vx € R, cos(2z) = 7;) W: donc
b) Que vaut, pour x E O 1[, S(z) ? 1 T n4n 2n n4n 2n—2
c) On note Ry, ( Z fi(z). Montrer que [|Rn|| (o, 1) < T3 . . n=1
k=n-+1 Z (=1)"4 2n
d) En déduire la continuité de S sur [0; 1]. o (2n + 2)! r
3. Déterminer S. Pour z = 0, cette derniére série converge et sa somme est 2 = f(0), donc

Lycée Henri POINCARE 12/48 ol
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+“3(_J)n4n+l )
Vr € R, f(x) = )
/(@) 7;] (2n +2)!
f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence infini donc f est
de classe C*° sur R.

n

_ ™)

n!

+oo
3. En écrivant f(x) = Z anz", an, pour tout n de N.
n=0
Comme f est paire, a7 = 0 donc f017)(0) = 0.
(—1)100941010

Et £(2018) — 92018! = 2018! = 2018! X —F0r—— =
f (0) 018lag01s 018lazx 1009 018! x (2020)!
41010

2019 x 2020°

Une inégalité

Montrer que, pour tout z € C, |e* —1— 2| <elfl —1—z].

Solution (Ex.32 — Une inégalité)

+o0o +oo n
VzeC, le#—1—z= g ﬁ<§ ﬁ:e|z|—1—|z]...
nl| — n!
n=2 n=2

Exercice 33| Somme de séries entiéres

1
Soit f:z— 5—F——.
oit f: 2 22—-32+2

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est développable en série entiére, en précisant le rayon de conver-
gence du développement obtenu.

Solution (Ex.33 — Somme de séries entiéres)
1. 22-3242=(2—-1)(¢—2) = (1 —2)(2—2) donc Dy = C\ {1,2}.
1 1 1 1 1 1

2. Vz € Dy, - _ _ = x P tel
TEEL g,y T 12— 1-2 21—z W
que |2/2| < 1 et |z| < 1, cest-a-dire |z| < 1, par convergence de la série
géométrique,
=2 1R 1 = 1
N D Y S | (R E
n=0 n=0 n=0

Lycée Henri POINCARE

wXogntl
on+1 o

n=0
f étant la somme de deux séries entiéres de rayons distincts 1 et 2, le rayon

de convergence de cette somme est min(1,2) = 1. Sinon, on peut réveiller M.
D’Alembert pour s’en convaincre.

1.6 Intégration

Convergence et calcul

Justifier 'existence et déterminer la valeur de

—+o0
I= / te~ [t
0

Solution (Ex.34 — Convergence et calcul)

[+t te~lt) est continue par morceaux sur [0; +o00[ et négligeable devant —

en +oo, donc intégrable.

n+1 277! 1
Soit n € N. / f(t)dt = [E] e "= (n + 5) e "

n
+oo
Par la série géométrique de raison e=! € [0; 1[ et sa dérivée, / f)dt =
0
§n+1e_n_ RS SURE SN B 1
2 S (l—e )2 27 1—el 27 (1—e )2 27 (e—1)2

n=0

Suite d’intégrales

+o0
On pose, pour tout n > 2, I, = /
0

1

1+tndt'

1
1. Déterminer une suite de fonctions f, telle que I,, = / fn(t)dt.
0

2. Montrer que la suite (I,,) converge et déterminer sa limite.

Solution (Ex.35 — Suite d’intégrales)

+o0 1 _ 1 1 1 1 n—2
T e [ L [,
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tn—?

1 1
En posant f,(t) = Ty POW tel0; 1, I, = / fu(t)dt
0

Le théoréme de convergence dominée s’applique que 1’on raisonne sur [0; +o0]
(en dominant par t +— 1sit € [0; 1] et 1/(1 +¢2) si t > 1 par exemple) ou

sur [0; 1] (en dominant f, par 2). On obtient I,, —— 1.
n——+00

M Inte’gmle a parametre

e'tdt.

+oo
Soit f : mb—>/ 2+t2

1. Montrer que f est définie sur |0; +oo.

. Montrer que f(x) :/

. Montrer que f est de classe C2 sur ]0; +oo[ et exprimer f” & 'aide d'une
intégrale.
) x 0%g 9%
SOlt g: (x,t) —> W Calculer W + w

Montrer que f est solution de y”" —y = 0.
+00 1

—0o0

Calculer f.

Solution (Ex.36 — Intégrale a parametre)

1.

Soit z € ]0; 4o0l.
T it - _
popnrrLl s i t— s est intégrable sur | —oo; +oo] car conti-
nue, paire et équivalente a 2 en +o0o. Donc l'intégrale définissant f(x) est
absolument convergente, et f(x) existe.
. Soit h:]0; 400 x R = R, (x,t) — %weit

Soit 0 < @ < b. On applique le théoréme de classe C? sur [a; b].
e Pour t € R, z + h(x,t) est C? sur [a; b].
e Pour = € [a; b, t — h(z,t) est intégrable sur R d’aprés 1).

e Pour z € [a; b], t — %(:c t) = ueit est intégrable sur R car
T oz (22 4 t2)2
continue, impaire avec @(aj t)] ~ = (arguments analogues a 1)).
’ dz ™7 7| to+oo t2

Lycée Henri POINCARE
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. Pour x > 0, le changement de variable t =

*h 223 — 6xt? |
e Pour z € [a; b], t — W(x,t) = ﬁe" est continue sur R.
9*h 2b% + 6bt2 2b% + 6bt? -
OVIEE[CL,b] VtGR 82( t)'gmetthestlnte—
. . d’h 6b
grable sur R car continue, paire et ‘w(:c, t) e

Donc f est de classe C? sur [a; b], et ceci pour tout [a; b] C]0; 4oc[, donc

f est de classe C% sur | 0; +oo.

oo §2p, too2x3 — 6at?
De s o €0 ocl ()= [ o= [ et
dg —2zt 0% —22° + 6at?
V(z,t) €]0; +oo[ xR, E(w,t) = @1 ) W@’t) = NEFTIE donc
2y, 2 2
par le calcul précédent de g 5, 0na: % + % =0

Par deux intégrations par parties ot les produits de primitives tendent a chaque
fois vers 0 en 400, on a pour tout x > 0 :

+oo 924 , toe 92 g P |09 I
" — —J it = — Zt *
+00 . +o0 -
; / %( te’tdt "= i [, )] T+ / g(z, t)eltdt = f(x).

zu affine donc C! strictement

+oo 1 )
/ — ™.
oo 14 u?

e Par 4., il existe deux réels a et [ tels que : Vo € ]0; +oo[, f(z) = ae®+[e™".
Pour trouver « et B, on va chercher la limite de f en +00 par le « lemme de
Riemann-Lebesgue » et la limite en 0 par le théoréme de convergence dominée
(de Lebesgue itou,).

e Soit x > 0. Par une intégration par parties :

monotone donc bijectif donne directement f(x)

S B B 1 [t 2 :
f(x) = — | e - — = eiugy, =
iz |1+ u? o i ) o (14+u?)?
_i /+OO Lei“du
T ) oo (1+u?)? '
+oo 2 | |
Comme I = / 7du existe, par 'inégalité triangulaire :
[ e (1 4u?)
|f(x)| < —, donc par encadrement : lim f(z) =
X T—+00

ol
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Donc : o = 0.

e Soit (z,), une suite de réels strictement positifs de limite nulle et, pour tout
eixnu

1+u?

(i) La suite de fonction (j,) converge simplement vers j : u —

N, jn ] —00; +oo[ = R u+—

14 u?
(i) j est continue sur R,

i
(ili) Vn,Vu € R, |jn(u)] < j(u) et j est intégrable sur R.
Par le théoréme de convergence dominée, j, est intégrable pour tout n et

+oo +o0
Jn(u)du = / j(u)du.

—0o0

lim
n—+00 — 0

Autrement dit : lim f(z,) = 7.
n—+o00

Par la caractérisation séquentielle des limites, on peut affirmer que : lin% f(z) =
T—

.

Donc 8 = .

e Conclusion : Vz € ]0; 4o0[, f(z) = u—
exp(x)

Intégrale a parametre et sommation

On définit, lorsque celle-ci existe, la fonction f par f(x) M

1 — 2

9 1
/ dy.
™ Jo

€ dy
1. Soit e € [0; 1]. Calculer/ —.
0 V1—1y?
2. a) En déduire que f(0) existe et donner sa valeur.
b) Montrer que f est définie et continue sur R.

2
Montrer que, pour z € R, f(z) = —

/2
/ cos(zsint)dt. Montrer que f est de
T Jo

classe C? sur R.
4. Montrer que f est solution de 1’équation différentielle zy” + ' + xzy = 0.

. On admet que f est développable en série entiére en 0.

+oo (_1)nx2n
Montrer que, pour z € R, f(x) = Z W
n!
n=0

Solution (Ex.37 — Intégrale a paramétre et sommation)

Lycée Henri POINCARE
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1.

2. a) Comme Arcsin(e

/E dy Arcsin(e)
———~— = Arcsin(e
0 V1—1y?

1

d

() -7 g, /0 \/1—37 existe et vaut g Donc f(0) existe
2 cos(zy)
/1 —y2
e Pour y € [0; 1[,z — g(x,y) est continue sur R.
e Pour z € R,y — g(z,y) est continue sur [0; 1[.

2
oV(z,y) e Rx|0; 1],|9(z,y)| £ —/——
(z,9) [05 1], [9(z, y)l Sy

sur [0; 1[ par la question précédente.
Donc f est définie et continue sur [0; 1]

et vaut 1.
b) Soit g : R x [0; 1] = R, (x,y) —

avec y intégrable

2
T/ 1 — 12

/2
3. ePourx =0, f(0)=1= g/ cos(0)dt.
T Jo

e Soit # # 0. On pose y = sin(t), changement de variable C! strictement
croissant donc bijectif, et ce changement de variable légitime donne :

—sint 2 /2 int /2
f(z)? sint 2 M cos tdt = —/ cos(zsint)dt
TJo  y1—sin“t T Jo

e Appliquons ensuite le théoréme des intégrales & paramétres de classe C2, avec
h:(z,t) > cos(zsint).

(i) Pour tout ¢t € [0; 7/2],  — h(x,t) est C2.

(i) Pour tout « € R, ¢t — h(z,t) est continue donc intégrable sur [0; 7/2].
Oh ) . . .

—(x,t) = —sin(t)sin(zsint) est continue donc

ox

2

(iii) Pour tout z € R, t — W(I’ t) = —sin?(t) cos(z sint) est continue.
(iv) V(x,t) € Rx[0; m/2] @
Y Y Y 8:62

(iii) Pour tout € R, t —
intégrable sur [0; 7/2].

(Cl},t)‘ < lettr 1estintégrablesur [0; 7/2].

Donc f est de classe C? sur R, et on peut dériver sous l'intégrale.
Soit x € R.

2f'(@) + (@) + of (@) = 2

w/2
/ —xsin?(t) cos(zsint) — sin(t) sin(z sint) +
T Jo

x cos(z sint)dt
2

™

w/2
/ x cos’(t) cos(z sint) — sin(t) sin(z sin t)dt
0

ol
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Or par intégration par parties a I’aide de fonctions C! sur le segment [0; 7/2]

/2 IPP a2 2
/ sin(t) sin(z sint)dt = [— costsin(zsint)], —i—/ x cos” t cos(x sint)dt
0 0

w/2
:/ x cos? t cos(x sin t)dt.
0
Donc zf"(z) + f'(x) + xf(z) =

+o0o
. Soit S(z) = Z apx™ une série entiére de rayon de convergence non nul R et
n=0
(E) :zy" +y +2xy = 0.
+o0
S vérifie (E) si, et seulement si, Vo € |-R; R[,Z (n — Da™ ' +

n=2
+o00 +o00
E nanl,n—l + § :anxn—l-l —
n=1 n=0

+
ssi Ve € | -R; R[,a1 + Z ((n + Dnane1 + (n+ Daps1 + an,l)x" =0.
n=1
Par unicité des coefficients d’une série entiére de rayon non nul,
a; = 0

S vérifie (E) ssi . 1
Vn € N s Apn+1 = —man_

agp+1 =0

(v (1

S vérifie (E) ssi Vp € N, %2p = = 270~ (2pp|)2a

On vérifie par le critére de D’Alembert (ou le lemme d’Abel) que le rayon de
convergence de cette série est +o0.
Comme f est la solution de (E) vérifiant f(0) =1 (donc ap = 1), on a :

+oo (_1)nl.2n

e i) -3 G

n=

Intégrale a parametre

+oo izt _ 1
Soit I: 2 +— / ¢ e tdt.
0 t

Lycée Henri POINCARE

1. Montrer que I est de classe C! sur R.
2. Calculer I'(x) et en déduire I(x).

Solution (Ex.38 — Intégrale a parametre)
+oo eizt -1
Soit I: 2 +— / Te_tdt.
0

1. Soit g : R x]0; 400 = R, (z,t) —

e Pour t €]0; +oof, z = g(x,t) est C! sur R.

e Pour z € R, t — g(x,t) est intégrable sur | 0; +oo[. En effet, cette fonction
ei:ct -1

ixt 1
e_t.

et ~ iz, dominée
t—0

est continue, prolongeable par continuité en 0 car

par t — 2e ! sur [1; +oo[, fonction intégrable de référence.
ag(

Ox

o V(x,t) € Rx]0; +o0f,

x,t) = iee~! est continue sur ] 0; +ool.

dg
%(

e Pourx e R, t —

x,t)‘ < et ort+ et est une fonction inté-
grable de référence.

+o00 o
Donc I est de classe C' sur R avec f' : z / 8—g(m,t)dt =
0 i

400 )
,L' / e(—1+ll‘)tdt
0

2. Calculer I'(x) et en déduire I(x).
A . 1 1A 1
/ o(=1+ix)t gy — [e(—1+zm)t]
0 -1+ 0 A—4oo —1+ix

(eh oui, |e( 1+”)t‘ =et ——0).
t—+o00
{ —r+1

“1+iz 1+a2
1 too
Et I(x) = —3 In(1 + 22) + iArctan(z) car I(0) = / 0dt = 0.
0

Donc pour z € R, I'(z) =

m Intégrale a pammétre

—xt +o0o
Pour n € N*| on pose f, : $»—>/ A+0n ———dt et g, : am—)/ t—ndt,

1. Montrer que f, et g, sont définies sur |0; +oo.

2. Soit n € N*. Montrer que, pour z > 0, fn(2) = 2" te%g, ().
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3. Montrer que f, est C* sur |0; +ool.

4. Montrer que, pour n > 2, f, est définie sur R™ et y est continue.

6. Montrer que g, (x)

. Soit n € N*. Donner un équivalent de g, (x) quand x tend vers 0.

e—x

~Y
z—+oo M

7. Donner une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par f,.

1

Solution (Ex.39 — Intégrale a parametre)

too ot 00—
Pour n € N* on pose f, : xH/ A0 ——dt et g, : x»—>/ —dt

e—xt
(1+1t)n
intégrable sur [0; 4oo[. Donc f, est définie sur ]0; +ool.
—t
e
e Soit z > 0.t — T est continue sur [z; 400 et dominée par

.ot — est continue sur [0; +oo[ et dominée par en +oo donc

2
2 en +o0o
donc intégrable sur [x; +oo[. Donc g, est définie sur |0; +oo]

. Soit & > 0. Effectuons dans f,(z) le changement C! bijectif u = z(1 + ).

)= [ e [T
" o (@+)" o (u/z)

gn est clairement dérivable (théoréme fondamental de I'analyse) de dérivée

x —du = 2" te%g,(x).

t— —e ! /t" C® sur |0; +oof donc f, est C sur |0; +oo.
e—a}t
Soit h: (z,t) = —r.
oit hx (2,0) = 7
e Pour tout ¢t € [0; 4o0[, t — h(x,t) est continue.
1 1
e Pour tout (z,t) € [0; 4oof?, |h(z, k)| < aroe avec t +— aroe inté-
1
grable sur [0; +oo[ car continue et dominée par 2 e ~+00.
Donc f, est continue sur [0; +o0ol.
. Pourn>2 ona:Vr>0g,(z)= x{:—(fe)x avec
et —— 1,
z—0
o fn(x) — f,(0) par continuité.
z—0
oo qt —1 e 1
OI‘ fn(o) = / = 1 =
o (14t (n—=1)1+t)"1], n—1

Lycée Henri POINCARE

1
Done ga(@) ~, = Tjen1

+00 o
Pour n =1, g,(x) = / Tdt.
€T

6. Par intégration par parties :

e—t]T>® oo ot

+o00 e—t +oo 1
Or:OS/ 1dtﬁe_x/ ——dt
. tn+ . tn—}—l

e ” e +oo oo et
x x

—+00 eft _x —+00 1 _w 1

e T e T e ” e 7
Done : gn(@) = 5 +0 <_x"+1> = e (?)

—X

e
9@ o g
—x
7. Dérivons f,(x) = 2" te%g,(z) avec ¢/, (z) = _ex_n .
1
Fo(x) = (0 — Va2, (2) + a7 e g, (z) — ©

—1 1
fl(x) = nT fu(@)+ fr(x)— - donc f,, est solution de I’équation différentielle

linéaire du premier ordre :
, n—1+=zx 1
Yy - —y=——
x

x
Intégrale a parametre

+o0
Soit f: x> / e *"In(t)dt. Montrer que f est de classe C! sur ]0; +ool.
0

Solution (Ex.40 — Intégrale a parametre)

Soit g : ]0; +oo> = R, (z,t) — e In(t). La majoration de e ' par 1 n’as-
surant pas l'intégrabilité en +o0, on va montrer que f est C! sur tout [a; +oo]
avec a > 0. Soit donc a > 0.

e Pour tout t € ]0; +oof, x — g(z,t) est de classe C! sur [a; +ool.

e Pour tout = € [a; +o0[, t — g(z,t) est continue et intégrable sur |0; +ool.

xt

ol
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En effet, g(z,t) Kot Int et t — Int est de signe constant et intégrable sur |0; 1] Moralité : (E) n’admet aucune solution sur [0; +o0].
%
L 1
donc t — g(x,t) est intégrable sur |0; 1]. Et g(z,t) = O (t_2> lorsque ¢t — +00 Variation de la constante version second ordre
donc ¢ — g(x,t) est intégrable sgr [1; +ool. 1. Déterminer une primitive de x + cos* z sur R.
e Pour tout x € [a; +oo], t — a—g(m,t) = —te **Int est continue sur |0; +oo. 2. Soit (E) I'équation sur R : y” +y = cos® z.
x
dg o a) Résoudre I'équation homogéne (H) associée a (E).
o V(x,t) € [a; +oo[ x ]0; +oof, %(E’ t)] < tlnte™, b) Trouver une solution particuliére yp de (E) deux la forme
or t — t|lnt|e " est intégrable sur ]0; +oo| car continue, de limite nulle en 0 yp(z) = A(z) cos(z) + p(z) sin(z)
e . ol A\, i sont deux fonctions dérivables vérifiant :
donc prolongeable par continuité en 0 et dominée par — en +oo. , , .
t Vo € R, N (x) cos(z) + p/(z) sin(z) = 0.
Donc f est C! sur [a; +ool. Ceci pour tout a > 0, donc f est C! sur ]0; +ool. ¢) Résoudre (E).
1.7 Calcul différentiel Solution (Ex.42 — Variation de la constante version second ordre)
. 5 . p s . , 1
Equation différentielle d’ordre 1 1. En linéarisant : cos*(x) = =(cos(4z) + 4 cos(2x) + 3).
On considére ’équation différentielle 1 8 3
(E) 2zy' — 3y = . Donc x +— D) sin(4z) + 1 sin(2z) + g est une primitive de z +— cos? z.

1. Résoudre (E) sur I'intervalle |0; +ool.

2. (E) admet-elle des solutions sur [0; 4oo[?

Solution (Ex.41 — Equation différentielle d’ordre 1)

1. L’ensemble des solutions de ’équation homogéne associée sur |0; +oo] est la
droite vectorielle engendrée par z — z3/2.
En cherchant une solution de (E) par variation de la constante, donc du type

z +— k(x)z%/2, on arrive a 2k (z)x%/? = \/z, et on choisit k(x) = —%
L’ensemble des solutions de (E) est donc :
S={zw— ka?/? — %\/E,k‘ € R}.
2. Une solution sur [0; +oo[ est le prolongement d’une solution f sur |0; +ool.

Avec x = 0 dans (E), on a nécessairement par continuité lir% f(z) = 0. Comme
z—

1
ka?/? — 5\/5 — 0, le prolongement obtenu en posant f(0) = 0 est bien
T—>

continu. 0 L1
Mais alors : %{J;() =kyx — iﬁ E) —o00 : f n’est pas dérivable en
0.

Lycée Henri POINCARE

2.a) yp +y = cos®(x) conduit & —N(z)sinz + p/(z)cosz = cos®(x). Avec la
condition sur X" et i/, on trouve (en raisonnant par équivalence) :

N(x) = —sinzcos® x et p'(x) = cos?.
1 3
Donc A\(z) = 2 costz et pu(x) = 3 sin(4x) + 1 sin(2z) + 3% conviennent, et
1 1 1 3
ypra o cos® + <3—2 sin(4x) + 1 sin(2x) + gﬂt) sin x convient.
b) Les solutions sont les z +—+ Acosz + psinz + yp(z) avec (A, p) € R? quel-
conque.
Systeme différentiel
Résoudre le systéme différentiel
¥ = 4r—2
€ {"
y = z+y

en posant X(t) = et A € M3 (R) telle que X’ = AX, puis en diagonalisant
y(t)

A et en étudiant le systéme vérifié par Y = P~1X ot P est une matrice de passage
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adaptée a la diagonalisation de A.

Solution (Ex.43 — Systéme différentiel)

x(t) 4 -2
Posons X(t) = . Alors § <= X’ = AX avec A =
y(t) 11
1 2
A est diagonalisable, avec P = ,ona:P AP =
11 0 3
)\6215
Posons Y = P7!X. Alors Y = DY et Y = avec (A, u) € R2.
et
e?t 2€3t
Et X = PY = A +u
o2t o3t

Equation différentielle et symétrie

Soit I un intervalle symétrique par rapport a l'origine et ¢ une fonction réelle,
paire, de classe C* sur L. Soit (E) I’équation différentielle y” + py = 0.
1. Montrer que si y est solution de (E), alors y est de classe C* sur L.

2. Montrer que = — y(—x) est également solution.

Solution (Ex.44 — Equation différenticlle et symétrie)

1. On démontre la propriété « y est C?" par récurrence sur n.
Soit y est solution de (E). y est au moins deux fois dérivable donc continue.
Donc ¥ est C°.
Pour I’hérédité, supposons n fixé et y de classe C". Comme 3" = —py avec ¢
C>®, 3" est de classe C™. Donc y est de classe C"2.

Par récurrence, on a prouvé que y est C*°.
2. Soit y une solution de (E) et f : z — y(—x). Alors : Va € 1,
f'(@) = =y (=2), f'(2) = y'(—2) = o(—2)y(—z) = ¢(x)f(x) par parité¢ de
®.
Donc f est solution de (E).

Exercice 45| Extremums deux variables

Lycée Henri POINCARE

Soit D=[—1; 1] x R et
f:D =R, (z,y) — 2> — /1 —z2cos(y).
af of
1. — —_—.
Calculer 9 et 3y

2. a) Préciser les points critiques de f.
b) Montrer que, pour tout (x,y) € D,

f(z,y) — f(\/§/2,7r) <z?++1-22-5/4.
¢) En posant u = /1 — 22, montrer que f atteint son maximum global en
(V3/2,).
3. a) Etudier le signe de f(0,y) — 1.

b) Faire un développement a l'ordre 2 de f(z,7) — 1.
c) f atteint-elle un extremum local au point (0,7)?

4. Montrer que f atteint un minimum global en (0, 0).

Solution (Ex.45 — FEztremums deuz variables)
1. festClsur U=]-1; 1[ x R. Pour (z,y) € U :

of x cos(y) of
%(%y) = 2954‘\/17_—1:2005(1/) = (24‘\/?7#)% a—y(-f,y) =

V1 — 22 sin(y).
2.a) e Oaof(x,y) =0 = 3k € Z,y = knr. Alors cos(y) = (—1)*.
e Si k est pair : 01 f(z,y) =0 =z = 0.
e Si k est impair : 9 f(z,y) =0 = (z =0 ou = = +V/3/2).
e Réciproquement, on vérifie que ’ensemble des points critiques de f est :
{(0,km),k € Z}U{(V3/2, 2k+1)m),k € Z}U{(—V3/2,(2k+ 1)),k € Z}.
Vi(z,y) =0<= (z=0et 3k € Z,y = k)
V3 5

b) e f(7,7r) =7

o fa.y) = F(V3/2,m) =% — V1 -2 cos(y) — Z <a? 41 —a? - Z

) 1
c)u = 1—x2=>a:2=1—u2=>x2+\/1—x2—1=—u2+u—z=
1.2
—(u—=)* <o
-y <
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Ainsi : V(z,y) € D, f(z,y)— f(V3/2,7) <0, donc f atteint son maximum
global en (v/3/2, ), qui vaut Z
3.a) Yy, f(0,y) — 1= —cos(y) —1 <0.
b) f(x,7r)—1:x2—|—M—lzéxz—i—o(:ﬂ?).

c)e f(0,m) =1.
e Par a), Vy € R, f(0,y) < f(0,7) donc f n’atteint pas de minimum en
(0, 7).

e Parb), f(z,7)—1=2?+V1—-22-1 e 22 /2 donc il existe un voisinage
| —a; a[de 0 tel que : Vz € | —a; af, f(z,7)— f(0,7) > 0 donc f n’atteint
pas de maximum en (0, 7).

e Bilan : f n’atteint pas d’extremum en (0,,1%).

o £(0,0) = —1.

eV(x,y) €D, fla,y)+1=a2+V1—22cos(y)+1>22—V1—-224+1>0
car 1 > /1 — 22.

f atteint un minimum global en (0, 0).

Exercice 46 | Extremum o deuzx variables

Soit f(x,y) — xlny —ylnz.
1. Préciser le domaine de définition de f.

2. Etudier I'existence d’extrema et préciser leur nature.

Solution (Ex.46 — FEztremum a deux variables)
1. Dy =]0; +oof.
2. o fest C! sur Dy.
e Soit (x,y) un point critique de f.

Iny = y
Vf(z,y) =0= ¥
Inx = —
Y
En particulier, Iny > 0 donc y > 1.
Vf(x,y):0:> yny 1 ﬁlny—lnlny—@:(}
"y Iy

. 1
Etudions de g : t — t —Int — n sur | 0; +ool.
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2 2
gt t2+1 _ t21)
g(1) =0, 1 est 'unique racine de g sur |0; +ool.

Doncy=el =cet z =e.
e Réciproquement, V f(e,e) = (0,0).
e Donc (e, e) est I'unique point critique que f, donc s'il existe un extremum,
il est nécessairement atteint en (e, e).
e f(e,e) =0.

h2
fle+h,e)=e+h—e(ln(e+h)) = % + 0 (h?) est positif au voisinage de 0 et

2

fle,e+k)=e(lnle+k))—(e+k)= —% + 0 (k?) est négatif au voisinage de
0:

il n’y a pas d’extremum en (e,e), donc f n’a aucun extremum sur Dy.

> 0 donc g est strictement croissante, et comme

2 Algébre

2.1 Nombres complexes et polynémes

Exercice 47| Division euclidienne

Soit (a,b) € R? et n € N*. On pose A(X) = aX"" —bX"+1 et B(X) = (X —1)2.
1. Déterminer a et b pour que B divise A.

2. Dans ce cas, déterminer le quotient de la division euclidienne de A par B.

Solution (Ex.47 — Division euclidienne)
1. A1)=0=a-b+1=0,A'(1)=0= (n+1)a—nb=0.
a=netb=n+1

n—1
2. A=(X2-2X+1)Qavec Q = Z a,X¥ conduit par unicité des coefficients a
k=0
Ap—-1 =N
Ap—9 — 2Gp_1 = —(TL + 1)
VEe[2; n—1],a5—2 —2a—1 +ar =0
—2a9+a; =0
L A0 = 1
suite récurrente linéaire dont la résolution donne : Vk € [0; n — 1] ,ar = k+1.
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Autour de j

On note j le nombre complexe exp(i27/3).

On demande de trouver tous les polyndémes complexes de degré au plus 3 vérifiant
les égalités : P(j) = j* P(j?) =4, P'(j) =4, P'(5°) =7

Pour cela, on utilisera le polynome P’ — X.

Solution (Ex.48 — Autour de j)

Q = P’ — X admet j et j2 pour racines, et est de degré 2 au plus :

Q=aX-j)X- j2>—a<X2+X+l)
P’ = aX? + (a+ 1)X +a, P_§X3 2 X2+aX+b

P(j) = j°

La résolution du systéme d’inconnues a et b 5 )
P(%) =3
2
b=—-.
31 2
P=—--X3-X-2.
3 3

Exercice 49| Somme de binomiaux

[n/3) /
Soit n € N. Calculer ) < )
k=0 \3k

Solution (Ex.49 — Somme de binomiaux)
On note j le nombre complexe exp(i27/3).

(1+1)”=§:<Z>J”“=§(;€>+§<3k11>+ ”0<
2 (a2

(1+54)" = Xn: (Z)j% = i <3k> “22”: <3k~|— 1> “

k=0
=2 (DL ) o ()

k=0 k=0
En notant Sg, S1 et So ces trois sommes :

So+S1+ Sy =2"
So + jS1 4 %S = (1 + j)"
So +J*S1 +jS2 = (1 4 5%)"
Comme 1+ j + j2 =0, Ly + j2Ly + jL3 donne
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conduit & a = —1,

(ar'2)

381 = 2"+ P+ )" +J(L+ )" = 2"+ ()" + (=) = 2"+
Re((—1)" (7" + ).

g _ 2"+ 2(=1)"Re(j )

1 =

3
an _ (1)
peh sy = T
N _ (_1)n
PRI SIS
2n — 2(—1)"

n=3k+2=—15, = 3

Recherche d’un polynome

Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que :
deg(P) =7, (X —1)* divise P(X) + 1 et (X + 1)* divise P(X) — 1.

Solution (Ex.50 — Recherche d’un polynéme)

Q = P(X) + 1 admet 1 pour racine d’ordre 4 donc annule Q' = P’, Q" = P” et
Q" = P".

De méme avec —1.

Donc comme deg P’ = 6, il existe a € C tel que :
Pr=a(X-13X+1)?=a(X?-1) =« (X0 - 3X*+3X? - 1).

3
Et:P = %)U 5O‘X5+3 X3 — X + 8.
De plus, (X — 1)* divise P + 1 donc P(1) = —1 et de méme P(—1) = 1.
35
Ce qui donne deux équations linéaires en « et 3, dont les solutions sont a = 16
et 5 =0.
35 1or 3¢5 3 ) -
P = 16 (7X 5X + X2 — X), et c’est la seule solution.

Polynomes symétriques

Pour tout entier naturel n, prouver I'existence et I'unicité d’un polynéme réel P,,

vérifiant 'identité :

Vo € R*, Py (z + l) ="+ in
x x

Solution (Ex.51 — Polynomes symétriques)

e Pour n =0, Py = 2 convient.

e Pour n =1, P; = X convient.

ol



PC REVISION POUR LES ORAUX

2022-2023

e Supposons P,_1 et P, connus.
n+1 + 1 _ noy i + l _ n—-1 _ 1 —
x ntl - x " x T x xn—1 -
1 1 1 .
P,{z+-)P1|lx+—-) —-Pp_1 |2+ — ) donc P41 = XP,, — P,,_1 convient.
T T T

Ce qui prouve 'existence par récurrence.

1
o f:[1; +o0o[ » R,z — o+ — est continue avec f(1) =2 et f(z) —— +o0,
T T—+00

donc f prend une infinité de valeurs. Si P, et Q, vérifient la relation, ils sont
égaux car P, — Q,, admet une infinité de racines. D’ou 'unicité.

Exercice 52| Racines 7-émes de 'unité

9
On pose w = exp (g) puis S=w+w? +w? et T = w3+ w’®+ wb.

1. Calculer S+ T et ST.
2. En déduire les valeurs de S et de T.

Solution (Ex.52 — Racines 7-émes de 'unité)
Rappel : w' =let l+w4w? +wd+w* +w’ +wb=0.
1. S+T=-1,ST=2
2. Set T sont les racines de X2 — (S+T)X+ST, d.e X2+ X+2. A = —7 = (iv/7)2.

—1-iVT L Sl4iT

Trl = X9

.2 4 8w 2w 8m . 2w .7
Im(S):sm—+81n—+sm—orsm—+sm—:sm——sm?20car

7 7 7 7 7

2 4
sin est croissante sur [g ; ;] . Comme sin 77r >0, Zm(S) > 0, donc

—1—iV7 —1+iV7
T A —

T

Exercice 53| Fquation complexe et racines n-iémes

On fixe n dans N*. Résoudre ’équation
E)  GE+1)"=(E-1"
d’inconnue z € C.

Solution (Ex.53 — Equation complexe et racines n-iémes)

Lycée Henri POINCARE

) . z4+1\"
z = 1 n’étant pas solution, (E) <= =1

z—1
z+1 .. .
Or : 1:w<:>(w—1)z:w+1cequllnterdlthl.
z_
1
(E)<=z#1let 3k e[, n—l]],z+1:exp(2ik7r/n)
5

o _ exp(2ikm/n) + 1
(E)e=z#let3kc[l;n-1],2= exp(2ikm/n) — 1

k
(E) <= Tk e [1; n—l]],z:—icot%

Exercice 54 | Polynome minimal d’un nombre complexe

1+4 \"
Soit z = .
()
1. Calculer Re(z) et Im(z).

2. Trouver un polynéme non nul P de R[X] de plus petit degré possible tel que
P(z) = 0.

Solution (Ex.54 — Polynome minimal d’un nombre compleze)

V2Tt 1 e L e V3 1
2. Comme z n’est pas réel, degP > 2.

Comme (X — 2)(X —2) = X2 — 2Re(2)X + 2> € R[X], P = (X — 2)(X — %)

1. =z

convient.
V3 1
Explicit t:P=X2—- X+ —.
Xplicitemen 39 + 1024
Remarque : C’est aussi le seul polyndéme unitaire de degré 2 convenable car

si z est racine de Q € R[X], alors Z aussi, donc Q est factorisable par (X —
2)(X — z) = P. Autrement dit, 'ensemble des polynémes réels admettant z
pour racine est {Q x P,Q € R[X]}.

Exercice 55| Décomposition en somme de carrés

Soit P € R [X] tel que pour tout € R, P(x) > 0.
1. Que peut-on dire de deg(P)?
2. Montrer qu'il existe (A,B) € R [X]? tel que P = A% + B2,
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Indication : on pourra remarquer que (A? + B?)(C? + D?) = (AC — BD)? +
(AD + BC)? pour tous polynémes A, B, C, D.

Solution (Ex.55 — Décomposition en somme de carrés)

1. Si P était de degré impair, on aurait lim P(z) = — lim P(z) = +oc.
T——00 T—+00

2. La décomposition de P en produit de facteurs irréductibles ne peut faire ap-
paraitre que deux types de polynomes :
e les (X — a)* avec k pair (sinon P change de signe en o), que I'on peut écrire

(X — a)¥/2]? 4+ 02,
a2 ?
”‘Z) :

et par I'indication (X2 + aX + b)*¥ est du coup une somme de carrés.

2
o les (X2 +aX+b)*F avec a®—4b < 0, or X2 +aX+b = (X + g) + (

2.2 Espaces vectoriels et applications linéaires

Isomorphisme et composition

Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels, u € L(E,F), v € L(F,G) et w=vou.
Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) w est un isomorphisme de E sur G.

(ii) w est injectif, v est surjectif et F = Ker(v) @ Im(u).

Solution (Ex.56 — Isomorphisme et composition)

(i)=(ii) :

u(z) = u(y) = w(z) = w(y) = x = y car w injectif : donc u injectif.
y€G= 3z € E,w(z) =y = v(u(z)) =y car w surface : donc v surjectif.

z € Ker(v) NIm(u) = By € E,z =u(y) et v(z) =0) = w(y) =0 =y =
0= x=0.

Soit z € F. # = k + i avec i = u(w™ ! (v(x))) et k =z — .

Alors : i € Im(u) et v(i) = v(z) donc k € Kerv. Donc F = Ker(v) @ Im(u).
(ii)==(i) :

w(z) =0=v(u(z)) =0 = u(z) € KeevNlmu = u(z) =0=2=0:w

injectif.
Soit z € G. Jy € F,z = v(y). A(k,7) € Kerv x Imu,y =k +i. 3z € E,i = u(x).
Alors : w(z) = v(u(z)) = v(i) = v(k) + v(i) = v(k + i) = v(y) = 2. w surjectif.

Lycée Henri POINCARE
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Exercice 57| Une base non échelonnée

Soit pour tout entier k de 0 a n : Py = X¥(1 — X)"~F.

1. Montrer que la famille (Pj)o<k<n est une base de R,, [X].

2. Exprimer : 1, X, ..., X" dans cette base.

Solution (Ex.57 — Une base non échelonnée)

1. ¢ dim(C,[X]) =n+ 1= card({P,0 < k <n}).
e Soit (ag)o<k<n € C"H tel que :

(@) . ZakPk =0.
k=0

Notons que pour tout £ > 1, 0 est racine d’ordre k£ de P donc racine de P,(:)

pour tout ¢ € [0; k — 1] mais pas de P,(ﬂk).
(V) en X = 0 donne ag = 0.
En dérivant (O) puis en évaluant en X =0 : a; = 0.
En dérivant a nouveau (©) puis en évaluant en X =0 : az = 0...
En itérant, Vk € [0; n],ar = 0. Donc la famille est libre.
e Bilan : la famille est bien une base.
2. X" =P,
Xl =X""1(1-X)+ X" =P, 1 +P,,

X2 =X"2(1-X)24+2X" 1 X" =P, 5+ 2P,_1 + P, ...
n—k

—k
laisse conjecturer que : X* = Z (n ) >Pn_i. Vérifions-le :

i

i=0
n—k n—k n—k
n—=k n—k\n_ i k n =K\ n_k—i
Z( Z, )Pn_i=§j( @ )x (1-X) =X Z( Z, )x (1-
1=0 i=0 =0
X)"
n—k n—k
> ( ‘ >P"‘i =X (X+1-X)"F =X
i

i=0

Exercice 58| Bases non échelonnée bis

Soit n € N et a, b deux nombres complexes distincts.

1. Démontrer que si (Pg)o<k<n est une base de C,[X], alors (Px(X + a))ycp<, €5t
une base de C,[X].

ol
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2. Montrer que ((X —a)"(X =b)"") ..
Indication : On pourra considérer la famille (Py)o<k<y définie par :
Vk € [0; n],Pr(X) = XK(X +a—b)"F,

est une base de C,[X].

Solution (Ex.58 — Bases non échelonnée bis)

1. L’endomorphisme ¢, : C;[X] — C,[X],P — P(X + a) est bijectif car injectif
en dimension finie (pq(P) = 0 = (Vz € R,P(x 4+ a) = 0), P nul car infinité
de racines).
¢, est un automorphisme, donc transforme la base (P)o<k<n €n une base de
C,[X].

2. Soit (Pg)o<k<n définie par :

Vk e [0; n],Pr(X)
€ C"*! tel que :

=XK(X +a—0b)"F

Soit (ar)o<k<n
n

(Q): Z arPr = 0.

k=0 '
Notons que pour tout £ > 1, 0 est racine d’ordre k£ de Py donc racine de P,(;)
pour tout ¢ € [0; k — 1] mais pas de ng).
(V) en X = 0 donne ag = 0.
En dérivant (©) puis en évaluant en X =0 : a; = 0.
En dérivant a nouveau (O) puis en évaluant en X =0 : ag = 0...
En itérant, Vk € [0; n],ar = 0. Donc la famille est libre. Etant de cardinal
n + 1, c’est une base de C,,[X].
En appliquant le résultat de la premiére question avec —a,
(go_a(Pk))0<k<n = (X—a)f(X- b)n_k)ogkgn est une base de C,[X].

Exercice 59| Commuter avec un projecteur

Soit E un espace vectoriel, p un projecteur de E et f un endomorphisme de E.

Montrer que po f = f o p si et seulement si Ker(p) et Im(p) sont stables par f.

Solution (Ex.59 — Commuter avec un projecteur)

e Supposons po f = fop.

w g € Ker(p) <= p(x) = 0.

v € Ker(p) = p(f(x)) = f(p(x)) = F(0) = 0 done f(z) € Ker(p) : Ker(p) est
f—stable.

w € Im(p) <= p(z) = x.
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v € Im(p) = p(e) = 2 = p(f(2)) = f(p(@)) = f() = f(z) € Im(p) : Im(p)
est f—stable.

e Supposons Ker(p) et Im(p) stables par f.
Comme p est un projecteur : E = Ker(p) & Im(p).

Soit z € E quelconque. 3(k, i) € Ker(p) x Im(p), x = k + 1.
fop(x) = fop(i) = f(i) et po f(z) = p(f(k) + f(2)) = p(f(K)) + p(f(2)) =
0+ 1(3) = (i) car f(k) € Ker(p) et f(i) € Im(p).

Donc fop=po f.

Un endomorphisme en dimension infinie
Montrer que @ : R[X] — R[X]
P(X) — P(X2) +

Est-elle injective 7 Surjective ?

est linéaire.

(1+ X?)P(X)

Solution (Ex.60 — Un endomorphisme en dimension infinie)
Linéarité sans souci.
Une premiére idée
Pour déterminer Ker(®), prenons P € R[X] tel que ®(P) = 0. Supposons P # 0.
e Que dire d’abord de deg(P)?
Soit n = deg(P). En prenant les degrés des deux membres de 1'égalité P(X?) =
—(1+X%)P(X), on a
2n =2+ n donc n = 2.

e Posons alors P = aX? 4 bX + c. Alors
®(P) = aX* +bX2 + ¢+ aX? + bX + ¢ + aX* + X3 + X2

=2aX*+ X3+ (b+a+c)X?+bX + 2¢
Par unicité des coefficients d’un polynéme, ®(P) =0<=a=b=c=0.
Ceci est absurde car on a supposé P # 0.

e Conclusion : seul le polynéme nul vérifie ®(P) = 0, et Ker(®) = {0}, donc ®
est injective.

e Pour la surjectivité, montrons que ®(P) = 1 n’a aucune solution. Le méme
raisonnement que précédemment montre que si ®(P) = 1 alors deg(P) = 2 et les
coefficients de P vérifient
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(20 =0
a=20
b=20
b=20
a+b+c=0 = 0 =0=1/2..
C =
b=0
c=1/2
\2021

Ce systéme n’ayant aucune solution, 1 n’a pas d’antécédent (on peut montrer de
méme que X n’a pas d’antécédent). Donc ® n’est pas surjective.
Une seconde idée
Intéressons-nous a I'image du monéme dominant d’un polynéme.
Soit azX? le monéme dominant d'un polynéme P non nul (donc ag # 0). Celui
de P(X2) est agX?? et celui de (14 X?)P(X) est agX%+2, donc celui de ®(P) est
agX%  sid>3
2a0X*  sid=2
aX3  sid=1
apX? sid=0
Donc si P # 0 alors ®(P) # 0, donc Ker® = {0} et ® est injective.
De plus, on voit que deg(®(P)) > 2 pour tout P # 0 donc par exemple 1 et X
n’ont pas d’antécédent et ® n’est pas surjective.

Crochets de Lie

Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie. On
fait I'hypothése : fog—go f=f.
1. Pour tout entier k, prouver la relation f*og — go f*¥ = kf*.

2. Prouver que f est nilpotent.
Indication : on pourra s’intéresser a ¢4 : L(E) = L(E),h — hog—goh.

Solution (Ex.61 — Crochets de Lie)

1. Récurrence sur k. Initialisation évidente. Admettons la propriété au rang k,
alors :
ffrog—gofftt = flog—(gof)off=ftlog—(fog—flofr=
fFtlog—(fog—floft = fFtlog—fogofit f**1 = fo(frog—gof¥)+ ! =
kfk+1 + fk—H _ (k + 1)fk+1...

2. On vérifie que ¢4 est un endomorphisme sur £(E) (donc ¢, € L(L(E))).
Si:Vk €N, fk=£0,alors Vk € Nk € Sp(p,) (et f* € SEP(¢,,k)). Donc
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¢y admet une infinité de valeurs propres distinctes, ce qui est impossible car
dim L(E) est finie.
Donc : 3k € N, f¥ = 0.

Exercice 62| Endomorphisme vérifiant une équation

Soit f un endomorphisme de R? tel que f3 + f = 0.
Montrer que Ker(f) NIm(f) = {0}.

Montrer que R? = Im(f) @ Ker(f).

Montrer que dim (Ker(f)) > 1.

. a) On suppose f # 0. Soit z € E \ Ker(f). Montrer que (f(z), f?(x)) est une
base de Im(f).
b) En déduire Tr(f).

W N

Solution (Ex.62 — FEndomorphisme vérifiant une équation)

1. z € Ker(f)NIm(f) = By € B,z = f(y) et f(x) =0) = f3(y) = 0 =
fly)=0=z=0.

2. 1. avec la formule du rang donne R? = Im(f) @ Ker(f).

3. f3 = —f donc det(f)? = det(f3) = (—1)3det(f) = —det(f) donc det(f) est
une solution réelle de 22 + z = 0, donc det(f) = 0 (car 3 + z = x(2? + 1)).
det(f) =0 donc rg(f) <2 et dimKer(f) > 1.

4. a) Supposons af(z) +bf?(x) =0 (1).

Alors af?(x) —bf(z) =0 (2).

a x (1) — b x (2) donne (a? + b?)f(z) = 0. Or f(z) # 0, donc a® + b* = 0,
donca=0=0.

Ainsi ((f(z), f?(x)) est une famille libre de Im(f) dont la dimension est au
plus 2. Du coup, dimIm(f) = 2 et (f(x), f?(z)) est une base de Im(f).

b) Soit y € Ker(f) \ {0}. Alors B & (y, f(x), f?(x)) est une base de E par

concaténation de bases de sous-espaces supplémentaires.

00 O
Alors : Mp(f)=10 0 -1, donc Tr(f)=0.

01 0

Commutant d’un endomorphisme nilpotent
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2.
Soit f un endomorphisme de E nilpotent d’ordre n. On suppose que f*~1 #£ 0.
On note C(f) 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f.

1.

2. Montrer qu'il existe un vecteur a de E tel que la famille (a; f(a);...; f*~(a))

Montrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).

constitue une base de E.

Soit g : C(f) — E l'application définie par ¢,(g) = g(a). Montrer que @, est
un isomorphisme.

En déduire que C(f) = Vect(idg; f;...; f*71).

Solution (Ex.63 — Commutant d’un endomorphisme nilpotent)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2.

Soit f un endomorphisme de E nilpotent d’ordre n. On suppose que f*~1 #£ 0.
On note C(f) 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f.

1.

Sommairement :
fo0=0=00 fdonc 0 e C(f).
g, h € C(f), e K= fo(Ag+h) =Afog+foh=NAgof+hof = (Ag+h)of.

. Comme "1 0, il existe a € E tel que f"~!(a) # 0.

Soit g, ..., T,—1 n scalaires tels que
(©)  woa+aif(a)+ - +ap1f" (a) = 0.
En composant (Q) par f*~!, comme f"* =0, 29 = 0.
Puis en composant (V) par f~2, 21 = 0.
En itérant, on montre que : Vk € [0; n — 1],z = 0.
La famille (a; f(a);...; f*~%(a)) est libre, de cardinal n = dim(E), donc consti-

tue une base de E.

e La linéarité ne pose pas probléme.
e Soit g € C(f) tel que p4(g) = 0.
Alors g(a) =0, et Vk € [1; n—1], g0 f*(a) = fFog(a) = f¥(0) =0, donc ¢
est nulle sur la base (a; f(a);...; f* *(a)), donc g est 'endomorphisme nul par
linéarité.
Donc Ker(p,) = {0} et ¢, est injectif.

n—1 n—1
e Soit « € E quelconque. Ecrivons = = Zwkfk(a). Soit g = Z:ckfk

k=0 k=0
Ona:g(a)=xet gof = fogcar f commute avec chacune de ses puissances

(foff=fiHi=frofin)
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Donc : g € C(f) et vqu(g) = .

Ainsi ¢, est surjectif.

¢! est un isomorphisme transformant toute base de E en base de C(f).

Or, pour tout k € [0; n — 1], ¢; '(f*(a)) = f* car f* € C(f).

Donc (f*)o<k<n_1 est une base de C(f), et C(f) = Vect(idg; f;...; f* 1), ...
et méme dim C(f) = n, ce que ne demandait pas I’énoncé.

Inégalités sur les rangs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g deux endomorphismes de
E.

Démontrer que |rg(f) —rg(g)| < rg(f+g) <rg(f) +rg(g).

Solution (Ex.64 — Inégalités sur les rangs)

De (f+g)(z) = f(z) 4+ g(x) on tire immédiatement Im(f + g) C Im(f) + Im(g),
donc rg(f +g) < rg(f) +rg(g).

La décomposition f = f + g+ (—g) donne de méme rg(f) < rg(f +g) +rg(—g),
or rg(—g) = rg(g) puisque Im(—g) = Im(g), donc rg(f) —rg(g) <rg(f +9).

En permutant f et g, 1g(g) — re(f) < ra(f +g).

Drou : |rg(f) —rg(g)l < rg(f +9) <rg(f) +ry(g)-

Hyperplan

On rappelle qu’on appelle hyperplan d’un espace R—vectoriel E tout noyau
Ker(¢) d’une forme linéaire ¢ : E — R non nulle. n désigne un entier natu-
rel au moins égal a 1.

1.

Dans cette question uniquement, E est un R—espace vectoriel de dimension
finie n.
a) Montrer que tout hyperplan de E est de dimension n — 1.
b) Montrer que tout sous-espace F de dimension n — 1 est un hyperplan de E.
Indication : On pourra commencer par compléter une base de F en base de
E.

. Soit H = {P € R,[X], P'(0) = 0}

a) Montrer que H est un hyperplan de R,,[X].
b) Déterminer un supplémentaire de H.

. Soit H= {h € C}(R), h(0) = 0}.

a) Montrer que H est un hyperplan de C!(R).
b) Déterminer un supplémentaire de H dans C1(R).

ol
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Solution (Ex.65 — Hyperplan) 0 a; ay - ap
1. a) Supposons H = Ker(yp). ai 0 ay - ap
Formule du rang : ¢ : E — R donc Im(p) C R donc rg(e) < 1, et si ) , 7
rg(¢) = 0, ¢ est nulle, ce qui est interdit. Donc rg(y¢) = 1 et dim(H) = n—1. Calculer le déterminant d'ordre (n+1) An =l a1 az 0 - ap
b) Soit (eq,...,e,) une base de E telle que (eq,...,e,—_1) soit base de F (théo-
réme de la base incompléte).
ay az az --- 0

Soit p: E—=>R,z=z1e1+ -+ Tp_16p—1 + Tpen —> T,. Alors :
(i) ¢ est une forme linéaire sur E,

(i) p(en) =1 donc ¢ # 0, Solution (Ex.66 — Un calcul de déterminant)
(iii) F = Ker(yp).

Donc F est un hyperplan. En remplacant la derniére colonne par la somme de toutes les colonnes, puis en

NB. : z +— ¢(x)e, est la projection de E sur Vect(e,) parallélement a F... factorisant :
n
2.a)P = Zaka €H <= a; =0 <= P € Vect(1,X?,X3 ..., X") donne une 0 ar a an-1 1
k=0 al 0 az -+ QAp—1 1
description de H, avec clairement dim(H) = n = dim(R,,[X]) — 1.
Sinon, on peut aussi observer que H = Ker(p) ot ¢ : R,[X] — R, P — P’(0) D = (a1 + - + an) ar az 0 - a1 (¢~ soit A, ce détermi-
est une forme linéaire non nulle. oo : :
b) (1,X2,...,X", X) étant une base de R,[X], Vect(X) = {aX,a € R} est un

supplémentaire de H (et ce n’est pas le seul : tout Vect(X + «) avec o € R @1 Gz a3 - 0 1
convient, par exemple). a, ay az --- ap 1

3.a) p:CYR) — R,h +— K/(0) est une forme linédaire non nulle sur C'(R) donc nant)
H = Ker(p) est un hyperplan.

b) Soit h € CL(R). Alors h = f+g avee f : 2 - h(z) —h (0)z ot g : & — B'(0)z. Puis en soustrayant ’avant-derniére ligne a le derniére :

Ona: f € Hetge Vect(x — z). En notant F = Vect(z — ), on a déja : 0 a a - a 1

CY(R)=H+F. L2 n—l

Soit f €e HNF. Alors : Ja € R, f : # — ax car f € F. De plus, f/(0) =0 ap 0 az -+ ap-1 1

car f € H. Donc a=0et f: 2z~ 0. Ainsi : HNF = {0}. ap as 0 -+ apq 1

Bilan : E = H& F et F = Vect(z — z) = {z — ax/a € R} est un D, = (a1 + -+ an)

supplémentaire de H. Noter 1’analogie avec la question précédente...

ay ay asz - 0 1

2.3 Matrices et déterminants o0 0 - a 0
Un calcul de déterminant En développant par rapport & la derniére ligne :

Lycée Henri POINCARE 27/48 ol
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0 a1 as -+ ap_o 1

ar 0 as an—2 1

ap az 0 -+ ap_o 1
Dn = (_an)(al + -+ an)

ay az az - 0 1

ar az a3 -+ ap—1 O

Ce dernier déterminant est A,_1. En itérant les deux derniéres étapes A, —
An — 1, on obtient :

Dy = (—a1)...(=an)(a1 + -+ an) = (=1)" (H ak) (Z a’f)'
k=1 k=1
Un calcul de déterminant

Soit n € NN [3; +00].

Calculer le déterminant de la matrice A € M,,(K) de terme général a; ; défini
par :

ai; =2 ; aji+1=1; a;;-1 =3; ai; =0 dans les autres cas.

Solution (Ex.67 — Un calcul de déterminant)

2 1 o ... ... 0
3 2 1
0
D, =
1 0
1
O... ... ... 0 3 2

Comme pour tout déterminant tridiagonal, un développement suivant la premiére
ligne, puis premiére colonne donne :

D,, =2D,_1 — 3D,,_9, vraie dés n = 2 en prenant Dg = 1.

Les solutions de l'équation caractéristique sont 1 + iv/2 = /3¢ avec 6 =

Arctany/2.
. n V2
Finalement : Vn € N, v/3" (cos(nf) + > sin(nf)).

Lycée Henri POINCARE

Un calcul de déterminant
Soit n € N\ {0,1} et B = (bsj)1<i,j<n dans M,(C).
On note J la matrice de M,,(C) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Pour tout « € C, on pose P(z) = det(B + zJ).
1. Démontrer que P est une fonction polynomiale de degré au plus égal a 1.
2. Soit (c1,...,¢n) € C" et (a,b) € C? tel que a # b. Pour tout (i,7) € [[1,n]]%,
cG sli=7
onpose bj; =4 a sii>j
b sii<y.
Calculer det(B).

Solution (Ex.68 — Un calcul de déterminant)

1. En retranchant la premiére ligne aux autres lignes, le déterminant de la ma-
trice B 4+ xJ apparait comme le déterminant d’une matrice ou figurent des x
seulement sur la premiére ligne. En développant selon cette ligne, on obtient
que det(B + xJ) est une fonction affine de la variable x.

n n
2. P(—a) = 1_[(0Z —a) et P(=b) = H(C’ — b) (déterminants triangulaires).
i=1 =1
—aa + 3 = P(—a)

En écrivant P(x) = ax + 3,
(@) b —ba + = P(-b)

D’ou (b —a)B = bP(—a) — aP(—b), donc :

bH(cZ- —a)— aH(ci —b)
i=1 i=1

b—a

det(B) =P(0) =5 =

Des déterminants et des matrices-colonnes
Soit n € N\ {0,1}, X et Y deux matrices non nulles de M,, 1 (R).

1. Calculer le rang de la matrice M = XY™,

2. Soit t € C. Exprimer det (I, — M) en fonction de ¢, X et Y.
3. Soit A € GL,(R). On pose Y = (A_I)T X. En calculant det(M + I,,), montrer

. det (XXT + A)

_ TA-1
que : det(A) =1+X"A7'X.
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Solution (Ex.69 — Des déterminants et des matrices-colonnes)

1. Les n colonnes de M sont proportionnelles a X, et comme il existe i € [1; n]
tel que y; # 0, la i—éme colonne de M est ;X # 0. Donc rg(M) = 1.

2. det(tl,, — M) = xm(t), or par 1., 0 est valeur propre avec un espace propre de
dimension n—1, donc w(0) > n—1. Donc xp(t) = t"~1(t—a). Or on sait que le
coefficient de t"~! dans yy est Tr(M), donc : det(tI,, — M) = t* —Tr(M)t" ! =
" — Tr(XYT )1,

3. det(M +1,) = (=1)"det(=I, — M) = (=1)"xm(—=1) = 1 + Tr(M).

Or : M = XXTA~! donc Tr(M)

XTA-1X € M1(C).

De plus : det(MA + A) = det(XXT + A) mais aussi det(MA + A) = det(M +

I,)det(A).

det (XXT + A)
det(A)

polynome caractéristique d’un produit

1. Soit A € M, 4(K) et B € M, ,(K). A I'aide de la matrice M =, montrer que
X4det(XI, — AB) = XPdet(XI, — BA).

2. Dans le cas p = ¢, que dire de xaB et xBA-

Tr(X x XTA™Y = Tr(XTA7! x X) =

Donc : =1+ XTA1X.

Solution (Ex.70 — polynéme caractéristique d’un produit)

Lol ) (X -AB —A_’
B I, 0 I,
I, 0 XI —A
P M = P
B —XI, 0 XI,—BA

en passant au déterminant dans ces deux relations :
det(M) = (—1)%det(XI, — AB) et (—1)?X9det(M) = XPdet(XI, — AB),
d’ou la relation cherchée.

2. XAB = XBA-

Similitude

Soit A une matrice non nulle de M3(R) telle que A? = 0.

Lycée Henri POINCARE
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0 00
Montrer que A est semblable & la matrice 1 00
0 00

Solution (Ex.71 — Similitude)
Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

Puisque f # 0 et f? 0, dimIm(f) > 1 et Im(f) C Ker(f) donc 1 <
dim Im(f) < dimKer(f). Comme dim Ker(f) + dim Im(f) = 3, nécessairement
dimKer(f) =2 et dimIm(f) = 1.

Soit e; & Ker(f) et ea = f(e1). Alors eg € Ker(f). Complétons (e2) en une base
(e2,e3) de Ker(f).

Soit B = (61,62,63).

Supposons aej + beg + ce3 = 0. En composant par f, a = 0. Et comme (e2, e3)
est libre, b =c = 0.

0 00
B est libre de cardinal 3, c’est une base. Et Mg(f) = 1 0 0
0 0O

Similitude

Soit A une matrice non nulle de M3(R) telle que A% # 0 et A3 = 0.

0 0 0
Montrer que A est semblable & la matrice 1 0 0
010

Solution (Ex.72 — Similitude)
Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
Puisque f2 # 0 donc il existe € R3 tel que f2(z) # 0. Soit B =

Supposons ax + bf(x) + cf?(x) = 0. En composant par f2,
composant par f, b = 0. Donc aussi ¢ = 0.

(@), ().

(z
a = 0. Puis en

ol
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0 00
B est libre de cardinal 3, c’est une base. Et Mg(f)=1 1 0 0
010
Puissances
2 11
Calculer les puissances de la matrice A= 1 2 1
11 2
Solution (Ex.73 — Puissances)
On peut diagonaliser A sans subtilité :
Xa=X3—6-X249.-X—4=(X-4)(X—-1)
1 1 0 4 0 0 1 -1 1
P=|1 0 1|.D=lo0o10|etP?t=[ 0 1 -1
1 -1 0 0 01 -1 2 -1

vérifient : D = P~LAP.
4 2 4n -1 4" —1

AlorsA":PD”P_lzé 4" —1 442 47 -1
4" —1 4" -1 4"+ 2
6 5 5
eSinon:A?=1| 5 6 5 | =5A—4I3 donc P = X? —5X +4 est un polynéme
5 5 6

annulateur de A.
Cherchons le reste de la division euclidienne de X" par P qui est de degré au
plus 1 :
X" =P(X)Q(X)+aX+ben X =4et X =1 donne :
4" —1
da+b=4" a=
— 4 3y
a+b=1 b= —
3

Lycée Henri POINCARE

4n —1 4 — 4"
d’ou A" = 3 A+ 3 ]:3.

1 11

eEtsinon: A=J+lzavecJ = [1 1 1[,etJl3=1I3],et:Vk>1,JF=3F1].

1

k 3

A" = Zn: (Z) TR =Ty 4 i

11
Y ok—1 1 n :
3 =13+ —(4 — 1)J (y compris pour
k=1

Exercice 74| Puissances

a;; =1 si 1 ]
SOitA:(ai]’)EMn(R), ol / 7

. Soit p € N.
aijZOSii:j

Calculer AP.

Solution (Ex.74 — Puissances)

En notant J la matrice dont tous les coefficients valent 1, on a : A = J — I, avec
JI, =1,J, et : Vk > 1,JF = nk1].

p p
AP = kZ:O <Z> JE(=L)P 7k =1, + (; <Z> nk_l(—l)p_k) J (en supposant p > 1)

1
AP =1, + E((n —1)? — (=1)?)J (y compris pour p = 0 finalement).

Symétriques et antisymétriques

Soit n > 2 et A € M, (C).

On pose Ay = {M € M,(C) / M+ M =Tr(M)A}.

On note S, (C) (respectivement A, (C)) 'ensemble des matrices symétriques (res-
pectivement antisymétriques).

Montrer que Ap est un sous-espace vectoriel de M,,(C) et que A, (C) C Aj.
Si Tr(A) # 2, montrer que A, (C) = Ax.

SiTr(A) =2 et A ¢ S,(C), déterminer Ay.

Si Tr(A) =2 et A € §,(C), déterminer Ay.

A e

Solution (Ex.75 — Symétriques et antisymétriques)
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1. Sans probléme. Remarque : la trace d’une matrice antisymétrique est nulle
(Vi,mm‘ = —My; = Mj; = 0)
2. Supposons Tr(A) # 2.
M+MT = Tr(M)A = 2Tr(M) = Tr(M)Tr(A) = Tr(M)(2-Tr(A)) =0 =
Tr(M) = 2.
Du coup, M + M? = Tr (M)A = M+ M" =0 = M € A,(C).
3. Supposons Tr(A) =2 et A ¢ S, (C).
Soit M € Ajy.
(M+MD)" = (Tr()A) " = Tr(M)AT (1)
(M+MD)" = MT + (MT)T =M+ MT = Tr(M)A  (2).
Supposons Tr(M) # 0. (1) — (2) = AT = A = A € S,,(C) : absurde.
Donc Tr(M) = 0, donc M + MT = 0, donc M € A,,(C).
Donc : Ay = A,(C).
4. Soit M € Ax. Décomposons M en sa partie symétrique et sa partie antisymé-
trique :
1 1
M =S+ T avec S = §(M+MT) et T = 5(M—MT).
Comme T € Ap et Ap est un sous-espace vectoriel, donc S € Ay. Or S est
symétrique.
1
S+ST=Tr(S)A = S = ETr(S)A = S € Vect(A).
Réciproquement, si S € Vect(A), disons S = oA, alors :
S+ ST =2aA = Tr(S)A donc S € Ajx.
Donc : Ap = S,(C) + Vect(A).

Famille de matrices

1—-2a a a
Pour tout a € R, on pose A = a 1—2a a
a a 1—-2a
1. Soit (a,b) € R% Montrer qu’il existe ¢ € R tel que M(a)M(b) = M(c).
2. Soit a € R tel que a # %

a) Montrer qu’il existe b € R tel que M(a)M(b) = I5.
b) La matrice M(a) est-elle inversible ?

Lycée Henri POINCARE

3. Soit a € R. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que M(a)
soit inversible. Dans ce cas, écrire explicitement M(a)~*.

4. Déterminer tous les nombres réels a tels que M(a)? = M(a).

1
5. SoitaER.OnposeP:M<§> et Q=13 —P.

a) Montrer qu’il existe & € R tel que M(a) = P + aQ.
b) Calculer P2, PQ, QP et Q2.
c) En déduire M(a)™ pour tout n € N,

Solution (Ex.76 — Famille de matrices)
1. M(a)M(b) = M(a + b — 3ab)
2. Comme I3 = M(0), on résout a +b—3ab=0:b=

30 _1 (chic! a # 1/3).

a
M t i ible d’i M .
(a) est inversible d’inverse <3a — 1)

1 11
1
3. M(1/3) = 3 1 1 1],rg(M(1/3)) =1 donc a est inversible si et seulement
1 11
sia#1/3.

4. M(a)? =M(a) <= 2a—3a*> =a <= a(3a—1) =0 <= a € {0,1/3}.
5. a) M(a) = P + aQ équivaut a deux équations équivalentes & o = 1 — 3a.
b) P?2 = P d’aprés 4., PQ = P(I3—P) = P-P2 =0,Q? = (I3-P)? = I3-P = Q,
QP =(I3—-P)P=P - P2 =0.
Remarque : P et Q projecteurs associés, P + Q = I3.

c) M(a)" = (P + aQ)" = Z <Z>PkaQ"*k = <g> aQ" + 0 + <Z>P” =
P+a"Q =

2.4 Reéduction des endomorphismes

Exercice 77| Endomorphisme sur matrices

b d 2c
de M3(R), on pose f(X) =
c d 2b a

Pour toute matrice X =
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1. Montrer que f est un endomorphisme de Ms(R).
2. Déterminer les éléments propres de f.

3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Est-il bijectif ?

Solution (Ex.77 — Endomorphisme sur matrices)

1. Clair.

2. Plusieurs pistes :

d= \a
2c = M\b
o f(X)=XX= o = do
a=Md

En supposant a # 0 : A2 = 1 donc A = £1.
En supposant b # 0 : A2 = 4 donc A = £2.

1 0
, E_1 = Vect » Eo
01 0 -1

On trouve alors que E; = Vect

0 1
Vect et E_o = Vect
1 0 -1 0

e En notant B la base canonique de M2 (R),

0001

0020
M = M5(f) =

0200

1000

i = (X2—-1)(X2—4) = (X—1)(X+1)(X—=2)(X+2), scindé & racines simples.

3. f est diagonalisable et bijectif, car 0 ¢ Sp(f) ou encore f(X) =0 = X =0,
en dimension finie.

Diagonalisation

Lycée Henri POINCARE

4 1 1

Soit n € N\ {0,1} et A = dans M, (R).
1
1 ... 1 4

1. Vérifier que A est diagonalisable.
2. Montrer que la matrice A — 3I,, n’est pas inversible.

3. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de A.

Solution (Ex.78 — Diagonalisation)
1. A est symétrique réelle donc diagonalisable.
2. rg(A —3I,) =1 donc 3 € Sp(A), avec dim(E3) = dim Ker(A — 3I3) =n — 1.
1

3. Soit U = . AU = (n+ 3)U, donc n + 3 € Sp(A). Comme dim(E3) +

1
dim(E,43) < n, dim(E,13) =1 et Sp(A) = {3,n + 3}.
Es = Vect (e; —eit1,1 <i<n—1) ou (e;)1<i<n désigne la base canonique
que M, 1(R),
E,+3 = Vect(U).

Diagonalisabilité

Soit n € N* et A € M,,(R). On pose B =

0
0 I,

Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Solution (Ex.79 — Diagonalisabilité)
e Si A est diagonalisable, soit P € GL,,(R) et D € M,,(R) diagonale telles que
P~1AP =D.
P~t 0
€ My, (R). Q est inversible d’inverse Q! = et
0 In 0 I

Soit Q =

32/48 o



PC REVISION POUR LES ORAUX 20222023
Trigonalisation
-1 . . .
Q 'BP = 01 , donc B diagonalisable. Soit A € M3(R) telle que A2 = 2A —1I.
n
e Si B est diagonalisable, on peut former une matrice de passage Q du type 1. Montrer que A admet une unique valeur propre «, que 'on précisera.
Q 0 . . 3 2 -2
car les n derniers vecteurs de la base canonique de Ma, 1(R) sont
Qs I, Dans toute la suite, on suppose que A= | —1 0 1
. , 11 0
vecteurs propres de B. Q est telle que Q7'BQ = avec D diagonale.
0 I 2. Vérifier que A2 = 2A —I3. En déduire, sans calcul, que A n’est pas diagonali-
Comme det(Q) = det(Qq)det(I,) = det(Q1), on a : det(Q1) # 0 et Q; inversible. sable.
o i Q Ql_l 0 I, 0 L. d Q- 3. Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A. Déterminer le sous-
noverie que _ - = 2n CoOnc - espace propre de f associé a a.
—Q,Q 1, 01, pace prop f
Ql—l 0 1 00
1 4. Montrer que A est semblablea T=|0 1 1
_Q3Q1 In
0 01

Le premier bloc de Q7 'BQ est alors Ql_lAQl, donc Ql_lAQl = D et A est
diagonalisable.

Exercice 80 | Matrice vérifiant des contraintes

Soit n € N\ {0,1} et A € M, (R) telle que Tr(A) =rg(A) = 1.
1. Déterminer le polynéme caractéristique de A.
2. La matrice A est-elle diagonalisable sur R?
3. Montrer que A? = A.

Solution (Ex.80 — Matrice vérifiant des contraintes)

1. rg(A) = 1 donc 0 € Sp(A) et dimEy = n — 1. 0 est racine d’ordre au moins
n—1dexa:xa=X""1(X+a) (car degxa = n et xa est unitaire).
On sait que le coefficient de X"~ ! est —Tr(A). Donc xa = X" }(X —Tr(A)) =
X=X - 1).

2. dimEy=n—-1=w(0) et 1 <dimE; <w(Tr(A)) =1, donc dimE; = w(1) :
A est diagonalisable.

3. A est semblable & D = diag(1,0,...,0), or D> = D, donc A? = PD?P~! =

PDP~! = A.

Lycée Henri POINCARE
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1.

Solution (Ex.81 — Trigonalisation)

Supposons AX = AX avec X # 0.

Alors A2X = A\2X et (2A — I3)X = (2\ — 1)X, donc (A2 — 2\ + 1)X = 0, donc
A —2X\4+1=0,donc A = 1.

. Si A est diagonalisable, comme Sp(A) = {1}, on aurait A = P7!I3P = I3, ce
qui n’est pas le cas.

3. E; = Vect((1,-1,0),(1,0,1)).

On cherche trois vecteurs formant une base U, V et W tels que U,V € Ker(A—
I3) et AW =V + W.

AW = V+ W < (A—I3)W = V : donc V € Im(A —I3), or A — I

2 2 =2 2 1 1
-1 -1 1 | Prenons V= |_-1|,W=|0]|etU=|[-1]| pour
1 1 -1 1 0 0
compléter la base.
ol
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1 2 1
Avec P = | =1 —1 0], det(P) = —1 et on est sir que P'AP =
0 1 0
1 00
01 1=T
0 0 1

Sous-espace de matrices nilpotentes

Soit N' = {M € M,,(R),M™ = 0} et F un sous-espace de M,,(R) inclus dans N.
On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

1. Montrer que F NS, (R) = {0}.

n(n —1)

2. Montrer que dim(F) < 5

Solution (Ex.82 — Sous-espace de matrices nilpotentes)

1. Soit M € FNS,(R). M est symétrique réelle donc diagonalisable.
Soit D = diag(A1, ..., \,) diagonale semblable & M. Alors M™ est semblable &
D™ = diag(A},...,A\}) donc A\ =0, ... A =0,donc \; =0, ... A\, =0,

donc D = 0, donc M = PDP~! = 0. Ainsi FN S,(R) = {0}.

2. Comme dim(M,(R)) = n? et dimS,(R) = M, et F et S,(R) sont en
somme directe, dim(F) < n? — w i.e dim(F) < @

Matrice inversible
Soit A = (a;j)1<ij<n € Myn(R) telle que a; ; = 1 si i # j et a;; = 0. Montrer
que A est inversible et calculer A™1,

Solution (Ex.83 — Matrice inversible)

Notons J la matrice dont tous les coefficients valent 1. Alors A = J—I et J2 = nJ,
donc puisque I et J commutent,
A2=02-2J4+1=n-2)J+I=mn—-2)(A+1I)+1

A? — (n—2)A = (n—1)I, donc A(A — (n—2)I) = (n — 1)L

Lycée Henri POINCARE

1 -2
Donc A est inversible d’inverse A~ = A — n I.

n—1 n—1
Etude d'une matrice

Soit M € M,,(R) telle que M; j = 1sii=2ou j =2 et 0 sinon.
1. Calculer M2

2. La matrice M est-elle diagonalisable ? Préciser ses valeurs propres.

Solution (Ex.84 — Etude d’une matrice)
1. Tous les coefficients de M2 valent 1 sauf celui situé 2—éme ligne 2—éme colonne
qui vaut n.
2. M est symétrique réelle donc diagonalisable, dans M,,(R).

rg(M) = 2 donc 0 est valeur propre (dés que n > 3) avec dim Ey = dim KerA =
n—2.

T
Soit A € R* et X = € My (R)\ {0}.
Tn
MX = \X <— (I1+"'+$n:)\l‘2 eth#2,$2:)\J,‘k)
—1
— (Vk # 2,2, = %, et (n + 1)z = o)

= (Vk # 2,23 = % et (A2 = X — (n— 1))z = 0)

Comme z9 = 0 entrainerait X = 0, ce qui est exclus,

MX:)\X<:>(3:1-|—~--+xn:)\m2eth#2,x2:)\$k)
—1
:»(Vk;éz,xk:%, et(n)\
MX:)\X<:>()\2—)\—(’11—1):[)eth#Q’xk:%)
1++4n —
Comme:)\z—)\—(n—l):0<:>)\:+3

esin=2 Sp(M) = {1 _2\/5, 1—{—2\/5}7

—4n —3 0

2 ) )

+ 1)1’2 = )\:Ez)

, on peut conclure que

1 1+ +v4n —
osinZB,Sp(M):{ i 2n 3}.

une valeur propre
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Somme le long des lignes et valeurs propres

n
Soit M € M,,(R) telle que, pour tout i € {1,...,n}, ZM(i,j) =1.
j=1
Montrer que 1 est valeur propre de M.

Solution (Ex.85 — Somme le long des lignes et valeurs propres)

1 1
Il suffit d’observer que M | : | =1 x
1 1
Une famille de matrice
a b c

Soit pour (a,b,c) € R?, M(a,b,c)= | ¢ a b|. Soit E= {M(a,b, ¢), (a,b,c) €

b ¢ a
R3}.

et J2.

. L’ensemble E est-il un sous-espace vectoriel de M3(R)? Si oui, quelle est sa

dimension ? Est-il stable par produit ?

2im /3

de j=e , ainsi que ses vecteurs propres associés.

La matrice M(a, b, ¢) est-elle diagonalisable sur C?

Montrer que M(a, b, ¢) est diagonalisable sur R si, et seulement si, b = c.

image.

Solution (Ex.86 — Une famille de matrice)

a b c

Soit pour (a,b,c) € R3, M(a,b,c)= | ¢ a b|. Soit E= {M(a, b,c),(a,b,c) €

b ¢ a

Lycée Henri POINCARE

On note J = M(0, 1,0). Calculer J2. Exprimer M(a, b, c) en fonction de I3, J

La matrice J est-elle diagonalisable ? Donner ses valeurs propres en fonction

On note f,p . I'endomorphisme canoniquement associé a la matrice M(a, b, c).
A quelles conditions f, . est un projecteur? Donner alors son noyau et son

35,48

R3}.

. V(a,b,c) € R3 M(a,b,c) = alz + bJ + cJ2.

. E = Vect(I,J,J?) donc E est un sous-espace vectoriel de M3(R).

Comme J? = I, E est stable pour le produit.

Xa(A) =X = 1= (A= 1A= j)(A—j?) done Sp(J) = {1,5,5°}.

J est diagonalisable dans M3(C) car card(Sp(J)) = 3, avec 3 sous-espaces
propres de dimension 1 mais pas dans M3(R) car dim SEP(J,1) =1 < 3.
La matrice M est-elle diagonalisable sur C?

Soit X un vecteur propre de J associé a la valeur propre A. Alors :

M(a, b, c) = (al + bJ + cJ?)X = aX + bAX + cA?X = (a + bA + cA?)X,
donc X est aussi un vecteur propre de M(a, b, c).

Ainsi, tout vecteur propre de J est vecteur propre de M(a, b, ¢).
Soit (U, V, W) une base de vecteurs propres de J de M3 1(C). Alors (U, V, W)
une base de vecteurs propres de M(a, b, c), qui est par conséquent diagonali-
sable sur C.

. ®Sib=c, M(a,b,c) est symétrique réelle donc diagonalisable sur R.

e Réciproquement, supposons M(a, b, ¢) diagonalisable sur R. En particulier,
ses valeurs propres sont toutes réelles.

Or par le calcul précédent, a + bj + cj? est une valeur propre de M(a,b, c).
Comme j2 =7,

Im(a+bj+cj?) =Im(a+bj+cj) = (b—c)Zm(j) avec Im(j) # 0.

Donc a + bj + cj? réelle entraine b = c.

e Bilan : M est diagonalisable sur R si, et seulement si, b = c.

On note f,p . I'endomorphisme canoniquement associé a la matrice M(a, b, c).

A quelles conditions fap,c est un projecteur ? Donner alors son noyau et son
image. e Analyse.

Si fape est un projecteur, alors il est diagonalisable sur R de spectre inclus
dans {0,1}.

Donc b = ¢ par ce qui précéde et {a + 2b,a + b(j + j)} C {0,1}.
Il n’y a que 4 possibilités :

ol
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a+2bla—-0b| a b fap,e=b
0 0 0 0 0z (r3)
1 1 11 0 idgs
1 0 1/3] 1/3 D
0 1 2/3 | —=1/3 | idgs —p
111

1
ou p est 'endomorphisme canoniquement associé a 3 1 1 1

111
e Synthese.

On vérifie sans probléme que les 4 endomorphismes de la derniére colonne du
tableau précédent sont des projecteurs.

Etude d’un endomorphisme
Soit f € L(R™).
Soit e = (eq,...,e,) une base de R™. z désigne un vecteur de R™.
1. a) On prend n = 2. Calculer det.(e; — x, e2 — x). Trouver une condition néces-
saire et suffisante sur x pour que (e; — , e2 — ) soit une base de R2.
b) Calculer det.(e; — x, ..., e, — x).
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur x pour que (e; —x, ..., e, —
x) soit une base de R".
2. On choisit f telle que, pour tout i € {1,...,n}, f(e;) =e; — x.
a) Calculer det(f).
b) Trouver les valeurs propres de f et les vecteurs propres f.
c) L’application f est-elle diagonalisable ?

Solution (Ex.87 — Etude d’un endomorphisme)

1l—21 —x

1. a) detc(e; — z,e0 — ) = =1—(x1 + x2).

—T2 1-— T2
Une condition nécessaire et suffisante est 1 + xo # 1.

Lycée Henri POINCARE

b) dete(e1—x,...,en—x) =det(E; =X, Ea—X, ..., Ep (X)) = det(E; — X, Eq—
Ei,...,E, — E,_1) en soustrayant la premiére colonne aux suivantes.
Puis en développant suivant la premiére colonne :
dete(e1—z,...,en—2) = (1—x1)+a2 X (—1)—23 X 1+ - -+ (=1)"2, x (= 1)"F1,
—z)=1—(x1+22+ -+ Tp).
Une condition nécessaire et suffisante est x1 +xo + -+ - + x,, # 1.

dete(er —x,...,ep

2. On choisit f telle que, pour tout i € {1,...,n}, f(e;) =e; — .

a) M.(f)=(E;1 —X,E2—X,...,E, —X) donc det(f) = dete(e1 —z,..., e, —
z)=1—(z1+z2+ -+ ).

b) Trouver les valeurs propres de f et les vecteurs propres f.
e On remarque que : Vi € [2; n], f(e1 —¢;) =e1 —x —e; + = e1 — €5,
donc 1 est valeur propre de Vect(e; —e;,i € [2; n]) C Eq, donc E; est de
dimension n — 1 au moins.
e Cherchons I’éventuelle autre valeur propre A de f, qui rendrait f diago-

n

nalisable. Si f diagonalisable, alors n — le =Tr(f) = (n—1)+ X donc
i=1

n n
A=1-— Z x;. La seule autre valeur propre possible de f est A =1— Z ;.
i=1 i=1
e De plus,

flx)=f (in@) = in(ei—w) = inei—Z@w = (1 — le> z.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Sizy+x9+ -+ x, #0, alors 1 — Zwl = 1 est une autre valeur propre
i=1

de f et f est diagonalisable.

Si xy + 29+ -+ x, = 0, alors f est diagonalisable si et seulement si

dim(E;) = n, i.e f est I'identité, i.e z = 0.

n
c) L’application f est diagonalisable si et seulement si z = 0 ou Z:L‘Z #0.
i=1

Exercice 88| Vecteur propre commun a deux endomorphismes

Soit E un C—espace vectoriel de dimension finie, f et g dans £(E). On suppose
qu’il existe a, non nul, et b dans C tels que fog—go f = af +bg. On pose, pour
tout u € L(E), pg(u) =uog—gou.

Dans les quatre premiéres questions, on suppose que b = 0.
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admettent un vecteur propre commun.

On passe a présent au cas général. Montrer que f et g admettent un vecteur
propre commun. Indication : On pourra considérer h = af + bg et pg4(h).

Solution (Ex.88 — Vecteur propre commun & deux endomorphismes)

Soit E un C—espace vectoriel de dimension finie, f et g dans £(E). On suppose
qu’il existe a, non nul, et b dans C tels que fg — gf = af + bg. On pose, pour
tout u € L(E), ¢q4(u) = ug — gu.

Dans les quatre premiéres question, on suppose que b = 0.

1. Pour xz € Kerf, fog(z)=go f(x)+af(x) =0 donc g(x) € Kerf.

. o La propriété est vraie pour n = 0 car ¢4(id) = 0.

e Supposons-la vraie & un rang n € N.

@o(fHh) = frilg —gf"tt = f"g — fof" +af"t car gf = fg —af,

Qo (f") = fog(f*) + af™! = anf™ + af*' = a(n + 1) f*.

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

e Par récurrence sur n € N, Vn € N, (") = anf".

On vérifie sans peine que ¢4 est un endomorphisme sur L(E), i.e o € L(L(E)).
Or L(E) est de dimension finie, donc ¢4 n’a qu’un nombre fini de valeurs
propres.

Si:Vn € N*, f* # 0, alors d’aprés ce qui précede, ¢, posséde une infinité
de valeurs propres distinctes, les (an),en+. Ceci est impossible donc il existe
n > 1 tel que f* = 0.

Autrement dit, f est nilpotent.

Observons que Ker(f) # {0} car sinon f serait bijectif (car E est dimension
finie), donc non nilpotent (det(f) # 0 = det(f") # 0).

Soit g : Kerf — Kerf,x — g(z). § posséde au moins une valeur propre car le
corps est C, donc au moins un vecteur propre y. y est du coup vecteur propre
de g, mais aussi de f car: y € Kerf = f(y) =0 x ».

. Soit h =af + bg.

Alors @g(h) = apg(f) + bpg(g) = alaf + bg) = ah.

Lycée Henri POINCARE
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Montrer que Kerf est stable par g. En appliquant ce qui précéde & h, g et h ont un vecteur propre commun ¥,
Montrer que, pour tout n > 0, ¢,(f") = anf" associé respectivement aux valeurs propres A et 0.
- ' 1 1 —bA )
Montrer qu’il existe n > 1 tel que f = 0. Alors f(y) = a(h(y) —by(y)) = E(O —b\y) = T@/ : y est aussi un vecteur
En considérant g, endomorphisme induit par g sur Kerf, montrer que f et g propre de f.

Endomorphismes dans un espace de polynémes

Soit n > 1. Pour P € R,,[X], on pose f(P)=P".
1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X]. Est-il injectif ?
2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
3. Soit g 'endomorphisme de R,[X] tel que, pour tout k € {0,...,n}, g(X¥) =
X"~k Montrer que g est un automorphisme de R,,[X] et que h = go fog™!
n’est pas diagonalisable.

4. Déterminer deux réels a et b tels que : VP € R,[X], f(P) + h(P) = aXP +
b(X2 —1)P'.

Solution (Ex.89 — FEndomorphismes dans un espace de polynomes)

1. f e L(R,[X]) sans souci.

Ker(f) = Ro[X] # {0} donc f n’est pas injectif.

2. f(P)=AP =P =XPorsiP #0, degP’ < degP donc f(P) =P = (A=
0 ou P =0).

La seule valeur propre de f est 0 avec SEP(f,0) = Ker(f) = Ro[X]. Comme
dimRy[X] =1 < dim < R, [X] =n + 1, f n’est pas diagonalisable.

3. eVk € [0; n],gog(X*) =X¥ donc puisque (X¥)g<p<, est une base de R, [X],
gog=idg,[x) et g est un automorphisme involutif i.e g~ = g, autrement dit
une symétrie.

e En notant M, N et Q les matrices respectives de f, h et g relativement a la
base canonique, on a : N = QMQ™!. Donc N et M sont semblables, or M n’est
pas diagonalisable, donc N n’est pas diagonalisable.

4. Yk € [0; n], fF(XF)+h(XF) = kXF 14 (n—k)XFHL = nXFH (X2 -1)XF L =
aX x Xk 4 b(X2 -~ 1)kX* L aveca =n et b= —1.

Par linéarité et comme (X*)g<r<, est une base de R,,[X], VP € R,[X], f(P) +
h(P) = nXP — (X2 — 1)P".

Diagonalisation et symétries

ol
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1.

Soit E un C—espace vectoriel de dimension n et s € L(E) une symétrie autre que
1
+idg. On considére ¢ : f € L(E) — §(f os+sof)eL(E).

Calculer (idg) et ¢(s).

2. On note E; et E_; les sous-espaces propres a s. Donner une relation entre Ej,

R

E_q et E.

Montrer que ¢ est un endomorphisme.

Montrer que f est dans Ker(¢p) si, et seulement si, f(E;) C E_1 et f(E_1) C

E;.

. Soit A une valeur propre de ¢ et f un vecteur propre associé. Soit x € Ej.
Donner une relation entre f(z) et s(f(x)).

Méme question avec x € E_;.

Solution (Ex.90 — Diagonalisation et symétries)

p(idg) = s et p(s) = idg.

E=E ®oE_;.

On vérifie sans peine que ¢ est un endomorphisme.

e Supposons f € Ker(y). Alors fos= —so f.

Soit x € Eq. f(z) = f(s(z)) = —s(f(x)) donc f(x) € E_4
Soit x € E_1. f(x) = f(—s(x)) = s(f(z)) donc f(z) € E;
e Supposons f(E1) CE_j et f(E_;) C E;.

Soit z € E quelconque : I(z1,2-1) € By x E_j,x =21 + 2.

sof(z) =sof(x1)+sof(r-1)=—f(z1)+ f(xz—1) = —fos(z1)— fos(z_1) =
—fos(x).

Ainsi, so f = —foset o(f) =0z : f € Kerp.

. Avec x € Eq, d’une part : o(f)(x) = Af(x),

d’autre part : p(f)(z) = %(f os(x)+so f(x)) = %(f(x) + s(f(x))).
Donc s(f(z)) = (2A = 1) f(x).

: f(El) CcE_;.
: f(E_l) C E;.

Avec ¢ € E_q, d'une partlz o(f)(x) = Nf(x), .
d’autre part : (f)(z) = §(f os(xz)+so f(x)) = 5(—f($) +s(f(x)))
Donc s(f(x)) = (2A+ 1) f(x).

Exercice 91 | Polynome annulateur et puissances

Lycée Henri POINCARE
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2 00
Soit A= —1 1 2
0 0 2
1. Calculer le polynome caractéristique de A.
2. Vérifier que (A — 213)%(A —I3) = 0.
3. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par ya.
4. Exprimer, pour tout n € N, A” en fonction de n, I3, A et A%

Solution (Ex.91 — Polynome annulateur et puissances)
1. xaA(X)=X?-5.X24+8-X—4=(X-2)?% (X-1).

00 0
2. (A-2I3)2=| 1 1 -2 | puis (A—2I3)%*A—1I3) =0.
00 0

3. Soit R = aX? + bX + ¢ le reste cherché.
X" = xa(X)Q(X) + aX? + bX + ¢ évaluée en X = 1 et en X = 2 donne :
a+b+c=1letda+2b+c=2"
En dérivant et en évaluant en & nouveau en 2 :
da+b=2""n.
On résout et on obtient : @ = 2" In — 2" + 1, b= -3 x 2" In + 272 — 4 et
c=2"n—3 x 2"+ 4.

4. Comme ya(A) =0, 0na: A" = aA? +bA + cl3.

2.5 Espaces préhilbertiens et euclidiens

Projeté

Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2r—périodiques de R dans
R.

1 2w
1. Démontrer que (f | g) = — f(t)g(t)dt définit un produit scalaire.
2
T Jo

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f : x +— cosz et g : x — cos(2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de u : z +— sin? z.

ol
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Solution (Ex.92 — Projeté)
1. Voir cours.

2. Vz e R,sin’z =

(flh)=0et (g|h)=0doncheF L.

N | —
N | —
o

2

On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F est —59-

Cauchy-Schwarz

Soit a et b deux réels tels que a < b.
1. Soit h continue et positive sur [a; b].
€T

En utilisant H :  +— h(t)dt, montrer que :

a

/%Mmﬂ=0=¢We[mbme=0

2. Soit E le R—espace vectoriel des fonctions continues sur [a; b]. Montrer que

b
(1) (f.g) / f(Hg(t)at

définit un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer / Vre ®dt a laide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Solution (Ex.93 — Cauchy-Schwarz)

1. Hest C', de dérivée h > 0, donc H est croissante, nulle et a et en b, donc nulle

sur [a; b].

2. Classique.

1 1 1 / =)
1 _
3. / \/:?e_xdt < \// tdt\// e 2%t = Te
0 0 0

Exercice 94 | Distance a un sous-espace

a b
Soit E = M3(R). Soit F = , (a,b) € R?
b a

1. Montrer que : {.,.) : (A, B) — Tr(ATB) défini un produit scalaire sur E.

2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

Lycée Henri POINCARE

1 1
0s(2z). En notant h: z+— —, u=h — 59 avec g € F.

3. Déterminer une base de F=*.
4. Déterminer le projeté orthogonal de J = sur F+.

5. Calculer la distance de J a F.

Solution (Ex.94 — Distance a un sous-espace)

1. A savoir faire.

1
2. F=Vect(LK)oul=1I, K=
-1 0
a b
3. Soit M =
c d
REGFL¢:(@LD:0et@4K> d=—aetc=0).
1
Donc F+ = Vect(L,N) ot L = etN-(
0
4. J=T+Navecl € Fet Ne Ft donc pri(J) =N =
10

5. d(J,F) =1 = pr(D)l = [|J - 1|| = [IN]| = v2.

Supplémentaires

Soit E un espace euclidien et v un endomorphisme de E tel que :
Vo € B, |lu(@)| < [l

1. Soit y € E et x = u(y) —y. On suppose que = € Ker (u — idg).
Exprimer, pour tout k& € N, u*(y) en fonction de z, y et k.

2. En déduire que E = Ker (u — idg) @ Im (u — idg).

Solution (Ex.95 — Supplémentaires)

L u(y) = z+y, w(y) = u(@) +u(y) = s +r+y = 2o +y, v’ (y) = 2u(z) +u(y) =
32 + y, et par itération immédiate, u*(y) = kx +y ... y compris si k = 0.

2. Par le théoréme du rang, il suffit de vérifier : Ker (v — idg)NIm (u — idg) = {0}
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Soit x € Ker (u — idg) N Im (u — idg), et soit y tel que x = (u — idg)(y) =
u(y) -y

1 1 2
Ona: ¥k € N, = 2 (u¥(y) — ), done |l < 7 (|[u ]|+ 1(19)) < 2
par ’hypothése sur u.

2
Ainsi : VE € N*,0 < ||z]| < Z [ly||. Par encadrement, en passant & la limite
lorsque k — +o0, klim [lz|| = 0, donc ||z|| = 0 (indépendante de k), donc
—+o00

x = 0. Gagné.

Une inégalité

Soit S une matrice symétrique réelle.

Tr(A)?
— .
Montrer que Tr(AZ) S rg(A)

Equation matricielle

Soit n € N* et M € M, (R) telle que MMTM = 1,,.

1. Montrer que M est inversible et symétrique.

2. Déterminer M.

Exercice 98| Générer des matrices positives

Soit n € N*, A € M,,(R) et S = ATA.
1. Montrer que S est symétrique et positive.

2. A quelle condition nécessaire et suffisante sur A S est-elle définie ?

3. (.|.) défini sur M, 1(R) par
(X]Y) = (AX)"AY

est-il un produit scalaire sur M,, 1(R)?

Exercice 99| Un endomorphisme en dimension 3

Soit E un espace euclidien de dimension 3 et B une base orthonormale de E.

Lycée Henri POINCARE

Soit f I'endomorphisme de E défini par

1 2 -2

1
Mp(f) = 3 2 1 2
-2 2 1

1. Donner un maximum de propriétés de f...

1
2. Que peut-on dire de §(sz + f) ou idg désigne I'endomorphisme identité de
E?

’Exercice 100‘ Endomorphisme symétrique
1
Soit E = C*°([0,1] ,R) muni du produit scalaire (f | g) = / fg.
0

On définit T par : Vf € E,T(f) =« - f +u- f”, ot u est un élément donné de
E, tel que : u(0) = u(1) =0.
Montrer que T est un endomorphisme symétrique de E.

Solution (Ex.100 — Endomorphisme symétrique)
e Endomorphisme par la linéarité de la dérivation.

1 1 1
o (T(f) | 9) = /0 (W'f +uf")g = /O (uf'Yg = —/0 uf'g’ (expression
symétrique et f et g).
1 1
De meme, (| T(9) = [ 1s'+ug’) = [ sug) "™ 0= [Cusy.
Donc (T(f) | g) = (f | T(g)) : T est symétrique.

1

‘Exercice 101 ‘ Diagonalisation et transposition
Soit M € M,,(R) disposant de n valeurs propres distinctes A, ..., Ap.

1. Montrer que MT est diagonalisable, avec les mémes valeurs propres que M.

2. Pour k € [1; n], soit Vi, € Ker(M — \iI,) et Wi € Ker(MT — \I,,) des
vecteurs non nuls. Montrer que pour i # j, VZ-TWj = 0.

3. En déduire que, pour tout i € [1; n], Vi W; # 0.

1 n
4. Pour k‘ - [I:]_’ n]]’ SOit Bk = WW]CVE Calculer Bkvl En dédulre ;Bk
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n n
et Z By comme (V;)1<i<n est une base de My, 1(R), Z \:Br = MT.
k=1 k=1
Solution (Ex.101 — Diagonalisation et transposition) [Exercice 102| Minimisation

1. xyr(X) = det(XI, — MT) = det (*(XI, —M)) = det(XI, — M) = x donc M
et M ont exactement les mémes valeurs propres. Comme elles sont d’ordre n
avec n valeurs propres distinctes, elles sont diagonalisables.

Pour P et Q dans Ry[X], on pose (P, Q) = /+<>0 e "P(t)Q(t)dt.
0

1. Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur Ry[X] et que (1,X — 1)

2. Pour i # j, calculons de deux fagons VI MTW; : est une base orthonormée de R;[X].
ViMIW; = VI W;) = A VW5, +o0
VIMTW; = ("MV,)W;) = A, VIW, 2. Trouver le minimum sur R? de (a,b) — / e t(t? — at — b)*dt.
2 2 ) 0
donc (A — X)) VIW; =0, or \; — \; # 0, donc VIW; = 0.
3. Soit i € [1; n]. Supposons : VIW; = 0. Notons (. | .) : (X,Y) = XTY le Solution (Ex.102 — Minimisation)
produit scalaire canonique de M, 1(RR). L’existence de toutes les intégrales est garantie par e 'P(¢)Q(t) = o (1/t?) en
Alors : Vj € [1; n], (Vi | Wj) =04eV; LW, +00, ceci pour tous polynomes P et Q.

Comme (W;)i<j<n est une base de M, 1(R), cela entraine V; € ./\/lml(R)L,

+oo
deéf. k —t
O dut hant trant :Vk e NI = te "dt = k!
donc V; = 0. Ceci est impossible, donc V?Wj % 0. Alors n gagne du temps en sachant/montrant que €%k /0 ¢

1. e Bilinéarité, symétrie et positivité sans souci. Pour la définition, étre rigou-
reux : t — e 'P?(t) continue positive d’intégrale nulle sur | 0; +oc[ entraine
t — e~'P2(t) nulle sur ] 0; +oo|, donc P a une infinité de racines, donc est le

1
T

n
4. Pour k € [1; n], soit B, = ———W, VL. Calculer B,V;. En déduire B
[1; n] k= VT, VeV kVi ; k

n
et Zz\kBk. polynéme nul.
k=1 o (1,1)=Tp=1,(1,X 1) = (LX)~ (1, 1) =T —Tp=1—1=0et
n
e Soiti € [1; n]. Décomposons V; suivant la base (W;)1<j<n : V; = ijWj. X-1L.X-1=XX)-2(L,X)+ (1, ) =L -2+l =2-2+1=1,
j=1 (1,X — 1) est une base orthonormée de R;[X].
BrV; = %kagiijj = %kakVEWk = 2, Wg. 2. min /+oo e '(t* —at — b)’dt = min HX2 — PH2 existe et est atteint si
Vi Wy = Vi Wi (a,b)eR? Jo PER, [X]
n n et seulement si P = pRl[X](X2) ou pg, [x] désigne la projection orthogonale sur
o Vie[l;n], (Z Bk> V; = Zkak =V, et comme (V;)1<i<n est une Ry [X].
k=1 k=1 Comme (1,X — 1) est une base orthonormée de R;[X],
base de My, 1(R), ZBk =1, pryx](XH) = (X2 1D1+ (XX -1)(X—=1) =T+ (I3 — L) (X - 1) =4X -2
k=1 Foo
n n B (ril)inw/ eH(t? — at — b)%dt = [|X2—4X +2|* = [|x?])* + 16X]]* +
Vie [1; NeBy, | Vi = MTW), = MT Wi, = MTV;, et AP
el nﬂ(% ’ k) Z ;mk * ;ZE’“ g e 4117 = 8(X%X) +4(X%,1) —16(X,1) =24 + 32 +4 — 48 + 8 — 16 = 4.
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3 Probabilités

3.1 Probabilités discrétes

‘Exercice 103‘ Magjoration d’une probabilité d’intersection

Soit (Ag)1<k<n des événements mutuellement indépendants. Montrez que la pro-

n
babilité qu’aucun des Ay ne se réalise est inférieure a exp (— ZP(Ak) .
k=1
Solution (Ex.103 — Magjoration d’une probabilité d’intersection)
On cherche la probabilité de B = Iﬁl Ay

n
Par indépendance, P(B) = H (1 —P(Ak)). Or pour tout z € R,e®* > 1+, donc
k=

1—P(Az) < PAR) dot P(B) < exp (— ZP(Ak)>
k=1

—

‘Exercice 104‘ Jeu équitable ¢

Deux personnes A et B jouent : A lance deux fois une piéce équilibrée, et B ne
lance qu'une fois une piéce qui améne pile avec la probabilité p. Le gagnant est
celui qui fait le plus de piles. Tant qu’il y a égalité, ils rejouent.

1. Quelle est la probabilité qu’il y ait égalité au premier tour ?

2. Quelle est la probabilité que A gagne le jeu?

3. Quelle est la probabilité que le jeu ne se termine jamais ?

4

. Existe-il un p tel que le jeu est équitable?

Solution (Ex.104 — Jeu équitable ?)

1. Notons, pour tout k de N*| E; ’événement : « il y a égalité au k—iéme tour ».
Il y a égalité au premier tour lorsque :
A obtient deux fois face et B obtient face, ou A obtient une fois pile et une
fois face et B obtient pile.
Par incompatibilité des événements, puis par indépendance des lancers, on
obtient :

P(EL) = 55(1

11 11, 1+4p

BEARCTRET
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2. Notons, pour tout k de N*, Fj I’événement : « A obtient plus de piles que B
au k—iéme tour », et Ay ’événement : « A gagne au k—iéme tour ».
e A gagne au premier tour lorsque :
A obtient deux fois pile,

ou A obtient une fois pile et une fois face et B obtient face.
. 11 11 3—2

Ainsi : (A1) = P(F1) = 55 + (2551 -p) = — P

e Soit ke N*. Ona: Ay =E1NAAANE,_1 NF.

Ainsi par indépendance des résultats a chaque lancer :

14+p\*' 3-2
P(A@:(%) x 4p

+00
e L’événement G : « A gagne » s’écrit : Ga =d = |J Ag.
k=1
Par incompatibilité des événements Ay, :

+o00o k—1
1+ 3—2 3—2
P =Y (457) 2_3-%

— 4 4 3—p
+oo
3. e L’événement F : « le jeu ne se termine pas » s’écrit : F = [ Ey.
k=1

Les événements Ej; forment une suite décroissante d’événements, donc par
continuité monotone : .
1+p
P(F)= lim P(E,) = lim [(—— | =0.
On en déduit que le jeu se termine presque stirement.
1

4. Le jeu est équitable si et seulement P(Ga) = 3

1
Et:IP(GA):§ — 23-2p)=3-p <<= p=1L
Dans ce cas, le joueur B fait systématiquement pile (sa piéce est truquée : elle
posséde deux piles et pas de face). C’est la seule possibilité pour que le jeu soit
équitable...

‘Exercice 105‘ Séquence pile-pile et séquence pile-face

On dispose d’une piéce, faisant pile avec la probabilité p € ]0; 1[. On effectue
une séquence infinie de lancers.

Quelle est la probabilité d’obtenir deux piles consécutifs sans avoir eu auparavant
la séquence pile-face ?
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Indication : on pourra lister précisément tous les tirages possibles amenant le
résultat voulu ou s’appuyer sur le systéme complet (F1,P1 NPy, Py NFa)...

Solution (Ex.105 — Séquence pile-pile et séquence pile-face)
Soit ¢ = 1 — p. Les seuls tirages favorables sont :

P1P5 de probabilité p?,

F,P,P3 de probabilité gp?,

F1FyP3P4 de probabilité ¢%p?,

Notons E, 'événement Fy ...F,P, 1P, o de probabilité qp?

L’événement PP sort avant PF est : U F,,. Par incompatibilité 2
+00

bilité est : > P(F,)

2
q"
n=0 Z 1_(]

Beaucoup plus élegant a meéditer...
Soit A I’événement « PP sort avant PF ». (F1,P1 NP2, P1NFy) étant un systéme
complet d’événements, la formule des probabilités totales donne :

a 2, sa proba-

=p.

P(A) = P(F1)Pp, (A) + P(P1 N P2)Pp,ap, (A) + P(P1 N F2)Pp,ap, (A) = ¢P(A) +
p? x14+pgx0=(1-p)P(A)+p? etilny a plus qu'a isoler P(A) :
2
p
P(A)=— =p.
(A) »

’Exercice 106‘ Sommes paires

On lance n dés (n € N*). Quelle est la probabilité que la somme des numéros
obtenus soit paire ?

Solution (Ex.106 — Sommes paires)
On note Py, I'événement « la somme des k premiers dés est paire ».

On a: P(P;) =1/2. Soit k € N*. Supposons P(Py) = 3
(Pk, Pi) est un systéme complet d’événements, donc par la formule des probabi-
lités totales :

P(Pg+1) = P(P)Pp, (Prt1) + P(Pr)Pp(Pry1) =

Par récurrence, Vk € N*, P(Py)

—_

1
2

Exercice 107 | Somme de trois dés

Lycée Henri POINCARE
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1.

2.

On jette trois dés cubiques non pipés respectivement rouge, vert et bleu.

1. Proposer un univers ) permettant de modéliser cette expérience.

. Calculer la probabilité d’avoir au moins un as. On exprimera le résultat sous
la forme d’une fraction.

Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux faces portant le méme chiffre.
Soit E et F deux ensembles finis tels qu’il existe une bijection de E sur F. Que
peut-on dire de leurs cardinaux ?

. Calculer la probabilité que la somme des points soit paire.

(7T—4,7—7,7—

Indications : considérer Uapplication f : Q — Q,w = (i, 7, k) —

Montrer que les deux événements considérés aux questions 3) et 5) sont indé-
pendants.

Solution (Ex.107 — Somme de trois dés)

Q = {(r,v,b)/(r,v,b) € [1; 6]} =[1; 6] convient.

A Pava : . T 3 5 125
Soit A I'événement “avoir au moins un as”. A =[2; 6]° et P(A) = & = 216"

- 91

D PA)=1—-PA) = —.

one B(A) = 1~ B(A) =
Soit B I’événement “obtenir au moins deux faces portant le méme chiffre”.
Ez{ (ryv b)/r;év r;ébvaéb}etCard(E)=6><5><4.

6 x5 x4 20 5 4

Card (E) = Card (F). Pourquoi ? Comme f est injective, Card (E) < Card (F)

(sinon deux éléments de E au moins auront la méme image) et comme f est
surjective, Card (E) > Card (F)...

. On chercher la probabilité de Qp = {(r,v,b) € Q/r + v + b est paire}.
On note Q1 = Qp = {(r,v,b) € Q/r + v + b est impaire}.
L’application f : Q — € est une bijection de € sur lui-méme car fo f(i,j, k) =
(1,7,k), donc fo f =idq... f est sa propre réciproque (involution).
De plus : f(Qp) = Qp car (7 —1i) + (7;) +(7—k) =21 — (i + j + k) est impaire
lorsque ¢ + j + k est paire, est paire lorsque ¢ + j + k est impaire.
Du coup, Card (2p) = Card (€21), donc P(Qp) = P(Qr) — P(Qp), don

P(Qp) = 5

ol
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Card (B)

6. On peut remarquer que f(BNQp) 5

=BNQ donc Card (BN Qp) =

1
Dou: P(BNQp) = §]P’(B) =P(Qp)P(B), B et Qp sont indépendants.

’Exercice 108‘ Jeu équitable
Deux archers se disputent un match selon les régles suivantes :

e A et B tirent alternativement sur une cible jusqu’a ce que 'un d’eux la touche.
e A tire en premier (il tirera donc aux rangs impairs).
e Les réussites successives aux tirs sont supposées mutuellement indépendantes.
e La probabilité que A touche la cible, a chaque tir, est p;.
e De méme, la probabilité que I'archer B touche la cible est ps.
Onnote ¢; =1 —p; pouri=1eti=2.

1. Calculer la probabilité que A I'emporte au rang 2n + 1.

2. Calculer la probabilité que B I’emporte au rang 2n + 2.

3. On note Gy (resp. Gg) I'événement « A (resp. B) 'emporte ».
Calculer P(Gq) et P(Ga).

4. Calculer P(G1) + P(Gg) et en déduire la probabilité que le match dure indéfi-
niment.

<)

. a) On dira que le match est équilibré lorsque P(G1) = P(Ga).
4!

Montrer que ceci est réalisé si, et seulement si, py = 1

-p
b) Que peut-on dire si p; = 1/27
c) Etsip; >1/27

Solution (Ex.108 — Jeu équitable)

1. En notant A, I’événement dont on cherche la probabilité, P(A,,) = p1(q192)"

car on doit avoir indépendamment n échecs et un succés de A, et n échecs de
B.

2. P(B,) = p2q5 q7f+1 par un raisonnement analogue.

3. P(Gy)=P (ngN An> ey ZIP’ i p— . car somme géométrique de
raison q1q2 € ]0; 1.
q1p2
Et de fagon analogue : P(Gy) = ——————.
1 —qiqe
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4. Comme pi +qp2=(1—q1) + (1l —q2) =1 —qiq2, P(G1) + P(G2) =1 : la

probabilité que la match dure indéfiniment est nulle.
P1 P1
5.2) P(G1) =P(G2) <= p1=qp2 <= p2=— =
6. a) Sip; = 1/2, alors le jeu équitable si, et seulement si, po = 1... logique non ?

a l1-m
b) Si le jeu est équitable, alors : p; > 1/2 = 1 —p; < 1/2 = py > 1,
impossible. Le jeu ne peut pas étre équitable si p; > 1/2.

3.2 Variables aléatoires réelles

’Exercice 109‘ Exploitation de la fonction génératrice
Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N* et telle que

. E—1
+00
1. Vérifier que Z]P’(X =k)=1.
k=1

2. Déterminer le rayon de convergence R de la fonction génératrice Gx de X et
expliciter Gx(t) pour tout t de | —R; R].

3. En déduire l'existence et la valeur de I'espérance et de la variance de X.

‘Exercice 110‘ Matrice aléatoire

Soit Xq,1, X12, Xo,1 et X992 quatre variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes sur un méme espace probabilisé (2, T, P).

On suppose que ces quatre variables suivent la loi uniforme sur {—1,1} et on
pose, pour tout w € €2,

M(w) = 1 Xia(w) Xig(w)

\/i X271 (w) X272 (w)

Ainsi, M est une variable aléatoire matricielle.
On pose enfin D = det (M) et T = Tr(M).

1. Déterminer E(D) et V(D).
2. Déterminer E(T) et V(T).

3. Déterminer la probabilité que M soit inversible.
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4. Déterminer la probabilité que M soit orthogonale.

| Exercice 111| Produit de deuz V.A.R.
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0. Soit
Y une variable aléatoire réelle indépendante de X, et suivant la loi uniforme sur

{1,2}.
Soit Z = XY.

1. a) Donner l'espérance et la variance de Z.
b) Donner la loi de Z.

2. Calculer la probabilité que Z soit paire.

Solution (Ex.111 — Produit de deux V.A.R.)

1. a) Par indépendance, E(Z) = E(X)E(Y) = )\g = %
De méme : E(Z?) = E(X2)E(Y?2) = (V(X) + E(X)2)E(Y2) = (A + A2) (g) _
5A -+ 5AZ
2 ’ 2 2
V(z) = 10A 4+ 1002 —9A? gA+ %v

b) ¢ Comme X(2) =Net Y(Q2) = {1,2}, Z(Q2) = N.
e Soit £k € N. Comme Y = 2 entraine Z pair :
Z=2k+1]=[X=2k+1]N[Y =1]
Par indépendance :
A\2k+1

P(Z=2k+1)=P(X=2k+1)P(Y=1) = e_)‘m.

[Z =2k = (X=2kN[Y=1])U(X=FknN[Y=2)])

La réunion étant disjointe :
P(Z=2k)=P(X=2kn[Y=1]) +P(X =k N[Y =2])
Par indépendance :

N )\Qk )\Ak

P(Z = 2k) = e~ A

(Z=2k) =5 o o
too I 1— e 22

2. P(Z impaire) = » P(Z = 2k + 1) = —-sh(A) = —— et P(Z paire) =
k=0

34+e
4
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’Exercice 112 ‘ Loi géométrique et multiples
Soit a > 0 et X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre
pe]o; 1]
1. Pour tout d > 2, on note Ay I’événement « X est un multiple de d ». Calculer
P(Ay).

2. Les événements Ay et Az sont-ils indépendants ?

Solution (Ex.112 — Loi géométrique et multiples)

1. Soit g =1—p.
[Ad] =

deux disjointes, par additivité :

+00 +oo +oo
_ — pq
P(Ag) =Y PX =kd)=> ¢ 'p=pg" "> (¢") =
k=1 k=1 k=0

kLIJ\I [X = kd]. Cette réunion étant une réunion d’événements deux a
E *

d—1

1—qd
2. Notons que : Ay N Az = Ag.

P(Ay N As) = P(Ay)P(A e v (i
(A2 N Az) = (2)(3><:>(1—q6)_(1—q2)(1—q3){:>(1~|—q3)_
p
(1—612)2
q 1 2 3 2
= = ¢E(l+g =1+ == ¢ =l=qg=1=
TR q*(1+q) q q q

p =0 : impossible.
Les événements As et Az ne sont pas indépendants.

‘Exercice 113‘ Matrice aléatoirement diagonalisable
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques
de paramétres p et ¢ > 0.

X
0 Y

Quelle est la probabilité que la matrice A = soit diagonalisable ?

Solution (Ex.113 — Matrice aléatoirement diagonalisable)

Comme Sp(A) =X, Y, A est diagonalisable si X # Y.

Si X =Y, alors A n’a qu'une valeur propre mais n’est pas égale a XIy, donc A
n’est pas diagonalisable.

La probabilité de I’événement D : « A n’est pas diagonalisable » est donc :
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+oo . ., Ttoo
PD)=P(X=Y)=Y PX=kY=4k"E" Y PX=kE(Y =k
k=1 k=1
+00 oo
— — k pq
P(D) = Iﬁ et P(A diagonalisable) = P(D) = 1 — P(D).

| Exercice 114 Couple de VAR et parité

Soit Y et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, T,P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi du couple (X,Y) est donnée par :

V(Z7])€N27 pz,j:P(lea Y:]):

1
e2i+1 j! ’
1. Justifier que la famille (p; ;)(; j)en2 est sommable et calculer sa somme.

2. a) Montrer que Y suit la loi de Poisson de paramétre 1 et X + 1 suit la loi
géométrique de paramétre 1/2.
b) En déduire que I'espérance et la variance de X et de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. a) Exprimer I’événement [X = Y] a l'aide des événements (X = k) N (Y = k).
b) Calculer P(X =Y).

5. On s’intéresse a I'événement A : < Y est un entier pair >>.
a) Identifier la loi de la variable Z = %(1 + (=1)Y).

b) Exprimer P(A) en fonction de Gy (—1) ou Gy désigne la fonction génératrice
de Y.
c) Quel est le plus probable : A ou son contraire ?

Solution (Ex.114 — Couple de VAR et parité)
1. a) Soit j € N.

La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(X = z'])ieN donne :

PY—’—+OOPX—’Y—'— LgRl_ 1 Y
( —J)—Z (X =1, —])—@25—@—6 F
1=0 1=0

Soit 7 € N.
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La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
([Y = j])jeN donne :

<2 1 X1 1
P(X:z'):ZP(X:i,Y:j):WZﬁ:F,
7=0 =0

Ainsi: (X+1)(Q) =NetVie N, PX+1=i)=PX=i-1) = 21 =
1,1 1
()7 x=.
2 2

X +1<G(1/2) et Y < P(1).
b) Par le cours: E(Y) = 1, et par linéarité : E(X) = E(X4+1-1) = E(X+1)-1 =
2-1=1.

1-1/2
Deplus: V(Y)=1et VX) = V(X +1) = /27 =
B(X) =E(Y) =1, V(X) = 2 et V(Y) = 1.
1 —1
2. Pour tout (i, ) € N*, P(X = i)P(Y = j) = Fej_' =P(X =14,Y = j), donc

X et Y sont indépendantes.

3.a) [ X=Y]=J (X=k)n(Y=k).
keN
b) La réunion précédente est une réunion d’événements deux a deux incompa-
tibles, donc par o—additivité :
+o00 +o00 1 1 +o00 (1/2)k 1
PX=Y)=Y PX=kY=k =) —r > el/?

e2k+1El  2e k' 2
k=0 k=0 k+0

1
PX=Y)= 2_\/6'
4. a) Lorsque la valeur de la variable X est un entier pair (resp. impair), la variable
aléatoire Y prend la valeur 1 (resp. 0). La variable aléatoire Y suit donc une
loi de Bernoulli de parameétre p = P(A).
Y — B(P(A)).
b) La fonction génératrice Gx est assurément définie sur [—1;1] et Gx(t) =
E(t*) pour tout t € [—1,1].
Le paramétre p est ’espérance de la variable Y et, par linéarité de ’espé-
rance,

P(A) = E(Y) = 5 (1 + B((-1)%

~—

) = 5(1+Gx(-1)

P(A) = 5 (1+ Gx(=1)).

N =
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c) Lorsque X suit une loi de Poisson de paramétre 1, on sait Gx(t) = e!~! pour premiers tirages.
l+e? 1 - S 2 2 3 1
tout t € R et donc P(A) = +2e > 3 donc A est plus probable que A. On a, par ce qui précede, E(P;,) = 5= 0,4 = 40% et V(P,) = 5 x 5 x n
6
25m°

‘Exercice 115‘ Probabilités asymptotiques

On veut que n soit assez grand pour garantir P(0,35 < P, < 0,45) > 95%.
Or: [0,35 <P, <0,45] = [|P, — E(Y1)| <0,05] = [|P, — E(Y1)| > 0,05]

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev.

2. Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et ad- Prenons a = 0,05 = — dans l'inégalité précédente.
’ 20

6 x 202
25m

n
mettant une variance. On pose : Vn € N*|S,, = > Yy,
k=1

>a> < M
- ~  na?

On sait alors que : P([|P, —E(Y1)| > 0,05))
6 x 202

<
Sn
g E(Y1)

Prouver que : Vn € N*, P <

Il suffit donc que n soit tel que <5%

6 x 202 6 x 42

3. Application : on effectue des tirages successifs et avec remise d’une boule dans
<S5N<=n>——
25n 1/20

une urne contenant 2 boules rouges et 3 boules noires.

<= n >6x16 x 20 ie. n > 1920.

En notant Y; la variable aléatoire indicatrice de '’événement « le i°™¢ tirage
donne une boule rouge », déterminer & partir de combien de tirages on peut
garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges restera strictement
comprise entre 0.35 et 0.45.

‘Exercice 116‘ Temps d’attente au guichet

Trois individus Ay, As et Ag se présentent dans un bureau de poste comportant
2 guichets. Les individus A; et As sont pris en charge dés leur arrivée, Az doit
attendre que Ay ou As ait fini pour passer & son tour au guichet. Le temps passé
au guichet par A; est noté X; (1 < ¢ < 3); on suppose que chaque X; suit une

Solution (Ex.115 — Probabilités asymptotiques)

1. Si V(X) existe, alors : Va > O,IP’( X —E(X)| > a) < V(z() loi géométrique de paramétre p et que les X; sont indépendantes.
. a On note Y le temps d’attente de Ag avant son passage au guichet.
2. Par linéarité : E(S,) = ZE(Yk) = nE(Y;), donc E(S_”) = E(Y1). 1. Pour k € N, déterminez P(Y > k). Donnez la fonction de répartition de Y.
k=1 " 2. Montrer que Y suit une loi usuelle a préciser.
n
Par indépendance des Y;, V(S,) = ZV(Yk) = nV(Y;), donc V(_n) _ 3. Déterminez le temps moyen passé par Az a la poste.
n

k=1
Solution (Ex.116 — Temps d’attente au guichet)

1. Y = min(Xy,Xs) donc (Y > k) = (X5 > k)N (X2 > k) puis P(X; > k) =
(1 —p)* (k échecs successifs et indépendants!).

V(Y1)

n
L’inégalité demandée est ’application de I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev

ala VAR S—n
n

2
. Chaque Y; suit la loi de Bernoulli de paramétre 5 et les Y; sont mutuellement
indépendantes car les tirages s’effectuent avec remise.
n
> Vi
k=1

Soit P,

la proportion de boules rouges obtenues au cours des n
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Alors par indépendance de X; et X, P(Y > k) = (1 — p)?*

En notant F la fonction de répartition de Y, on a :

pour z < 1, F(x) =0;

pourx > 1, F(z) =P(Y<2)=1-P(Y>2)=1-P(Y >k)=1-(1-p)k
ou k est la partie entiére de x.

. On pose g=1—p.

Y(2) = N*| et, pour tout k > 2,

ol



PC

REVISION POUR LES ORAUX

2022-2023

[Y=FK=[Y>k—-1\[Y >k, avec [Y > k—1] C[Y > k], donc :
P(Y = k) = B(Y > b— 1) — B(Y > k) = 02 — ¢ = () (1 — @)
Donc Y suit la loi géométrique de paramétre 1 — g% = p(2 — p).

3. Soit Z le temps passé par Agz a la poste. Z =Y + X3 donc par linéarité :

WD:EOU+MX@:ﬁ?;5+1_1+2—p_ 3 p

p p2-p p2-p)

‘Exercice 117‘ Matrice aléatoire
Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans Z telle que P(Y = k) = P( —k)

0 Y 1
Y 0 1
Y 1 0

pour tout k € Z et que |Y| suive une loi de Poisson. On pose A =

1. Donnez la loi du rang de A.

2. Calculez la probabilité que A soit diagonalisable.

Solution (Ex.117 — Matrice aléatoire)
Commencons par la loi de Y ...
Soit A € ]0; +o0o[ le paramétre de la loi de Poisson de |Y].

/\k
Pour tout k € N, P(|Y| =k) = e_)‘ﬁ.

Comme P(Y = k) = P(Y = —k), on en déduit :
e P(Y=0)=e",

1 *A)\Ikl
=3¢ Tl
1. On arg(A) > 2 car (Cyq,Cs) libre, donc :

rg(A) =2+=det(A) =0<=Y+Y?=0<= (Y=00uY =—1)

Ainsi, en notant R la VAR égale au rang de A :

(IR) = {2,3}, P(R = 2) = P([Y = 0JU[Y = 1))

P(R=3)=1-PR =2).

2. aX) =X - (14+Y+Y)X - Y2 - Y =X+ 1)X2-X-Y -Y?).

Xa(X) =X+ 1D)(X+Y)X =Y —1), donc les racines de x sont —1, =Y et

Y+ 1.

o Vi€ Z* P(Y = k)

incomp.

e_>‘(1 + ), et

Lycée Henri POINCARE

1 Y 1
1 siY=1
re(A+1I3)=r =
g( 3)=rg|Y 1 1 {2 SY A1
Y 1 1

2 siY=1

1 siY#1

Premier cas : Y = 1.

Sp(A) = {—1,2} avec dimE_; = 2 donc A est diagonalisable.
Deuxiéme cas : Y = —2.

Donc dimE_; = {

-2 =2 1
rg(A —2I3) =rg| -2 —2 1 | = 2 donc dimE_5 = 1. Ainsi Sp(A) =
-2 1 =2

{-1,2} avec dimE_3 =1 et dimE_; = 1, donc A n’est pas diagonalisable.
Troisiéme cas : Y # 1 et Y # —2.
Alors A a trois valeurs propres distinctes (car =Y = Y+ 1 < Y = —-1/2,
valeur impossible), donc A est diagonalisable.
Soit D I’événement « A est diagonalisable ».
e M\

4

P(D)=1-PD)=1-P(Y=-2)=1-

48,48
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