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Exercice 52 Racines 7-èmes de l’unité

On pose ω = exp

󰀕
2iπ

7

󰀖
puis S = ω + ω2 + ω4 et T = ω3 + ω5 + ω6.

1. Calculer S + T et ST.

2. En déduire les valeurs de S et de T.

Solution (Ex.52 – Racines 7-èmes de l’unité)
Rappel : comme ω est une racine 7-ème de l’unité et que l’ensemble des racines
7-ème de l’unité est {ωk, k ∈ 󰌻 0 ; n− 1󰌼}, on a :

ω7 = 1 et 1 + ω + ω2 + ω3 + ω4 + ω5 + ω6 = 0.
1. À l’aide de ces relations, on trouve S + T = −1, ST = 2

2. S et T sont les racines de X2−(S+T)X+ST, i.e X2+X+2. ∆ = −7 = (i
√
7)2.

x1 =
−1− i

√
7

2
et x2 =

−1 + i
√
7

2

Im(S) = sin
2π

7
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4π

7
+ sin

8π

7
or sin

2π

7
+ sin

8π

7
= sin

2π

7
− sin

π

7
≥ 0 car

sin est croissante sur
󰀗
π

7
;
2π

7

󰀘
. Comme sin

4π

7
≥ 0, Im(S) ≥ 0, donc

T =
−1− i

√
7

2
et S =

−1 + i
√
7

2
.

Exercice 57 Une base non échelonnée
Soit pour tout entier k de 0 à n : Pk = Xk(1−X)n−k.

1. Montrer que la famille (Pk)0≤k≤n est une base de Rn [X] .

2. Exprimer : 1,X, ...,Xn dans cette base.

Solution (Ex.57 – Une base non échelonnée)
1. • dim(Cn[X]) = n+ 1 = card({Pk, 0 ≤ k ≤ n}).

• Soit (ak)0≤k≤n ∈ Cn+1 tel que :

(♥) :

n󰁛

k=0

akPk = 0.

Notons que pour tout k ≥ 1, 0 est racine d’ordre k de Pk donc racine de P
(i)
k

pour tout i ∈ 󰌻 0 ; k − 1󰌼 mais pas de P
(k)
k .

(♥) en X = 0 donne a0 = 0.
En dérivant (♥) puis en évaluant en X = 0 : a1 = 0.

En dérivant à nouveau (♥) puis en évaluant en X = 0 : a2 = 0...
En itérant, ∀k ∈ 󰌻 0 ; n󰌼 , ak = 0. Donc la famille est libre.
• Bilan : la famille est bien une base.

2. Xn = Pn,
Xn−1 = Xn−1(1−X) + Xn = Pn−1 + Pn,
Xn−2 = Xn−2(1−X)2 + 2Xn−1 −Xn = Pn−2 + 2Pn−1 + Pn ...

laisse conjecturer que : Xk =

n−k󰁛

i=0

󰀕
n− k

i

󰀖
Pn−i. Vérifions-le :

n−k󰁛

i=0

󰀕
n− k

i

󰀖
Pn−i =

n−k󰁛

i=0

󰀕
n− k

i

󰀖
Xn−i(1 − X)i = Xk

n−k󰁛

i=0

󰀕
n− k

i

󰀖
Xn−k−i(1 −

X)i

n−k󰁛

i=0

󰀕
n− k

i

󰀖
Pn−i = Xk(X + 1−X)n−k = Xk

Remarque : on sait que toute famille échelonnée en degrés est libre, mais cette
propriété est vraie pour toute famille échelonnée en « valuation ». La valua-
tion d’un polynôme non nul est le degré du plus bas monôme non nul de ce
polynôme :

Si P =

d󰁛

k=0

akX
k, alors val(P) = min{k|ak ∕= 0}.

La matrice représentant une telle famille dans la base canonique est alors
triangulaire inférieure à pivots tous non nuls, donc est inversible, donc cette
famille est une base.
Ici, la famille (Pk)0≤k≤n(Pk)0≤k≤n(Pk)0≤k≤n est échelonnée en valuation donc est une
base.
En effet, Pk = Xk(1−X)k = Xk

󰀃
1+ . . .󰁿󰁾󰁽󰂀

deg󰃍1

󰀄
= Xk + . . .󰁿󰁾󰁽󰂀

deg󰃍k+1

donc val(Pk) = k.
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