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Racines 7-émes de l'unité En dérivant a nouveau (O) puis en évaluant en X =0 : az = 0...

B 2im — 9 4 3 5 6 En itérant, Vk € [0; n],ar = 0. Donc la famille est libre.
On pose w = exp (T) pus S=wtw’+w® et T=uw’+w’+u’. e Bilan : la famille est bien une base.

1. Calculer S+ T et ST. 2. X"=P

n»
2. En déduire les valeurs de S et de T. Xl =X""11-X)+X"=P,_1 + Py,
X2 =X"2(1 = X)? +2X" = X" =P,_9+ 2Py + Py, ...
Solution (Ex.52 — Racines 7-émes de 'unité) ko ke
faq 3 .Yk Ars . .
Rappel : comme w est une racine 7-éme de 'unité et que ’ensemble des racines laisse conjecturer que : X* = Z ( i >Pn—i- Vérifions-le :
7-éme de 1'unité est {w*,k € [0; n— 1]}, on a : =0
w=letl+w+w?+w+wr+wd+w5=0 = n—k = n—k i i kn_k n—k k—i
X ' DT T Pan =D )X =X =Xy ()X -
1. A l'aide de ces relations, on trouve S+ T = —1, ST = 2 i=0 v i—0 t i—0 t
2. Set T sont les racines de X2 — (S+T)X+ST, d.e X2+ X+2. A = —7 = (iv/7)2. X);
—1 -7 —1+iV7 - —k
2 4w 87 . 2m . 8w 2T .7 =0 . a1 ) ) . .
Zm(S) = sin - + sin - + sin - or sin - + sin - = sin - - sin - >0 car Remarque : on sait que toute famille échelonnée en degrés est libre, mais cette
T o Ar propriété est vraie pour toute famille échelonnée en « valuation ». La valua-
sin est croissante sur [§7 7] Comme sin a >0, Zm(S) > 0, donc tion d’un polynome non nul est le degré du plus bas monéme non nul de ce
T__l_iﬁets__1+iﬁ polynome : .
2 2 . SiP= Zaka, alors val(P) = min{k|ay, # 0}.
k=0
Une base non échelonnée La matrice représentant une telle famille dans la base canonique est alors
Soit pour tout entier k de 0 & n : Py = X¥(1 — X)"~*, triangulaire inférieure & pivots tous non nuls, donc est inversible, donc cette

famille est une base.

Ici, la famille (Pk)oskgn est échelonnée en valuation donc est une

base.

En effet, P, = XF(1-X)* =X*(14+ ... ) =X*+ .. doncval(Py) = k.
deg>1 deg>k+1

1. Montrer que la famille (Pj)o<k<p est une base de R,, [X].
2. Exprimer : 1, X, ..., X" dans cette base.

Solution (Ex.57 — Une base non échelonnée)

1. ¢ dim(C,[X]) =n+1=card({Pr,0 < k <n}).
e Soit (ag)o<k<n € C"* tel que :

(@) : Z akPk =0.
k=0

Notons que pour tout £ > 1, 0 est racine d’ordre k de Py, donc racine de P,(j)

pour tout ¢ € [0; k — 1] mais pas de ng).

(V) en X = 0 donne ag = 0.
En dérivant (O) puis en évaluant en X =0 : a; = 0.
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