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Exercice 1| Natures des séries de terme général u,, ...

! 1\"
1. w, = — >0 2. wu,=(1+-) — >1
u - (n>0) U ( + n) e (n>1)
1 n N\
3. u, = >0 4. u, = k >1
= G (0120 we(%6) o2y
7 X n? 7(—1)"
5. wu, =si >0 6. u,= >2
U = sin == (n>0) u Tt (S (n>2)
\" "
7. up, = (nblnﬁ) (n>1,aeR) | 8. wu, 1_:La2n (n>0, a €R)
Solution (Ex.1 — Natures des séries de terme général uy, ...)
n n 1 n
Unit _ (1 =(1- e !carIn(l1+u) ~ u.
Up, n—+1 n—+1 n——+o0 u—0

Par le critére de d’Alembert, Z U, converge.
1

n :

~Y
n—-+oo

1 1 1\" 1
Caln(1+=2)=1--4+0 (1/n?), (1+ =) =e—~+0 (1/n?) donc u,
nln( —|—n) n+ (1/n?) ( —|—n> e n—}— (1/n?) donc u
la série diverge.

1
. Inn ——— +o0, donc il existe ng tel que n > ng = 0 < u,, < —. Zun
n

n—-+oo
converge par équivalence.

2

Up =

n(n+ 1) notoo n2
de paramétre 2.

sin <7r
s

—1)tlgin ——

(1) sin —

séries alternées.

la série converge par comparaison a la série de Riemann
(n+1)2=2n+1)+1 m

n+1 > Sin<7r(n_1)+n+1>

: on conclut a la convergence grace au critére spécial des

. Up

- Up = (_\/}—3: <1+(1)2/\/ﬁ> T (_\/17%” (11: (?/115)71)_1 .
- S (5o ()] -re()

converge par le théoréme spécial de séries alternées,
1 L . . .
g — est une série de Riemann divergente,

1 .
g @) (3—/2 est une série absolument convergente donc convergente, par com-
n

Lycée Henri POINCARE

1/6

. . . 1
paraison a la série de Riemann convergente E YL
n

donc Z u,, diverge.

7. In(u,) =n%In (1 - # +o (%)) =n" (1 - # +o (%))
In(uy,) = —éna_2 + 0 (n*?)
e Sia<2:In(uy,) — 0, uy, = 1, la série diverge grossiérement.
e Sia=2:In(uy,) e —1/6, u, e exp(—1/6), la série diverge grossie-
rement.
e Sia>2:nu, =exp (21n(n) - én”‘” + o(n“3)> o 0 car In(n) =
o (no‘_z), donc u, = o (%) et la série converge par comparaison & la série de
Riemann de parameétre 2.

8.

e Si |a| < 1 alors |u,| ~ la]™, or Z la|™ est une série géométrique convergente.
n——+0oo

Par équivalence de termes généraux positifs, Zun est absolument convergente,

donc convergente.

e Sia=1 alors u, e 1/2 et sia = —1, ugp = 1/2 et ugp41 = —1/2 : dans
n—-—+0oo

le deux cas, g u, diverge grossiérement.
1
, Or E -
a

Par équivalence de termes généraux positifs, E u, est absolument convergente,
donc convergente.

Exercice 2| Un peu tous les critéres

On pose, pour tout n > 2.

n

~
n—-+oo

a

n
o Sial > 1, |uy] est une série géométrique convergente.

Up = ln(n) y Un

1
1. a) Montrer que — = o (wy).
n
b) Quelle est la nature de la série de terme général w, ?
2. Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

3. a) Montrer que la suite (|vn|) n’est pas monotone, méme & partir d’un certain
rang.
b) Déterminer un équivalent simple de v,, — .
c) En déduire la nature de la série de terme général v,.

ol
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Solution (Ex.2 — Un peu tous les critéres)

In? 1 1
n(n) —)OdOHC—ZO(—).
n n

n—+00 In2 (n)

1
b) Comme la série harmonique de terme général — diverge, par négligeabilité la
n

1. a) Par croissances comparées,

série de terme général w,, diverge.

1
2. Comme (m) est une suite décroissante de limite nulle, le théoréme de Leibniz
n(n

assure que la série de terme général u,, converge.

1
3. a) POUI' n 2 3, ln(n) + (-1)” > 0et |Un| = m
1
In(n+1) + (-1)"" —In(n) — (-1)" =In (1 + ﬁ) +2(—=1)""! est du signe de

1
2(-1)"lcar 1 <1+ —

Donc la suite (In(n) + (—1)™) n’est pas monotone, méme a partir d'un certain
rang, donc la suite (v, | n’est pas monotone non plus, méme a partir d’un certain
rang.

1
<2<edonc0<ln(1+—)<1<2.
n

b) -1 1
Voy — Uy = ~ —_——a ~ —Wp,.
T ®(n) 4 (—1)"In(n) notee  In?(n) nodoe

¢) Le théoréme de Leibniz ne s’applique pas au terme général v, ((Jv,|) non dé-
croissante).

On déduit par équivalence de termes négatifs que Z(vn —u,) diverge. Comme

n
g u, converge, E vy, diverge, sinon E

— uy) convergerait par linéarité.
Exercice 3| Natures en série
(=~
N

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

2, Uy =

Soit, pour tout n >

Déterminer la nature de la série de terme général In(1 + u,,).

Déterminer la nature de la série de terme général sin(u,).

oW

Déterminer la nature de la série de terme général cos(u,).

Solution (Ex.3 — Natures en série)

1. est une suite décroissante de limite nulle donc E u,, converge par le critére

1
(7) 2

des séries alternées.

Lycée Henri POINCARE

2 1 1
n 3
2. Comme u,, —)n_) 0, In(1 4 up) = u, — 5 + O (un) = U, — o™ + O <n3/2>

Or Z u, par 1., et Z @ ( 3 /2) convergent car la série de Riemann de paramétre

1
3/2 > 1 converge. De plus la série harmonique E o diverge.
n
n

Donc Z In(1 + w,) diverge.

n

1
3. Comme u,, —+> 0, sin(u,) = u, + O (ui) =u, +0 ( 3/2)

Or Z U, par 1., et Z o ( 3 /2) convergent car la série de Riemann de paramétre

3/2 > 1 converge. Donc par linéarité Z In(1 + uy,) converge.

n

4. Comme cos(u,) — 1 #0, Z cos(uy,) diverge grossiérement.
n——+00

n

Exercice 4 | Convergences et sommes

1
1. Montrer que la série S
nz;l n(n+1)

2. On s’intéresse maintenant & la série de terme général

converge et déterminer sa somme.

Vp = .
" n2(n 4 1)2
a) Justifier que la série Zvn converge.

n
b) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que

a b c
Vn € N*| n = — .
" Y n2+(n+1)2+n(n+1)
X1 w2
c) On donne : Z 2=
n=1
+oo
Déterminer la valeur de Z Uy,
n=1

Solution (Ex.4 — Convergences et sommes)
1 1 1

1. neN*, —— _—_-_ .
" nn+1) n n+1

ou
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Tout marche pour prouver la convergence : majoration, équivalence, domination du
1

terme général par 1/n?, mais soyons directs : la série de terme général 1
n

. 1
converge car la suite (— converge...
n

—+oo
Par télescopage, lim
pag nz—:l N—+4o00

N
1 1 1
— = Y- - = lim 1———=1
n(n+1) ~n ntl Noteo N+1

2. a) Par domination par le terme général de la série de Riemann de paramétre o = 4,
Z vy, converge.

n
b) Soyons directs, en élevant la décomposition en éléments simples de 1., on
trouve directement

1 1 -2
Vn € N* Y= — .
n e v n2+(n+1)2+n(n—{—1)
+00 1 +oo1
C)COmmeZm:Zﬁfly
n=1 n=1
too 2 2 2
™ ™ s
n = —— ——1)-2x1=——-3.
n;” 6+<6 > 3

Fonction ¢ de Riemann en 1

Pour tout a > 1 on pose

+001

((a) = o

n=1

1. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, déterminer lim+ ¢(a).
a—1

2. Donner un équivalent de ¢ en 1.

Solution (Ex.5 — Fonction ¢ de Riemann en 1)

1 <1+/+°°dx
k'ai 1 flja'

1 [t de ¥
1. Par décroissance de x — —, / @ <
M i
k=1
D 1 <((a) <1+ !
onc : —— « -
a—1" - a—1
Par comparaison, lim ((a) = +oc.
a—1t

La majoration n’était pas nécessaire mais sera utile pour la suite.

Lycée Henri POINCARE

3/6

()

2. Bt:Va>1,1< N
e (a—1) as

1, et

< (ae—1)+1, donc par encadrement :

(a—1)
1

~ .
a—=1 a—1

()

Avec ou sans la formule de Stirling

Pour tout n € N, soit

2n)!
w, = 2
(27n!)?
1. Dans cette premiére question, on s’interdit d’utiliser la formule de Stirling.
a) Déterminer un équivalent de Inu, 41 — Inwu,.
b) En déduire que u, —— 0.

n—-+oo
c) En s’intéressant & la série de terme général In ((n41)up41) —In ((n)uy ), montrer

que nu, — +00.
n—-+oo

En déduire la nature de la série Z Up,
n>0
d) Soit v, = v/nu,.
En s’intéressant a la série de terme général Inv,, 1 — Inv,, montrer que la suite
(v/nuy,) converge vers une limite strictement positive.

2. Retrouver les résultats précédents a l'aide de la formule de Stirling.

Solution (Ex.6 — Avec ou sans la formule de Stirling)

1. Dans cette premiére question, on s’interdit d’utiliser la formule de Stirling.
2 1)(2 2 2 1 1
un+1:1n(n+ )(2n + ): ntl (-
22(n+1)2 2n+2 2n+2

a) Inuyiq—Inwu, =In

)

—— —00, donc u,, =
n—-+oo

Un
Inup4r —Inwu, ~ ——.
n—-+4oo 2n
b) La série g (Inup41 — Inwuy,) tend vers —oo, donc In u,,
n>0

eun 0.
n—-+oo

2n+1 1
2n

c) In((n+ 1)ups1) — In((n)u,) = In donc la série Z In ((n +

n>0
Dtng1) — In ((n)u,,) diverge vers +o0, donc In(nuy,) T T donc nu,

~Y
n—+oo 2n

eln(nun) - 400
n—-+oo

ou
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1
Comme nu,, —— +00, il existe ng € N tel que Vn > ng, nu, > 1i.e. uy, > —
n—-+oo n
Z u, diverge par comparaison de termes généraux positifs.
n>0
1 1
d) lnv,y; —Inv, = §ln 14+ — ) +Inuptr — Inuy,,
n
1 1 1 1 1 1
or 511’1 <1+ E) = % +O (ﬁ) et lnun+1 —lnun = —2— +O <n2>
1
donc Inv,41 — Inv, = O <—2) et la série de terme général Inv,41 — Inv,
n

converge.

On en déduit que (Inw,) converge, vers une limite ¢ € R. Donc v, =

14

eln Un ~

n——+o00 \/ﬁ

ce qui permet de retrouver tous

——— ¢ =e° > 0. Cela signifie au passage que u,

n—-+oo
(2n)! Varn(2n)?ne?n
(27n!)2 n—+4oo €27227 (2N )N2" n—too /TN

les résultats précédents... et méme plus : £ = 1/./7.

Ezemples de Séries de Bertrand

Soit aw € ]0; +o0].

2. u, =

. 1
1. Etudier la nature de la série de terme général u,, = ——5—.
nln®n

B 1
2. Etudier la nature de la série de terme général u,, = .
n®Inn

Solution (Ex.7 — Exemples de Séries de Bertrand)

1. fo:t— est continue positive et décroissante sur [2; +oo[ donc Z Uy, est

—
tIn®¢ e

+oo
de méme nature que / fa(t)dt.

eSia=1, / f1(t)dt = [In[In(#)|]5 = In(In(z)) — In(In 2) P +00 ... ;un
diverge. -
eSia#l,

[ o= [( )1“@)]:

Lycée Henri POINCARE
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1
1 1 ——— sia>1

I—a)n '(z) (1—a)h (a = 1) ™)

+00
Donc g u, converge si, et seulement si, a > 1.
n>2

1 xr o0
(2) ==+ sia<l1

e Bilan : E u, converge si, et seulement si, a > 1.

n>2
2. fo:it— ot est continue positive et décroissante sur [2; 4oo[ donc Z Uy, €st
n>2
+oo
de méme nature que / fa(t)dt.
2
oesia>1, fo(t) =o0(1/t*) et t — 1/t est intégrable ... Z Uy, converge.
n>2
xr
e sia= ]., L fl(t)dt = [ln|1n(t)|]§ = ln(ln(x)) — ln(ln 2) m +00 ... n§>:2un
diverge. -
+oo
esia <1, fo(t) > f1(t) > 0 car t* <, or / f1(t)dt diverge d’apres le point
—+oo
précédent donc / fa(t)dt diverge ... Z uy, diverge.
2 n>2
Une série semi-convergente trés classique
(_1)n+1
Soit, pour tout n de N*, u,, = ———.
n

1. a) Justifier la convergence de la série Z Uy, et déterminer le signe de sa somme.
n>1
b) Cette série est-elle absolument convergente ?
“+o0

>

n=1

(_l)n—H

2. En écrivant u,, a l’aide d’une intégrale, montrer que : In(2).

Solution (Ex.8 — Une série semi-convergente trés classique)
(_1)TL+1

n

Soit, pour tout n de N*, u,, =

1. a) Le théoréme spécial pour les séries alternées permet de justifier la convergence

de la série E Uy. De plus, le signe de sa somme est celui de son premier terme,
n>1

ou
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donc positif.
b) La série harmonique étant divergente, cette série n’est pas absolument conver-

gente.
- [%ﬁ <[

> —Z/ / yr-dt

N 1
Un —dt—IN ou IN —/
Zl /0 1+t / 0

Par l'inégalité triangulalre et la croissance de 'intégrale :
N
/0

—dtS
2) — Iy avec In —+>0 d’ou :

1

t
Inl <
\Nl_/01

=H" 0

2. On a:Vn e N*,

Up = —
n n

Alors :
N
n ldt

(=t~
1+t

dt.

1
Nt < ———
N +

Ainsi E Uy =

n+1

In(2).

Exercice 9 | Comparaison de sommes et d’intégrales
1

Pour z € ]0; 4o0[, on pose : Vn > 1, T —
n(n + x)

up () =

1. Montrer que, pour tout z € |0; +ool, la série Z U (T
n>1

SIHE

) converge.

Dans la suite, on pose, pour z € |0; +oo],

2. Soit 2 €]0; +oof et f:[1; +OO[—>R7tH7t(Hx)~

a) Montrer que f est intégrable sur [1; +oo].
+oo +oo

b) Justifier que : / F(dt < S(z) < f(1) + / F(t)dt.
1 1

c) En déduire un encadrement explicite (i.e. sans intégrale) de S(x).

3. En déduire un équivalent de S(z) lorsque z tend vers +oo.

Solution (Ex.9 — Comparaison de sommes et d’intégrales)

Lycée Henri POINCARE
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1. uy(z) Lo T2

(ou “<”, ou “0O”...) permet de prouver que la série Zun(x)

n>1
converge.

2.2) /), v
b) Il s aglt d une comparaison série/intégrale, possible par la décroissance de f.

n+1
On prouve d’abord / f@)dt < up(z) < f(e)de

n—1

assure que f est intégrable sur [1; 4o0].

On somme la partie gauche pour n de 1 & 400 (les convergences ont déja été
—+oo

prouvées) : / f(®)dt < S(x).
1

On somme la partie droite pour n de 2 & +oo (les convergences ont déja été

—+o0
S(x) — ur () < / f()dt.

1
f(1), on obtient le résultat voulu.

prouvées) :

Et comme uy(z) =

1 1/1 1
¢) On peut décomposer : ——— = — [ = — )
tt+x) x\t t+z
oo 1 1 t 17 In(l1+4z)
t)dt = — [Int — In(t Fe—Z 1 =
[ = e meer o = 1 | :
In(1 1 In(1
Donc M <S(z) < n(l+ x)
T 1+ T
1 In(1
3. On vérifie sans peine que = ( M)
1+ T
In(1
On pense alors que S(x) ot w ce que 'on prouve en divisant ’encadre-
x oo

ment précédent :

S
< lnfl (—f)x) S 13;(1 ) + 1. Le majorant tend vers 1 : les gendarmes
xS(x)
assurent

ln(l + :c) z—+00

Exercice 10 | Convergence

Etudier la convergence de Z In
n>1

(=n"
n(n+1)

(14

Solution (Ex.10 — Convergence)

1n<1+ D" >= 1

).

© (n<n1+ 1)) -

Vn+1) )  /n(n+1)

ou
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Or Z par le théoréme des séries alternées, et Z O

1 >
— | converge par
/7 2
n>1 n>1 (n

dommatlon, puisque la série de Riemann de paramétre o = 2 > 1 converge.
Donc la série initiale converge par linéarité.

Exercice 11 | Convergence

Soit Vn > 0, n —1.

Up =

Nature de Z Up, -
n>0

Solution (Ex.11 — Convergence)

1 n
—1In —— 0 donc u,, ——— 0
n n+1 nstoo n—+4o00
1 n 1 n
1 -1 1
n \n+1) no+too n?
Par équivalence de suites positives et Riemann, Z U, converge.
n>0

Série a parameéetre

: _ o (=n
SOlta#Oetanl, un—m.
Nature de Z Up,

n>0
Solution (Ex.12 — Série a paramétre)
eSia<0,n* ——0etn®+(-1)"" ~ (=1)"*! doncu, ~ —-1——
n—-+o0o n—-+00 n—-+oo n—-+o0o

—1 : divergence grossiére.
e Supposons a > 0.

=S () = S (1 5 e ()
Uy = (_nl)n + % +o (%) = vy, + wy, + o(wy,)

(=D"

E v, converge par le théoréme de Leibniz, -
n
n>1

nulle.

> étant décroissante de limite

Lycée Henri POINCARE
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Up — Vp = Wy, + 0o(wy)  ~  w, qui est positive.
n—r+00

Donc Z Uy, — v, converge si et seulement si a > 1 par équivalence et par les séries
n>1 2
de Riemann. 1
Comme u,, = (u,, — vy) + v, €t Z vy, converge, Z u, converge ssi a > 3
n>1 n>1
Par équivalence de suites positives et Riemann, Z U, converge.
n>0

ou



