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Exercice 1

L’objectif de cet exercice est la calcul de I'intégrale

I= /1 In(1 — z) In(z)dz.

400 2
™
On admettra le résultat classique di a Léonard EULER E 2=
n
n=1

. Justifier I'existence de l'intégrale I.
a) Pour tout k£ € N*, on pose sous réserve d’existence

1
Jk=/ ¥ In(z)dz.
0

Justifier 'existence des intégrales Jj et les calculer .
b) Pour tout n € N*, on pose sous réserve d’existence

1
L, = / 2" In(1 — z) In(z)dz.
0

Justifier 'existence des intégrales I,,.
+o0

. Justifier I'existence de la somme Z ——— et calculer sa valeur.
—in(n+1)?

. a) Proposer une suite (uy)n>1 d’éléments de |0; 1] qui tend vers 1 et vérifie u]) —— 0.

n——+oo

b) Montrer que, pour tout n de N*,
Uy 1
0<1I, < uZ/ In(1 — ) In(z)dx + / In(1 — z) In(z)dz.
0 Un

c) En déduire la limite de la suite (I,,).

. a) Montrer que, pour tout n de N* et tout = de [0; 1],

= gk o
ln(l—x)z—Z?—/o 1_tdt.

k=1

b) En déduire, pour tout n de N*,
n
J
0<T+Y <.
k=1
. Calculer 1.

. Uniquement pour les 5/2!!!

a) Rappeler le développement en série entiére de x — In(1 — ) en précisant son rayon de convergence.

b) Calculer I a l’aide du théoréme d’intégration terme & terme.
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Solution (Ex.1 — )
1. Tout le monde a commencé par
’o f:x—In(l —2)In(z) est continue sur |0; 1[‘
voire méme a souligné que f est positive.
o f(x) o —zIn(z) or —zln(x) — 0 donc f est prolongeable par continuité en 0.

o f(x) ~ (x—1)In(1—=z)or (1 —2)In(1l —xz) — 0 donc f est aussi prolongeable par continuité en 1.
T—r T

Ainsi, I est doublement faussement impropre donc existe.

Si vous avez utilisé le critére de négligeabilité (ou d’équivalence) avec f = o(g), il faut préciser

soit que / g converge , soit que g est |intégrable |

2. a) Pour tout k € N*, je pose gy : ]0; 1] = R,z +— 2¥In(x), qui est continue.
e Chaque g est continue sur |0; 1] et prolongeable par continuité en 0 puisque gi(z) — 0. Donc J
xr—r
existe en tant qu’intégrale faussement impropre.
k+1

T sont de classe C! sur ] 0; 1] avec z%+1In(z) — 0
r—

e En intégrant par parties puisque In et x —

k411 1 1 .k 1
k+1 0 o k+1 (k+1)

L’intégration par parties (en toutes lettres) sur une intégrale généralisée se redige :

@ on écrit qu’on intégre par parties,

@ on présente les deux fonctions en jeu, en précisant qu’elles sont de classe C?,

® on détermine les limites aux bornes généralisées (une ou deux), car si elles ne sont pas finies, I'intégration
par parties n’est pas légitime,

@ seulement aprés, on écrit 1’égalité si on sait que ’une des intégrales existe, ou on dit que
les deux intégrales sont de méme nature si cette nature n’est pas encore connue.

b) Pour tout n € N*, on a :
Ve e]0; 1], |z"In(l —z)ln(z)| < f(z)
avec f la fonction intégrable définie & la premiére question, donc par comparaison I,, existe.

3. # ~ i assure la convergence de la série puisque 3 > 1 et ces termes généraux sont positifs.
n(n +1)? n—+oo0 n3
R N 1 1 e AR
;n(n+l)2_;n(n+l)2_;< (n+1) (n+1 ) nzz:ﬁ_nzl —(n+1)?
B 1 AN .
B _N+1_Z(n+1)2 N—-+00 _<__>

4. a) e Par exemple cherchons une suite du type : Vn € N*,  w, =1 — v, avec v, —— 0.

n—-+4+oo
1
ul'! ——— 0 <= nln(l —v,) —— —0 <= —nv,, —— oo(z)nvn—>+oo: Uy = —
n—-4o0o n—4oo n—4oo —+o00 \/T_l
. 1 .
convient, donc u, =1 — T convient.
n
e Si on cherche u, du type u, = e’ avec v, —— 0, il nous faut nv, ——— —o0, v, = —1/\/n
n——+o0o n—-+oo

convient, et u,, = exp <_—
Vn
b) Soit n € N*.
eVrel0; uyl, 2"ln(l-—z)ln(z)<ulln(l-— :v) In(z) donc par croissance de l'intégrale
Un Un
2" 1In(1 — z) In(z)dz n/ In(l — z)In(z)dz (1)
0

0
o Vr € [u,; 1[, 2"ln(l —z)ln(x) <In(l - :v) In(z) donc par croissance de l'intégrale

/1 2" In(1 — z) In(z)dz < /1 In(l —z)In(z)dz (2)

e Par la relation de Chasles,

Uy 1
I, < uz/ In(1 — ) In(z)dz + / In(1 — z) In(z)dz.
0 U

n

e Bt par positivité de l'intégrale, I,, > 0 puisque l'intégrande est positive.

) convient.
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Unp 1
Ainsi 0 < I, < uﬁ/ In(1 — z) In(z)dz —|—/ In(1 — z) In(z)dz.
0 Un

Un
c) e u, — 1 donc / In(l — z)In(z)de —— 1,
n—-4o0o 0 n—-4oo
Un
e puis u;, ——— 0 donc uﬁ/ In(1l — ) In(z)de —— 0,
n——+00 0 n—+00
1
o et enfin w, P 1 donc / In(1 — z)In(z)dr —— 0.

Un n——+o0o

e Par encadrement, I,, ——— 0.
n—+4o00

5. a) Soit « € [0; 1[. On a par somme de termes géométriques :

En intégrant sur [0; z], on obtient

xT tn
=—1 1— dt.
Zk n(l—a)— /O L

b) Soit n € N*.
Pour tout = de ]0 1],

In(z) In(1 — z) —I—va *n(z )Z—ln($)/0m 1tjtdt

Le membre de dr01te étant positif, le membre de gauche I’est aussi.
Remarquons alors que :

xr tn
- ln(:c)/ T dt / —dt car t" < 2"
0

< In(z)z™In(1 — z) en calculant Uintégrale.

Donc : Vz €]0; 1],
no ok
0<In(z)In(1 —2) + Z z lz(ac) < In(z)z" In(1 — )

Et par croissance de l'intégrale

—J
0<I+Y <,
k=1

“+o00
. Jk
6. Puisque I, — 0, par encadrement on a : [ = — —, i.e
n——+oo k
k=1
2

3. m
Zkk—H =2 %

7. Uniquement pour les 5/2!!!

a) Le rayon de convergence vaut 1 et : Vo € | —=1; 1[,In(1 —z) = — Z T

“+oo k 1 +oo
b)I:/ Z—ln daﬂ—/o > hi(x)da
k=1
k

ou, pour tout k de N*, by : ]0; 1[ - R,z — _r In(x) est continue et intégrable d’aprés 2.a) et la série de

terme général hy converge simplement vers f : x — In(1 — z) In(x) continue.

1 Lk 1 1
De plus / |hg(z)| de = / —Ln(x)dx =k ————— donc la série de terme général / | ()| de
converge. 0 0

k ko k(k+1)2
Toutes les hypothéses du théoréme d’intégration terme & terme sont vérifiées donc

1 too +oo 1 7T2

I= hy(z)dz = hi(z)dx = —_— =2 —

/ Z a Z / k@ kz::l k(k+1)2 6
Si on veut appliquer le theoreme de permutatlon en cas de convergence uniforme, il faut se
placer sur un segment. C’est possible en prolongeant les fonctions hy en 0 et 1 par continuité, en posant

hi(0) = hy(1) = 0. Une étude de fonction montre que [|hkl|y (o, 1] = ¢ el donc la convergence de Z hi

k
est normale donc uniforme : la permutation est licite !
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