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1.

2.

1.

Exercice 1| Natures

Déterminer la nature de 'intégrale de la fonction f sur l'intervalle I :

fit— =[0; +o0f

— . 1
242t +1
In(t)
VBIT
t2+1
sin(t) + cos(t)

Vi3 +1
t

fit— =[1; +oof
=105 1]

I=1[0; 4oof

e
In(t)’
f:t'—>t_t2LtJ,I

=10; +oof

f:t»—)ln(l—l—%) I=10; +oof

Solution (Ex.1 — Natures)

-1
—,ouencore F:t— ——;

C te: f(t) -~
onvergente f()t r——

—+oo 2’7

In(¢ 1
Convergente : f(t) ~ ts(/2) =0 (W) ;

. 1
Divergente : f(t) o7
2
Convergente : Vt > 1,|f(t)| < R

5. Divergente :

-1

ft)

2
, et par translation de la variable / ; est de méme nature que
1

t:lt—l

du
Iintégrale de Riemann / —, donc divergente.
o Uu

1
Convergente : f(t) = o (t_2> en +o0o, ou encore : Vi > 3, f(t) <e™!;

1
Divergente : 0 < f(t) < ;2 assure I'intégrabilité en +oo,
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1 1
mais : Vt €]0; 1[, f(t) = n entraine la divergence de / f(t)de
0

2 t2

1 1
8. Convergente : In ( + ) Heti) assure l'intégrabilité en 400,
o0

1 1
eten 0 :In (1 + 252> =In(t? +1) —2In(t) Kol —21In(t) or / In(t)dt converge ...
- 0

Remarque :
donner la valeur) :

+oo +oo
/ In ( > dt = Py / 2dt =T...

Calculs

Montrer Iexistence et calculer les intégrales suivantes :

+oo dx
L. 1:/0 (z+1)(z +2)

+o0
2. J:/ do
0 (exp(x)+1)(exp(—
+oo
3. K:/ 1n(1+ )dx
0
+o00
4. L:/ e Veidz

+oo
5. M= / I dx
1—}—33

1
6. N, =
/a 2 -1

oo dz

vexp(z) +1
dx

0
+oo
8. =
Q /1 sh(x

9. R:/ sin(x) In(sin z)dz
0

x)+1)

dzotac]l; +o0f

7. P=

Solution (Ex.2 — Calculs)

1
1. f:x»—)m

gence par équivalence.

continue positive sur [0; +oo], f(z)

~J
r—r+00 ;L‘2

une intégration par parties peut aussi justifier la convergence (et

. conver-

ol
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+oo
lnf—’_1 =In2.
T+2],

T g 1
I:/ — dx
1

2. : —
frow D +D
convergence par équivalence.

wer [T 1 1
J'= ——du = -.
/1 (u+1)2 Y=

continue positive sur [0; 4oo[, f(x)

1 . .
3. f:xz—1In (1 + —2) continue positive sur | 0; 4o0],
x
1
Vzf(z) = Vrln(l + 2?) — 2y/xlnz —— 0 donc f(x) = o<—> en 0 et
x—0 \/E
flz) ~ — : convergence par domination en 0 et équivalence en +oo.
Tx—+00 I
IPP 9y7+00 too 9
4. f:z+ exp(—+/7) continue positive sur [0; +oof, 22 f(z) — 0 donc f(z) =
Tr—r+00
1
o (—) en +o0 : convergence par domination en +oo.
+oo —+o0
"—f/ w7 [0 4 [ 2 v =2
5. 1 tinue sur ]0; +ocl, V() = 0 done f(a) = o (- )
frae continue sur 00 x onc ol —
(1 + a:) NI
en 0 et x3/2f(x) —T—> 0 donc f(z ( 3/2> en 400 : convergence par
domination en 0 et en +oc.
M —/ Y% 4 = —M donc M = 0.
1 (U + 1)2
1
6. f:x— o) continue positive sur [a; +oo[, f(z) e 72 : convergence par
équivalence.
1 [t 1 1 1 —1" 1 1
Na:_/ — dxz—lnx— :—na+ .
2 /. r—1 x+1 2 z+1], 2 a-1
1 1
7. [z NoEsi continue sur [0; +oo[, 22 f(x) = 0 donc f(z) = o (F)

en +o00 : convergence par domination.

%@T/’ f#l
u

\/__

o 2In(1 + V2).
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22 f(z) —— 0 donc f(z) =

1 .
8. f:z g continue sur [15 +oof, T

400 : convergence par domination.
u=e® +oo 2
Q = du = 2Ne =In
o -1

f iz — sinzln(sinx) continue sur |0; 7/2],

e+1

w2

f(x) — 0 donc intégrale fausse-
z—

ment impropre.

et 1 [ L[
R” g)~t§/ ln(l—tQ)dtzi/ In(1—1t)+In(l+¢)dt =In2—1.
0 0

Développement asymptotique pour une intégrale divergente
Vu? +2u vur+2u

u3 + 2u?
vu? 4+ 2u

/ u3 + 2u?

b) A I'aide du changement de variable z = 1/u, montrer que

1. Etablir la divergence de I = /

2. a) On pose, pour = dans ] 0; 1], —————du. Que vaut lir% f(z)?
r—r

f(x)

2
= —V3+ o (1)
€ x—0

Solution (Ex.3 — Développement asymptotique pour une intégrale divergente)

Vu? 4 2u V2u 1 Vdu
~ ~ et diverge ...
ud +2u? u—0 2u2 u—0 \/2y3/2 ) ud/?
a) oo (U integrale divergente d’une fonction positive tend vers +oo!)

b) f(a 21“/ L i =i+ 2w

Puisf(a:)—\/;—l—\/g:\/l—i—%—\/g: 21 5 700
./1+—+\/j'
T T

Intégrales jumelles

On consideére, pour n € N et sous réserve d’existence, les intégrales :

+oo dt +o0 tn
In:/ —etJn:/ ——dt.
o A+ +1t) o (A4+)(1+1t)

1. Justifier que I,, et J,, existent. Que vaut I, + J,, 7
2. A laide du changement de variable u = 1/¢, en déduire I,, et J,,.

ou
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Solution (Ex.4 — Intégrales jumelles)

1.

2.

1

T BT ) - 2 e +2> Lot

e Convergence :
tn
(14+¢2)(1 4+t t—=+oo t2

too qt
L,+J,= —_—
*lnt /0 1+1¢2

avec 2 > 1.

=7/2.

u=1/t

L, = J,,doncl,=1J,=n/4

Exercice 5 | Se méfier des bornes liées

1.

1.

2.

3.

4.

. Pour z € ]0; +oo[, on pose I(z) = /

T Int
Justifier la divergence de / Tdt.
0
T Int
—at.

1/x

Calculer I(z), et en déduire l'existence et la valeur de lim I(z).
T—+00
“Int ' Int
Soit « > 0. Comparer / 2Lt et / 224
1 t 1/x

. Int
Etudier rapidement la fonction f : t — —~ sur ]0; +oof et interpréter graphique-

ment les résultats précédents.

Solution (Ex.5 — Se méfier des bornes liées)

Int _ 1
La minoration — > n pour ¢ > e suffit & justifier la non-intégrabilité en +oo.

o [2]-

diverge.

x +oo
... = 0, donc / 1nTtdt — 0,bien que / 1n—tdt
1/z 0

r—+00 t

“Int ' Int
/ Dot = 7/ ant puisque leur somme I(x) vaut 0...
1 1/z

...donc la “partie positive de la courbe” de 1 & x compense exactement la “partie
négative” de 1/x a 1 (je suppose dans ce commentaire que = > 1) ...

Exercice 6 | Deur méthodes pour une intégrale semi-convergente

1.

+00 o3
t
Montrer que I = / w

™

dt converge.
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. a) Par m—périodicite, /

L’objectif des questions suivantes est de montrer, de deux facons différentes, que
I ne converge pas absolument.
(n+1)m

. a) Soit n € N*. Que vaut / |sin(t)| dt ?
nm
(N+D)7 0y g N+1
b) En déduire que, pour N € N*, / Jsin )|dt > — Z —.
x t T

c) Conclure.

On traitera cette question sans utiliser la précédente.
a) Justifier que, pour tout t € R, [sin(¢)| + |cos(¢)| = 1.
29 [sin(t)] + |cos(t)]

t

b) Quelle est la nature de / de?

Uy
o [sin(t)|
t

“+o0
cos(t
c) Montrer que / dt et / %dt sont de méme nature.
T

d) Conclure. "

Solution (Ex.6 — Deux méthodes pour une intégrale semi-convergente)

1. Intégration par partie pour augmenter le degré du dénominateur.

(n+1)7 T
\mﬁWﬁ:/sm@&:Z
nm 0

b) En minorant sur chaque intervalle [n7; (n+ 1)7] puis en sommant de 1 & N,
N+1

N+ 15in ()| 2 o 1
—dt > — —.
/,T t i nz::z n

c) Par divergence vers +oo de la somme partielle de la série harmonique...

. a) Car |sin| > |sin|* et |cos| > |cos|”...

b) Divergente par comparaison a l'intégrale de Riemann.
c) En posant u =t 4+ 7/2 puis par équivalence.
d) Par l'absurde, I’absolue convergence contredirait la linéarité par exemple.

Equivalent d’une suite d’intégrales

Pour n dans N*, on pose :

+oo
I, = / e " ln(n + x)dz.
0

1. Etablir que, pour tout entier naturel non nul n, I,, existe.

2. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

ou
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In:ln—”+(9(i3>.
n n

Solution (Ex.7 — FEquivalent d’une suite d’intégrales)

e "In(n+xz) 23 In(n + )

1. lim lim — =0x0=0, ainsi
z—+o00 1/;1;'2 z—+o00 eNe® T
1
e ™ In(n+z) = 9 <P> et on conclut par négligeabilité ...
x oo

IPP _e—nw +o0 +oo e~ nw Inn +oo e~ nw
2. I, = [ ln(n+x)] +/ 7dx:—+/ e
n 0 o n(n+zx) n o nn+zx

e e e "n* oo primit. 1
Alors Vx > 0,0 < < et / e "dr =" — donne
n(n + x) n? 0 n
1 1 1 1 1
m§1n§m+3,donclnm1_@(3)
n n n n n

_ A—nT +o0 +oo —nx 1 +oo —nx
35,2 [ 2 )| 4 [ g [T
n 0 n 0 n

0

e e " +oo —nzx primit. 1
Alors Vz > 0,0 < < et e "dx = — donne
0 n

Arc-tangente like

1. Justifier la convergence de I = /7 N mdu

2. Calculer I a l'aide du changement de variable x = u + 1/2.

+o0 1

Solution (Ex.8 — Arc-tangente like)
1. Remarquer que 4u? + 4u+5=4[(u+ 1) +1] > 0.

1 1
—————— ~ —— assure la convergence.
du2 + 4u + 5 u—rtoo 4u? &

m:ujl/21/+oo dx
1) . 211 i

primit. 7T

2.1

Surprenant (ou pas) ?
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+oo +oo 400 _»
1. Soit I = cos (%) dt, J = SO Ju et K = Y .

a) Montrer que I et J sont de méme nature.
b) Montrer que J et K sont de méme nature.
c) En déduire la nature de I.

2. t+— cos (t2) admet-elle une limite lorsque ¢ tend vers +oo 7

3. Quelle conclusion en tirez-vous?

Solution (Ex.9 — Surprenant (ou pas) ?)

1. a) Poser u = t? (I'intégrale de 7 & 7>

b) Et une intégration par parties!

existe, elle n’est pas impropre!)

c) K est absolument convergente, par la majoration |sin u/u3/2| < 1/u?/?,

3. Contrairement a ce qui se passe pour les séries, il n’est pas nécessaire que f tende

+oo
vers 0 en +00 pour que / f(t)dt converge ...

Exercice 10 | Convergence

; Foo dt
Etudier la nature de I = / _—.
e et + t26_t

Solution (Ex.10 — Convergence)
1 +oo .
I - d’ _— ~ =t - 1 =1):
converge : d'une part T o 1Yo e 'et /0 e~ 'dt existe (=1);

0 L.
<efpourt>1,et / ot qy Pt

— 00

d’autre part : 1 existe.

~J
et + t2e~t t——oo t2e7t

Exercice 11 | Limite d’une moyenne

+oo
Soit f fonction continue et positive sur [0; +oo| telle que / f(t)dt converge.
0

r—+o0 I

1 xr
Montrer que lim — / tf(t)dt = 0.
0

Solution (Ex.11 — Limite d’une moyenne)
Pour z > 1, en majorant ¢ par /= pour t € [0; /x] et t par x pour t € [x; x],

T VT T T
on a : /0 tf(t)dt < \/5/0 f(t)dt+x/\/_f(t)dt. Alors 0 < é/o tf(t)dt <

ou
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1 [V @
7 /0 F()dt + /ﬁ F(t)dt.

VT z T
On conlut avec / f@)dt —— T et / fHde = / f@®)de —

N
/ F(t)dt ——— 0.
0

r—r+00

IPP ou changement de variable ?

Pour n € N, on pose sous réserve d’existence

Too ¢ nt
I, = / _ U g
o ([AFri

1. Justifier 'existence de I,,.
2. Calculer I,, en posant u = "1,
3. Effectuer le changement de variable v = 1/¢ dans I,, et commenter.

Solution (Ex.12 — IPP ou changement de variable ?)

L’intégrande est négligeable devant ¢ — 1/ t3/2 en +o0 et devant t — 1 /vt en 0. On
conclut grace aux propriétés des intégrales de Riemann.

Le premier changement suivi d’'une IPP montre que I,, = 0.

Le second changement de variable C! bijectif u = 1/t conduit a I, = —I,,, donc
I, =0.

Intégrale a parameétre

T de
Soit poura>OIa:/ —
o 1+ asin®(t)

1. Justifier 'existence de I,.

2. Peut-on effectuer le changement de variable u = tant dans I, 7
dt

1+ asin®(t)

4. Calculer I, a 'aide du changement de variable u = tant.

/2
3. Justifier que I, = 2/
0

Solution (Ex.13 — Intégrale a paramétre)

Utiliser la m—periodicité puis la parité, on trouve I, = .
va+1
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