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Btudes de convergence Vn € N*Vo € RY, |fu(x)—f(x)] = =, donc : Vn € N*, ||fu—fll. =
Soit I=[0; 1] et, pour tout n de N*, f,,, g, et hy, les fonctions définies sur I par 1 n
— —0.

fo(x) =21 — ), go(x) =n2™(1 —z) et h,(z) = n?z"(1 — ).

Etudier la convergence simple puis la convergence uniforme des suites de fonctions

(fn)- (gn) et (hn).

Solution (Ex.1 — Etudes de convergence)
hd Vn,fn(l) = gn(l) = hn(l) =0 T 0.

Un+1
e Pour z € [0; 1] et a € R, en posant u,, = n%™, on a: | —4+| —— z € [0; 1]
Up n—-+oo
donc la série de terme général u, converge donc u, —+> 0. Par conséquent
n—-—+0o0

u, — 0.
n—-+o0o

Donc les trois suites de fonctons convergent simplement vers la fonction nulle.
e Les trois fonctions sont continues sur le segment I donc bornées.

e Une étude de fonctions montre que |f, —0| atteint son maximum valant
n n

|
(n—|—1> n—+1 e n+1
fn = 0[], —— 0 et f, 250,
n—-+oo

Donc

n
n+1

n+1
) ——— e ! et (gn) ne converge pas unifor-
n—-+o0o

g —Ollo = nlfull o = (

mément,
[[he, — 0| o = 1|9l e +0o et (hy,) ne converge pas uniformément.

Se méfier des opérations algébriques, méme simples !

1
Soit, pour tout n de N*, f,, : RT — R définie par :  f,(z) =2+ —.
n

1. Etudier la limite simple de la suite (f,,). La convergence est-elle uniforme ?
2. Etudier la limite simple de la suite (f2). La convergence est-elle uniforme ?

3. La suite (f2) converge-elle uniformément sur tout segment de [0; a] de Rt ?

Solution (Ex.2 — Se méfier des opérations algébriques, méme simples /)
1. Soit z € RT. lirf fn(x) = x, donc la suite (f,) converge simplement sur R+
n—-+oo

vers f: RT — R,z 2.
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n n—+oo
Ainsi la suite (f,,) converge uniformément sur R vers f.

. Soit z € RT. lirf f2(z) = 2?, donc la suite (f?) converge simplement sur R+
n—-+00
vers f2: Rt - R,z +— 22

Vn € N*,Vz e RY, |f2(z)— 2

€T
=+
n

1

)| = 3
T det. n. Alors :
1
Vn e N Vo € RY, |f2(zn) — f2(zn)| = ‘2 + n2‘ >2

donc : Vn e N*, |[f,, — flloo > 2 et (||fn — flloo)n ne tend pas vers 0.
Ainsi la suite (f2) ne converge pas uniformément sur R* vers f2.

Posons : Vn € N*,

3. Soit a > 0.
VneN vz e[0; a], |f2(z)— f2x)| = 2z 1]
’ " n  n2
* 2a 1
donc:Vn € N*, |[fo = fllo 0. a) = — et (I1fn = flloo,[0; o))n tend vers 0.

Ainsi la suite (f2) converge uniformément sur tout segment [0; a] vers f2.
Moralité : la convergence uniforme ne supporte pas nécessairement les opérations
algébriques simples...

Prévisibilité de la situation : de identité f2— f? = (fn — f)(fn+ f), on pressent
que pour que ||ffl — ]‘2||OO n—;(?’ mieux vaut maitriser || f,, + f|, ce qui ici n’est

le cas que sur des intervalles bornés...

Exercice 3| Convergence uniforme ?

2Tl
Soit, pour tout n de N*, f, : R — R,z — :c

1+ n2nz?’
1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f
que ’on précisera.

2.
3.

La convergence de (f,,) vers f est-elle uniforme sur R ?

Et sur [a; +oo[ avec a > 07

Solution (Ex.3 — Convergence uniforme ?)

1. Observons que chaque f, est impaire. f,(0) = 0 ——— 0, et pour = # 0,

n—+oo
1

n—+oo0 NI n—+oo

~
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La suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R.
27(1 4 n2"x?) — 2"x(n2" g
(1 + n2nx?)? ’

1
f/(x) est du signe de 1 — n2"z?. Soit z, = ,/7. Donc f, est strictement
n n

croissante sur [0; x,] et strictement décroissante sur [z, ; +oo[. Comme f(0) =

0= lim fn( ) SUPgecRr+ |fn(x)‘ :fn(mn):

. Chaque f, est dérivable et : Vo € RT, f/(z) =

A /2n
Llm m Par symeétrie, puisque f, est
impaire,
* 2n
Vn € N, 1 = Olloo . = 2/n n—+oo

et il n’y a pas convergence uniforme sur R.

+00,

Soit @ >0 et lim x, =0, il existe ng € N* tel que : Vn > ng, x, <a.
n—-+4oo

Par ’étude précédente, pour tout n > ng, f, est strictement décroissante sur
[a; +oo[ (et positive) donc ||fn = Ol| o (4, 4oof = fn(@). Or fu(a) —— 0 (par
convergence simple de 1.).

Done [[fn = Oll oo (4 toof P 0 et la convergence est uniforme sur [a; +o0].

Permutation limite/intégrale : les 3 méthodes usuelles

nsinz
Soit pour tout n € N*, f,, : [0; 7] > R,z —

On se propose de montrer par trois méthodes & maitriser que

i ( / fn(x>dx)= [ i n@as=2 @)

. Montrer que (f,) converge simplement vers f 4L Gin sur [0; 7] et calculer
us
f(z)de.

0
Comme en premiére année.
s ™
En majorant ‘/ fn(x)dz —/ f(x)dz|,
0 0

3. Par convergence uniforme.
Montrer que la convergence de (f,,), vers f est uniforme et justifier (f).

mountrer (f).

4. Par convergence dominée.
Justifier (f) par le théoréme de convergence dominée.

Solution (Ex.4 — Permutation limite/intégrale : les 3 méthodes usuelles)
nsinx

Soit pour tout n € N*, f,, : [0; 7] > R,z — .
n-+x
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On se propose de montrer que

Jim (/Oﬂfn(x)dw> :/Oﬂngrfoofn( Jdz=2 (1)

par les trois méthodes & maitriser.
1. Soit z € [0; 7.

nsinx nsinx
~Y

fn(x) =

donc (f,,) converge simplement vers f ! sin sur [0; 7).

/f d:cf/osm( x)dx = 2...

Comme en premiére année.
™ 3 us
rsinx T
/ | fr(x) — )|d3:</ dxg/ —dx
o Ntz o n
w2
n

En majorant
fn(x)de — f(z)d
/0 (x)dx /0 (x)dz

~ sinx,
n—+x n—>+oco n n—-+o00

‘/ﬂfnx)dx—/ﬂfw
| e~ [ st

donc par encadrement :

(®)-

IA

— 0, ce qui démontre
n——+00

. Par convergence uniforme.

i < Z, donc || fn — fllo < T et par encadre-
n+x n n

Vi € [0; ] |fa() — f(2)] <
ment : [|fu = flloc ——— 0.

La convergence de (f,,), vers f est uniforme. Comme toutes ces fonctions f,, sont
continues sur le segment [0; 7], la permutation intégrale/limite est licite, ce qui
justifie (f).

. Par convergence dominée.

n .
< 1 donc x — 1 est une fonction

. * <
Ve € [0; w],Vn € N*, |fu(z)] < s S

intégrable dominant toutes les f,.
Puisque les f,, et f sont continues, le théoréme de convergence dominée s’applique
et autorise la permutation intégrale/limite, ce qui justifie (f).

Quand intégrale et limite permutent ... ou pas
Soit a un paramétre réel quelconque et, pour tout n de N*,

fn 1105 +oo[ = R,z — z(1+n%™"7).

1. Déterminer pour quelles valeurs de « la suite de fonctions (f,) converge unifor-

mément.

2. Justifier I'existence et déterminer la valeur de
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1 2 . , .
lim :E(l n \/ﬁe’m) da 2. Déterminer un équivalent de J,, lorsque n tend vers +00.
n—+oo Jo L ) . sin(x/n) 1
) ) i Heuristique : comme sin(z/n) ~ x/n, ———= et on
3. Justifier 'existence et déterminer la valeur de n—+00

lim (

n—-+o0o 0

+n’e”")da.

Solution (Ex.5 — Quand intégrale et limite permutent ...

1. fn Cvsf [0 +oo] = R,z .
Par étude de f,, — f, |[fn — flloo = (fu — [)(1/n) = n*"te L.
Il y a donc convergence uniforme si, et seulement si, o < 1.

ou pas)

. a=1/2 donc il y a convergence uniforme sur le segment [0; 1] et le théoréme de
permutation s’applique :

1 1
x(l + \/ﬁefm)dx = / rdr = %
0

a =2 et il n’y a pas convergence uniforme.
Un calcul explicite par intégration par parties donne :

1
/ :v(l + nze*m)dx = § —ne " —e™" 3
0 2

lim
n—-+o0o

—_ .
n—-+oo 2

Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales impropres
Soit, pour tout n € N*, sous réserve d’existence,

J = +o° sin(z/n)

" /0 z(l+2?)
1. a) Vérifier 'existence de J,, pour tout n de N*.
b) Montrer que la suite (J,,), converge, vers 0.

2. Déterminer un équivalent de J,, lorsque n tend vers +oo.

dx.

Solution (Ex.6 — Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales impropres)

1. a) Soit n € N*. De la majoration classique : Vo € R, |[sinz| < z, on tire :

i 1 1
Vi e R sm(x/n) r.t
z(1+22)| ~n 1+ a2
teo dr ) T
Comme / T2 existe (et vaut 5), Jn est absolument convergente, donc
0 x
convergente.
T
b) De la majoration précédente découle par I'inégalité triangulaire : |J,| < on
n

Par encadrement, (J,,), est une suite convergente, de limite nulle.
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2(1 +22) n—too n(l + 22)’
. Etablissons nJ,, ——— — T

~

peut penser que J,

n—>+oo n’ n—4oo 2
; sin (£>
Soit, pour tout n € N*, f,, :]0; +oo[ = R,z — nsin(z/n) _ n
z(1 4 22)

7 .
Z(1+2)
n

e Pour tout n de N, f,, est continue.

fonction continue f : x —

eVre€]0; 4oof, donc (f,,) converge simplement vers la

1
% —,
n—too 14 x2
1+ 22
e De la majoration |sin(z)| < |x| vient

Vn € N*,Vz €]0; +oof,
avec f continue et intégrable sur |0; +o0l.

[fn(2)] < f(2),

+oo +oo
Par le théoréme de convergence dominée, lim fn(z)de = / f(z)dz.
n—+o00 0 0
™ T
Autrement dit : lim nJ, = —-,doncJ, ~ —.
n—-+o0o n—-+oo 27’l

Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales
Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de

nd:f/ ,/1+(1—3> dt
O n

On pourra procéder a un changement de variable...

Solution (Ex.7 — Recherche d’un équivalent pour une suite d’intégrales)

t
Commengons par poser © = 1 — —, changement de classe C! sur [0; n] :
n

1
n:n/ V14 zndx.
0
\/1—|—x”dx—> 1.

Par le théoréme de convergence dominée : /
’I'L—> o0

~

——+o00
L’intégrale se concentre sur f(0)
Soit f: RT — R une fonction continue et bornée.

Rt 5 R,z — m
1+ n2x2

Il s’ensuit que : u, n.
n

On pose pour tout n de N*, f,

oul
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“+o0
1. Justifier, pour tout n de N*, I'existence de I,, = / fn(z)dz.
0

+oo
2. Montrer que, pour tout n de N*, I, = / gn(u)du ol gy, : u — J;(i—/nz)
0 u
3. En déduire lim I,,.

n—-+oo

4. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur [0; +o0[?

Solution (Ex.8 — L’intégrale se concentre sur f(0))
Soit f : RT — R une fonction continue et bornée.
nf(x)
1+n2z2"
1. Soit n > 1. f,, est continue, donc 'intégrale n’est impropre qu’en +00, et il existe
une constante M telle que :

Ve e RY, |fu(2)| < 5=

On pose pour tout n de N*, f, : Rt - R,z

Or la fonction x +— —; est intégrable sur [1; +oo (Riemann 2 > 1) donc I,
x

existe.
2. Posons u : z + nx, C! strictement croissante sur ] 0; +oo[ (car n > 0), donc :
—na [ fu/n) e f(u/n)
I, “=" du:/ u)du avec gp : u —> .
" o 1+ u? 0 gn(u) In 1+ u2
3. e Pour tout n, g, est continue;

cvs f(O)

n—> g :|0; R,u+—
o g g:[0; oo = R,u Ty

)

e g est continue;

o Vn € N* Vu € [0; +oo[, |gn(u)] <

r .
avec u — ——— intégrable.

1+ -%2 1+u
Par convergence dominée, lim I, = / g(u)du = zf(O).
n——+00 0 2

4. La suite (f,,) converge-t-elle simplement sur [0; +oo|?
A 1z fixé dans ] 0; +oof,
. f(x)
osi f(x) #0, fu(z) ~ ——% ——0,

n—+oo Nr? n—too
osi f(z) =0, fu(z) P
Pour z =0, f,(z) = nf(0),
o si f(0) =0, fu(0) O
e si f(0) #0, f,(0) diverge vers +oo (précisément sign(f(0)) x oo).
Bilan : il y convergence simple sur [0; +oo] si, et seulement si, f(0) = 0. Dans
ce cas, la limite simple est la fonction nulle.
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