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‘Commutant d’un endomorphisme nilpotent

-3 4 1
L. a) Ms(p)=| -3 3 1
0 30
331
b) M? = 0 0 0 |, M?®=0, donc ¢*=0.
-9 9 3
011
c) Avec z = (0,0,1), ¢(z) = (1,1,0), ¥*(z) = (1,0,3), |0 1 0| = —1 # 0 donc C =
10 3

(z,¢(x),p*(x)) est une base de R*. Ce n’est pas la seule solution, (1,0,0) ou (0,1,0)
conviennent aussi par exemple.

000
d) N=1|1 0 0] (Cest « faite pour »).
010

2. a) Soit (a,b,c) € R? et ¢ = aid + by + cp?
@ o1h = ap +bp* + cp® =1 o p, donc Vect(id, ¢, p*) C COM(p).
b) ¥(z) = ax + a1p(z) + asp(x), Y(p(2)) = app(x) + a19®(z) Y(¥*(x)) = aop*(x), donc

Qag 0 0
MC<¢) =la; a9 0
as ap Qo

c) Comme M¢(v) = agls + a1N + a;N?, donc ¢ = agid + a1 + axp?, donc ¢ € Vect(id, ¢, p?).
Donc COM(p) C Vect(id, ¢, ©?).

d) a) et ¢) montrent que COM(p) = Vect(id, p, ©?).
De plus (id, ¢, p?) est libre. En effet, si a.id + by + cp? = 0, alors azx + bp(z) + cp?(z) = 0.
Et comme (z, p(x), 9*(z)) est libre, a = b = c = 0.
Donc COM(¢p) est un espace vectoriel, de dimension 3, dont (id, ¢, ¢*) est une base.

e) Soit ¢ I'endomorphisme de R? représenté dans la base canonique par la matrice A. Comme
AM = MA, ¢p € COM(y) donc ¢ € Vect(id, ¢, p?), donc il existe ag, a; et ap tels que
W = agid + a1 + asp?, relation qui entraine que A = agls + 1M + asM?, i.e. il existe
P € Ry[X] tel que A = P(M).

3. a) e Comme f" ' #0, il existe z € E tel que f"~(z) # 0. Posons C = (z, f(z),..., " (z)).

e Card(C) = n = dim(E) donc il suffit que C soit libre pour étre une base.

n—1
e Soit (a;)o<i<n 1 scalaires tels que (R) : Zaifi(:v) = 0.
=0

En composant (R) par f* ! on a : apf" ' (x) = 0 donc ag = 0.
En composant ensuite (R) par f"72, on a : a; f" (z) = 0 donc a; = 0.
En itérant, on prouve finalement que : Vi, a; = 0.
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b) Analogue a 5.a).

n—1
c) Comme en 5.b), C étant une base, il existe n réels tels que g(z) = Z a;i f'(x).
1=0

Qo

a1

Alors Mc(g) =

Qp—1

d) On notant N = M¢(f)

0

Qo

Ap—2

0

0

ay Qo

Ot | O

In—l ‘ On—lJ

n—1 n—1
,on a Mc(g) = ZaiNi = Z%‘MC(fi) =
i=0 i=0

n—1 n—1
Me (Zaifi), donc g = Zaifi, ce qui montre que g € Vect(idg, f,..., "), donc
i=0 i=0
COM(f) C Vect(idg, f,..., f*1).

Finalement COM(f) = Vect(idg, f, ...
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