PC

CH. 7 : SERIES DE FONCTIONS

20232024

Ezxemple de convergence uniforme
(="

On pose VYn e N*Vr eR, f.(z)= T
1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur R.
—+oo
2. On pose, pour tout n > 1, R,, = Z fr. A laide du théoréme spécial des séries

k=n+1
alternées, montrer que pour tout n > 1, R,, est bornée sur R.

3. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur R.

Solution (Ex.1 — Ezemple de convergence uniforme)

1. Pour z fixé, le théoréme spécial des séries alternées assure la converge puisque

1
n + a2

2. Soit n > 1. Vz € R, |R,,(z)|

) est décroissante de limite nulle.

1
<

< < donc R,, est bornée.
n+1+a? "

n+1

1
. 21, < — i .
3. Vn > 1, ||Ra|| el donc ||Ry ||, P 0 et la convergence est uniforme

Exercice 2| Fxemple de convergence normale

1. La série de fonction Y f,, de lexercice converge-t-elle normalement ?
1

T 22
La série Z gn converge-t-elle normalement 7 Et uniformément 7

2. On pose Vn € N* Vo € R,

gn(T)

Solution (Ex.2 — Exemple de convergence normale)

1
1. Vn € N*,||fn||l, = — (majorant évident, et atteint en 0). Donc > || fy]||,, diverge
n
et la convergence n’est pas normale... ce qui prouve que la convergence uniforme
n’entraine pas la convergence normale pour autant...
1
2. Vn e N*||gnll, = ) (majorant évident, et atteint en 0). Donc ) ||gn ||, converge

et la convergence est normale, donc uniforme d’aprés ’exercice précédent.

Exercice 3 | Etude d’une fonction définie par une somme

+oo 1

S(x) = Z

On pose, pour x > 0 et sous réserve d’existence, —.
n -+ n“x

1. Convergence simple
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Justifier que S est définie sur |0; +ool.

1
n+nix’
2. Exemple de passage du local au global : continuité

a) La série de fonctions Y h,, converge-t-elle normalement sur | 0; +oo[?

b) Soit a € ]0; +oo[. Justifier que la série de fonctions Y h,, converge normalement

sur [a; +ool.
c) En déduire que S est continue sur |0; +ool.

Pour tout (n,z) € N* x]0; +oo[ on pose h,(z) =

. Variations sans dérivation
Sans chercher a dériver S, montrer que S est strictement décroissante.
. Dérivabilité et classe : variations et convexité
a) Montrer que S est de classe C* sur ] 0; +oo| et retrouver sa variation.
b) Montrer que S est de classe C? et convexe.
5. Utilisations du théoréme de la double limite : comportement en +o0o
a) A TI'aide du théoréme de la double limite, justifier : S(z) P 0.

+oo 2 2
1 ™ T
b) On rappelle que — = —. Justifier que S(x) < — et retrouver la limite
) ppelle q n§:1”2 G que S(z) < =
précédente.
72

c) A l'aide du théoréme de la double limite, établir que S(z) ~ o Ba
z—+oo Ox
d) En se plagant au voisinage de 0, montrer a 1’aide du théoréme de la double limite
que la convergence de la série y h,, n’est pas uniforme sur ] 0; +ool.

. Comparaison série-integrale
a) Montrer que

: comportement en 0

Vo >0, S(r)— —— </+m—dt < S(@)
. ’ . r+1 ", t(14tx) )
b) En déduire : S(z) ~ —In(x).
z—

. Représentation graphique
a) Calculer S(1).
b) Représenter graphiquement S en tenant compte de tous les éléments obtenus au
cours de cette étude.

Solution (Ex.3 — Etude d'une fonction définie par une somme)

+oo
1
On pose, pour = > 0 et sous réserve d’existence, S(x) = e
pose, p (z) ; s
P ; h < LIV d h i
1. Pourz €]0; +oo[,0 < hy(z) < — X5, donc > hn(x) converge par comparaison.

ou
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Donc S est définie sur |0; +oo].

d) Si la convergence était uniforme sur

1
2. a) ||hn]ly = - donc la série de fonctions Y h, ne converge pas normalement sur
1 1

10; 4o0[.
b) Soit a € ]0; +oo[. [|hn|| Ty < g donc la série de fonctions

> hy, converge normalement sur [a; +00|.

a; +oo| =

c¢) Pour a > 0, les fonctions h,, sont toutes continues sur [a; +oo[ et la convergence
est normale donc uniforme, donc S est continue sur [a; +oo[. Comme ceci est
vrai pour tout @ > 0, S est continue sur |0; +oo].
+o0
3. Soit 0 <z <y.S(x)—S(y) = Z (hn(z) = hn(y)) > 0 car Vn, hy(z) > hy(y). Donc
n=1

S est strictement décroissante.

. Pour tout n > 1, h,, est de classe C2.

-1 2n
Vn > 1,Vx > 0,h), () = ——— et hll(z) = ———=.
. C 1 2
Soit @ > 0. Les majorations |||l 4 40| < 2 et Al oo (a; 4oof S e

justifient la convergence normale donc uniforme des séries Y, h; et > hl sur tout
[a; +o0[ C]0; 400l

Ainsi S est de classe C2 sur |0; +oof et S" et S” se calculent par dérivation terme
a terme. D’ou S’ < 0 et S” > 0 : S est strictement décroissante et convexe.

5. Utilisations du théoréme de la double limite : comportement en +oco
a) S converge normalement donc uniformément sur [1; +oo[, et pour tout n >

1, hp(x) P 0. Le théoréme de la double limite justifie alors que : S(z) ———
T oo

T—+00
0. ,
1
b) Vo > 0,¥n > 1,0 < ha(r) < ——, dot 0 < S(z) < g— et par encadrement
n2x x
S(x) —— 0.
r—+0o0
x
P nt[1; = R, = zhy(2) = ———.
¢) Posons g, : [1; +00[ x — xhy,(x) R g
n+nzx —n’z . 1
gola) = "L > 0 done flgallo = lim_ga(x) = oy
La convergence de ) g, est normale donc uniforme sur [1; +oo[, donc par le
+oo +oo 2
PPN - 1 U
théoréme de la double limite, z_:lgn(m) PR z_:l 3 Le. xS(x) Py
2
™
Ainsi S ~ .
insi S(x) o oo B
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1
10; +oc[, puisque hy(z) — —, la série
z—0 n

>, — convergerait... ce qui est absurde.
n

6. Comparaison série-integrale
n+1 dt
a) Ve > 0,Yn = 1, hpp1(2) < /
En sommant pour n parcourant N*,

1
Ve >0, S(z)

b) /+oo dt _/+ool_ T &
. t(l+tx)y Syt 14t

Ainsi : Vo > 0, —In(z) + In(1 + z) < S(z) < —In(z) + In(x + 1) +

En divisant par —In(z), on obtient

Intégrale et somme

On pose, pour tout n de N, f,(z) = {

n U+t

/+oo dt
< <
x+1 1 t(l+tx)

: comportement en 0

< hp(z).

S(x).

—+o0
= [ln T —ftm} 1 =—In(z) +In(l + z)

1
1+a
S(z) .
“In(a) — al, ie. S(x) ot In(x).
(=)l 2ing  siz €]0; 1],
0 six = 0.

+oo
1. Soit z € [0; 1]. Justifier existence, puis calculer :  f(z) et Z fn(z).
n=0

2. Montrer que la convergence de la série des f, est uniforme sur [0; 1].

3. Intégration terme a terme par CVU sur un segment

Inz
d =
1+ 22 v

1
En déduire I’égalité : /
0

Solution (Ex.4 — Intégrale et somme)
Remarque préalable :

0

définit une fonction continue sur [0; 1].

1. ePourz=1,VneN, f,(z)=0donc

e Pour z € [0; 1[, Vn € N, fu(x) =

+oo
(-1
Z;@n+UT

size]0; 1],
six=0.

+oo
Z fn(x) existe et vaut 0.
n=0

(—2?)"*1 donc, puisque —z? € ]—1; 1],

ou
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= 1 —2?Inx
Z fn(x) existe et vaut —a? x > Inn = 5
= 1—(—2?) 1+z
Finalement tout @ € [0; 1], f(z) © +Eoof() el
inalement : pour tout ; x) = n(x) =
p ) ) vt 1 + xg

. Soit N € N.

Notons que Rn(0) = 0.
Par le critére spécial des séries alternées, pour x € ]0; 1],

+oo
Rx(z)| = Z (=1)" 122" 2 Ing| < 22N |Ing|
n=N+1
Etudions ¢ :]0; 1] = R,z = 22Nt Inz| = —2*N 4 Inz.

p(l)=0= lirr%)go(:zz), et Ve €]0; 1],
z—
¢'(r) = —(2N + 4)22N 3 In g — 22N+3 =

son maximum en exp (—

2?NH3((2N + 4)Inx + 1), donc ¢ atteint
1
2N + 4)'

AN +4\ 1 B 1
2N +4 2N +4)  2e(N+2)

Il vaut —exp <—

Donc [[Rx||, < 2%e(N+2)’ et par encadrement ||Rn||, Fr— 0 : la convergence
est bien uniforme sur [0; 1].
1 1
. Rappelons que / In xdx converge car / Inxdr = —1-AlnA+A —— —1, ainsi
0 A A—0t
Va?lng

U Inz L. . . .
que ﬁdm par équivalence a la premiére, et dx qui est faussement
0 € 0

1+ 22
2]
. . z%lnx
impropre puisque 522 m 0.
Inx

1 1 1 21
/ 2d:c*/ lna:d:z:f/ Lnfg

Chaque f,, étant continue sur [0; 1] et la convergence étant uniforme, la permuta-
tion somme/intégrale est licite :
2?Inz

1 +oo 41
T e = (
J, Trat =2

Une intégration par parties permettra de conclure :

1 2n+3 1 1 ,.2n+2 1
/ 2042 gy Y { x In x} - / m dz
0 2n/+'3 0 0 2ﬂ/+-3 2n/+'3

/1 too (=1
0

S
— (2n+3)

dx par linéarité.

1)" 122 n ada

22lnzx
1+ 22

et enfin
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—+oo

/1 Z (_1)n+1
g ~ 2 a1
Une intégrale somme de série

Intégrations terme a terme sur un intervalle
+oo

1
z_:nxn!
n=1

+oo
(="
-1 ;; (2n + 3)2

Inx

T30~

+o00
1. Montrer que / (exp(e ™) —1)dz =
membres. ’
2. Proposer un développement analogue en somme de série de / 1 e’ In(t)dt.
En déduire une égalité entre intégrales. ’

Solution (Ex.5 — Une intégrale somme de série)

1. e f:xz—exp(e

Bt f(2)

~ e 7
o0

~®) — 1 est continue et positive sur R¥.
avec x — e~ * intégrable.

Donc f est intégrable par équivalence de fonctions positives.
Unp4+1 n
— >0, 2 = >
nln Up (n+1)
assure la convergence de la série de terme général u,,.

“)

e Avec u,, =
n—-+oo

“+o00

->

n=0

e Ecrivons f comme somme d’une série : exp(e~

Zn

n=1
o Apphquonb le theoreme d’intégration terme & terme :
(i) Pour tout n de N*, f,, : & — e "% /n! est continue sur [0; +oo].

(i1) an e fsur [0; +oof.
n>1
(iii) f est continue sur [0; +oo[

WY [ =3

n>1
Par le théoréme d’mtervermon

+oo +00 +oo
/o x)dx = Z/

OO
2. Meéme idée en écrivant et In(t g

(e—x)n
nl

+°° n —nx

e
T =

en posant f, :

M

n!

converge.

00 1

>

n=1

nxnl

—+o0
r)dz, i.e. / (exp(e™™) —1)dz =
0

n

. et on obtient :

20232024

en justifiant I'existence des deux

0 donc le critére de D’Alembert

donc f(x) =
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Foo B = 1 . 1. Montrer que S est définie, continue et croissante sur | —1; +oo].
3. (exp(e™) —1)dz = Z = [ e'ln(t)dt . L.
n x n! . Calculer S(z — S(z) et en déduire un équivalent de S(x) en —1.
; 2ol o 2. Calculer S(z + 1) — S(z) et en déd lent de S(z) en —1
"1
3. a) Montrer que : Vn € N, S(n) = Z —.
Une intégrale somme de série — k
1 1o .
Pour tout u de |0; 1], on pose :  f(u) = exp(u) . b) En déduire un équivalent de S(z) lorsque  — +o0.
u
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Solution (Ex.7 — Harmoniquement)
On note encore f: [0; 1] = R le prolongement obtenu. 1. Montrer que S est définie et continue sur | —1; +o0l.
2. a) Exprimer, pour tout u de [0; 1], f(u) sous forme d’une somme d’une série de Surtout ne pas séparer la série en deux séries divergentes!!!
; ef. 1 1
fonctions. ) oo o Jenote: fro(z) & - - —  powrn>1, x> 1.
e —1 1 n o n+w
b) Montrer finalement que du = Z . def. | 1 1 || ||
o = nxnt Wn e N* Vo e]—1; +oof, |ful(2)| Y |= - _ Lol
n= n n+xz| n(n+z) nstoo n?
Solution (Ex.6 — Une intégrale somme de séric) Par convergence de la série de Riemann de paramétre 2, 2 fn(x) converge simple-
1. e*—1 ~ wdonc f(u) — 1 €R. ment sur | —1; 4o0]. -
u—0 u—0 .
too n1 S est définie sur | —1; +ool.
2.a)Vu€[O;1],f(u):Z - oSoitaetbtelsquefl<a|<|Oet1<b.SboitnGN*. )
! x
= | llaogaryy = sup < or ~ . oy done
b) e Pour tout n de N*, f,, : u — u™~1/n! est continue sur [0; 1]. vela; b (N + ) n(n + a) n(n+a) notoo n
cvs b
° Z fn = fsur [0 1]. Z ——— converge équivalence, et par comparaison Z [|fnl] .y converge.
TL(TL + a) oo,[a; b
n>1 ) n>+ n>1
e [ est continue sur [0; 1]. La convergence est normale, donc uniforme, sur [a; b]. Comme chaque f,, est conti-
1 1 . . . .
Z/ | fo ()] du = Z converge car ¥n > 1,0 < < L ot la série nue sur [a; b], S est continue sur [a; b]..Et comme ceci est valable pour tout a et
= n! nn! = nl b tels que —1 <a <0< 1<b,S est continue sur | —1; +ool.
exponentielle Zl; converge. e Chaque f, est croissante (f) (z) = CESE > 0...), donc par sommation S est
n>1" croissante.
Par le théoréme d’interversion,
1 too 1 2. e Soit x > —1. Je note Sx(z falz
| fwan=3" [ fawau, e Zl
0 10 N, N N, X 1 1
+0o0 oo SN 1)— = = = - .
/ (exple™) ~ 1)z =3 — o+ Zn 2_: +1+ Zn E_: to 1tz Ntltaz
0 ‘= nxn! - - - - 1
B Passons & la limite lorsque N — +o00 : S(x + 1) — S(z) = T
x
. . 1
Harmoniquement e Dans S(z) =S(z+1) — 112’ faisons tendre x vers —17 : lim+ S(x+1) =S5(0)
400 x r——1
On pose : Ve]-1; 4ool, = <_ - ) par continuité, or S(0) = 0. Donc S(z+1) = o L donc S(z+1)— L ~
n=1 n+z ’ z+1)’ 142 a—-1

Lycée Henri POINCARE 4/8 el
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—1 ) b) En posant u = /t dans l'intégrale précédente, déterminer un équivalent simple
r+1 de f(x) quand x tend vers 0.
.. -1
Ainsi:  S(z) ~ T
221 &+ 1 ) Solution (Ex.8 — Etude d’une fonction définie par une somme)
3.a)S(0)=0et:VneNSn+1)—S(n) = nal donc S(n +1) = S(n) + Nl 1. Quel est le domaine de définition D de f? Etudier la continuité de f sur D.
d’ou eSixz<0,e @V T) 400 et la série diverge grossiérement. De méme si x = 0
n 1 n o]
vneN, S(n)= ; = car alors e~ V™ P 1#£0.
= 4
b) Culture nécessaire : S(n) ~ In(n). Six > 0, alors lim n?e” ™" = lim mo_ 0 par croissance comparée (car
) n—-+00 n——+oo m——+oo (ez)m
Par croissance de S : 5([z]) < S(x)1§ S(l=] +1) e > 1). Donc etV = o (1/n2) et la série converge par comparaison a la série de
donc S(|z]) < S(z) <S(|lz]) + ———— Riemann.
donc S(z]) < S(z) < S(l=]) + 1 ' e Soit a €]0; +oof.
Inx Inx Inz (Inz)(|lz] +1) +00 e
1 . —z/n —av/n : A — —av/n
. 0 sans souci, Vr € [a; +oo], ‘e <e or par ce qui précéde f(a) Z e converge.
(na)([e] 1 1) s | | =
S(lz))  S(lz]) In|z] S(|z)) Donc la série converge normalement donc uniformément sur [a; +oo[. Comme
= X or 1 (culture!) h fn est continue sur [a; +oo|, f est conti [a; +oof
oz In 2] oz 2] ooto chaque f, est continue sur [a; +oo|, f est continue sur [a; 40o0].
lz] — 2 Ceci étant valable pour tout @ € ]0; 400, f est continue sur D.
oInlz]=In(z+(lz] —2)) =In(z(1+ T ) 2. Chaque f,, est décroissante sur D, donc par sommation f est décroissante sur D :
_ [z] —x lz] —x . =
le) = e+l (1 + ) mearm( ) o | secy @) S0 = Ua) — fule) >0
|lz] — = =0 g
— —— 0.
z =00 3. La convergence de Z fn est normale donc uniforme sur [1; +oof, et
Ouf! On a bien : ——= ——— 1, donc par encadrement — 1. .
Inz 2-+4o0 Inz z—+eo Vn > 1, fn(z) — 0 tandis que fo(z) — 1.
S(.’E) ~ IH(IE) r—+00 o z—400
z—+00 Par le théoréme de la double limite,
+oo too
Etude d’une fonction définie par une somme f(z) IHJFOO} ZOIEIEOO f(z) =1+ 210 =1
+o00 ) n= n=
Soit, sous réserve d’existence, f(z) = Z e oV, 4. a) Soit x € D.
70 Par décroissance de t — e~V sur [0; +oof,
. k+1 k
1. Quel est le domaine de définition D de f 7 Etudier la continuité de f sur D. / e~ Vit < o—tVk < / e~ Vi
o k k-1
2. Montrer que f est décroissante. En sommant de k£ = 0 & N la minoration et en passant 4 N — 400 :
3. Déterminer la limite de f en +oco. +oo Vi
+o0 Vi +o0 Vi e "Vidt < f(m)
. —xV't —xVt 0
4. a) Montrer que : Vz € D, /0 € dt < fz) <1+ /0 € dt. En sommant de k =1 & N la majoration et en passant & N — +oo :

Lycée Henri POINCARE 5/8 e
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flx)—e’ < o e~ Viqt 2. Yz e D\ {0},Vn e N*, f,(1/z) = L/a" = = = fn(z), donc
= 0 . . 9 b n 1 + 1/],'2" l‘n($2n + 1) n 9
Vo #0, S(1/x)=S(x).

+oo “+oo
Ainsi : Vo € D, / e ™Vidt < flz) <1 +/ e Vige,
0 0

+o0 +o00 —guT>® +o00
u= 2
b) Or / omoVigp Yt / Que "y = [2ue ] - = / e Py =
0 0 T 1o T Jo

z?’
On déduit alors de a)
2 2

x x
1< — <—+1
1S FI@<T AL
donc par encadrement % f(x) = 1 donc

T—

fa) ~ 2

~ .
x—0 {Ez

Domaine de définition troué
00 s

n=1

Pour quelles valeurs de = dans R, S(z) est-elle définie ?

Pour x > 0, on pose :

Former une relation entre S(z) et S(1/x) pour = # 0.

Etudier la continuité de S sur [0; 1] puis sur ] 1; +oo[.

L

Dresser le tableau de variation de S en précisant ses limites.

Solution (Ex.9 — Domaine de définition troué)
. dsf.  x"

Pour tout n de N* et x > 0, soit f,(x) = T2

— 1+ xr2n’

1. Siz €[0; 1], 0 < fu(z) < 2™ donc S(z) existe par comparaison a la série géomé-
trique.
Siz=1, fu(z) =
pas.

Siz > 1, fo(z)

S(x) =

Pour x > 0, on pose :

1 1 o N y
— ——— — donc la série diverge grossiérement et S(x) n’existe
2 n—-+o0o

" 1\" . . R
~ =~ — ] donc S(x) existe par comparaison a la
n—+oo 2" n—+oo \ I
série géométrique de raison — € ]0; 1].
x

Donc S est définie sur D = [0; 1{U]1; +oo.

Lycée Henri POINCARE

3. Etudier la continuité de S sur [0; 1[ puis sur ] 1; +ocl.
Soit a € ]0; 1[. La majoration précédente donne |[fp[|, o, o < a". Or la série

géométrique g a™ converge. Donc S converge normalement donc uniformément

n
sur [0; a]. Comme chaque f, est continue, S est continue sur [0; a]. Comme a est
arbitraire dans [0; 1[, S est continue sur [0; 1.
Comme sur | 1; 4oo[, S: 2+ S(1/x), S est continue sur | 1; +oo[ par composition.
’I’Ll‘nil(l _ m2n

15 222 donc f,, est croissante sur [0; 1] et décrois-

4. e Pour tout n, f/,(x) =

sante sur [1; +ool.
Par sommation, S est croissante sur [0; 1] et décroissante sur |1; +ool.
e Par continuité, S(z) — S(0) = 0.

T—

+oo n
x X
Veel0ill, S@2) T =55 o T
n=1

donc par comparaison S(z) —— +o0.
r—1—
e De S(z) = S(1/x) on tire par composition avec les limites précédentes

S(x) —— +o0 et S(z) —— 0.
r—1t T—r+00

Non dérivable en 0

On pose, pour tout x de [0; +oo[ et tout n de N*,  f,(z) = m
+oo
1. Montrer que S : z — Z fn(z) est définie sur [0; +ool.
n=1

2. La convergence de la série des f, est-elle uniforme ? normale ?

3. Justifier que S est continue [0; +oo[ et de classe C! sur | 0; +ool.

S@)—S0) _ [t  du
x 2 /m w(l +u?)’

b) En déduire que S n’est pas dérivable en 0.

4. a) Montrer que, pour tout z > 0,

Solution (Ex.10 — Non dérivable en 0)

x
0 , tout 2 de [0; t tout n de N*, -
n pose, pour tout = de [0; +oo[ et tout n de fn(2) (1 + n2a?)

6/8 o0
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= Une permutation série/intégrale
1. Montrer que S: x +— Z fn(x) est définie sur [0; +o0f. P /inicg oo
n=1 : 3 At . _ —t
Wi > 1, £,(0) = 0 done S(0) existe. 1. Justifier 'existence et calculer la valeur de : 1= /0 te” “dt.
Vo £ 0,|fn(2)] assure la convergence simple de S(x) par équivalence On pose, pour tout n de N, fa 2105 foo[ = R,z 2z exp ( —(@2n+ 1)93)

~
n—+oo n3 |z
a la série de Riemann de paramétre 3.

2. DeVr € R, 0<(1-nlz])?=1+n22? - 2n|z| on tire 2n|z| < 1 + n%z? puis
1
@) < 5o
Dot || fnl| < 23 @ qui assure la convergence normale, donc uniforme de Z fn
n>1
sur R.

3. e La convergence uniforme et la continuité de chaque f, assure la continuité de S

sur R.
e Les f, sont de classe C! sur R* et :
VreR*, f(z)= L n?e”
’ n(l + n2z2)2
Soit a > 0 et x tel que |z| > a. Alors
1+ n%z? 1 1 1
/ < < <
[ Fu(@)] < n(1 +n2z2)2 ~— n(l —|—n2x2) ~ n(l+4n2a?) ~ n3a?
Done || falles ] —co; ajufa; +oo[ < n3 5- Ceci assure la convergence normale donc
uniforme sur tout | —oo; a] U [a; +oo[ ot @ > 0. Donc que S est de classe C! sur
R*.

4. a) Soit z > 0.

n(l 4+ n2x?)
Par comparaison & une intégrale :

S()-S(0) _ [* 1
- 2/1 e

Par le changement u = tx!

S(x) — S(0) S /+°° du
x “J.  u(l+u?)
b) En déduire que S n’est pas dérivable en 0.
1

u(1 + u?) W50 U

teo du
intégrable sur ] 0; 1], / — e
- u(l —+ u ) z—0

1
Comme —, par équivalence de fonctions positives avec u — — non
u

400 : S n’est pas dérivable en 0.

Lycée Henri POINCARE

2. a) Montrer que la série ) f, converge simplement vers une fonction f que I'on

exprimera a ’aide de la fonction sh.
“+oo

+oo 4
b) Montrer que : /0 h(t )dt Z . @n T

+oo 2 +o00 2
3. On admet —.
n adme quez 6 /0 1

>q

= —. Montrer que :

Etude de dérivabilité

n
On pose, pour tout n de N et tout x de R, fulz) = f:LlZﬂ e "
+o0
et, sous réserve d’existence, x) = Z fn(x)
n=0
1. Justifier que f est définie et continue sur Dy de f = [0; +oo[.

2. Montrer que f est de classe C! sur [0; +ool.

3. a) La convergence de > f/ est-elle normale sur [0; +oo[? Et sur [a; +oo[ota > 07

Solution (Ex.12 — Etude de dérivabilité)

1. e Six <0, (fn(x)) ne tend pas vers 0 et la série diverge grossiérement.
Siz>0 (1 e
1+ n? N
théoreme de Leibniz, la série converge.
Donc Dy =[0; +o0f.
e D’aprés le théoréeme de Leibniz

est une suite décroissante de limite nulle donc par le

1
Vo € [0, +OO[ |RN % fn < |fN+1(£L')| S m, donc
n=N+1
RN N2 donc [[Ryllog <5 0.

La convergence est uniforme et pour tout n, f, est continue sur [0; +oo[ donc f
est continue sur [0; +ool.

2. Pour tout n, f, est C! sur [0; +oo[ et on peut raisonner de méme pour la majoration
du reste :

7/8 o0
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! !
Z |l < N’ donc Z In P 0.
n=N+1 0o n=N+1 00
La convergence étant uniforme, la somme f est C* sur [0; +ool.
n n 1 1
o ||f/ > |f1(0)] > or ~  — et — est la série harmonique
filloo = 1120 = g or 77—~ et q

n>1
divergente, donc par équivalence de termes généraux positifs, puis par minoration,
Z || f1]l, diverge. La convergence n’est pas normale sur [0; +ocol.
n>1
e Soit a > 0. Alors (attention a la place des valeurs absolues!) :

2

Ve > a,|f (z)] = _117126_7”6 < 0 donc :
ol = 1£2(@)] = e~ ()"
nlloo = [Jn\0 _1+Tl2e n—>+ooe )

—a

et comme e ® € ]0; 1[, la série géométrique de raison e~* converge, donc par
équivalence de termes positifs, E 1 Fll s (a; too| CONVEIgeE.

n>1
11y a convergence normale sur tout intervalle [a; +oo[ avec a > 0... ce qui n’entraine

pas la convergence normale sur ] 0; +ool.

Lycée Henri POINCARE 8/8 e



