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Exercice 1| Détermination de rayon de convergence

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére g un(z) dans les cas sui-

n>0
vants : )
1. uu(z) = n 3:_ 12” 2. up(z) = e’ 3. un(z) = hl—gn,z”
4. uy(z) =nl" 5. up(z) = ﬁzﬁ" 6. un(z)= m—n22"+1
n! en

Solution (Ex.1 — Détermination de rayon de convergence)
Je note a,, le coefficient de 2™ dans u,(z).

n+1 2 1
1. [fntE —5 |z| ——— = |z| donc R = 3.
an2"™ | n—too 3n? n—4oo 3
n+1
2. [IntlZ | e=2n-1]4] — 0 donc R = +oo.
ap 2™ n—-+00
. Upg12" 1 In(n + 1) N 12| car In(n+1) In(n)+In(l+ 1/n)7
anz" | n—+oo  In(n) n—+o00 In(n) In(n)
donc R = 1.
Apy12" L . . R
4. | ———| = (n+1)|z] ——— +oo0 donc R = 0 (divergence grossiére dés que
an 2™ n—-+o00
z #0).
. 1)n+p) 1\"
5. |- #(2)] (et )" n 2P =(1+=) |2)> ——e|z> donc R =e /3.
U (2) (n+1)Inn n n—+00
1 1)e” ’
6. funss (2Jun(2)] = LU o s EL done R = V&

In(n)ent! n—too e

Rayons de convergence abstraits
—+o0

On suppose que le rayon de convergence de Z anz" est R €10; 4ool.

n=0
400 +o0 a
Quel est le rayon de convergence de E a,z2*" ? Bt de E —:Lz" ?
n!
n=0 n=0

Solution (Ex.2 — Rayons de convergence abstraits)
+oo

e Si |z| < VR, alors |22 <R et Zan(zQ)" converge.

n=0
—+o0

Si |z| > VR, alors |22 > Ret Zan(zz)” diverge.

n=0
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+o00
Le rayon de Z anz®™ est VR.
n=0
e Soit z € C quelconque. Soit r €]0; RJ.
anpz" 1 /z\" 1 /rz\" . )
= anpr"— (—) = 0 (a,r™) car — (—) ———— 0 par croissance comparée.
n! n! \r n! \r/ n-o+too
—+o0 —+o0 a
Or Z a,r" converge puisque 0 < r < R, donc Z — 2™ converge absolument.
n!
n=0 n=0
+oo a
Le rayon de Z — 2™ est infini.
n!
n=0
Indéfiniment dérivable
e’ —1 .
. e . sixz#£0
Montrer que la fonction f définie par:  f(z) = est C* sur R.
1 siz=0

Solution (Ex.3 — Indéfiniment dérivable)

+o0 —+o0
1 1 1
Ve e R*,  f(z)= - TLE:l Ew” = nE:O mx” Cette expression est encore valable

pour z = 0. Donc f est la somme d’une série entiére de rayon infini. Donc f est de
classe C*° sur R.

Exercice 4| De «n » a « 2n »

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série E
n>0

x’ﬂ

(2n+ 1)1
2. Pour z € ]| —R; RJ[, on note S(z) la somme d cette série.
a) Calculer S(0).
b) Pour z € ]0; RJ, calculer S(z) en observant que z" = (y/z
c) Pour x € ] —R; 0], calculer S(x) en observant que z" = (—1)”(\/—33)2".

2n

Solution (Ex.4 — De «n » 4 « 2n »)

Vr #0 - i
’ n a (2n + 3)(2n + 2) n—+o00
z et R = +o0.

Pour z =0, f(z) = 1.
Pourx>0:f(x)zz

n>0

Ap4+1T

- 0 donc la série converge pour tout
x

\/—2n+1

\/EQn 1 T
(2n+1)!

(2n + 1)!%71ZO

_shy/z
VT
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siny/—x

V=

(-)v=i 1
(2n+1)! \/—_x

\/_—2n+1 _

Pour z < 0: f(x) 2n+1)

Exercice 5 | Convergence et valeur au bord du domaine

+oo n
1. Montrer 'existence de S = Z &
= 2n+1
2. Onpose:VneN,Voe[0; 1], fu(2) (=)t
. On : : - v
p bl ) b n 2n+ 1

Z fal@

a) Justifier 'existence, pour z € [0; 1], de S(z

b) Que vaut, pour z € [0; 1], S(z)?
c) Montrer que la série converge uniformément sur [0; 1].
d) En déduire la valeur de S.

Solution (Ex.5 — Convergence et valeur au bord du domaine)

2n+1
2. a) Sur [0; 1], S.E. de Arctan. En 1, voir 1).

1. Théoréme de Leibniz : ( ) est décroissante de limite nulle.

b) S.E. de R.C. 1: Vz € [0; 1[,S(z) = Arctan(z).
) ] ‘,E2n+3 1
c) Lel’;)mz : Vo e [0; 1], Ru(x)| < 13 < i3 Donc [|Rallo (0,1 <
2n+3

d) La convergence de Z fn est uniforme sur [0; 1] donc la somme est continue
n

sur [0; 1].
3. Par continuité de S et Arctanen 1, S = S(1) = lir{I S(x) = liI{l Arctan(z)
r—1" r—1"

™
1
On peut aussi invoquer le théoréme de la double limite sur [0; 1[ puisque la
convergence est uniforme.

m Dzﬁerence de S.E.

Soit +—>—
oit f:z 73512

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est développable en série entiére, en précisant les coefficients et le
rayon de convergence du développement obtenu.

Lycée Henri POINCARE
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Solution (Ex.6 — Différence de S.E.)

1. 22-3242=(2—1)(z—2) = (1 —2)(2 — 2) donc Dy = C\ {1,2}.

2. Vz € Df,
1 1 1 1 1 1

= - = ——-x——702.P tel 2l < 1let
Z_3:42 1-2z 2-2 1-2 2" 1-2/2 our z tel que |z/2| e
|z| < 1, c’est-a-dire |z| < 1, par convergence de la série géométrique,

+oo 1 400 1
V2 € DO, fz) Zz ) _nn = Z<1_2n+1)zn B
n=0

+0 gn+1
-1,
2n+1
n=0

f étant la somme de deux séries entiéres de rayons distincts 1 et 2, le rayon
de convergence de cette somme est min(1,2) = 1. Sinon, on peut réveiller M.
D’Alembert pour s’en convaincre.

Ezxpression fonctionnelle d’une S.E.

n
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére g

n+ 1)
On note f : ]
2. Calculer f

a) en écrivant

—R; R[ — R sa somme.

a b

n
(n+1)! =0 —( 1) ol a et b sont deux constantes réelles a
déterminer ;

b) en écrivant f(z) = zg(z) et en explicitant g.

Solution (Ex.7 — Expression fonctionnelle d’une S.E.)

n+1 1
1. Vz # 0, Int1% = (n+1) |z 0 donc la série converge pour tout z
anz™ (n+2)n n—+00
et R = 4o0.
1-1 1 1
2. VneN,— __I* _ Lt
(n+1)! n+1!  nl (n+1)
1 1
Z Ez" et Z mz” ont un rayon de convergence infini (série exponen-
n>0 n>0
tielle).
Pour z # 0,
1 +oo n+1
S(z) =e* — —
()= -

Pour z =0, S(zj =

oul
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Exercice 8| En commencant par une dérivation

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f
définie par

1—2?
f(x) = Arctan (m>

et préciser le rayon de convergence R.
Indication : on pourra commencer par dériver f...

Solution (Ex.8 — En commengant par une dérivation)
Commengons par dériver f qui est C*° sur R par les théorémes classiques.
—2z(1 + 2?) — 22(1 — 2?)
1+ 22)? —4x —2z
Ve € R, f/(x) = ( = =
z f'(x) 1_ 22\2 (142224 (1—22)2 1+at
1+ {—
1+ a2
Or par la série géométrique de rayon 1, et comme |—x4| <1<= |z| < 1, on peut

écrire, toujours avec un rayon 1 :
1 —+o0 —+o0

— _\n _1\n,.4n
1+w4_z( a’) _Z( DR
n=0 n=0
+oo
Donc pour tout z € | =15 1], f'(x) = Z 2(—1)Hgdntt,
n=0
En primitivant, ce qui conserve le rayon,
Vee]-1; 1],
~— 2 -t 42 _ T ~— (="t +1
= f(0 —— " = — T
J(@) f<)+; n+2 " 4+n§ A1

Exercice 9| En commengant par une primitivation
Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f

définie par

1
f(x):m

et préciser le rayon de convergence R.
Indication : on pourra commencer par primitiver f...

Solution (Ex.9 — En commengant par une primitivation)
Notons que Dy = R\ {—3/2}, donc le rayon ne pourra excéder 3/2.
Commencons par primitiver f (une primitive suffit) : Vo € Dy,

Lycée Henri POINCARE

—1 1 -1 1
F(z) = — x =— X —.
2 2x+3 6  1+2z/3

En utilisant la série géométrique, avec |2z/3| < 1 <:) |z] < 3/2,
—1 I 2 TL+127L 1
e pp— . n
Fe) = Z( ) —Z C
n=0
Alors, par dérivation terme & terme qui conserve le rayon,

fo) = *z"’ (-ymHent i‘” (-)"2"(n+1)

Ve e]-3/2; 3/2],

™ avec un rayon de conver-

+1 +2
n=13 3" n=0 3n
gence R = 3
Méthodes alternatives :
1
- t partir du dével tde —= = (1 nx",
on peut partir du développement de 0727 + ) Z a
-1 1!
avec o = —2, a, = M = (—=1)"(n+ 1), puis pour |z| < 3/2
n!

2 \'_ R D2

n=0
1

w3

1 1
2z +3)2  9((2/3)z+1)2 9 Z

— on peut envisager le produit de Cauchy %13 X
x

En formant une équation différentielle

Soit f la fonction définie sur R par

flx) = e /Om et dt.

1. Justifier que f est développable en série entiére sur R.

2. Déterminer son développement en série entiére au voisinage de 0.
Indication : on pourra commencer par former une équation différentielle dont f
est solution...

Solution (Ex.10 — En formant une équation différentielle)

1. 2 e est développable en série entiére de rayon infini en appliquant la série
exponentielle & —x2.
T e” est développable en série entiére de rayon infini en appliquant la série
exponentielle & 22, donc sa primitive nulle en 0 aussi.
Donc f est développable en série entiére de rayon infini comme produit de série
qui le sont.

2. f est par conséquent C*>° sur R. Commengons par dériver f.
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Ve e R, f/(x) = —2ze~""

0
Utilisons cette équation différentielle pour développer f.
Jécris :

+oo
VeeR, f(x)= Zanx",
n=0

“+o0
VeeR, fl(z)= Z(n + Dap4i2™.
n=0
Alors :
—+o0
Vr € R, Z(n + Dappr12™ = =22 Z anx”™ + 1
=0
j—oo +oo
Vz € R, Z(n + Dappia™ = -2 Z anz" Tt 41
n=0 n=0
“+o00
Vz € R, Z(n + Dappz™ = =2 Z Ap_12" +1

n=0

n=
Par unicité des coefficients d’une série entiére de rayon de convergence non nul

et, avec la valeur de f en 0,
ap = f(0) =0,
ay = 1,
Vn > 1, (n+ 1Dapt1 = —2a,-1.
Ceci détermine la suite (a,,) de fagon unique :

=0 =1,V N, apt0 = "

Qo y a1 y v € Ny anya n+2¢1
On a immédiatement :
Vn € N,ag, =0

-2 (—2)?
v N, aspi1 = ——aop_1= ———————02pp_3 = ...

mEN Gt = o T T Gn ) (20— 1) 2
(=2)" (=2)"2"(n!)
A2n+1 = a1 =
2n+1)(2n—-1)...3.1 (2n + 1)!
+oo no22n
—1)"2 !

Finalement : Vx € R, f(z) = ngzo %z%“.

Exercice 11| Calcul d’une somme de série

L’objectif de cet exercice est de calculer

+o0

1
5=3 v
= (2n+1)4

Lycée Henri POINCARE

v 42 _a? 2?
edt+e e = —-2zf(x)+1

de deux fagons.
1. Justifier I'existence de S.

2. Premiére méthode

1 2n+1
En: en+1)"

b) Conclure.
3. Seconde méthode

1n

de cette somme.

Solution (Ex.11 — Calcul d’une somme de série)

Par primitivation de série entiére :

2"t doten x = 1/2

ﬁln(lﬁl’) —~ln(1~x +Z2—+1>

1 1 3
inz;om = —ln(i) + §ln(1), donc
S =2In(2) + In(3) — In(4) = In(3).

4/6

a) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére

a) Rappeler le rayon de convergence et la somme de la série entiére

1 1+
22— 1
v €] Z271—1—1 2n(1—w)’
n=0
1 1+
“ (T} size]-1;0[U]0; 1
donc f(z) = 2 <1— > siwel [V] [
1 siz=0
. 1
Prlsenx:§ S =1n(3).
X1 1 1
3. P —1; Zan = Zam Zam it 2
our tout z € | —1; 1], ~T Z e + Z o conduit a
n=0 n pair n impair
+o0 1

b) Déterminer S en séparant les termes de rangs pairs et les termes de rangs impairs

1 1\"
1. Par exemple, m =0 ((Z) ), t.g. d’une série géométrique convergente.
n n

d (X 1
2' :1 _1,1 il —2n+1 2n_
B o e B Y e
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Egalité entre une intégrale impropre et une somme de série = =
I J prop ssi f(r) = agp Z 2"+ a4y Z g2l = o a® + “ut
1 _ +oo 1 — 2
Montrer que Mdt =— Z L n=0 n=0
o t / n2’ Le rayon de convergence de cette série est R = 1.
n=
L’ensemble des solutions DSE au voisinage de 0 est
Solution (Ex.12 — FEgalité entre une intégrale impropre et une somme de série) {f ]-1; [ R,z — ;lw_"i'g’ (a,b) € R2}.
In(1—¢) . L0 -z
Notons f(t) = t ot ’ oo
-1 sit=0. 2. y:x— Z apx™ vérifie (E2) sur | —R; R] ssi
. . . n=0
Comme In(1 —¢) o —t, f est continue en 0... et f est intégrable sur [0; 1]. oo oo
(1 — ) o . o \ Vo € ]-R; R[,Z(n—i— Dap+12™ + Z(—2an_1)x” =22 — 22+ 1 et par unicité
Vte[0; 1], ————F =— Z ———t" et en primitivant terme a terme : n=0 n=0
t gt des coefficients ssi
“In(l—1t) =1 ap =—1
VmE[O,l[,/O fdtzzlﬁxn a2:a0_1
n=
3az = 2a; + 2
“In(l—t ! Uln(1 —¢ 3 1
Quand = — 1, Pintégrale / ¥dt tend vers / ftydt = / Mdt. S 2
0 t 0 0 t V77//37an+1— n+1an—1
=1 =1 ssi
te & établi 1 — 1 = —z" = — = g(1), i.e.g est
Reste a établir que lorsque x , g(x) ;an ;n2 g(1), i.e.g es o = ay + 1
continue en 1. a; = —1
" 1
Or ||z +— sc_2 = —, donc la série de fonctions définissant g converge nor- Vp 2 1,a2p11 =0
" oo [0; 1] n 1
o n Vp 21, a9 = —as
malement donc uniformément, et comme chaque z — — est continue, donc g est . p:
n o]
continue sur [0; 1]. Donc g est continue en 1. Gagné. ssiy x> as Z ix% —x4+1=age® —x+1.
p!
n=0

Application a la résolution d’équations différentielles

Pour les équations différentielles suivantes, on demande de déterminer les solutions
développables en séries entiéres au voisinage de 0 en précisant le rayon de conver-
gence des séries obtenues :

1. (Eq) (22 —1)y" +4ay’ + 2y = 0;

2. (Eo) y' — 2wy = 22% — 2x — 1.

Solution (Ex.13 — Application a la résolution d’équations différentielles)

+oo
1. En posant y(z) = Z apz” pour z € | —R; R], y est solution de (E;) ssi
n=0

Vn e N,[n(n—1) +4n + 2Ja, — (n+ 1)(n + 2)ap4+2 = 0, i.e. apt2 = ap, donc

Lycée Henri POINCARE
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Le rayon de convergence de cette série étant 400, I’ensemble des solutions DSE
est )
{J‘:R—)R,ml—nzeJC —m+1,a€R}.

Un développement asymptotique : merci Augustin Louis!

K3
1
On pose, pour tout ¢ de N*, H; = Z —, nombre appelé « i-éme nombre harmonique
j=1
». On rappelle que :
~ In(3).

(N
11— 400

On pourra poser de plus Hy = 0.
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Dans cet exercice, on se propose de déterminer un développement asymptotique de

lorsque n tend vers +o0.

1. Quel est le rayon de convergence de la série Z Hpz"?

n>1
Dans la suite, x désigne un réel de | —1; 1.
+oo
ln(l —x)
2. M _— .
ontrer que Z H,x 1
n=1
+oo
3. En déduire Z(n + 1)H,q12™.
n=0

4. Montrer alors & I’aide d’un produit de Cauchy que

— (4 1)(Hpp1 — 1),
i=1
5. En déduire un équivalent de S,, lorsque n tend vers +oo.

6. Pigiare de rappel
Comment démontrer rapidement H,,  ~
n—-+4oo

cher, H, =
n—-+4o00o
d’Euler).

In(n), et méme, et pour pas plus

In(n) +~+ o (1) ot 7y est une constante réelle (appelée constante

Solution (Ex.14 — Un développement asymptotique : merci Augustin Louis )
1. Deln(n+1) = In(n)+In(14+1/n) on tire In(n+1) ~ In(n) puis Hy, 41 ~ H,
n—-+oo n—-—+0o0

donc par le critére de D’Alembert, la série proposée a un rayon de convergence
valant 1.

2. Par produit de Cauuchy7

~In(1 - x) = =

3. Par dérivation terme a terme avec conservation du rayon de convergence

+oo “+oo
d n 1—-In(1-2)

4. Développons d’une autre fagon le second membre :

Lycée Henri POINCARE
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I1—In(l—2) 1
(z-1)2  (z—-1)?

d
:d_zz(lsc) Zan XZ.’E
:f(n—l—l)m"—l—Z(i:Hixl)xn
_Z ((n+1)+8S,)a"

Par unicité du DSE avec un rayon non nul,
VneN,(n+1)H,11 = (n+1)+8S,,ie S,

5. Comme 1 =o0(Hy41), S, ~
n—+4o0o

~ In(1—2) " 1

a:—l sc—l

=n+1)Hyyr —1).
nln(n + 1) et nln(n).

6. u, = H, —In(n) vérifie up11 —up, = O (1/n2) donc > (un41
(uy,) converge, disons vers une constante v, d’ou H,

— uy,) converge donc
—In(n) =v+o(1).
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