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Soit f, la fonction définie sur [—1; 1] par n+2 5
D R, o & ——. Ainsi ||R o0 —— 0etl -
£(e) = (1 o) onc [|Rnlle [_1, g g s IRalloo,—1; 0] — > 0 et la conver
" gence de la série est uniforme sur [—1; 0].

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,). * Etude de la convergence uniforme sur [0; o,

. s . n
2. Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série de terme fn est positive et croissante sur {0; nral donc  comme
général f,. m
3. Etudier la convergence normal.e et uniforme de la série de terme général f, \VVn+2 noteo » Let a <1, il existe ng tel que
sur [—1; «], lorsque « appartient & [0; 1]. )
VYn > ng, a< .
. n+ 2
Solution (Ex.1 - ) Pour n > ng, f,, est positive et croissante sur [0; o] et
1. e Vo € |—-1; 1[,2" e 0et fo(—1) = fo(1) =0 = 0 donc vn 2 no, ||falloojo; o) = fnl@) =a"(1 - a?).
f a3 Comme la série Z fn(a) converge, il y a convergence normale donc uni-
n :
® fn étant paire ou impaire, || f[| _1. 1] = |[fllso,[0, 1 Une étude de fonc- forme.
Y "y e Bilan : il y a convergence uniforme sur [—1; «.
ton montae e ol o, = o (1) 755) < g e 0 done

convergence est uniforme. Exercice 2

2. e Par convergence de la série géométrique sur | —1; 1[ et comme f,,(—1) = Soit pour tout n € N f,, la fonction définie sur [0; +oo[ par

fn(l) = 0 (¥n), la série de terme général f,, converge simplement et fo(z) = 2% ™ siz > 0et f,(0) =0
too 2\ _ ; .
Z folm)=41= x(l —z?)=1+z size]-1; 1] oll « est un nombre réel strictement positif.
n—0 sinon 1. Déterminer la somme de la série de terme général f,,.
e La somme n’étant pas continue en 1 alors que les f,, le sont toutes, la 2. Montrer qu’on a convergence normale si « > 1, et que, si @ < 1, on n’a pas
convergence n’est pas uniforme, ni normale. Notons qu’il n'y a pas de pro- convergence uniforme.
bléme de continuité en —1. 3. Montrer que, pour tout s > 0, on a convergence normale sur [s; 4o0].
n
3. e Par parité et par I'étude précédente, ||foull i 1. 01 = fn (1/ ) =
p ol mtiel n+2 Solution (Ex.2 — )
n
( n ) 2 . 1. fo(x) = 2% (e™*)" donc on a une série géométrique de raison e™* €]0; 1]
n+ 2 n+ 2 pour x > 0. Et comme f,,(0) =0, on a
nl no_ nl 1 2 14 f n 2e~1 too 2 +oo
2 hr2 2" n+2 ) n—otoo eI VnT2) it Tn S(x):an(x):m51$>06t3(0)22fn(0):0
26_1 n=0 n=0
et [ falloo -1 a ~ et la série des normes diverge. Il n’y a pas 2. e Casaa> 1.
? ’ n—-+0oo
convergence normale. " fi(@) = (az? —gxa) e " = (a—nx)z* te " donc f, est positive,
e Etude de la convergence uniforme sur [—1; 0]. croissante sur {0; —} puis décroissante.
Pour x dans [—1; 0], la suite (|z|" (1 —?)) est décroissante de limite oy e Py
nulle, donc par le théoréme des séries alternées |R,,(z)| < |2"T1(1 — 2?)| < [falloe = fn (E) = (g) e = a
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La série de terme général || f, || converge : c’est une série de Riemann de
parameétre a > 1.

Il y a donc convergence normale.

e Cas a < 1.

L’étude précédente montre qu’il n’y a pas convergence normale par diver-

gence de la série de Riemann.
[0

S(x) ~ oo ztearl—e®=1-1+z+o0(x) ~ =

z—0 x z—0 z—0
1 sia=1
Donc S(z) — ) .
z—0 +o00 sia<l1

Dans tous les cas, S(x) ne tend pas vers S(0) = 0 lorsque = tend vers 0 :
S n’est pas continue en 0 donc la convergence ne peut pas étre uniforme
puisque toutes les f, sont continues.

N « s T « , . .-
Dés que — < s, clest-a~dire n > —, f, est décroissante et positive sur

n
[5;5 4oof donc || fallog (s, 40| = [n(s). Or la série de terme général f,(s)
converge (question 1), donc il y a convergence normale sur [s; +o0].

Exercice 3

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel = tel
que |z| < R la somme
too 2(—1)”77,

S(z) = Z - x".

n=1

Que se passe-t-il si |[z| =R ?

Solution (Ex.3 — )
+oo

e Le rayon de convergence de cette série est le méme que celui de Z 2

n=1

(—1)"71er

1
Soit pour n € N* a,, = 20" Alors a,, = { 2"
2™ sin pair
Ainsi pour p € [0; 1/2], |a,p™| < 1 donc (a,p™) est bornée et R > 1/2.
Mais pour z = 1/2, az,2?" = 1 ne tend pas vers 0 donc la série diverge
grossiérement.
Donc R =1/2.
e Soit z € | -R; RJ.

si n impair

o(=1)"n

Soit pour n € N* b,, = , donc

Lycée Henri POINCARE

bopiq = -
AT o1\ 2 m

Un petit calcul préalable bien utile quand on doit distinguer les
indices pairs et impairs...

1 1 2n+1 1
a—— ( > et bgn = 72271.

+o0 z2n+1 +00  on

x
Manifestement, nous allons étre confrontés a Z et Z —, Clest-a-
= 2n+1 2n

+oo
x
dire les parties impaire et paire de E — =—-In(1-2a).
n=1 n

1
Or la partie impaire d’une fonction f est x — 3 (f(x) — f(—x)) et sa partie

paire z — % (f(z)+ f—2x)).

+00  opi1 1_|_ x +oo xQn

x 1
= ty —=--In(1-2a" <1
ol 2 1-z & g Il =) pour fz]

= X og)2n 1
Zbgnz%:z =—1In (174x2) car 0 < 422 < 1.
n=1

1
=—In

Ainsi :

2n 2

n=1

= e N e I | 1. (2+x
bop 122t = (f) =1 :
;2“‘% > (3 m+1l 2 \2-2z

Done S(z) = % [m (; h i) —In(1 - 4:;;2)}

e Six = +R = +1/2, la série diverge grossiérement car as,z
pas vers 0..

Exercice 4

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout nombre réel = tel
que |z| < R la somme

2n — 1 ne tend

X 1 1 1\
S(x) =D (- (1 g+ g+t )t

n=1

On pourra commencer par calculer (1 + z)S(x).
Que se passe-t-il si |[z] =R?

Solution (Ex.4 — )
1

e Notons H, = 1+ 5 + 3 + --- 4+ — la n-iéme somme partielle de la série
n

harmonique et a, = (—1)""'H,.

ou
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|an] ~ In(n) = o(n) donc R est supérieur au rayon de la série de terme Et si on adaptait la stratégie précédente ?
n—-+0o0
général nx™, qui vaut 1. B 12 _ Foo
Pour z = 1, |apz™| = H, —Jr—% 400 donc la série diverge grossiérement. 3. On donne ((2) = 6 et I'(2) = 1. Que valent 0 ot — 1dz et
n——+00o oo
Donc R = 1. /+ T gt
On peut aussi utiliser le critére de D’Alembert Gnt1 ~ 0 e? +1
an n—+00
lnl(n(+)1) . In(n) —|—1hz(1)+ 1/n) . 1donc R=1/1=1. Solution (Ex.5 — )
n(n) n—too n(n n—-+oo } t—1,—(nt 1)z .
e Soit z €] —1; 1] 1. On pose fp:z—a""'e sur |0; +oof.
400 +oo . . 4
n n n n ® Les f, sont continues et intégrables. En effet
1+ 2)8@) =3 ()™ Haa) + 3 (-1 H,am ) T e o 1
n=1 n=1 f (x)dx u:(n:Jrl)a: u e ¥ du = F(t)
+oo +oo " n-+1 n—+1 (n_|-1)t
— —_1)"*tH xn) + Z ((_1)nH xn) 0 0
N nz;l ((=1) " —~ nt @ La série de terme général f, converge simplement vers la fonction S :
ot - x— pil R
=+ Z ((-1)™(H,—1 — Hy)2") l—e= e*—1"
n=1 ® S est continue.
NS (D" +oo |
=r- Z e =+ (1 + z) @ La série de terme général | fn(z)|dx = ———T'(t) converge car
i 0 (n+1)
done S(z) = x+1n(l+ ) c’est une série de Riemann avec ¢t > 1.
B 1+z
. . . 400 +oo
= n = 2 a 1
e Pour x = +1, |a,2™| = H, m +o00 donc la série diverge grossiérement. Par le théoreme de permutation, / S(z)dz = Z o~ 1)tr<t)’ ie.
0 n

Exercice 5

Pour ¢t > 1 on note
“+o00

=3

n=1

—+o0
et F(t)z/ 'l dz.
0

Les fines mouches et les fins limiers auront reconnu la fonction zéta de Riemann
et la fonction gamma d’Euler.

1. Montrer que, pour t > 1,

o0 pt—1
/0 dz = C(OT ().

et —1

On pourra utiliser les fonctions f, : x +— xt~te~(ntz

2. Montrer que, pour t > 1,

+oo J)t_l 1
/0 e = (1 - 2t1> COT().
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n=0

+o0o mt_l
/0 dz = C(H)T(¢).

et —1
2. Adaptons la stratégie précédente...
On pose g, : & +— —2'~1(— e*“)m_1 = (=1)"fn(z) sur ]0; +ool.

@ Les g, sont continues et intégrables :

+o0 1
/0 gn(z)dx = (=1)"—T'(¢)

(n+1)
@ La série de terme général g, converge simplement vers la fonction S :
e T l't_l
x— pil = .
14+e ev+41

® S est continue.
1

—+oo
@ La série de terme général / gn(x)|de = ———
@l = s

I'(t) converge car

c’est une série de Riemann avec ¢ > 1.
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Par le théoréme de permutation, /+OO S(z)dx = f (=" ().
0 — (n+1)*
S
Il reste & exprimer 7; 1) a laide de ((t).
+oo
I D I R Mo
n=0 (n + 1)t n pair <n + 1)t n impair (n + 1)t
+oo 400
1 1 1 1 1
= - =(¢ct)—=ct)) —=ct) = [1- — (¢t
> G 2 g = (60~ 5560 60 = (1 g ) <0
e pt—1 B
ie. dx = ((H)I'(¢t).
e [ Sqar=com
+oo .Tt_l 1
Finalement on a bien /0 pr 1dx = <1 - 2t1) CHT(2).
+oo T 2 400 T 1 w2
. dx =(2)['(2) = — et —dx = 2)I'(2) = —.
| stcere =T [ ta- core -5
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