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Une matrice symétrique réelle S de S, (R) est dite positive si

VX € M, (R), XTSX >0,

et positive et définie si

VX € M,1(R), X'SX>0 et (X'SX=0=X=0).

L’ensemble des matrices symétriques réelles positives (respective-
ment positives et définies) se note S (R) (respectivement S+ (R)).

On appelle forme quadratique (ou polynéme homogéne de degré
2) toute fonction

ffRn—)R,<£L’1,...

2
, Tpy) — Z a;x; + Z b jxix;.

1<i<n 1<i<j<n

Une forme quadratique f sur R™ est dite positive si

Vu e R",  f(u) >0,
et positive et définie si
Vu eR", flu) >0 et (f(u)=0= u=0).

Un calcul préliminaire essentiel — & savoir retrouver !

V(X,Y) € Mpa(R), YMeEM,(R), X'™MY= > mizy;.

1<i,5<n

Comment fabriquer des produits scalaires ?

Soit E=M,,1(R) et B= (El, . ,En) la base canonique de E.
1. Montrer que, si S € S (R), la forme

p:E? — R, (X,Y) — X'SY

est un produit scalaire.

2. Soit (.| .) un produit scalaire sur E de norme euclidienne associée

N, et S = ((E; | Ej))m e M,(R).
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a) Montrer que S € S (R).
b) Soit X et Y dans E. Exprimer (X |Y) a laide de S.
c) Que vaut S lorsque ( | ) est le produit scalaire canonique ?

3. Soit A une matrice quelconque de M,,(R) et S = ATA.
a) Montrer que S appartient a S;(R).
b) On suppose de plus que A est inversible. Montrer que S appartient
a ST (R).

Exercice 2| Lien avec les valeurs propres et ['tnversibilité

Soit S € S, (R).

1. Que sait-on des valeurs propres de S7
Soit P € O,(R) telle que D = PTSP est diagonale.

2. Vérifier que X'SX = Y'DY ot Y = PTX.
3. Montrer que S € S;(R) si, et seulement si, Sp(S) C [0; +o0].

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur Sp(S) pour que S
soit dans S;FF(R).

5. Justifier que
SHR)=SHR)NGL,(R).

Exemples de formes quadratiques en dimension 3

On définit sur E = R? les trois formes quadratiques
Gi(w,y,2) = 20 + 2% +iy* — 20y —2yz ou i€ {0,1,2}.

1. En utilisant des identités remarquables, montrer que
a) ¢ est positive et définie,
b) ¢1 est positive mais pas définie,
c) qo n’est pas positive.

2. On note X = (:cyz)T.
a) Montrer que, pour tout ¢ € {0, 1,2}, il existe une matrice symé-
trique S; telle que

VX € M31(R), ¢(X") =X"S;X.
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b) Quel lien y a-t-il entre la nature (positive et/ou définie) de la
forme quadratique ¢; et la nature de la matrice S; ?
c) Calculer det (Sp) et en déduire la nature de gq.

d) Pour i € {1,2}, peut-on déduire la nature de S; a 'aide de son
déterminant ?

e) Pour i € {1,2}, étudier la nature de S; et en déduire celle de ¢;.

Matrices de Hilbert

Soit n > 2 et H,, la matrice de M,,(R) définie par
1
itj—1

[Hn]i,j =

1. Justifier que Hy est définie et positive a 'aide de sa trace et de son
déterminant.

2. Soit X = (a:lfa:n)T € M,1(R).

1 L
a) En observant que —— = / t77772d¢, montrer que

1 n 2
XTH,X = / <inti—1> dt.
0 i=1

b) En déduire que H,, est définie et positive.

Théoreme des moindres carrés

Dans les espaces M, 1 (R), on utilisera le produit scalaire canonique et

la norme euclidienne associée.

1. Un exemple
a) Placer les points My = (z1,y1) = (1,2), My = (22, 42) = (2,3) et

Mj = (23,y3) = (0, —2) dans un repére orthonormé.
On cherche la droite D : y = ax + b dite de régression au sens des
moindres carrés en y telle que

(yi — (az; + b))2

)
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soit minimale.
b) En notant X = (z1,29,23)", Y = (y1,92,93)" et U =
(1,1,1)T, montrer que ce probléme se raméne a la recherche de

. 2 A . N N
min _ ||Y — Z||” et en déduire que ce probléme posséde une
ZeVect(U,X)

unique solution.
c) Déterminer D.

2. Théoréeme des moindres carrés
Soit A € M,,,(R) et B € M,,;(R). On suppose que rg(A) = p.
Montrer que :

a) min [|AX — B|| existe,
XMy 1 (R)

b) ATA € §/*(R),
c) le systéme
ATAX =A"B

d’inconnue X € M, ;(R) admet une et une seule solution,
d) en introduisant le sous-espace F = {AX,X e M, (R)} =
Vect(Cl,...,Cp) de M, 1(R) ou les C; désignent les colonnes

de A, min |JAX — BJ| est atteint si, et seulement si, X est
Mp,1(R)

I'unique solution du systeme
ATAX = A"B.

3. Reésoudre 'exemple de la premiére question a 1’aide du théoréme de
la seconde question.

1
4. Déterminer min / (t* — at — b)*dt
(a,b)ERQ —1
a) par projection orthogonale en introduisant un produit scalaire
adapté a cette situation,

b) en cherchant le minimum de la fonction

(a,b) — / ll(ﬁ ~at — b)2dt.
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