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Exercice 1| Natures des séries de terme général u,, ...

1. un:% (n>0) 2. U”<1+711>ne (n>1)
8. U= — (n>0) = ank (n>1)
(lnn)lnn Pt
(=1)" - n a
5. up N (n>2) | 6. Un = T o (n>0, aeR)

Solution (Ex.1 — Natures des séries de terme général u, ...)

n n 1 n
1. el n =|1- e lcarln(l+u) ~ u.
Up, n+1 n+1 n—-+oo0 u—0
Par le critére de d’Alembert, Z U, converge.
2. nln(l—&-l) = 1—1—&-(’) (1/n%), 1+ 5" = e—l—i-(’) (1/n?) donc u,,  ~ Ly
n n ’ n n "notoo m
la série diverge.
2
3. = — : la série converge par comparaison & la série de Riemann
n(n+1) n—too 02
de paramétre 2.
. (n+1)2-2(n+1)+1 . v
4. u, = 8 = s -1 =
u bln(ﬂ' 1 sin | w(n )+n—|—1
(—1)"*lsin " _ . on conclut a la convergence grace au critére spécial des
n
séries alternées.
~1)" 1 ~1)" ~1)"\ 7!
5 = C0 (1 ><><1+<>>
Vi \1+ (") = Vi
=" =" =H" 1 1
U = NIRRT Jn ot \mn
_1)n
Z ( \F) converge par le théoréme spécial de séries alternées,
n
1
Z — est une série de Riemann divergente,
Z @) ( 3 /2> est une série absolument convergente donc convergente, par com-
paraison a la série de Riemann convergente Z ReToR
donc Z uy, diverge.
6.

e Si |a| < 1 alors |uy] ~ la]™, or Z la|™ est une série géométrique convergente.
n oo
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1

Par équivalence de termes généraux positifs, Zun est absolument convergente,

donc convergente.

eSia=1alorsu, — 1/2 et sia=—1, ug, = 1/2 et ugpy1 = —1/2 : dans
n—-+oo

le deux cas, g u,, diverge grossiérement.
1" 1"
, or E -
a

- est une série géométrique convergente.
Par équivalence de termes généraux positifs, E u, est absolument convergente,

e Si |a| > 1, |u,| et

a

donc convergente.

Exercice 2| Un peu tous les critéres

On pose, pour tout n > 2.

1
1. a) Montrer que — = o (wy,).
n
b) Quelle est la nature de la série de terme général w,, ?
2. Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

3. a) Montrer que la suite (|vn|) n’est pas monotone, méme & partir d’un certain
rang.
b) Déterminer un équivalent simple de v,, — uy,.
c) En déduire la nature de la série de terme général v,,.

Solution (Ex.2 — Un peu tous les critéres)
In? 1
1. a) Par croissances comparées, n(n) —— 0donc — =o0 5 .
n oo n In“(n)

1
b) Comme la série harmonique de terme général — diverge, par négligeabilité la
n

série de terme général w,, diverge.

2. Comme ( est une suite décroissante de limite nulle, le théoréme de Leibniz

1
MOL

assure que la série de terme général u,, converge.

3, In(n) + (~

— In(n) — (~1)"

1
2(-1)"lcar 1 <1+ —

1
In(n) + (—1)°
1
=In (14 =) +2(=1)""" est du signe de
n

3. a) Pour n > 1™ >0et |v,| =

In(n +1) + (=1)"*!
1

<2<edon00<ln(1—|—7) <1<2.
n

n
Donc la suite (In(n) + (—1)") n’est pas monotone, méme a partir d’un certain

ol
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rang, donc la suite (v, | n’est pas monotone non plus, méme a partir d’un certain

rang.
-1 1
b) v, —u, = —5 N~ e~ Wy
In“(n) + (=1)*In(n) n—=+oc  In“(n) n—+oo
c) Le théoréme de Leibniz ne s’applique pas au terme général v, ((Jv,|) non dé-
croissante).

On déduit par équivalence de termes négatifs que Z(vn —uy,) diverge. Comme

n

E u, converge, E v, diverge, sinon g n — Uy) convergerait par linéarité.

Natures en série
=k
vnoo

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Soit, pour tout n > 2, u,, =

Déterminer la nature de la série de terme général In(1 + uy,).
Déterminer la nature de la série de terme général sin(uy, ).

Déterminer la nature de la série de terme général cos(uy,).

Solution (Ex.3 — Natures en série)

1
1. (—) est une suite décroissante de limite nulle donc Z U, converge par le critére
\/’ﬁ n>=2
des séries alternées.
u? 1 1
2. Comme Up, mo 1n(1—|—un) = Up — 7 +O(’U,§L) = Up — % +O (W)
Or Z Uy, par 1., et Z O ( 3 /2) convergent car la série de Riemann de paramétre
L. . 1 ..
3/2 > 1 converge. De plus la série harmonique Z — diverge.
— 2n
Donc Z In(1 4 u,) diverge.
. 3 1
3. Comme u, — 0, sin(uy) = up + O (ud) =u, + O 37

Or Z Uy, par 1., et Z O ( 3 /2) convergent car la série de Riemann de paramétre

3/2 > 1 converge. Donc par linéarité Zln(l + u,) converge.

n
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2

4. Comme cos(u,) — 1 # 0, Z cos(uy, ) diverge grossiérement.
n—-+oo

n

Fonction ¢ de Riemann en 1

Pour tout a > 1 on pose

+001

na’

((a) =

n=1

1. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, déterminer lim ((a).

a—1t
2. Donner un équivalent de ¢ en 1.

Solution (Ex.4 — Fonction ¢ de Riemann en 1)

1 [T de = tod
1. Par décroissance de z — —, / Z / @
v )y

To
=1

1 1
D —— < <14+ —-:.
one a—l_c(a)_ +a—1

Par comparaison, lim ((a) = +oo.
a—1t

La majoration n’était pas nécessaire mais sera utile pour la suite.

(@)

2. Et: 1,1 < ——————
AR v/

1, et

< (a—1)+1, donc par encadrement :

1

~ .
a—1l o — 1

Ezxemples de Séries de Bertrand

Soit a € ]0; +o0l.

¢(e)

B 1
1. Etudier la nature de la série de terme général u,, = ——5—
nln“n
B 1
2. FEtudier la nature de la série de terme général u,, =
n*lnn

Solution (Ex.5 — Ezemples de Séries de Bertrand)

1
1. A e
Ja tIn®¢

+oo
de méme nature que / fa(t)dt.
2

¢(e)

n>2

a—1) a1’

est continue positive et décroissante sur [2; +oo[ donc Z Uy, est
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eSia=1, / fi(t)dt = [In [In(t)]]5 = In(In(z)) — In(In 2) P +o0 . Z Up
2 n>2
diverge.
e Sia#1,
o(t)dt =
J, o= i), 1
1 1 T asia~ sia>1
= — - 1)1 2 .
1)l (z) (I—a)ln® 1(2) srte f;o ™) Gl

Donc E u, converge si, et seulement si, o > 1.
n>2
e Bilan : E uy, converge si, et seulement si, a > 1.
n>2

est continue positive et décroissante sur [2; +oo[ donc E Uy, est
n>2

t—
Ja t*Int

+o00
de méme nature que / fa(t)dt.
2

esia>1, fo(t) = o(1/t*) et t — 1/t* est intégrable ...

esia=1, / fit

diverge.

E Uun converge.
n>2

In(ln2) —— +o0 ...

r——+00

S

n>2

= [Infln(t)[)3 = In(In(z)) -

“+oo
esia<l, fo(t) > fi(t) > 0 car t* <, or / f1(t)dt diverge d’apreés le point
2

+o0
précédent donc / fa(t)dt diverge ... Z u, diverge.
2

n>2

Exercice 6 | Comparaison de sommes et d’intégrales

un(x) = 1

Pour 2 €]0; +oo[, on pose : Vn > 1, .
n(n + x)

1. Montrer que, pour tout z € |0; 400, la série Z Un (T
n>1

ST
1
tt+x)

) converge.

Dans la suite, on pose, pour z € |0; 4o0],
2. Soit x € ]0; ool et f:[1; 4oo[ > R, t+—

Lycée Henri POINCARE

3H

a) Montrer que f est intégrable sur [1; +o0].
—+oo +oo

FOd<S@) < f)+ [ fo)dn

1
¢) En déduire un encadrement explicite (i.e. sans intégrale) de S(z).

b) Justifier que :

3. En déduire un équivalent de S(z) lorsque x tend vers +oc.

Solution (Ex.6 — Comparaison de sommes et d’intégrales)

1. up(x) (ou “<”, ou “O”...) permet de prouver que la série Zun(x)

n>1

n—too N2
converge.
2. a) f(t) eds tl?
b) Il s’agit d’une comparaison série/intégrale, possible par la décroissance de f.
On prouve d’abord /n+1 f)dt < up(z) < ft)de
On somme la partie Téauche pour n de 1 & —|—no_o (les convergences ont déja été
prouvées) : /+DO f®)dt < S(x).
On somme lz; partie droite pour n de 2 & 400 (les convergences ont déja été
S(x) —ui(z) < /+<><> f(®)de.

1
Et comme wu;(xz) = f(1), on obtient le résultat voulu.

1 /1 1
t t4+z)

assure que f est intégrable sur [1; 4oo].

prouvées) :

t(t + )

¢) On peut décomposer : -
x

+o0 +oo
1 1o 1 t In(1+z)
t)dt = — [Int — In(¢ =—1 = —7.
J A T e e e
Donc In(1+ x) <S() < 1 n In(1 —|—w)'
142z T
3. On vérifie sans peine que T L = (hl(1+$)>
x

In(1
On pense alors que S(z) ot 711( +2) ce que 'on prouve en divisant 'encadre-
Tr—r+00
ment précédent :
S
< z5() < < + 1. Le majorant tend vers 1 : les gendarmes
In(1 + z) (1+2)In(1 +2)
xS(x)
assurent

ln(l + 1‘) T—+00

Exercice 7| Convergence

ol
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. 1"
Etudier la convergence de Z In (1 + H)

"1 n(n+1)

Solution (Ex.7 — Convergence)

-1 -1 1 1" 1
w(ie LU ) L0 (1) L (1)
(n+1) n(n +1) n(n+1) n(n +1) n
par le théoréme des séries alternées, et Z @) (12> converge par
n

Or
nz>:1 % n>1

dommatlon7 puisque la série de Riemann de paramétre o = 2 > 1 converge.

Donc la série initiale converge par linéarité.

Exercice 8| Convergence

Soit Vn >0, wu, = W

Nature de Z Up,
n>0

Solution (Ex.8 — Convergence)

1 n
—1In — 0donc u,, ——— 0
n n+1 nostoo n—+oo

(u, + 1) Ly 7 L
tn n—+o00 nitin nﬁf\J}roo n n n-+1 n—+o0 n\n+1 B nﬁf\J}roo

1 -1 1
n\n+1/ nstoo n2

Par équivalence de suites positives et Riemann, E U, converge.
n>0

Série a parametre
. _ (=
Soit a # 0 et Vn > 1, un—m.
Nature de Z Up,

n>0

Solution (Ex.9 — Série a paramétre)

eSia<0,n* ——0etn®+ (-1t ~ (-1 doncu, ~ —-1—-—
n——+00 n—-+00 n— 400 n—-+00
—1 : divergence grossiére.

e Supposons a > 0.

Lycée Henri POINCARE

w =S (e - S (5 e ()

-n" 1 1
un=!+ +o<n%):vn+wn+o(wn)

na n2a

n
Z vy, converge par le théoréme de Leibniz, ((nla)) étant décroissante de limite
n>1
nulle.
Up — Uy = Wy, + o(wy,) ~  w, qui est positive.
n—-+o0o

Donc Z Uy, — v, converge si et seulement si a > 1 par équivalence et par les séries
n>1 2
de Riemann. )
Comme u, = (u, — vy) + v, €t Z v, converge, Z u, converge ssi a > —.
n>1 n>1 2
Par équivalence de suites positives et Riemann, Z Uy, converge.
n>0
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