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Solution (Ex.1 — FEtudes de convergence de séries)
1. In(1+ u) ~, U donc nln(1 + 1/n) ~ 1 donc nln(1 + 1/n) —— 1. Par continuité de
u— n—-+0oo

n——+oo
I'exponentielle en 1, exp(nln(l 4 1/n)) —— exp(1) donc (1 +1/n)" —— e.
n—-+00 n—-+00

" \"
2. u, = (5) (1+1/n)" ~ <§) e. Comme la série géométrique de raison 1/2 converge
n—-+0o0

car 1/2 € | —1; 1], par équivalence de termes généraux positifs, Z u, converge.

n 1\"
3.a)v+1:<1+—> a——ea
n

n n—+oo

Un+1
Un

converge si ea < 1 i.e. a < e ! et diverge si ea > 11ie. sia>e L

nle™" .
, alors v, = ~ +/2mn d’aprés la formule de Stirling. Alors v,, ———
n* n—4oco n—+oo

+00 donc la série de terme général v, diverge grossierement.

Conclusion : la série de terme général v, converge si, et seulement si, a < e 1.
4. a) Pour tout nde N*, (n+1—1In(n+1))—(n—In(n)) =1—In(1+1/n) > 0 car In(1+1/n) <

In2<1doncn+1—In(n+1)>n—In(n) donc w,41 < w, et la suite (Jw,|) décroit.

b) Comme

—— ea, le critére de D’alemebert assure que la série de terme général v,
n—-+00

Sig=-¢e!

Et |w,] ~ —carlnn = o(n) donc la suite (Jw,|) tend vers 0.
n—+oo N n—--+oo

Le théoréme des séries alternées s’applique et assure que la série de terme général w, =
(—=1)" |w,| converge.
La série de terme général w,, est-elle convergente ? Justifier.

1 . . . :
— or la série harmonique E — diverge donc par équivalence de termes généraux
n

positifs, la série E |wy,| diverge. Ainsi la série de terme général w, n’est pas absolument
convergente.

Solution (Ex.2 — Calcul d’une somme)
1 1

1.a) Desinu ~ uetcosu ~ 1,ontireq, ~ ——— ~ —-
0 n—+too n(n + 1) no+oo n

u—0 u—

b) Comme la série de Riemann Z 3 converge (2 > 1, si!) donc par équivalence de termes
généraux positifs, la série de terme général g, converge.
2. a) Pour n > 1,

. 1 ) 1 1 1 1 1 . 1 1
sin —— =sin | — — = sin — cos — cos — sin donc ¢, = tan | — | —
n(n+1) n n+l1 n  n+1 n  n+l n

(1)
tan .
n+1

1 1
b) Par la propriété de la série des différences, la série Z Gn = Z (tan (—) — tan ( 1 ))
n n

1
converge si, et seulement si, la suite (tan (—)) converge.
n

n
1

Comme tan | — — tan(0) = 0 (par continuité de la fonction tangente, n’est-ce pas?),
n n—-+oo

la série de terme général ¢, converge.

Et par télescopage, pour tout n > 1,

- 1
E qr = tan(l) — tan ( ) tan(1), ce qui prouve aussi la convergence de la
Pt n-+1 n—+o0
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() o)
n=1 cos| — | cos
n n+1

Solution (Ex.3 — Autour de la fonction ¢ de Riemann et de la série harmonique)
1. D =]1; +oo] (cours : série de Riemann).
1 1 1

n s s ns

: : 1 hae 1
Par croissance de l'intégrale : Vn € N*, m < / = < —
n S n S nS
N+1 N1 N
1 dt 1
EnsommantdelaNzg —Sg/ — < —.
—n 1 t —n
N+1 gz N 1 N+1 g4 1
D’ — < — < — —
ou /1 s — Zns —[ s + (N+1)s

N+ g 1 N+l 1
Or: / — = | — .
.t (=s+1)t571],  Notoo s—1
1

1
En passant a la limite lorsque N — +o00 : P— <((s) <1+ P
s — s —
b) Par minoration, lim ((s) = 4o0.
s—1

En multipliant par s —1 > 0 I'encadrement précédent, 1 < (s —1)((s) < (s —1) + 1 donne

par encadrement (s — 1){(s) — 1, donc ((s) ~
s5—

so1t s — 1
—1 n+1
3.a) e Sis<0, % ne tend pas vers 0 et la série définissant 0(s) diverge grossiérement.
n

e Si s > 0, la suite (is) décroit et tend vers 0 donc le théoréme de Leibniz affirme que la
série converge. "
e Bilan : Dy =]0; +o0].

b) Toujours le théoréme de Leibniz : 6(s) est du signe du premier terme de la série alternée,
qui vaut 1. Donc 6 est positive sur | 0; +oo.

2N
(—1)m+! 1 1
OB ek D D D DR
n=1 1<n<2N,n impair 1<n<2Nn pair
N

AN | 1 1
2 T rmy
N

1<n<2Nn pair k=1
2 2 N
1 1 1 1 1 1
y LSlooy LSloisd
1<n<2N,n impair n=1 1<n<2N,n pair n=1 k=1
2N 2N N
(1)t 1 1L 1
D . _— — — 2 %X — —
one Z ns ns 9s Z ks’
n=1 n=1 k=1
o 1
et en prenant la limite en +oo : 0(s) = (1 - 251) C(s).
d) 1-— 51 = 1 —exp (1(1 —5)In2) e —(1—s)In2 e (s—1)In2.

Comme ((s) Eatiemny 6(s) — In2.
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4. a) Par étude de fonction, x — x — In(1 + x) est positive sur | —1; 4o0.

1 n —1 —1
b)un+1_u":n——|—1+1n(n+1):_(n+1_ln( n+1)><0

1 1 1 1
Upt1 — O :——lnn+ :——1n(1+—)20.
n n n n
Up — V= — — 0
n n—+oo

c) Donc u (et v) converge(nt). Soit y sa limite.
H, —Inn —— ~ donc H,, —Inn = v+ o(1) donc H,, = Inn + v+ o(1).

n——+oo
2n
(_1)k+1 1 1
TRTE S e M S
k=1 1<k<2n,k impair 1<k<2n,k pair
I &1 1
Z - = — = —H,,, du coup :
k 2p 2
1<k<2n,k pair p=1
1 1 1
Z E = Hgn — Z E = HQn — §Hn7 et enfin :
1<k<2n,k impair 1<k<2n,k pair

1 1
QQn(]-) - H2n - §Hn - §Hn - H2n - Hn

b) 05,(1) = In(2n) + v —In(n) — v+ o(1) = In(2) + o(1) —= In(2), donc 6(1) = In(2).
n—-+0oo
c) Oui : §(s) —— In(2) = 6(1).
s—1+
6
nn+ D@n+ 1) W s : convergence par équivalence de termes positifs.
6 6

24
b) V N*, = — — )
) ne Wn n+n—|—1 2n+1
2N+2 N+1

6. a) u, =

©) Hanez = 2n T2 N+1+1+Zzn+1

D’ou : Z Tl = 24Hon o — 12HNny 1 — 24. Alors :

N
> w, = 6H, + 6Hy — 6 — 24Hon o + 12Hy, + 24
n=1
— 6Hy + 18Hyy — 24Honyo 4 18
N
d) Y w, =6(InN+7) +18(In(N + 1) + ) — 24(In(2N + 2) + ) + 18 + o(1)
n 1

N+1 1
an—mn NI+ ))+18+0(1)—>61n—+18

2N ) N—+oco 24
+0o0
Dot : » w, =18 — 24In2.
n=1

7.a) {3k+ 1,k € N} ={1,4,7,10,...} donc t3;.; est le k-iéme terme positif de la série, dont
1

vaut SRR

t3ki2 €t tary3 sont les (2k)—iéme et (2k + 1)-iéme termes négaitifs de la série, dont valent
—1 —1

respectivement

t .
k+r2 S dkr4
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3N N-1 N—1 N-1 N—
b) Ztn = kzo(tskﬂ + t3py2) + kzot:sms = kz 4k 3 Z 1
3N N 2N
1 (_1)k+1 1
t, = — = - ———— = —fyn(1
> (z ) R e e D)
3N+1 3N
ln2 In2 In2
) Zt T 2 A= el S S 0= 5,
3N+2 3N+1
1 2 In2 In2
Z th Z tn+tanio —> 112 +0 = HT donc Z t,, converge, sa somme est S = HT
n= 1 n>1
In2
d) S = ne 59(1), ce qui peut paraitre paradoxal : on a sommé les mémes termes... mais

dans un ordre différent.
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