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Exercice 1| Natures

Déterminer la nature de I'intégrale de la fonction f sur 'intervalle I :

1. f:t»—)m,lz[o;—&-oo[
2. f:t»—>\/1:3(%7 =[1; 4o0|

3. fite %,1:]0;1}

4. f: - Sinlt) + cost) E/)ﬁ;fos()JZ[O;ﬂLOO[
5. f:t»—>hel(t) 1=]1; 2]
6.f:t»—>1f1;),1 [2; 4o0]

7. f:th_tzw, I1=]0; +oof

8. f:t»—>1n<1+t12),1—]0;+00[

Solution (Ex.1 — Natures)

1. Convergente : f(t) LY. 720 Ou encore F:t— 1
In(t) 1
2. Convergente : f(t) oo P32 =0 (155/4> ;
. 1
3. Divergente : f(t) ot
4. Convergente : Vt > 1,[f(t)] < el
5. Divergente :
e ! 2
f(@) Radlromer et par translation de la variable / est de méme nature que
— — 1 t—
: . ' du :
I'intégrale de Riemann / —, donc divergente.
O u
1
6. Convergente : f(t) = o (t2> en +oo, ou encore : Vi > 3, f(t) <e™t;
1
7. Divergente : 0 < f(t) < 72 assure lintégrabilité en +oo,
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1B

1 1
mais : YVt €]0; 1[, f(t) . entraine la divergence de / f)dt
0

1

) assure l'intégrabilité en +oo,

1
Convergente : In (1 + t2)

1 1
eten0:In (1 + t?> =In(t? +1) — 2In(?) Koot —21n(t) or / In(t)dt converge ...
- 0
Remarque : une intégration par parties peut aussi justifier la convergence (et
donner la Valeur) :
—+o0
/

+oo dt
f; ()
0
Montrer ’existence et calculer les intégrales suivantes :

t24+1

PP

dt = 2 =T...

Calculs

—+o0
1. 1:/ _ d=
0 (z+1)(z+2)
+oo
2. J:/ dz
o (exp(z) +1)(exp(—z) +1)
+oo
3. K:/ ln(1—|— )dx
0
400
4. L:/ e Vidy
+oo
5. M= / Inz dx
1+a:

6. Rz/ sin(x) In(sin z)dz
0

Solution (Ex.2 — Calculs)
1 1

1. f:ax— CESEE)) continue positive sur [0; +oo|, f(z) L. T3 ¢ conver-
gence par équivalence.
+o0 +oo
1 1 1
I:/ e de= ] —m2
0 z+1 x+2 x+2],
1
2. f:x— 111 continue positive sur [0; +oo[, f(x) e e~
convergence par équivalence.
u=er [T 1 1
1 ('LL + 1)2 2
ol
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1
3. f:xz—1n (1 + —2) continue positive sur |0; +oo],
x

Vzf(z) = Voln(l + 2?) — 2y/zlnx — 0 donc f(x) = o(\/li> en 0 et

flx) ~ — + convergence par domination en 0 et équivalence en +oo.
=400 I
IPP 9y7 400 too 2

4. f:z+ exp(—+/7) continue positive sur [0; +oof, 22 f(z) — 0 donc f(x) =
xr—r+00
1
o (2) en +oo : convergence par domination en +oo.
x
=z Feo o) oo
L u;f/ 2ue du "2 [—2ue7“]3— +/ 2e7"du = 2.
0 0
5. fiae 2L conti 0; +ool, VEf(z) =——— 0 done f(z) = o ( —
. f:xz— ——— continue sur ] 0; +oo[, \/zf(z) = onc f(z) =o| —=
(1+2)2 ' ’ z—0 VT
1
3/2 — .
en 0 et z%/°f(x) —>I_>+OO 0 donc f(x) o (:c3/2> en +o0o : convergence par
domination en 0 et en +o0.
M= 7/ % _du = —M donc M = 0.
1 (ut1)
6. f:x — sinzln(sinz) continue sur |0; 7/2], f(x) — 0 donc intégrale fausse-
r—r

ment impropre.

r=COS 1 ! 1 '
R0 [ - =5 [ (-0 4+ 0de =2 - 1
0 0

Exercice 3| Tassement

Soit f:[0; +oo[ — R continue par morceaux et intégrable.

z+1
Montrer que / f(#)dt —— 0.
P T—+00

Solution (Ex.3 — Tassement)
11 suffit d’écrire (Chasles) :

/:H f(t)dt = /Om+1 F(t)dt — /OI s

T—+00 0

Exercice 4| Une différence entre séries et intégrales

“+o0
sin(t?)dt.

“+o0

F6)dt — /;OO FB)dt=0 ..

1. Montrer la convergence de lintégrale /
JT
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Indication : On commencera par poser u = t2, puis par faire une intégration par
parties...

2. a) Est-il nécessaire que le terme général de la suite (uy)n>n, tende vers 0 pour que
la série Z Uy, converge ?
n>ng
b) Est-il nécessaire que f, continue par morceaux sur [a; +oo[, admette une limite

+o00
nulle en 400 pour que / f existe?
a

Solution (Ex.4 — Une différence entre séries et intégrales)
+°° sin(u)
2/u

du, elle-méme absolument

o du
w32

1. Le changement de variable u = t> conduit a I'intégrale /

s

du, qui en inté-

cos(u)
u3/2

“+o00
grant par parties est de méme nature que /

convergente par comparaison a l'intégrale de Riemann /
™

2. a) Si une série converge, son terme général tend vers 0 :

n n—1 +oo “+o0
Up = E U — E up ———> E U — E ug = 0.
n——+oo

k=7‘b0 k‘=TLO k=n0 kZTLo
C’est dans le cours de premiére année.

b) f : t — sin(t?) est continue sur [/7; +oo[, n’admet aucune limite en +oo et
+

o0
pourtant / f existe...
v

Que faire d’un logarithme ?

Montrer 'existence et calculer 131 valeur de
oo

/ e Pln(l +e ")dx.
0

Solution (Ex.5 — Que faire d’un logarithme ?)
Ici, il est INTERDIT DE NE RIEN TENTER, car tout marche :
e pour 'existence :

1
rrComparaison : Vo <0, 0 <e ?In(l+e %) <e *In(2) et / e~ "dx existe ...
0

—Z1n(1 —x 2
1= Négligeabilité : xgrfwenl(/;e) = mETwi—mln(l +e %) = 0 donc
—x —T\ — 2
e PIn(l+e®) = x_g_oo(l/x ) .
o
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1

+oo -
wEquivalence : e % In(1 +e™%) ~ (e_g“')2 et / e~ 27y P 3 existe ...
0

T—r 400

e pour l'existence et la valeur (comme souvent, savoir calculer la valeur permet de
justifier au passage existence ) :

i Calcul d’une primitive : la formule de dérivation (ulnu)" = v’ Inwu + «’ fournit
u'Inu = (u(lnu— 1))/ donc
+o0 L
e Pln(l+e *)dx promit- _ [(1+e ™) (In(l+e ™) — 1)]:00 =1+2(ln2—
0
1)=2m2-1;

Changement de variable :

—x

+o0 .
/ e In(l + e %)dz “=
0

1
/ Ly — o2 -1,
o 1+u

Par intégration par parties :

/Jmﬂ—+uMuI§)K1+uﬂM1+MB——
0

+oo +o0 —x
e “In(l1+e ")dz 2 [7(1+efz)ln(1+efz)}+ocf/ (14+e™™) ° dz =
0

0 0 1+e 2
2In2 —I'(1) =2In2 — 1.

Exercice 6| Arctangentes en cascade

1. Justifier la convergence des intégrales

Too q¢ Too q¢ oo 42
0 1+t 0 (1+12) o (1+1¢2)

2. Les calculer.
Solution (Ex.6 — Arctangentes en cascade)

1. I, J et K convergent par le critére des équivalents.
—+oo
T _IPP |: t :|

2. 172" [arctan ] > = =
[arctan x]g 5 50

+ 2K donc K = z
0 4

m
J=1-K=".
4

Exercice 7| Limite d’une famille de séries
1. Soit a €]0; +oof.
. . a
a) Justifier la convergence de la série E 5

2
n°+a
et +

converge.
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3B

+oo

s 1 a T
b) Montrer que : — — Arctan [ — | < < —.
) e (a>_;n2+a2_2
+oo
2. Montrer I'existence de lim E v uis la calculer
’ a—+oo n2 4+ q2’ p ’

Solution (Ex.7 — Limite d’une famille de séries)

a

1. a) — assure la convergence par le critére des équivalents pour ces

—_— ~Y
n2 4+ a2 n—4oo n?
séries a terme général positif et par la convergence de la série de Riemann de

parameétre 2.
b) Soit n € N*.
a a a

n+1

a

Vit ; 1 > d —_ > ——dt
€ln; n+ }’n2+a2_t2+a2’ Oncn2+a2_/n t? 4 a?

a a a " a
Vie([n—1; n], < , donc — < ——dt
[ } n2+a2 — t2+(12 n2+a2 _/’;_1 t2+a2

En sommant ces inégalités pour n € [1; NJ,
N

N+1 N
a a a
———dt < —— < ——dt
/1 t2 4 a? *ZnQ—i-a?*/o t2 4 a?

n=1

a

N
N+1 1 N
Arctan (:) — Arctan (a) < g 3 i e < Arctan (a)

n=1

Par conservation des inégalités (larges) en passant a la limite :

T 1 = a s
§ o (1) <> Gt <5

N t
A Tl’aide de la primitive ¢t — Arctan | — | de t — ———,
t2 + a?

+oo
: : 1 : a - fop )
2. Puisque agriloo Arctan <a> =0, lim Z P ra existe par le théoréme d’enca-

a——+oo
n=
drement et
“+o0

. a ™
lim E S =5
a—+oo n +a 2

Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales

Pour tout « de |0; +o0[, on pose, sous réserve d’existence,

ol
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. +oo
I(z) = / t" e tdt.

0
1. Justifier que la fonction I" est effectivement définie sur |0; +oof.

I' s’appelle la fonction gamma d’Euler.
2. a) Montrer que, pour tout z de |0; +oo],
Dz +1) =2l (z).
b) Montrer que, pour tout n de N*,
I'(n)=(n—-1)!

En quelque sorte, T' prolonge la factorielle sur |0; +o00o[... au décalage d’une

unité pres.
On admet que T' est une fonction continue.
Déterminer un équivalent de I'(z) au voisinage de 0.

Pour tous p et ¢ de N, on pose sous réserve d’existence,
1
déf.
I,, = / 2P 1n? zdz.
0

g
En utilisant le changement de variable v = —(p + 1) In 2, justifier 'existence de
I, 4 et la calculer.

Solution (Ex.8 — Fonction gamma d’Euler et suite double d’intégrales)

1
1. et® le7t =0 (t2> en +oo0 assure la convergence en +o0o.
o7 let o t*~!et x —1 > —1 assure la convergence en 0 (et aussi la divergence
—
six <0...).

t sont de classe C! sur Uintervalle

‘—0» 0, par une intégration par
t—

2. a) Soit > 0. Les fonctions ¢ — t* et ¢ — —e~

]0; +oo[. Comme te™! ——— 0 et tTe™!
t——+oo

parties, j’obtiens :
o0 too
MNx+1) = /0 tYetdt = [—twe_t]o

b) Par récurrence sur n € N*...

+oo
+ / wt* le7tdt = 2T (z).
0

r 1
3. VX >0,'(z) = ChRY) or I'(z+1) — I'(1) par continuité donc I'(x+1) ~ 1.
T T—
1
Doul(x) ~ —.
z—0 T
4. Le changement proposé étant une bijection C' strictement décroissante,
0 q
Ip’q u:l(p—:i-l)lnz/ (e_u/(p+1))p< —Uu > ( -1 e_u/(p+1)> du
+o0 p+1 p+ 1
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4/

(1)

(p+ 1)att

Exercice 9| Heureuse intégrale a paramétre

Soit a un réel.

q!

I'(g+1) = (—1)qW-

1. Etablir la convergence de

2. Calculer I,.

Solution (Ex.9 — Heureuse intégrale ¢ parameétre)

2 2

a a

1. ln (1+t2) t—;:-oot?
+00).

donne la convergence en +o0o par équivalence (Riemann en

2
In (1 + j;) = In(t? + a?) — 2In(¢) Kot —21In(t) donne la convergence en 0 par
—

1
équivalence ( / In(t)dt converge).
0

2\ 7+ +o00 +oo 2
2t 2 2
2. L2 [t 1+ 2 —/ T dt:/ g
t2 0 0 t2+a,2 t 0 t2+a/2
Foo 1 u=t/a Foo T
I,=2 ——dt = 2 ———adu = 2a— = h. ?
a /O (t/a)2 + 1 /O u2—|—la U a2 ar (happy ?)

Intégrales a paramétre

a désigne un réel de |0; +o0f.

1. Justifier 'existence et déterminer la valeur de

+oo
/0
aet. [T°°
Jo =
0

3. A l'aide du changement de variable u = a?/t, calculer J,.

dt
a? +t2°

déf.

I,

2. Justifier I'existence de

Int

——=dt.
a? 4 t2

ol
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Solution (Ex.10 — Intégrales a paramétre)
1

1
1. t— pop est continue et positive sur [0; +oo[. Comme P2 e on

t2
obtient ’existence par équivalence.

u=t/a 1 Hoo 1 1 +oo ™
I, = el A gy adu = o [Arctanul, ~ = %
Int 1 L . ..
2. poa o a2 Int donc par équivalence de fonctions négatives (et comme
a
1 . Lolnt .
In tdt existe), ———dt existe.
0 0o a +t
4y Int Int T Int
£3/2 - ——— 0 donc Rt o (t3/2) et Ldt existe par domi-
a? 4+ 2 to+oo a? + t? 1 a4t
nation.
Donc J, existe.
=2/t [ 2lna—1 —a? T 2lna -1
30,20 [ e (= [ e = 2t .
too G2+ at/u u 0 u’+a
N mlna
d’ou J, = In(a)l, = PR

Convergence de lintégrale de Dirichlet

1. Montrer que
o1 —cost
I= / —p—dt
0 t
converge.

2. En déduire la nature de

0 t

3. Justifier I'existence de

+oo s
D :/ sn;(t) dar,

—0o0

intégrale de Dirichlet (qui vaut m/2 pour information).

Solution (Ex.11 — Convergence de l'intégrale de Dirichlet)

1—cost 1
1. lim ———— = — donc I est faussement impropre en 0.
t—0 t2
1 —cost 2 . L
0< Yz < ) permet de comparer I & une intégrale convergente en +oo.

2. Une intégration par parties permet de conclure, avec en plus I = J.

Lycée Henri POINCARE

3. L’intégrande est paire (a vérifier!), donc D existe (et vaut 2J).

Une fonction constante

Soit
sin(xt)

t

dt.

+oo
g:1]0; +oo[—>R,xl—>/
0

1. Montrer que g est effectivement définie sur | 0; +oo.
2. On admet que : g(1) = g (intégrale de Dirichlet).

A T'aide d’un changement de variable, calculer g(z) pour z € ]0; +ool.

Solution (Ex.12 — Une fonction constante)
sin(xt)

1. L’intégrale est faussement impropre en 0 car liH(l) = z. La convergence en
t—

+00 se prouve en par une intégration par parties en dérivant ¢ — 1/t et primitivant
t + sin(xt), puis par comparaison, grace a l'intégrale de Riemann da paramétre
a=2.

+0o0o o
u=xt S u s
2. = du=—.
9(x) /0 L du=73

Exercice 13 | Convergences

1. Nature de

1 —t 1 . —t w/2
-1 1
1= < _a, J:/ C T Cdt et K:/ dt.
o sSint o sint o Vsint

2. En effectuant changement de variable ©u = 7 — ¢ dans K, déterminer la nature de

o1
L= dt.
/o Vsint

Solution (Ex.13 — Convergences)
-t e t—1

e
sint

~ —1:J converge (faussement impropre) ;

1
~ — I 1 N
diverge ; o

sint t—0 t

vsint t—0 W
T

U=m—

: K converge.

du T du
2. K" Z ' / —_— = / ————. Par la relation de Chasles, L existe et
x/2 \/sin(m — u) x/2 \/sin(u)
L=K+K.

ol
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