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Exercice 1 Équivalence des termes généraux, application à ζ(2)

1. Question préliminaire
Soit (an)n⩾n0 et (bn)n⩾n0 deux suites réelles ne s’annulant pas.
On rappelle qu’alors,

an ∼
n→+∞

bn ⇐⇒ an
bn

−−−−→
n→+∞

1.

Montrer l’équivalence
an ∼

n→+∞
bn ⇐⇒ ∀ε > 0,∃N0 ⩾ n0,∀n ⩾ N0, |an − bn| ⩽ ε |bn|.

2. Soit
∑
n≥n0

an et
∑
n≥n0

bn deux séries convergentes à termes stricte-

ment positifs.

On note Rn
déf.
=

+∞∑
k=n+1

ak et R′
n

déf.
=

+∞∑
k=n+1

bk leur reste respectif.

On suppose que
an ∼

n→+∞
bn.

Montrer que
Rn ∼

n→+∞
R′

n.

3. Application à ζ(2).

On admet la formule d’Euler
+∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
.

On note, pour tout n ⩾ 1, Sn =
n∑

k=1

1

k2
et Rn =

+∞∑
k=n+1

1

k2
.

a) Montrer que : ∀n ∈ N∗,
+∞∑

k=n+1

1

(k − 1)k
=

1

n
.

b) En déduire un équivalent de Rn.

c) Déterminer le reste d’ordre n de la série
∑
k≥2

1

(k − 1)k(k + 1)
.

d) En déduire que le reste d’ordre n de la série

∑
k≥2

(
1

(k − 1)k
− 1

k2

)
est équivalent à

1

2n2
.

e) En déduire que

Rn =
1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

)
f) Montrer finalement que

Sn =
π2

6
− 1

n
+

1

2n2
+ o

(
1

n2

)
.

Solution (Ex.1 – Équivalence des termes généraux, application à ζ(2))

1. • Si an ∼
n→+∞

bn, alors
an
bn

−−−−→
n→+∞

1.

Soit ε > 0. Par définition de la limite
∃N0 ⩾ n0,∀n ⩾ N0,

∣∣∣∣anbn − 1

∣∣∣∣ ⩽ ε, i.e. |an − bn| ⩽ ε |bn|.

• Si ∀ε > 0,∃N0 ⩾ n0,∀n ⩾ N0, |an − bn| ⩽ ε |bn|,

alors ∀ε > 0,∃N0 ⩾ n0,∀n ⩾ N0,

∣∣∣∣anbn − 1

∣∣∣∣ ⩽ ε,

donc
an
bn

−−−−→
n→+∞

1, i.e. an ∼
n→+∞

bn.

2. Utilisons la caractérisation précédente.
Soit ε > 0. Soit N0 ⩾ n0 tel que ∀n ⩾ N0, |an − bn| ⩽ εbn.

Alors : ∀n ⩾ N0, |Rn − R′
n| =

+∞∑
k=n+1

|ak − bk| ⩽ εR′
n

Ce qui entraîne, toujours par la caractérisation que Rn ∼
n→+∞

R′
n.

3. Application à ζ(2).

a)
N∑

k=n+1

1

(k − 1)k
=

N∑
k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

1

n
− 1

N
−−−−→
N→+∞

1

n
.
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b) En notant R′
n =

N∑
k=n+1

1

(k − 1)k
=

1

n
, comme

1

(k − 1)k
∼

k→+∞

1

k2
, Rn ∼

n→+∞
R′

n, i.e. Rn ∼
n→+∞

1

n
.

c) En décomposant en éléments simples :
N∑

k=n+1

1

(k − 1)k(k + 1)
=

N∑
k=n+1

(
1/2

k − 1
− 1

k
+

1/2

k + 1

)
=

1

2

N∑
k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
+

1

2

N∑
k=n+1

(
1

k + 1
− 1

k

)
=

1

2

(
1

n
− 1

N

)
+

1

2

(
1

N + 1
− 1

n+ 1

)
−−−−→
N→+∞

1

2n
− 1

2(n+ 1)

Et
1

2n
− 1

2(n+ 1)
=

1

2n(n+ 1)
∼

n→+∞

1

2n2
.

d)
1

(k − 1)k
− 1

k2
=

1

k2(k − 1)
∼

k→+∞

1

(k − 1)k(k + 1)
donc

par la question précédente le reste d’ordre n de la série∑
k≥2

1

(k − 1)k
− 1

k2
est équivalent à

1

2n2
.

e) Rn − 1

n
=

+∞∑
k=n+1

(
1

k2
− 1

(k − 1)k

)
∼

n→+∞

−1

2n2
que l’on peut

écrire
Rn =

1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

)
.

f) Cette égalité provient directement de Sn + Rn =
π2

6
et de

l’égalité précédente.
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