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Etude d’un endomorphisme

Soit f I'endomorphisme de E = IR® dont la matrice relativement a la
base canonique B = (e, e;,€3) est :

1 5 -4
M=Mgp(f)=| 0 2 0
1 4 -3 2.

1. a) Déterminer les réels A tels que det(M — Al3) = 0. On note a et
ces réels, avec a < f3.
b) En déduire le rang, 'image et le noyau de f.

. a) Déterminer F = Ker(f —aidg) et donner un vecteur u engendrant
F.
b) Montrer que H = Vect(u, ¢;) est stable par f.

. a) Déterminer G = Ker(f —idg) et donner un vecteur v engendrant
G.
b) G est-il stable par f?
4. Montrer que G et H sont supplémentaires.

5. Déterminer une base C de E dans laquelle la matrice N de f est
diagonale par blocs vérifiant :

A 0
0 B

N=Mec(f)=

avec A € M (RR) et Be M,(RR).

Solution (Ex.1 - Etude d’un endomorphisme)
1. a) det(M—Al3) = (A-2)(A+1)>donca=~-1et f=2.
b) Donc det (M) = 0, donc rg(f) = rg(M) = 3, donc dim(Im(f)) =3
donc
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3.

et dim(Ker(f)) = 0 donc

Ker(f) ={0}.
f est un automorphisme.
2 5 -4
a) M+I3=( 0 3 0 | derang?2avec2C;+C5=0donc
1 4 -2

F =Ker(f +idg) = Vect((2,0, 1)) = Vect(u).

b) f(u)=—-ueHcar (f +idg)(u)=0et f(e;)=(1,0,1)=u—e; € H,
donc H est stable par f.

-1 5 -4
a) M-2I3=| 0 0 0 |derang2avecC;+C,+C5=0
1 4 -5

donc Ker(f — 2idg) = Vect((1,1,1)) = Vect(v).
b) G = Vect(v) et f(v) =2v € G donc G est stable par f.

1 21
1
det(v,u,eq)=11 0 0|=1 =1 donc (v,u,e;) est une base de
1 1
1 1 0

E. Comme c’est la concaténée d’une base de G et d’une base de H,
G et H sont supplémentaires.

. Prenons C = (v, u,e;) base adaptée a la supplémentarité de G et H.

2 0 0
1 1
Alors Me(f)=[0 -1 1 ,A—(l)etB—[ ]
0 -1
0 0 -1
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