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Centrale 2000, E3A 2005 et CCP 2007 - PC
Les parties I, III et IV sont indépendantes.
Dans tout ce probléme, on pose, pour tout n € IN*,

n
1
S, = Z% etu,=S,—In(n)
k=1

I - Preuves de l’existence de y, constante d’Euler
1. a) Etablir: Vxe[0;1[, x+In(l-x)<0 et x-In(1+x)>0.
b) On pose, pour tout n > 2, v, =S, —In(n).
Montrer que u et v convergent, vers une méme limite.
On note, dans toute la suite du probléme, y cette limite, appelée constante y d’Euler.

2. Dans cette question, on établit I'existence de y d’une autre facon que dans la question précédente.

a) Montrer la convergence de la série de terme général u,,| — u,,.
b) Que peut-on en déduire pour la suite u ?
3. Montrer que
S, = Inn)+y+o(l).

n
n—+oo

4. Déduire de ce qui précede un équivalent simple de S,,.
IT - Expression de ¥ comme somme d’une série

1 1
5. a) Déterminer un équivalent de — —1In (1 + —).
n n
b) En déduire

III - Intervention de y dans une somme de série

Dans cette partie, on étudie la série de terme général ¢, défini par
(=1)"In(n)
Vn > 2, tn -

et on pose
N
YN>2, Ty= Ztn.
n=2

6. a) Justifier que la série Zt” converge.
n>2
b) Est-elle absolument convergente ?

n+1 n
In(t | | |
n23,j —n()dtSM,et\/nzﬁl, n(n)éj ﬂ
n t n n n—1 t

In(n) (ln(N))z
n 2

Montrer que (an)ns3 est décroissante, et minorée.
c) Montrer que, pour tout N > 3,

7. a) Etablir successivement

<

N
b) On pose, pour tout N > 3, ay = Z
n=1

In’N  In%(2N)
2 2 ’

TZN = ln(Z)SN +aN —daN +

400 1\
d) En déduire la valeur de ZM

n=2

p en fonction de y et de In(2).
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IV — Quelques expressions de y sous forme d’une intégrale

+o00 1 1
= — — —dx
y fl ] x

8. Montrer que

9. Montrer que

1 1

On pose, pour tout x € ]0; +oo[, @(x) = o 3

10. a) Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.
On appelle encore ¢ le prolongement ainsi obtenu.

b) Justifier que @ est bornée sur R*.
+00

c) En déduire la convergence de l'intégrale J e p(x)dx.
0

11. Dans cette question, a € |0; +oo[ et n > 2, et on pose

a) Montrer que I,,(a) existe.
b) Montrer successivement

na _—x naq _ ,-x
In(a):J e—dx:ln(n)—J L= gy
a X a X

+00 -2 —
=X _eNX

e .
12. Montrer que, pour 1 > 2, J ——dx existe et vaut In(n).
0 X

13. a) Montrer successivement que, pour n > 2,

1 n—1 +00 L —x —nx
1-t e —e
Sn_lzj dt:J- —7\, X.
0 1—t 0 1—6’

b) Justifier que
+oo
y= J e “p(x)dx.
0

1
1 1
V_L In(x) - 1_de.

Solution (Ex.1 - Centrale 2000, E3A 2005 et CCP 2007 - PC)
I - Preuves de l’existence de y, constante d’Euler

14. Montrer que

1. a) x > x+In(1 —x) est décroissante sur [ 1; O[ et nulle en 0 donc négative, x — x—In(1 +x) est croissante sur [ 1; 0[ et nulle

en 0 donc positive.

b) u,—v, —— 0, et les inégalités précédentes entrainent que u décroit et v croit. u et v sont adjacentes donc convergent,
n—+oo

vers une méme limite y.

2. Dans cette question, on établit I'existence de y d’une autre facon que dans la question précédente.

a) Uy —u, = nl?—ln(l + l) = ! l+O(i) = n(_—l)+(9(i) = O(%) donc par domination, puisque Z% est

n) n+l n n2 n+1 n2
une série de Riemann convergente, } (Uyy1 —U,) converge.
n>1
b) Comme > (Upy1 —uy) converge, u converge (c’est du cours).

n>1

3. u, —— ydoncu,=y+o0(l)doncS,—-In(n)=y+o0(l)doncS, =In(n)+y+o(1).

n—+oo
Sy _up+In(n)  u, .
’ lnn B ln(n) B Inn 1 n—+oo 1 puisque Un n—+oo 7/
Donc S, > In(n).
n—+o00

IT - Expression de  comme somme d’une série

1 1 1 1 1 1 1 1 1
S.a)——ln(1+—):———+—+o(—),donc——1n(1+—) ~ —.

n n) n n 2n? n? n n/ n—+eo 2n?
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b) On en déduit déja que la somme proposée existe par le critere de négligeabilité.

N N

| ! 1 |
) (——1n(1 +—)):HN— ) (In(n+1)~In(n)) = Hy ~In(N + 1) — Hy—InN—lnF N+
o n n

ZMN—IH
+00
1 1
7= [z}

III - Intervention de y dans une somme de série
Int —In(¢)
2

N my+0donc

6. a) Pour [ :[2; +oo| > Rt > —, f'(¢ < 0deés que t > e donc (t,),>3 est décroissante de limite nulle.

Par le théoréme des séries alternes, E t, converge, donc E t, aussi.
n>3 n>2

1 . N - .
b) Vn>3, |t,|> —. Par comparaison a la série harmonique, > t, n'est pas absolument convergente.
n
n>2

n+1 n
In(t 1 1 In
7.a) Vn > 3,j %)dt < n}(qn)’ et Vn >4, nr(ln) < j t( )dt s’obtient par décroissance de f (cf 16.a)) et croissance de
-1
l'intégralz. !

In(N+1) 1
b)VNZ3, (ZN_H—QN:ﬁ—E(IHZ(N-Fl)—I Z(N))
N+1 N+1
Orl(an(NH)—ln?(N)): [llnz(t)] :J ln_fd
2 2 N N

Donc par 17.a), (an)ns3 décroit.

Toujours par 17.a), VN > 3,

Inl1 In2 +JN” Int . In’N _ In2 In’3 In*(N+1)-In’N
3

> — dr— T
IN=TTTT R T S 2
In2-1n%3 .
aN = 7 donc a est minorée.
2N yr N N 2N N N 2
B Inn In(2k In( 2k—1 B In(2k) In(k) In(2k) In2+1Ink In“(2N)
C)TzN_Z =) 2k Z 2%k - _Z 2k -) k +) 2k =) Kk ONTT T
n=2 12<: k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
In"N  In"(2N
ln( )SN+aN_a2N+ 2 ( )
d) e Puisque a est décroissante mmoree elle converge et ay — asy — 0.
2N
.ln (22N) ln 2 +1n21n(N) + In ,donc
In’N  In?2 In?2 In?2
In(2)Sn + 7 T —ln(2)(Sn—ln(N))—T mln&)y— 5
+00 2
(=1)"In(n) _ In“2
e Donc ZT =ylIn(2)- 5
n=1
IV — Quelques expressions de y sous forme d’une intégrale
8. e Notons que l'intégrande est continue par morceaux et :
Vx >z L _1_x-l donc 0 < L1 < ! < ! Comme ! I'intégrale proposée existe
- = ——-——<—<—. —_— ~ —,li xiste.
HEINERNTT: ] xS Sy (1= 1)7 xbien y27 EBTHERIOP
e Soit N e IN*.
N 1 N2 el 1 e | =g
— ——dx= J. — ——dx= j ———dx= (— —In(n+1)+ ln(n)), et par télescopage des logarithmes
J.ll_xjx ;n lx] «x ;nnx ;n P pag &
N N-1 R teo g
1 m—;dx_SN 1—ln(N)N_iooln(N—1)+y+0(1)—1n(N)N_iwln( N )+)/+0(1)Nj+ooy+0(l)douy: 1 o~
1
—dx.
X
X 1
9. e L'intégrale proposée existe puisque Vx> 1,0 < a |2.>»J <=
X X
e Soit N e IN*. N N N
N - n+1 - n+1 -
x—|x] J‘ 1 |x] J 1 n ( n
dx = ——=—=dx= ———d = In(n+1)-In(n)+ — -1
Jl x2 ; . X x2 ; n X nZ« n+1
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Ny —|x] 1 ot
J dx = In(N) - =In(N)-Sy+1 = In(N)—-y-In(N)-o(1)+1 = —py+1+o(l)douy=1-
1

x2 n+1 N—+oo NI

x—(1—e™) x2/2+o(x2) 22 1
10. a) QD(X) = = ~ ~ —
X(l —e*") X(l —e*x) x—0 X2 x—02
@ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1/2.
b) ¢p(x) = 1 donc AX e R*,Vx > X,0 < p(x) < 2, ¢ est bornée sur [X; +oo[ et comme ¢ est continue sur [0; X], elle est
X—+00
aussi bornée sur [0; X]. Donc @ est bornée sur R*.
c) f: x> e *@(x) est continue sur [0; +oof, et par b), f(x) = O(e™). Comme x > e est intégrable sur [0; +oof, f est
+

o0

intégrable par domination : e “p(x)dx existe.
0

11. a) I,(a) n'est impropre qu’en +oo et I'intégrande est 0 (e™) en +oo, donc par I,,(a) existe par négligeabilité.
b) Chacune des intégrales ci-apres existent par le méme argument que précédemment (o (e™)) :
+oo e—x +00 e—nx
I,(a)= —dx—j dx.
Ja X a X
Avec le changement de variable u = nx bijectif C! strictement croissant dans la seconde intégrale :

too [ —x +00 _—u na _—x
e e e
I,(a)= —dx —j —du = j —dx.
J X na u X

a a
ANa (1 =X na na q _ ,-x na q _ ,-x
I, (a) = wdx:f ldx—j L-e dx:ln(n)—J L= g,
a X a X a

Ja X x

N (I-e™)/x six>0, . oo o .
12. f:R* > Rx+— 1 . est continue sur R™. Soit F une de ses primitives, donc continue en 0.
six=

+o0 _—x —nx
o™X _enX

I,(a) = In(n) — F(na) + F(a) — In(n) — F(0) + F(0) = Inn, ce qui prouve que J —edx existe et vaut In(n).
0

a—0 X
n—1 1 fk 1 n-1 1 1 n=2

13.2\) Sn_l:ZE:Z ?:| :ZJ\ tkldt:j Ztkdt
k=1 k 0 k=170 0 k=0

=1
1 n—-1
1-t
S,IZ‘I‘ df.
" o 11—t

Posons alors t:]0; +oo[ — ]0; 1[,x > e changement C! bijectif strictement décroissant.

0 9 _ o=(n-1)x +00 | —x _ ,-nx
1-e y e e
Sn—l = J ﬁ(—e /\)dX = J 1—_de
+00 —-¢ 0 —¢e

b) On soustrait les deux résultats précédents :

S,—1—In(n) = J; ” (e_x - e_”x)q)(x)dx

+00 +00
= J e “p(x)dx —j e ™ p(x)dx car ces intégrales existent (cf. 18.a))
0 0

n-1

n-1
© Sy 1 =In(n) =8, ~In(n—1)+In "= ——y.
+0co } +oo ‘ K
f e—n,\(p(x)dx < KJ e MMdx<— ——0o0uK majore |¢|.
0 0 n n—+oo

Donc en passant a la limite dans la relation précédente :

+o0
y = f e “p(x)dx.
0

—X

+o0 +o00 —X
' e L . .
14. y = e *p(x)dx = - — —dx invite a poser u = e™¥, changement de classe C! strictement décroissant donc
I—e™ x

0
bijectif de ] 0; +oo[ sur ]0; 1[.

-d
On obtient, avec x = —In(u), dx = - :

u
1 1
u u 1 1 1
V_L (1—u_—ln(u));du_JO 1—u+1n(u)du donc

1
1 1
)/—J;) 1n(x)+1—xdx'
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