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Chapitre 1

Autour de 'espérance et de la
variance

Exercice 1

Variable positive d’espérance nulle

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, 7,P), et possédant une
espérance.
Montrer que

X20etEX)=0 < P(X=0)=1,
autrement dit une variable positive d’espérance nulle est presque-sirement nulle, et réciproque-
ment.

Solution (Ex.1 — Variable positive d’espérance nulle)
On sait que : Vo € X(Q), x> 0.
Supposons que : 3zo > 0 tqg P([X = z0]) > 0.
Alors E(X) = Z 2P([X = z]) = zoP([X = x0]) > 0 : absurde.
zEX(Q)
Donc : Vz € X(Q) tg x #0, P([X=2z]) =0.
Or Z P([X = z]) = 1 (systéme complet d’événements), donc P([X = 0]) = 1.
zeX(Q)

Exercice 2

Caractérisation de la nullité de la variance

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, 7,P), et possédant une
variance.
Montrer que



CHAPITRE 1. AUTOUR DE L’ESPERANCE ET DE LA VARIANCE

autrement dit la variance de X est nulle si, et seulement si, X est presque-stirement constante,
égale (du coup) a son espérance.

Solution (Ex.2 — Caractérisation de la nullité de la variance)

V(X) =0 += E((X-E(X))?) =0 <= P((X—E(X))* = 0) = 1 car (X—E(X))? est une variable
aléatoire réelle positive. On poursuit :

VX)) =0«<=P(X-E(X) =0) =1« P(X = E(X)).

Exercice 3

Espérance d’une variable bornée

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, 7,P). On suppose que
X est bornée, i.e.

IM € R,Vw € Q,|X(w)] < M.

Autrement dit : X(Q2) C [-M; M].
Montrer que E(X) existe, et |E(X)| < M.

Solution (Ex.3 — Espérance d’une variable bornée)

vz € X(Q), |z| P([X = z]) < MP([X = z]),

or la série Z P([X = z]) converge car ([X = x])
zeX(Q)

(et sa somme vaut 1).

2EX(Q) est un systéme complet d’événements

Par comparaison, Z zP([X = z]) est absolument convergente, donc E(X) existe.

zEX(Q)
De :
Vr e X(), —MP([X=z]) <2P(X=2z]) <MP(X=uz])
et > P(X=z])=1
zeX(Q)
on tire :

—M < E(X) < M.
= Ce dernier encadrement est une conséquence directe de la croissance de l’espérance car
Si E(X) existe, alors —-M < X <M= -M < E(X) <M.

Exercice 4

Espérance par domination

Soit X et Y deux variable aléatoire réelle définies sur un espace probabilisé (€2, 7, P). On suppose
que :

(1) X <Y, ie. Vw € Q, |X(w)| < Y(w),

(ii) E(Y) existe.

Montrer qu’alors E(X) existe, et |E(X)| < E(Y).

Solution (Ex.4 — Espérance par domination)
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La, il faut revenir & une expression encore plus fondamentale de lespérance :
F) EX)= 3 P(Y =) = 3 Y@)P({w}),
YEY(Q) wen
toujours la méme idée : E(Y) est la moyenne, pour chaque résultat w possible de expérience, de
la valeur Y (w) prise par Y pondérée par la probabilité que ce résultat w se réalise.
Au passage, & méditer, pour y € Y (),

PY=yD=y >  PHuh)= > YWP({w})

weNY(w)=y weN,Y(w)=y
donc
DY =y)= > > Y@P{w}) | = > Y(wP{w})
yEY(Q) yeEY(Q) \weR,Y(w)=y weN

car les deux sommes imbriquées constituent une partition de I’ensemble €2 : on classe les éléments
de © suivant la valeur de y = Y(w), mais au final on somme pour tous les éléments de €.
Alors : Vw € Q, | X(w)|P{w}) < Y(w)P({w}),
or par hypotheése la série Z Y(w)P({w}) converge,
weN
donc Z |X(w)|P({w}) converge.
weN
Ainsi, E(X) existe, et par croissance de l’espérance,
Y < XY= —-E(Y) <EX) <E(Y).
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Chapitre 2

CAUCHY-SCHWARZ et coefficient
de corrélation linéaire

C’est deux inégalités reposent sur le méme procédé :

Exercice 5

Trinome de signe constant

Montrer que si le trinéme P : X — aA\?4+bA+c est de signe constant sur R, alors A = b*> —4ac < 0.

Solution (Ex.5 — Trinéme de signe constant)
...car sinon P admettrait deux racines distinctes et changerait de signe entre ces deux racines.

Exercice 6

Inégalité de Cauchy-Schwarz en algébre euclidienne

Soit E un R—espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
Montrer que

V(u,v) € B2 [(u, 0)] < [full [|v]]

avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires.

Solution (Ex.6 — Inégalité de Cauchy-Schwarz en algébre euclidienne)

Soit (u,v) € E*.

® Soit P: R — R, A — [|u+ |

@VAER, P\ =0et P(\) = |[|v]|* A% +2 (u,v) A+ ||u||* est un trindome du second degré en .
® Donc A = 4 (u,v)* — 4 |Ju|]?* ||v]|* < 0, donc |[(u,v)| < ||ul||]v]| : c’est 'inégalite!

@ S'il y a égalité, alors A = 0 et P posséde une racine (double) Ag. Or P(XA¢) = 0 donne
[|lu 4+ Aov|| = 0 donc uw = —Aov : u et v sont colinéaires.

11



CHAPITRE 2. CAUCHY-SCHWARZ ET COEFFICIENT DE CORRELATION
LINEAIRE

® Reéciproquement, si u et v sont colinéaires avec u = kv, alors
[(u, 0)| = (k] (u,u) = [k [[ul|* = [Jul| |[kul| = [Jul] ||v]]-

Exercice 7

Inégalité de Cauchy-Schwarz pour le coefficient de corrélation linéaire

Soit X et Y deux variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (€2, 7,P). On suppose que X
et Y admettent un écart-type non nul.
Cov(X,Y)
p(XY) = ———2—~.
On pose p( ) ) O'(X)O’(Y)
Montrer que

Ip(X,Y)| <1
avec égalité si, et seulement si, 3(a,b) € R*, P(Y =aX +b) =1

Solution (Ex.7 — Inégalité de Cauchy-Schwarz pour le coefficient de corrélation linéaire)
@ Soit P:R =R, A= VAX+Y).
@ VYA ER, P()\) >0 (toute variance est positive!) et P(A) = V(X)A? 4 2Cov(X, Y)A + V(Y) est
un trindme du second degré en .
® Donc A = 4Cov(X,Y)? — 4V(X)V(Y) < 0, donc |Cov(X,Y)| < o(X)o(Y). Les écarts-types
étant positifs (toujours) et non nuls (par hypothése) :

(X, V) < 1.
@ S’il y a égalité, alors A = 0 et P posséde une racine (double) Ag. Or P(Ag) = 0 donne
V(AoX +Y) = 0 donc la variable AgX 4+ Y est presque stirement constante.
Donc : 3p € R, PAoX+Y =p) =1,s0it P(Y = —AoX +p) = 1.
® SiP(Y =aX +b) =1, alors P(Y —aX =b) =1, donc V(Y — aX) = 0 : P posséde une racine,
nécessairement double car il est toujours positif. Donc A = 0, donc |Cov(X, Y)| = o(X)o(Y).
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Chapitre 3

MARKOV et
BIENAYME-TCHEBYCHEV

[CCP - 2018 — PSI - Pb 2]

Exercice 8

Inégalité de MIARKOV

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilis¢ (Q, T, P).
On suppose que X est positive et posséde une espérance.

Montrer que

E(X)

Ya > 0, P(X>a) < p

Solution (Ex.8 — Inégalité de MARKOV)
Le raisonnement repose sur une magjoration assez grossiére : dans la somme définissant [’espé-
rance, on oublie une partie des termes, puis on minore ceur qui restent.
E(X)= Y  aP(X=az])
zeX(Q)
> Y eP(X=a])
zeX(Q), z>a
> Y eP(X =a))
zeX(Q), z=a
>a Y B(X =) > aP(X > )
zeX(Q), z=a

Exercice 9

Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV
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CHAPITRE 3. MARKOV ET BIENAYME-TCHEBYCHEV

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q2, T, P).
On suppose que X posséde une variance.
Montrer que

V(x)

ve>0, P(X-EX)|>¢) < 2

Solution (Ex.9 — Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV)
Le résultat est immédiat : on applique l’inégalité de MIARKOV pour
Y = (X —E(X))? et a = €2
On a alors :
Y est positive, E(Y) = V(X), a = €2, et [Y > a] = [(X — E(X))? > £?] = [|X — E(X)| > €], donc
I'inégalité découle de celle de MARKOV.
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Chapitre 4

Lois hypergéométrique et
multinomiale

Deux lois d’utilisation fréquente prolongent la loi binomiale. La loi hypergéométrique envisage
de compter un nombre de succeés lors de tirages sans remise, donc non indépendants. La loi
multinomiale s’intéresse aux successions d’expériences indépendantes pouvant se solder par des
succes de plusieurs types, et non une issue binaire succés vs échec.

Exercice 10

Loi hypergéométrique

On considére un ensemble E de N objets (avec N > 2), dont un nombre r > 1 est de couleur

rouge et un nombre b > 1 est de couleur bleue, de sorte que r + b = N.

On note par ailleurs p @& r/N et g 4 b/N la proportion initiale d’objets rouges respectivement
bleus de cet ensemble, de sorte que p 4+ g = 1.

Soit n € [[1; NJ]. Dans cet ensemble E, on tire successivement et sans remise n objets de cet
ensemble et on s’intéresse au nombre R d’objets rouges parmi ces n objets.

Notons que, vu la définition de R, il reviendrait au méme de tirer simultanément ces n objets.

<T)< : )
k]\n—k
P(R = k) = ~2> 7.

1. Montrer que la loi de R est donnée par

vk e [[0; nl],

La loi de R s’appelle la loi hypergéométrique et est fréquemment notée H (N, n, p).

2. Interpréter le paramétre p comme une probabilité.
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CHAPITRE 4. LOIS HYPERGEOMETRIQUE ET MULTINOMIALE

3. Démontrer la formule de Vandermonde

S06)-0)

4. Calcul des moments en décomposant R en somme de variables indicatrices
On note, pour tout i de [[1; n]], X; la variable indicatrice de I’événement « le i—éme objet tiré

est rouge ».
a) Déterminer la loi de chaque X;. On pourra déterminer la loi de X1 et justifier que les autres

variables X; suivent la méme loi.
b) En déduire lespérance de R.
c) Déterminer, pour ¢ # j, la loi de X;X;.
d) En déduire la variance de R.

5. Calcul des moments par la formule de Vandermonde
a) Justifier que, pour tout k € [[1; n]], k (Z) —r (; - 1)

b) Calculer E(R).
c) Calculer E(R(R — 1)) et en déduire V(R).
6. Convergence de H(N,n,p) vers B(n,p)
Heuristique : si 'on tire un petit nombre d’objets n dans un grand ensemble E, on peut penser
que les tirages modifient peu la composition de I'ensemble, les proportions p = r/N et ¢ = b/N
restant sensiblement égales au cours des tirages. Donc on peut penser que tout ce passe comme
si les tirages avec lieu avec remise, auquel cas R suit une loi binomiale.

a) Que dire, pour n et p fixés, de lim E(R) et lim V(R)?
N—+oco N—+oco

i) it dl’

b) Soit 4 fixé. Montrer que <]> ~ L

c) En déduire que, pour n, p et k fixés, P(R = k) ﬁ <Z> pPqn k.
— 400

On dit que, lorsque N tend vers +oo, H(N,n,p) converge en loi vers B(n,p).

Solution (Ex.10 — Loi hypergéométrique)

1. On tirage peut étre modélisé par une partie & n éléments de I’ensemble E. Soit €2 I’ensemble
N

des parties & n éléments de E. Alors Card(Q) = n

Soit k € [[0; n]]. Les parties favorables a ’événement [R = k] sont obtenues en choisissant k
éléments parmi les r rouges puis n — k parmi les b bleus.

Donc Card([R = k]) = (;) (n i k‘)

Les tirages étant équiprobables,

16



<T>< : >
k n—k
B(R=k) = ~L >~

2. p est la probabilité de tirer un objet rouge au premier tirage, mais pas au-dela car la compo-
sition de I’ensemble E est ensuite modifiée.

3. Comme ([R = k])0<k<n est un systéme complet d’événements, on a

S B(R=K]) =1, done Y (k> (nbk> _ (1z>

4. Calcul des moments en décomposant R en somme de variables indicatrices

Ici, il devient nécessaire de changer Q qui ne tenait pas compte de 1'ordre en €2’ ensemble des

n—listes (ordonnées, donc) d’éléments distincts de E.

a) e X, suit la loi de Bernoulli B(p).
e Soit ¢ € [[2; n]].
Soit o : [X; = 1] — [X1 = 1] lapplication qui & chaque tirage w faisant apparaitre un objet
rouge au i—eéme rang (donc favorable a [X; = 1]) associe le tirage w’ obtenu en permutant
le premier objet et le i—éme de w, donc w' est favorable a [X; = 1.
Alors o est une bijection de [X; = 1] sur [X; = 1].
Par conséquent, Card([X; = 1]) = Card([X1 = 1]), donc P([X; = 1)) = P(X1 =1]) = p et
C’est assez moral, car si on prend au hasard un objet de notre tirage sans connaitre son
rang, on sera enclin & penser qu’il y a une probabilité p qu’il soit rouge.

b) ER) = (ZX) S Z]E i) = np.

c) e X;X»(22) ={0,1} donc X1X2 suit une loi de Bernoulli.
P([X: Xz = 1)) = B([X1 = 1] [X2 = 1]) = P([X1 = 1))y, (Xz = 1)
(il n’y a pas indépendance!!!)

-1
P([X1Xe =1]) = p;\} 7 car au second tirage il reste r — 1 objets rouges parmi les N — 1
restant.
Done X, Xz < B ( ot
onc
1 PNTT

e Un argument analogue & la question précédente montre que, pour tout ¢ # j, X;X; —

r—1
B(pN_l).

d) V(R (ZX) :iV(Xi)-FZCOV(Xi,Xj),

i#]
or Vi € [[1; n]], V(X-) p(l—p)etVI<i<yj<
Cov(Xi, X;) = E(XiX;) — E(X))E(X;) = p;—}zﬂ,donc
V(R) = np(1 — )+nn71p(;I T~ )
p—1 1
=np(l—p)+n(n—1)p N puisque pN =r

17



CHAPITRE 4. LOIS HYPERGEOMETRIQUE ET MULTINOMIALE

_ 1_n—1 _ N—-—n
= npq N—1 = npq N_1

5. Calcul des moments par la formule de Vandermonde

=T

a)k<r>— r! . (r—1) _ r—1
k (k—1D!(r —k)! k=D!((r—1)—(k—1))! k—1

WR)lb“k(,:)(n"k)@;ﬂ(zi)(n”k)-

n

= r—1 b , et par la formule de Vandermonde
N =0 k n—1-— k
n

c) ER(R -

E(R(R — 1)) omfert <N> Zk(k ~1) ( ) (n f k)

—_

)) et en déduire V(R) De fagon trés analogue,

Il
=
N[
Z |
\_/:
kol
|| 3
[\v)
/N
> 3
[
[N
~_
R
3
| <o
EN
~__

n—1
-1 -2
= rr ) (T ) ( b _ ), et par la formule de Vandermonde

_r(r=1)(r+b-2\ 7 (N-=2) r(r—-1Lnn-1)
- <N> n—2 _<N> n—2)  N(N-1)

Comme par linéarité E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X), la formule de Kénig-Hyugens donne
V(X) = E(X(X - 1)) + E(X) — E(X)?
_np((r— 1)(n—1)

] +1fnp> et comme r = Np

Npn—Np—n+1+N—-1—-npN+np
( )
0-p)=n1=p)
( =)

—1
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6. a) lim E(R)=mnpet lim V(R)= npq, qui sont respectivement l’espérance et la variance
N—+4o00 N—+o0

de la loi B(n,p).
b) Soit ¢ fixé.

B\ _ iV Goit))

. “ (produit de 7 facteurs tous équivalents a j).
i 1! j—oo il

c) Pour n, p (donc q) et k fixeés,

()02
k n—k NY* (gN)**p! n e
P(R - k) - <N> N—:Foo (pNzk&ln )— k)! N—+oco ( )pkq k.

n

Exercice 11

Loi multinomiale et matrice de covariance

Une urne contient des boules de r couleurs différentes Ci,...,C,, en proportion respective
pi,...,pr de sorte que : p1 + --- + p, = 1. On tire au hasard et avec remise n boules dans
cette urne et on note, pour chaque i entre 1 et r, v; le nombre de boules de couleur C; obtenues
au cours des n tirages, de sorte que : v1 + - -+ + v = n (étonnant non?).
1. On note X le vecteur aléatoire (v1,...,v,).
a) Décrire I’ensemble X(€2) des valeurs possibles de X.
b) Donner la loi de X.
c) Qu’obtient-on lorsque r =27
2. a) Donner, pour chaque ¢ entre 1 et r, la loi, espérance et la variance de v;.
b) Donner, pour chaque i et j distincts entre 1 et r, la loi de v; + v;. En déduire la covariance
du couple (vs,v;).
3. a) Pour chaque 7 entre 1 et r, on pose y; = Vi 7t s v.aur. y; sont-elles centrées, c’est-a-dire
No
d’espérance nulle ? Sont-elles réduites, c’est-a-dire de variance égale a 17
b) On note C la matrice de variance-covariance des (yi)i<i<n :

C e (Cov(ys, yj))lgingr.
Montrer que C =1, — N ou N = *L.L avec L = (\/p1, ..., /Pr) € M1,.(R).
c) Montrer que : N? = N et que : rg(N) = 1.
d) Que dire de rg(C)?

Solution (Ex.11 — Loi multinomiale et matrice de covariance)

1. On note X le vecteur aléatoire (vi,...,vy).
a) X(Q) = {(k1,..., k) €N",> "k =n}.
i=1

b) Donner la loi de X.
Soit 7= {(c1,...,cn) € [[1; 7]]" } =[[1; ]]" I'ensemble des tirages possibles.
Dénombrons les tirages favorables a X = (ki,...,kr) € X(Q).
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CHAPITRE 4. LOIS HYPERGEOMETRIQUE ET MULTINOMIALE

Pour construire un tirage favorable, il faut choisir les rangs de k1 tirages amenant la couleur

Cietilya (:) possibilités.
1

—k
Puis il faut choisir les rangs de k; tirages amenant la couleur Cs et il y a (n i 1) possi-
2

bilités.
En itérant le procédé, il y a :

n n—kp n—ky—-—kr—1) n!
k1 ko ki T klko!. Ky

tirages favorables & X = (k1,...,kr), et chacun d’eux a une probabilité p1 p2 ... pFr de se
réaliser, par indépendance des expériences.
Les tirages étant deux a deux incompatibles, la loi de X est

_ _ n! k1, k Ky
Yk k) € X(Q)B(X = (ki b)) = et p gl
|
c) Pour r = 2, P(X = (k1,k2)) = 3 Y'Lk |plf1p§2 = (;L)plfl(l —p1)" ", on retombe sur la loi
1
binomiale.
2. a) v; = B(n,pi), E(v;) = npi et V(v;) = np; (1 — p;).
b) vi +v; = B(n, pi + p;).
1
Cov(vi,vj) = §(V(Vi +v;) — V() — V(yj))
1
= 5(”(1% +p;)(1 = pi — p;) — npi(1 = pi) — np; (1 — p;))
1
= 5 (= 2npip;) = —npip;
3.a)eE(y,) = ! (E(Ul) — npi) =0 : y; est centrée.

}
3

o V(y;) = -

Pi
e Vie[[1; r]],cii = Cov(yi,y:) =V(yi) =1 —pi =1 — \/pipi
o V(i,j) € [[1; 7])* avec i # j, comme Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X,Y), on a

1
cij = Cov(yi, y;) = 7MWCOV(V¢, vj) = —/PiD;
i j
eOnabien:C=I,—NouN= (,/plpJ)K”Q = 'L.L avec L = (\/p1,...,/Pr)-

c) e N> = *LL'LL = ‘L(L*L)L or L'L = sz_ 1) donc N? = *LL = N.

(vi) =1—p; # 1 : y; n’est pas réduite.
b

~

e Les colonnes de N sont toutes proportlonnelles & sa premiére colonne qui est non nulles :
Cj= —'Cl, donc rg(N) = 1.
VP1

d) Remarquons que N est une matrice de projecteur et C est la matrice du projecteur complé-
mentaire. Ce sont méme des matrices de projecteurs orthogonaux pour R” muni du produit
scalaire canonique car elles sont symétriques.

Eneffet : C2 = (I, -N)? =1, - 2N+ N?* =1, - N = C.
Voici deux arguments pour le rang.
e Soit X € M, 1(R).

20



XeKer(C) <= CX=0«<=X-NX=0«<= NX=X = X eIm(N)
Donc Ker(C) = Im(N) et rg(C) = r — dim(Ker(C)) = r —rg(N) =r — 1.
e C est une matrice de projecteur donc diagonalisable avec Sp(C) C {0, 1}, donc semblable

In | O
010

Alors rg(C):k:Tr(()C):Z(lfpi):erpizrfl.

a une matrice

Exercice 12

Premier changement dans une distribution multinomiale

Soit m un entier au moins égal a 2.
Une urne contient des boules numérotées de 1 a n. Pour tout k de [[1; n]], on note Ny le nombre
de boules portant le numéro k, et pr la proportion de boules portant le numéro k, de sorte que

Zpk =1.
k=1

Dans cette urne, on effectue des tirages successifs avec remise jusqu’au premier changement de
numéro et on note X,, le nombre de numéros identiques obtenus avant ce premier changement.
Ainsi, si les premiers tirages aménent les numéros 2 puis 2 puis 2 puis 1, alors X,, = 3.

1. a) Montrer que
VEEN', P(Xn=k)=> pi(l—pi).

b) En déduire l'existence et la valeur de l’espérance de X.

2. Dans cette question, on se propose de démontrer de deux fagons différentes la propriété suivante
n
Vo > 0,Vn > 2,V (2i),¢;c,, €]0; +oo[" tel que Z:rl = q,
PR
— T @
avec égalité si, et seulement si, V € [[1; n]],z; = 2.
n

a) Premiére méthode —
Pour m € N* et 8 > 0, déterminer le minimum de

:]0; — R,z —> .
Etablir alors la propriété par récurrence sur n.
b) Seconde méthode —
Etablir la propriété en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz & deux vecteurs bien choisis
de R™.
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CHAPITRE 4. LOIS HYPERGEOMETRIQUE ET MULTINOMIALE

3. Montrer que

en précisant le cas d’égalité.

Solution (Ex.12 — Premier changement dans une distribution multinomiale)

1. a) En notant P; événement « la premiére boule tirée porte le numéro i », Pp, (X =k) =
pf_l(l — p;) puisqu’il sagit de tirer successivement et indépendamment k — 1 boules numé-
rotées ¢ puis une différente.

Par la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet (P;)i<i<n, On a

bien P (X, = k) = > pi (1 — pi).
=1

—+oo
_ 1
b) Par dérivation de la série géométrique, on sait que pour = € ]0; 1], E kot = Ao
—x
k=1
On en déduit la finitude de 'espérance de X avec

~pi(l-p) <~ pi —~ 1
k=1 (1 —pi) =l-p Hl-p

m2

2. a)og;m[;(x):m—%>0<:>(ﬁ—m)2<m2x2<:>ﬂ—w<mmcarx€}0; Bl

G p(x) >0 x> B : gm, atteint un minimum global strict en %, ce minimum
, m m

+1
B m(m + 1 m—+1 m+1)?
vaut gm’ﬁ(m+1): ( 6 )+ :( ) )

e Passons a la preuve de la propriété. L’étude de g1, établit la propriété au rang n = 2.

Supposons la propriété vraie pour un rang n > 2 quelconque. Soit n + 1 réels strictement
n+1

positifs tels que Z T = Q.
i=1
n
On a, par hypothése de récurrence puisque Z Ti=Q— Tnt1 :

i=1

n+1 n 2 2
1 1 1 n 1 n+1
Sy —+ > + > gnal@nr) > ZED
- T Tn+1 O — Tn+1 Tn+1 o

(n+1)2 o
ASARLEEV | - =
OnC quUe Tni1 = ———

n
. > e
2 2
1 n _ =1

De plus, pour qu’il y ait égalité il faut que gn,a(Tnt1) =

et que - = L = — donc que pour tout ¢ de [[1; n]], z; = =
ZX; & — Tn+1 n
=1
a
a—
O~ Tntl _ nt+l __«
n n n+1

La propriété est donc établie au rang n + 1, ce qui achéve la récurrence.
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b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz (u|v)? < ||ul|® ||v]||* pour u = (

n2< (i:)a

=1

donne

n 2
1 n s . oL .
donc E — > —, avec égalité si, et seulement si, u et v sont colinéaires donc si, et seulement
X; o

i=1
n

k
i.e. z; = k. Comme Zmz = q, la seule

Vi i=1

si, il existe k € R tel que, pour tout i, /x; =

possibilité est :
a
vell; ;= —.
eltin), ="
n 1 n
3. En posant pour tout ¢ de [[1; n]] ; = 1—p;(> 0),ona E (X) = Z - —mavec le =n—1,
i=1 ¢ i=1
2

donc E (X) > n

. n . cia s s 2
—nie E(X) > > avec égalité si, et seulement si, les z; sont égaux
n— n—

entre eux, i.e. les p; sont égaux entre eux, i.e. tous égaux a —.
n

Autrement dit, E (X) > nT—L

dans 'urne.

7 avec égalité si, et seulement si, les n numéros sont équirépartis
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Chapitre 5

Formule de 'espérance totale,
probléme du collectionneur et
vagues d’appels

La formule de l’espérance totale, qui est la jumelle de la formule des probabilités totales,
fournit des réponses élégantes a un certain nombre de problémes pour lesquelles la détermination
explicite de lois peut étre trés fastidieuses.

Définition — Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, 7,P). Soit A € T un événe-
met de probabilité non nulle. On appelle espérance conditionnelle de X sachant A, notée E(X|A),
I'espérance de X pour la probabilité conditionnelle Pa, sous réserve qu’elle existe :

E(X|A) = Y aPa(X =2z)).

zeX(Q)

Exercice 13

Formule de l’espérance totale

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, 7, P). Soit (A;)1<ign un systéme
complet d’événements tous de probabilité non nulle.

1. Montrer qu’il y a équivalence entre
(1) E(X) existe et
(ii) pour tout 7 € [[1; n]], E(X|A;) existe.
2. Dans ce cas, montrer qu’on a la formule de l’espérance totale

n

E(X) = Y P(A)E(X|A;).

i=1
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CHAPITRE 5. FORMULE DE L’ESPERANCE TOTALE, PROBLEME DU
COLLECTIONNEUR ET VAGUES D’APPELS

Solution (Ex.13 — Formule de l’espérance totale)

1. e Supposons que E(X) existe. Alors Z zP([X = z]) converge absolument.
zeX(Q)
Soit ¢ € [[1; n]]. Par la formule des probabilités totales

2| (X = a]) = |$\ZP (X =a]) > P(A;) |2 Ba, ([X = 2])
donc X
|zPa, (X = z])| < m |zP([X = z])|

Par comparaison, Z |zPa, ([X = z])| converge, donc E(X|A;) existe.
zeX(Q)
. Réciproquement7 si E(X]|A;) existe pour tout ¢, alors par linéarité

Z P(A)E(X|A;) = Z P(A;) Z aPa, ([X = z]) converge absolument. Or
i=1 zeX(Q)

ZP EX|A) = Y Z]}» DaPa (X =2]) "= > aP(X = a]).
zEX(Q) =1 zE€X(Q)

Donc E(X) existe.

2. Formule obtenue dans la réciproque ci-dessus...

Exercice 14

Vagues d’appels

Une secrétaire doit contacter n clients (n € N*) par téléphone. Elle tente de les appeler les
uns aprés les autres. Pour chaque client, la probabilité que I'appel téléphonique aboutisse est
p (p € ]0; 1]) et est indépendante des autres clients. A Dissue des n tentatives, on note Y le
nombre de clients que la secrétaire a réussi a contacter.

Un peu plus tard, la secrétaire tente & nouveau d’appeler les n — Y clients non joints lors de la
premiére vague d’appels. On suppose que la probabilité d’aboutir de chaque tentative reste égale
a p et indépendante des autres, et on note Y2 le nombre total de clients contactés au cours de
ces deux vagues d’appels.

La secrétaire procéde ensuite & une 3-éme vague d’appels, puis une 4-éme,... et ainsi de suite
jusqu’a avoir contacté les n clients. On suppose qu’au cours de chacune des ces vagues d’appels,
la probabilité d’aboutir de chaque tentative reste égale a p et indépendante des autres.

On demande 'espérance Yy, le nombre total de clients contactés a 'issue de la k-éme vague.

1. En notant, pour tout k € N*, X, le nombre de tentatives fructueuses lors de la k-éme vague
d’appels, déterminer la loi conditionnelle de Xx+1 sachant [Yi = j].
est binomiale de paramétres n — j et p.

2. Montrer que, pour tout k € N,
E(Yir+1) = (1 —p)E(Yk) + np (en convenant que Yo = 0).

3. En déduire que, pour tout k € N, E(Y;) =n — n(1 — p)*.

4. Que vaut lim E(Y})? Commentaire ?
k—~+oco
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5. Reprendre depuis le début en raisonnant avec le variable Z; égale au nombre de clients non
contactés a I'issue des k premiers essais.

Solution (Ex.14 — Vagues d’appels)
1. Si[Yy = j] seréalise, Xi4+1 compte le nombre de succés de probabilité p lors de n—j expériences
indépendantes, donc la loi conditionnelle cherchée est la loi binomiale B(n — j, p).
2. Il s’ensuit E(Xx+1|Ye =37) = (n — j)p.
Par le formule de I'espérance totale avec le systéme complet d’événements ([Yi = j])1 <

)
<n

n

. . ransfer lin.
E(Xkt1) =Y _(n— §)pP([Yi = 5]) =" E((n — Yr)p) = np — pE(Yy)
i=1
Or Yi+1 = Yi + Xit1, donc
lin.
E(Yr+1) = E(Yi) + E(Xpq1) = (1 = p)E(Yx) + np
Cette relation est vraie pour k = 0 puisque Y1 < B (n;p).
3. (E(Yk)) ,, est une suite arithmético-géométrique de point fixe n. (E(Yk) — n)k est géométrique
de raison 1 — p, de premier terme —n.
4. Puisque |1 —p| < 1, E(Y&) ﬁ n, ce qui prouve que les efforts de la secrétaire devraient
—+00
finir par étre couronner de succés, et méme de n succés, l’espérance fait vivre, en quelque
sorte...

5. L’application de la formule de I’espérance totale donne
E(Zi+1) = (1 — p)E(Zr)
d’ott une suite géométrique donnant E(Zy) = n(l — p)*. Et Yy = n — Z; induit E(Ys) =
n—n(l—p)k.

Exercice 15

Probléme du collectionneur

Une collection est constituée de n images distinctes numérotées de 1 & n. Un collectionneur achéte
des images une a une, dans des emballages opaques. On suppose le marché suffisamment grand
pour considérer que chaque achat du collectionneur est une expérience indépendante des autres,

de sorte que, & chaque achat, la probabilité d’obtenir 'image numéro ¢ de la collection est l
On note : "
=T, la variable aléatoire réelle égale au nombre d’achats nécessaires pour achever la collec-
tion ;
=X, le nombre d’image(s) distincte(s) acquise(s) a l'issue du k-iéme achat, de sorte que,

lorsqu’on commence une collection vide, Xo =0 et X1 =1;

m
wH,, = E — le m~-iéme nombre harmonique;
k=1

=R, = Z 72 la m-iéme somme partielle de la série de Riemann Z 72
k=1 E>1

wy la constante d’Euler : v = lir_r~_1 H,, — mln(m).
m—r+o0o
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CHAPITRE 5. FORMULE DE L’ESPERANCE TOTALE, PROBLEME DU
COLLECTIONNEUR ET VAGUES D’APPELS

1.

Montrer que

1 1 2
. On admet que H,,, = In(m) +~ + % +o0 (E) et R,, —— T

Montrer que

E(T,) = nln(n) + yn + % to(l)et o(Ty) ~ ML

Voici un apergu des espoirs que I'on peut nourrir :

n 10 | 20 | 30 40 50 75 | 100 | 150 200
E(T,) | 29 | 72 | 120 | 171 | 225 | 368 | 519 | 839 | 1175
o(Tn) | 11 | 24 | 36 49 62 94 | 126 | 190 254

. Par la formule de ’espérance totale, montrer que (]E(Xk)) ,, €st une suite arithmético-géométrique

et que

k
Vk € N, E(Xk):n—n(l—%) .

Que vaut kliril E(Xg)=n?

Et si 'on raisonnait sur le nombre Y, d’images non encore obtenues a l’issue du k-éme tirage ?

Solution (Ex.15 — Probléeme du collectionneur)

1. On note Yj le nombre d’achat(s) nécessaire(s) pour obtenir une k-iéme image distincte des
autres lorsqu’on posséde déja k — 1 images distinctes.
AlOI‘S:Tn:Yl—FYz—F"'—FYn. k
. o . . - 1 .
Les Y suivent des lois geometnquesi respectivement de paramétre u7 d’espérance
n
E(Yx) o et de variance V(Y}) n(k—1) et sont indépendantes. Par linéarité
= — varian = ——— et sont in ndantes. Par linéarité,
F n—k+1 F (n—k+1)2 P
lin. o = n "1
k=1 k=1 j=1
Par indépendance des variables (Yx)p—1,
indép. "N n(k—1) “n—3j 2 1 "1 2
k=1 k=1 j=1 j=1 Jj=1
Ainsi o(Tr) = vVn?Ry, — nH,.
1 1 2
2. Obtenus a partir des développements H, = nln(n) + v + o +o (7) et R, = % +o(1).
n n
S
1. ... et cela devrait faire partie de notre culture mathématique...
2. Pour mémoire, rang d’obtention du premier succés dans un schéma de Bernoulli, d’espérance 1/p
et de variance (1 — p)/p? si la probabilité de succés est p.
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par un dénombrement immédiat :

EX sid=j
n_ .

Prp=)(Xerr =) = ¢ & sif=j+1
0 sinon

. . . J ) -7 -1
Pour j dans X (Q), E(Xg41|[Xk = j]) = ]% +(j+ 1)% =142

Avec le systéme complet ([Xi = j])

J-

JEX(Q)? la formule de I’espérance totale donne

3. En notant Xj le nombre d’images distinctes du collectionneur a l’issue du k-iéme achat, j’ai,

-1 . .\ transfer —1 in. 1
E(Xkp1) = Y (1+ ”’n y) P(Xy = j) "= E (1+ ”n Xk) = 1+(1 - ;) E(Xk).

JEXK ()

Par conséquent, (E(Xy))r est une suite arithmético-géométrique, de point fixe n, (E(Xx) —n)x

1
est géométrique de raison (1 — 7), de premier terme E(X;) —n=1—n.
n

k
Pour tout k de N, E(X) =n—n <1 - l) .
n

. La limite (rassurante!) est n puisque

1—1‘ < 1.
n

. On obtient E(Y}C+1|[Yk = ]]) = ,] <1 — %)7

puis E(Ygy1) = (1 - %) E(Y%)

d'ott E(Yx) = n (1 - 1)k

n

et on retrouve E(Xx) =E(n—Yg) =n—n (1 — l)
n
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Chapitre 6

Probléme du scrutin et marche
aléatoire dans 7Z

[CCP - 2020 — PC — Exo no3][MP-M1 - 2016 — PC-PSI - ][CS-M1 — 2018 — PC — Partie IV]
Propos du « Probléme du scrutin »
Deux candidats A et B s’affrontent lors d’un scrutin. A Iissue du scrutin, A a obtenu p voix
et B ¢ voix, avec p > q.
On suppose que tous les ordres de dépouillements sont équiprobables.
Alors la probabilité que A ait toujours été en téte lors du dépouillement est
pP—q
ptq
Nous allons étudier deuxr démonstrations trés différentes.

p,q

Exercice 16

Probléeme du scrutin par la démonstration de Joseph BERTRAND

Soit n = p + ¢ le nombre total de voix. Notons D(n,p) le nombre de dépouillements o A est
toujours en téte, avec du coup D(n,p) =0 si p < n/2 ousip > n.
On va démontrer par récurrence sur n € N* que

(Ma): Wpellln/2]+1; n)l, D(np)= <n—1> . <n—1>‘

p—1 p
1. Montrer que : V(n,p) € (N*)2, D(n,p) =D(n —1,p— 1) + D(n — 1,p).
2. En déduire (H,) pour tout n € N*.
3. Montrer que ce résultat conduit bien a
Py, =L2"9
" ptg
Solution (Ex.16 — Probléme du scrutin par la démonstration de Joseph BERTRAND)

1. D(n,p) se décompose en deux types de dépouillements
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CHAPITRE 6. PROBLEME DU SCRUTIN ET MARCHE ALEATOIRE DANS Z

(i) ceux qui se terminent par un bulletin du vainqueur A, et il y en a D(n — 1,p — 1) car A
doit étre en téte au cours du dépouillement de n — 1 premiers bulletins,

(ii) ceux qui se terminent par un bulletin du perdant B, et il y en a D(n — 1,p) (& avant
derniére ouverture d’enveloppe il y avait ¢ — 1 bulletins du perdant sortis).

On a donc la relation D(n,p) = D(n —1,p — 1) + D(n — 1, p).

2. C’est parti pour la récurrence...

[1]Powrn=1,pe[[1; 1]}, D(1,1) =1 = (8) - (?)

Pour n=2,p€[[2; 2]], D(2,2) =1= (i) — (;)

Supposons la propriété vraie pour n > 2.
Soit p € [[[(n+1)/2] +1; n+1]], donc p > 2.
D(n +1,p) =D(n,p— 1) + D(n, p)

“(22)GR): Gy 0)

y compris stp=n-+1...

()0

Donc la propriété est établie par récurrence sur n.

(n_1> - (n_1> _ a1 (a1 _(p-gptqe—1)

p—1 p N

(p—Dlgt  plig—1)! plg!

DonCD(n,p):E Pra).
p+aq p

Et comme il y a (p :; q) ordres de dépouillements possibles — il suffit de choisir la place des

pP—9q
+q

p bulletins parmi les p + ¢ bulletins —, la probabilité cherchée vaut bien

Y(n,p) € (N*)?, D(n,p)=D(n—1,p—1)+D(n—1,p).

Exercice 17

Probléeme du scrutin par le principe de symétrie
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< S »p+qp—0q)

5 ‘.
O ‘.
(0,004 N
. . AP . A+B
v .
.

Chaque dépouillement est représenté par un chemin joignant (0,0) & (p + ¢,p — q) en suivant

pP+q

des déplacements du type (1,%1), ce qui fait chemins possibles : il faut choisir les p

déplacements du type (1,+1) parmi les p + ¢ déplacements.
Un chemin favorable est un chemin passant par (1,1) et ne rencontrant pas I’axe des abscisses.

p+q—1

1 ) chemins joignant (1,1) & (p + ¢, p).
p—

1. Justifier qu’il y a exactement (

2. Parmi ceci, on va dénombrer ceux qui rencontrent ’axe des abscisses par symétrie. A un tel
chemin T' qui rencontre l’axe des abscisses pour la premiére en (k,0), on associe le chemin T
symétrique de I jusqu’a (k, 0) et identique a I' au-dela.

A-B

p+a,p—q)
00 (1,1) (k,0) /\/
’ ~‘.‘(17 71) "¢'\/ A+B

. L4
. " *
.
.
.
..’
’

F/

Montrer que le nombre de chemins passant par (1,1) sans rencontrer 'axe des abscisses est
p+q—1\ (p+qg-1
p—1 p '

Solution (Ex.17 — Probleme du scrutin par le principe de symétrie)

3. Conclure.

1. I suffit de placer les p — 1 voix de A parmi les p + ¢ — 1 bulletins restants.

2. A chaque chemin I' joignant (1,1) et rencontrant ’axe des abscisses correspond un unique
chemin T” joignant (1,—1), ceci établit une bijection et il y a autant de chemins ' que de
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-1
chemin I, or le nombre de chemins I'' joignant (1, —1) a (p+gq, p) est exactement <p ta >
p

(placer les p voix de A parmi les p 4+ ¢ — 1 bulletins restants).
Finalement, le nombre de chemins passant par (1,1) sans rencontrer ’axe des abscisses est

() ()

3. Le nombre de chemins possibles est le nombre de fagons de placer les p bulletins de A au cours

des p + q dépouillements, soit p :)_ q
Le nombre de chemins favorables est
p+q—1\_(p+q-1\_(p+e-1'" @+¢-1'_p—q(p+g
p—1 P (p—1)l¢! plla=1)!  p+al\ p
Les chemins sont équiprobables, donc
P,, =29
p+q

Exercice 18

Application a une marche aléatoire dans 7

On considére un mobile se déplacant sur un axe gradué suivant le protocole :

(i) a 'instant ¢ = 0, le mobile est a 1'abscisse 0;

(ii) a chaque instant i € N*, le mobile se déplace d’une unité, équiprobablement dans le sens
croissant ou dans le sens décroissant ;

(iii) & chaque instant, le sens du déplacement est indépendant des autres déplacements déja
effectués.

On note X; la variable modélisant le i—éme déplacement et S,, = Z X;.
i=1
Soit J I’événement « le mobile ne revient jamais a l’origine du repére ».
1. a) Justifier que (X;) sont indépendantes, de méme loi & préciser.
b) Que représente S, ?
2. Justifier que
1 (2

Vn € N*, P(Sgn71 = 0) =0 et P(Sgn = 0) = — < n) .

2n \'n

3. En utilisant le probléme du scrutin, justifier que Vn € N*,Vr € [[1; n]],

2
HD(SQ>0,.A.7SQTL72>0782n:2r):22’:;77] nrr .

4. A Paide de l'identité ( 2n—1 ) - <2n - 1) =r 2n , montrer que Vn € N¥,
n+r—1 n+r n\n+r
(2n)!
]P)(SQ >0,...,S2n >0) :W

5. En déduire que P(J) = 0. Commentaire ?
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Solution (Ex.18 — Application a une marche aléatoire dans Z)

1. L’énoncé indique que les X; sont indépendantes avec

VieN,  P(X;=-1)) = P(X: = 1]) = %

S, est I’abscisse du mobile a 'instant n.

2. e Soit g (reps. d) le nombre de déplacements a gauche (resp. & droite). Le nombre total de
déplacements est g 4+ d et la condition sine que non pour étre a l'origne est g = d, donc le
nombre de déplacements g + d = 2g doit étre pair : [S2,—1 = 0] = 0.

. . . 2
Les déplacements étant équiprobables, il y a 2" déplacements possibles, dont " corres-
n

pondent & exactement n déplacements & gauche parmi les 2n déplacements (les 2n —n restants
étant fatalement a droite).

e A noter : en posant D, le nombre de déplacements & droite (i.e. positifs), alors D, <
B (n;1/2). Et comme [S2p, = 0] = [D2,, = n], on a bien

P(S2n = 0) =P(Dan =n) = (?) <zl>>n (é)n 21" <2n>

3. En appliquant le probléme du scrutin pour 2n voix avec une différence de voix valant 2r,

2r r
Pisaumar (S2 > 0,0, S 2 > 0) = 20 = T
Par la formule des probabilités composées,

P(Sg >0,...,52p-2 >0,S2, = 27‘) = ]P(Szn = 2T)P[527L:2T] (S2 >0,...,52p-2 > O)
T 2n
22np \n+r

]P)(Sz >0,...,52,-2>0,S2, = 27“) =
4. En remarquant la réunion d’événements deux & deux incompatibles,

(Sz>0,...,82n>0) = U (SQ>O,...,82n_2>0,82n:21”)

1<r<n

P(S2 > 0,...,S2, > 0) :ZP(& >0,...,5m2 > 0,5, = 2r)

- Z 22np <n+r>

Essayons d’arranger ce calcul
2n—1 1\ (2n—-1)\ _ (2n —1)! _ (2n —1)! _
n+r—1 n+r | m+r—Dn-7) O+r))n-—r-10 "

n+r 2n _n—r 2n _r 2n
2n \n+r 2n n+r] mn\n+r

1 [ 2n—1 o2n —1

IED(SQ>0"”7S%>O):22”Z<n—|—r—1 <n+r
r=1

1 <[ 2n—-1 om—1

_W§<n+r—1>_(n+7~)

_ 1L~ 21 2 — 1

-2 —\n+r-1 n4+r
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CHAPITRE 6. PROBLEME DU SCRUTIN ET MARCHE ALEATOIRE DANS Z

1 2n —1 2n —1
T o n B 2n
_ 2n)!

- 22n+1(pl)2

5. Soit J, I’événement « le mobile ne retourne pas & l'origine au cours des 2n premiers déplace-
ments ». De

Jn=1(S2>0,...,82, >0) U (S2<0,...,S2, <0),
réunion de deux événements incompatibles, et de méme probabilité par symétrie, on déduit :
_ @2n)! (2n)!
P(J") =2x 22n+1(n!)2 - 22n(n!)2'

Or
J=Nhenr In
Et la suite (Jn)nen+ est une suite décroissante d’événements :
Vn e N*  Jnpy1 C Jn,
car s’il n’y a pas de retour a l'origine au cours de 2n + 2 premiers déplacements, il n’y a pas
eu de retour au cours des 2n premiers...
Par continuité monotone de la probabilité,
P()=P( 0. Jn) = lim P(J.)=0.

n——+oo

En effet, par la formule de Stirling
P(J,) = (2n)! VArn(2n)?"e™ " 1
e 227 (n!)2 n—+oo 92n (1 /27rnn"e*")2 n—+4o0o /TN n—+oo
P(J) = 0 et il est presque-certain que le mobile reviendra a lorigine du repére au bout d’un
nombre fini de déplacements.
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Chapitre 7

Marche aléatoire dans Z et séries
entiéres

[CCP - 2020 — PC — Exo no3|[MP-M1 — 2016 — PC-PSI — ][CS-M1 — 2018 — PC — Partie IV]

Le § « Probléme du scrutin et marche aléatoire dans Z » présentait une marche aléatoire équi-
probable. Ici s’intéresse aux marches aléatoires non nécessairement équiprobables, en s’appuyant
techniquement sur les séries entiéres.

Définition — Marche aléatoire sur Z

Soit p € ]0; 1[ et ¢ = 1 — p. On considére une suite de variables (X;);en+ indépendantes
toutes de lois définies par

Vie N, X;(Q)={-1,1} et PX;=1)=p, P(X;=-1)=q.

On pose

So=0 e VneN', S,=X;+ --+X,.

On peut se représenter la situation par un mobile se déplagant sur Z, considéré comme axe
gradué, situé en 0 a 'instant ¢ = 0, et se déplacant a chaque instant ¢ € N* de X; = £1 unité. S,
est alors ’abscisse du mobile a 'issue du n—iéme déplacement, So = 0 caractérisant ’abscisse
nulle au début de ’expérience.

On s’intéresse au premier retour a l'origine du mobile.

Bien que les X; ne suivent pas exactement une loi de Bernoulli B(p), elles s’en rapprochent
et cette observation permet de trouver sans fatigue la loi des S, .

Exercice 19

Petite considération préliminaire, ou ’enfance de l’art

er. Xi+1
1. Donner pour tout i € N*, la loi de Y; e T+

2. En s’appuyant sur les Y;, expliciter la loi de S,.
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CHAPITRE 7. MARCHE ALEATOIRE DANS Z ET SERIES ENTIERES

3. Expliciter en particulier P(S,, = 0), probabilité d’un retour en 0 a I'issue du n-iéme déplace-
ment.

Le cas n impair se médite :

(i) d’une part, S1(Q) = {—1,1}, S3(Q) = {—3,—1,1,3}, etc., et 0 € Sp(Q2) si n est impair,
(i) d’autre part, [Sn = 0] exige autant de déplacements « +1 » que de déplacements « —1 »,
donc un nombre pair de déplacements, donc n pair.

Solution (Ex.19 — Petite considération préliminaire, ou l’enfance de l’art)
1. X;=-1<—=Y;=0,et X; =1<=Y,; =1, tout est dit...
2. Les (Yl) sont indépendantes et toutes de lois B(p), donc par stabilité de la loi binomiale,

n ZX — B(n,p).

=1

Donc £,(2) =[[0; n]] et, VE € [[0; n]], P(XE.=k)= <n>pkan'

n—ZX _Z 2Yif1):2iYﬁn:22nf

=1

Donc : Sn(22) = {2k — nlk € £.(Q)} Zl{2I<: —nlke[[1; n]]}

Et:Vke[[1; N]], P(S,=2k—-n)=P(Z,=k)= Zpkqn_k'

3. 2k—n =0<= k = n/2, impossible si n est impair, et sinon on applique la formule précédente :
0 si n impair,

e <n72> (pQ)n/2 si m pair.

Exercice 20

Retour a lorigine par les séries entiéres

On pose
vn € N,p, = P(S, = 0),
fo=0 et VneN' f,=P(S1#0,...,5.,-1#0,S, =0).

On note les sommes de séries entiéres assoc1ees

Vse]-1;1 ans et F(s an

w [] ne s’agit pas pour autant de fonctions genemtmces pULSqU elles ne sont pas du type Z P(X =

n>0
n)s". Cependant,

Ipn| <1 et|fn] <1 pour tout n
assure un rayon de convergence valant au moins 1.
Montrer successivement :

1. vn>1, p,= an_kfk.
k=1
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2. Vse]—-1; 1], P(s)=1+P(s)F(s).
1
3. OrvVse]—-1; 1], P(s)= ————=, donc F(s) =1— /1 — 4pgs?.
v/ 1 — 4pgs?
4. La probabilité que le mobile revienne a l'origine au moins une fois vaut 1 —|p — ¢|. En particu-
lier, on est presque-str que le mobile repasse par l'origine si, et seulement si, p = > c’est-a-dire

les sens de déplacement sont équiprobablesﬂ Ici, on recourra & une fonction génératrice.

1 .. . .
5. Dansle casp = > le temps moyen de retour a l'origine, défini comme espérance de la variable

T égale a l'instant du premier retour en 0, est infini, i.e. donc E(T) n’existe pas au sens de
notre coursEl

Solution (Ex.20 — Retour a l’origine par les séries entiéres)

1. Commencgons par nommer les événements sur lesquels nous allons raisonner.

Soit pour n >0, A, det. [Sn = 0] « le mobile est en 0 & l'instant n »,

et pour k>1 By e [S1 #0,...,Sk—1 # 0,Sk = 0] « le mobile repasse pour la premiére fois

en 0 a 'instant k.

Soitn>1.De A, = U (An ﬂBk) (le passage en 0 a I'instant n n’étant pas nécessairement
le premier retour en égk)énon tire par incompatibilité deux & deux :

pn =P(A ZIP’ AnNBy) =Y P(By)Ps, (An)
Or

e P(Bi) = fr par définition,

o P, (An) = P(Xpq1 + Xpg2 + - + Xpp = 0) = P(Sp—r = 0) = pn—k, car les X; sont
indépendantes et de méme loi, donc la somme de n — k quelconques (distinctes) d’entre elles
suit la méme loi que S, —.

D’Ofl Pn = anfkfk
k=1
2. Parle produit de Cauchy et comme po =1let fo =0,

P(s)F( Z (an kfk) an =P(s

n=0

Vsc]—1; 1], P(s)=1+P(s)F(s).

1
3. Vse]—-1; 1], P(s)= ——— et F(s) = /1 —4pgs?
] [ P(s) e (s) = V1 —4pg

On sait par la propriété préliminaire que
0 si n tmpair

n n . .
(n/2> (pq) 2 §in pair

1. Ce cas est aussi celui étudié au §« Probléme du scrutin et marche aléatoire dans Z ».
2. Lorsqu’une série a terme général positif diverge, ses sommes partielles tendent nécessairement vers
—+o0.

y compris pour n = 0.
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CHAPITRE 7. MARCHE ALEATOIRE DANS Z ET SERIES ENTIERES

1u 3u? 3x5ud =
-1/2 222 il
(1—wu) —1—1—21|—|—22 o >3 3'—1- —;)anu
ol & (2n)! 1 1 (2n\ 1
" oonpl Ton Topl T\ n )4
+o0 +oo +oo
1 n 2n n _2n k k/2 k
> an(4pgs®) —Z< )( )T = < >(p) $
V1—4pgs® = n=o \ " k=0 k/2

Et F(s)zlfﬁzlf\/lfélpqsz.

4. Soit B I’événement « le mobile revient a 'origine au moins une fois ».
B = Uen B, réunion d’événements deux & deux incompatibles. Par o—additivité,

+oo
P(B) = > P(By) ka— =1—+/1—4pq,
k=1

or 1 —4pg = 1—4p(1— p)=4p" —dp+1=(2p-1)"=(p— (1-p))* = (p—q)? donc
P(B)=1-[p—dl .
Du coup, ]P’(B):1<:>p:q<:>p:§.
5. Soit la variable T égale a I'instant du premier retour en 0, ce qui suppose p = 1/2!
En effet, on a : Vk € N*, P(T = k) = P(By) = fx et
“+oo
Z P(T = Z fe=1—|p—q| # 1sip#1/2, ce qui signifie que T n’est pas correctement
k=1
deﬁme sip#1/2.

Alors F est la fonction génératrice de la variable T, et d’aprés le cours, T posséde une espérance
si, et seulement si, F est dérivable en 1.
Or, comme p=qg=1/2, F: s = v/1 — s n’est pas dérivable en 1~

Fo)-F() _ Vi—s? _I-9)1+s) _ V3
s—1 s—1 s—1 1= VI—s so1-

—0o0
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Chapitre 8

Lemmes de BOREL-CANTELLI et
marches aléatoires

La « limsup » et ’infiniment souvent

On se donne une suite infinie d’événements (A, )nen et on cherche la probabilité que, lors de
la réalisation de I’expérience aléatoire, une infinité de A,, se réalisent.

Par exemple, on lance indéfiniment une piéce de probabilité d’obtention de pile valant p €
]0; 1[ et on cherche la probabilité d’obtenir une infinité de piles au cours de ces lancers. p étant
strictement positive, I'intuition peut nous laisser penser qu’il est certain qu’une infinité de piles
sortiront.

L’événement « une infinité de A, se réalise » signifie que, pour tout m € N, I’événement

Un = U An : aussi grand que soit m, I'un au moins des A,, au-dela de m i.e. avec n > m s’est
n>m
réalisé. Autrement dit, cet événement se formalise

N U

meNn>m

Comme les événements (U, )m >0 forment une suite décroissante, (| Uy =Uwmet () Uy
o<m<M meN

peut étre envisagé[ﬂ comme une limite ensembliste de (Uy,).
De plus, U, = U A, = {w €QTIn>m,w e An} peut étre envisagé comme une borne

nzm
supérieure des (Ap)nzm.
Aussi ’ensemble précédent est souvent appelé « limsup » des (A,).

lim sup(A,) det. m U A,.

meNnz2m

1. Il ne s’agit pas ici de donner une définition rigoureuse des notions de limite et de borne supérieure
ensembliste, mais d’expliquer I'origine du terme limsup.
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CHAPITRE 8. LEMMES DE BOREL-CANTELLI ET MARCHES ALEATOIRES

Une autre notation pour cet événement est

{Anist S ) U Ax

meNn>2m

ol « i.s. » signifie « infiniment souvent ».

Exercice 21

Lemmes de BOREL-CANTELLI

1. Premier lemme de Borel-Cantelli
Soit (A )nen une suite d’événements.
On suppose que la série Z P(A,) converge
n=0
On va montrer que
P( {A, : i.s.}) =0.
Autrement dit, on est presque-certain que seulement un nombre fini de A, se réalisent.
a) Soit, pour tout m >0, U, = J As.

nzm

Montrer que lim P(U,,) =0.
m—+4o00

b) Conclure

2. Second lemme de Borel-Cantelli
Soit (An)nen une suite d’événements indépendants.
On suppose que la série Z P(A,) diverge
n=0
On va montrer que

P({An :is}) =1
Autrement dit, on est presque-certain qu’une infinité de A,, se réalisent.
a) Décrire {A, : i.s.} 4 I'aide des événements V,, ‘& [ A, (pour tout m de N).

n=>m

b) Justifier que, pour tout m de N et tout p > m,
P
P(Vn) < ] (1-P(A).

p
c) Montrer que pour tout m de N H (1-P(A,)) ——0

p—+o0
n=m

d) En déduire P(V,,) pour tout m de N.
e) Conclure.

+oo
2. Ce que de nombreux auteurs écrivent Z P(Ay,) < +oo car il s’agit d’une série a terme général
n=0
positif.
“+oo
3. Ce que de nombreux auteurs écrivent Z P(Ay,) = +oo car il s’agit d’une série & terme général
n=0
positif.
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3. Que peut-on dire de général a propos de P({A, : i.s.}) lorsque les (A,) sont indépendants ?
On parle parfois d’une loi du « zéro ou un », ou du « tout ou rien ».

Solution (Ex.21 — Lemmes de BOREL-CANTELLI)

“+oo
1. a) Puisque pour m >0 U, = |J An,ona: P(U,) < Z P(A,).
nzm n—m

Comme la série E P(A,) converge, E Ay) —> 0 en tant que reste d’une série
n>0

convergente. Donc P(U,,) ——— 0
M—+oco

b) La suite (Up,) est décroissante puisque pour tout m |J A, C |J An.

nzm+1 nzm

Alors par continuité monotone

P({An:is}) = IP( N Um> = lim P(U,)=0.

m>0 m——+oo

2.a){A,:is;=U N A= U Vn

meNn>m meN
b) Pour p>m,onaV,, C () A, doncP(V,,) g]P( N An>
m<n<p m<n<p

Comme les (A,) sont indépendants les (Ay) le sont aussi, d’ot
P
) < H PA) <]
P o
c) In ( H (1 - > Z ln 1 —P(An) Z P(A,) en vertu de 'inégalité clas-

n=m

sique In(1 4+ u) <wu pour tout u > —1.

Or par hypothése Z P(A —+> ~+00, donc

In < ﬁ (1 — IP’(A,L))) — —00,

p—+o00
n=m

P
et finalement H (1-P(An)) P 0.

n=m

d) Par encadrement, on déduit de b) que pour tout m € N, P(V,,) = 0.

) Z P(V,,) donc

]P’( U Vm> =0
meN
Par conséquent, IF’({A,L :i.s. }) =0et
P({A, :is.}) =1.
3. Dans ce cas, 'événement {A,, : i.s.} est soit de probabilité 0, soit de probabilité 1, donc soit
presque-impossible, soit presque-certain. Toute autre valeur pour cette probabilité est exclue.

e) Par sous-additivité, IP’(
mEN
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CHAPITRE 8. LEMMES DE BOREL-CANTELLI ET MARCHES ALEATOIRES

Exercice 22

Apparition d’un motif donné

Cet exercice répond et généralise ’exzemple donné en introduction.
On lance indéfiniment une piéce de probabilité d’obtention de pile (noté P) valant p € ]0; 1] et
on choisit un motif donné par une succession de £ piles ou faces, ou £ € N*.
Par exemple, pour £ = 3, on se donne le motif P-P-F. Si les premiers lancers donnent P-F-P-P-
F-F-F-P-P-F-P..., on dit que le motif est apparu deux fois au cours de 11 premiers lancers, aux
rangs 3 & 5 et aux rangs 8 a 10.
Montrer que I'événement « le motif apparait une infinité de fois » est presque-certain.

Solution (Ex.22 — Apparition d’un motif donné)
Notons pour tout n de N* A,, ’événement « le motif apparait aux rangsn an+£—1 ».
On souhaite montrer que {A,, : i.s.} est probabilité 1, donc utiliser le second lemme de Borel-
Cantelli. Mais les (Ay,)nen+ ne sont pas indépendants.
Considérons les événements A1, A14s, A142¢, ... Aitke, - ... IIs sont indépendants puisque définis
par des lancers distincts, et tous de probabilités p®(1 — p)z_“ ol a est le nombre de piles dans le
motif choisi. Alors la série de terme général P(A14x¢) est grossiérement divergente, et le second
lemme affirme que

P({AI-HM : i.S.}) =1.
Or: {Aiqpe i} C {A, :is.}, donec P({A1jke : 1.s.}) S P{A, :is.}).
Par conséquent

P({A, :is.}) = 1.

Exercice 23

Retour en 0 d’une marche aléatoire inéquitable

Dans les § consacrés auz marches aléatoires, on a vu que si p = 1/2, la probabilité d’un retour a
Vorigine vaut 1, tandis qu’elle vaut 1 — |p — q| < 1 sinon. Dans le cas ot p = 1/2, la probabilité
d’un second retour a l’origine vaut a nouveau 1, etc.

Que dire lorsque p # 1/2 7

On reprend les notations des marches aléatoires :

@pe]o; 1[\{%}6“1:1—13;

@ (Xp)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de loi donnée par

Vn € N*, PX,=1)=p et P(X, =—1) =gq.

n
® Pour tout n € N*| S,, = ZX’“’ de sorte que S, est ’abscisse du mobile a 'issue du n-iéme

k=1
déplacement.

Montrer que ’événement « le mobile ne revient & 'origine qu’un nombre fini de fois » est presque-
certain.

Solution (Ex.23 — Retour en 0 d’une marche aléatoire inéquitable)
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Soit F I’événement « le mobile ne revient a l'origine qu’un nombre fini de fois ».
Comme « le mobile revient a lorigine a l'issue du n-iéme déplacement » est I’événement [S,, = 0],
on a
F={S.=0]:is.}.
Or
0 si n est impair
F(lS =01 = < " >pn/2qn/2 sinon
n/2
puisqu’il faut exactement n/2 succés (déplacements positifs) et n/2 échecs pour revenir a 'origine,
et les déplacements étant indépendants, le nombre de succés suit une loi binomiale de paramétres
n et p.
En notant n = 2k lorsque n est pair, la formule de Stirling conduit a

P([Sar, = 0]) = ﬁ@pq)k.
1 1

Or 0 < 4pg < 4(p(1 — p) <4(—(p— 5)2—1—1) <1—4(p— %)2 < 1, donc

P([S2r = 0]) = o ((4pq)")
ou la série géométrique de raison 4pq est convergente.
Par domination, la série Z P([S2r = 0]) converge, et comme pour tout k de N P([Sax41 = 0]) =0,
k=1
la série Z P([S» = 0]) converge.
n>1
Le premier lemme de Borel-Cantelli assure alors que
P({[S, =0] : i.s.}) = 0.
Par conséquent,
P(F) = ]P’({[Sn =0 i.s.}) - 1.
Il est presque certain que le mobile ne repassera qu'un nombre fini de fois par ’origine, certaine-
ment pour finir par s’échapper définitivement du coté le plus probable... +o00 si p > 1/2 et —co
sip<1/2.

Exercice 24

Loi forte des grands nombres

Soit (X, )nen= une suite de variables aléatoires réelles indépendantes toutes de méme loi possédant
une espérance E(X;) nulle et admettant un moment d’ordre 4 fini noté my o E(X}). On note

de plus o2 & (X3).

n
On pose S, et ZXi'
i=1

1. Montrer que E(S%) = nma + 3n(n — 1)o™.

2. Justifier & l'aide de I'inégalité de Markov que, pour tout € > 0,

Sn ) ma 30
ze| <

?( +
n

e4nd  g4n2’
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CHAPITRE 8. LEMMES DE BOREL-CANTELLI ET MARCHES ALEATOIRES

Sn

3. Montrer que, pour tout € > 0, ]P’({

>e: i.s.}) =0.

4. Dans cette question, on souhaite démontrer que

]P’( lim S—n:()) =1.
n—+oco N

Autrement dit, on est presque-certain que — —+> 0. Ce résultat s’appelle la « loi forte des
n n—-+00

grands nombres », ici sous [’hypothése d’existence d’un moment d’ordre 4.
. . . S - S -

On convient d’écrire « lim —= # 0 » pour signifier que (—") n’a pas de limite ou a une

n—+oo N n

limite distincte de 0.

a) Justifier que

lim S;"#O@erN*,VNeN*,Hn>N7 Sn z

n—-+oo

1
k

b) On note L I'événement | lim Sn #0].

n—+oco N
. Sn 1.
Justifier que LC > — :ls.p.
keEN* k

n
c) En déduire que P(L) = 0 et conclure.

5. Application aux marches aléatoires inéquitables
Soit p €]0; 1[\{1/2}, ¢ =1 —p et (Y;)icn+ une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes prenant la valeur 1 avec une probabilité p et —1 avec une probabilité q.

On pose T, & ZYi'
i=1
a) En étudiant les variables X; = Y; — p + ¢, montrer que

P<Tn W0 e - Q)> =1

b) Interpréter ce résultat pour une marche aléatoire.

Solution (Ex.24 — Loi forte des grands nombres)

1. On développe S = Z XiX;XX; et par linéarité
1<i,4,k,l<n
ESh) = Y EXX;XeXo).
1<i,5,k,1<n

Maintenant, par indépendance, on a que E(X;X,;X;X;) = 0, sauf si
o i=j=~k=1[ auquel cas on a E(X;X;X;X;) = E((X:)?) = ma,

e i =345 #k,k=1 (et tous les cas semblables : i = k,k # j,j =1, oui =11 #j,j =k),
auquel cas on a E(X;X;X,X;) = (7%)? = 0.
Au final, on a donc E(S#) = nma + 3n(n — 1)o®* car il y a n cas du premier type et 3n(n — 1)
cas du second type (je choisis la valeur pour le couple contenant i, soit n choix, puis celle pour
lautre couple, soit n — 1 choix, et il y a & chaque fois 3 jeux de couples possibles).

2. Soit & > 0. Par I'inégalité de Markov appliquée a S2 > 0,

E(S}) my 30"
4 4_4
P(Sn Zne ) < n4;1 < cin3 T gdp2

S .
Comme H—n‘ > s} = [ISn| = ne] = [Sh = n'e'], on a la majoration voulue.
n
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Sn

. Posons pour tout n de N*, A, det. [
n

>€:|.

Par la majoration précédente, la série ZIP’(An) converge par majoration de terme général
n>1
o .. 1
positif, car les séries Z e convergent pour « € {2,3}.
n>1
Par le premier lemme de Borel-Cantelli,

Sul g} : i.s.}) — P({A, : i.s.}) = 0

({015

. a) Par définition de la limite, on peut écrire

n * * n 1
lim S—zO(z)VkGN ,IN € N* ¥Vn > N, Sn < -
n—+occ N k,‘
Il n’y a qu’a nier cette proposition pour obtenir
* * 1
lim S—”#O@erN ,VN e N*, In >N, Sn > =
n—+oo N k
Sn . .
b) 3k € N*, VN € N*,3In > N, > T peut aussi s’exprimer
1
3k € N*, pour une infinité d’entiers n, on a : |—| > %
n

Sn

n

Dou:LC U { 21:1.5.}.
keEN* k

c) La réunion étant dénombrable, par sous-additivité on a

P(L) < iOP({ Sn > % : i.s.}).

k=1

Et par la question précédente o € =

. Application aux marches aléatoires inéquitables
Soit p€]0; 1[\{1/2}, ¢ =1—p et (Yi)icn+ une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes prenant la valeur 1 avec une probabilité p et —1 avec une probabilité q.
On pose T, det. ZYi'
i=1
a) e Comme pour tout ¢ E(Y;) =p x 14 ¢ X (=1) = p — q, les variables X; sont centrées, i.e.
d’espérance nulle.

e Les X; sont comme les Y; indépendantes et de méme loi.

e Les X; sont finies (ne pouvant prendre que 2 valeurs), donc posséde un moment d’ordre
4.

e On peut donc appliquer la loi forte précédente aux X, :

]P’( lim S—”zO)zl
n—+oo N

=1
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CHAPITRE 8. LEMMES DE BOREL-CANTELLI ET MARCHES ALEATOIRES

n

eOr T, :Z(Yiprrq) =Sn, —n(p — q), donc
i=1
Sn T,
o 0= ———p—q=T, ~ nlp—gq).
n n—+oo n n—+oo n—+oo
e Ainsi

P(Tn Ll = CI)> =1
b) Quand n devient grand, on a toutes les chances de trouver le mobile au voisinage de n(p—q),
donc vers +oosip > 1/2 et —oco sip < 1/2.
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Chapitre 9

Intervalles de confiance et
grandes déviations de BERNSTEIN

C’est pas juste! Ca fait dix fois que je lance le dé et j’ai toujours pas de 6!

Dans ce probleme, on étudie la probabilité que, dans un schéma de Bernoulli de probabilité
de succes p, la fréquence des succés s’écartent sensiblement de p. Si la loi faible des grands
nombres nous assure que, plus le nombre d’épreuves est « grand », moins la fréquence des succés
a de chances de s’écarter de p, comment peut-on quantifier plus précisément la probabilité que
cette fréquence dévie sensiblement de p ? C’est l'objet de l’estimation des grandes déviations de
Serge BERNSTEINEI, estimation qui peut déboucher sur des tests statistiques d’hypothése et des
intervalles de fluctuation.

Dans tout ce paragraphe, n désigne un entier naturel non nul, p un réel de ] 0; 1[ et ¢ ] —p

de sorte que p+ ¢ = 1.

On réalise une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes, toutes de probabilité de
succés p, et on note S,, le nombre total de succés a l'issue de ces n expériences.

Dans les applications des résultats théoriques, on s’intéressera au cas de n lancers successifs
d’une piéce dont la probabilité d’obtention de « pile » est p, S,, désignant alors le nombre de «
piles » obtenus au cours des n lancers.

Exercice 25

Tests d’hypothése et intervalles de fluctuation par Bienaymé-Tchebychev

1. Pour tout 7 de N*, on note X; la variable indicatrice de de I’événement
« la i—éme épreuve est un succeés ».
Vérifier que I'on peut appliquer la loi faible des grands nombres a la suite de variables (X;) et
indiquer la conclusion de cette application.

1. In Sur une modification de l’inégalité de Tchebychev, 1924
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CHAPITRE 9. INTERVALLES DE CONFIANCE ET GRANDES DEVIATIONS DE
BERNSTEIN

2. a) Justifier que :
Ve > 0, P <

b) Dans le cas p = ¢ = 1/2, justifier que :

Sn 1 Sn 1
P> =P(2<:-
( n 2 + 8) ( n 2 6)
et majorer cette probabilité en fonction de n et de €.

3. Application a un test d’hypothése.
a) On suppose qu’une piéce améne « pile » avec une probabilité p = 1/2. On lance 1000 fois
la piéce pour tester cette hypothése.
A T’aide de 2.a) donner un intervalle [a; b] tel que
P(SIOOO S [a; b]) > 95%.
On dit que [a; b] est un intervalle de fluctuation de S1p00 au niveau de confiance de 95%.
b) On note 31000 le nombre effectif de « piles » obtenus lors de ces 1000 lancers. On dit qu’on
accepte Uhypothése p = 1/2, i.e. « la piéce est juste », au risque 5% (sous-entendu “risque
de se tromper”) si 1000 € [a; b].
Pour quelles valeurs de 31000 rejette-t-on I’hypothése “p =1/2"7?
4. Reprendre la question précédente avec un niveau de confiance de 99% (donc un risque de 1%).

5. Quelle majoration obtient-on en 2.a) pour p = 1/2, n = 25 et ¢ = 0,17 Et avec n < 257
Commentaire ?

Solution (Ex.25 — Tests d’hypothése et intervalles de fluctuation par Bienaymé-Tchebychev)

1. Les X; sont indépendantes, toutes de loi B(p) donc possédant une variance, donc la loi faible

des grands nombres s’applique.
n

L’espérance commune des X; est p. Et comme S,, = ZX“ la conclusion de la loi faible des
i=1

grands nombres est :

Sn

— = p‘ > 5) — 0.

n n—-+oo

Ve > 0, IP’(

Qualitativement, lorsque n devient grand, la probabilité que la fréquence de succés — s’éloigne
n

de p devient trés faible.

. of. S . .
2. a) Comme S,, < B (n;p), Sn posséde une variance, donc Fy, 44 On aussi. On peut appliquer
n

I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a F,,, avec E(F,) = E (S—n) =petV(F,) =V (S—n) =
n n
npg _ pq

n2  n
Ve > 0, ]P’(S"
n

p| = 6) < p—qz.
ne
b) Notons E, = n — S, le nombre d’échecs. Dans le cas p = ¢ = 1/2, E, — B(n;q) i.e.
B (n;1/2), c’est-a-dire la méme loi que S,,.
Donc :
[P(Sn 2%—&—715) :]P’(En > g—i—na) :]P’(n—Sn 2%—1—7&2)
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ce qui justifie

S, _ 1 Sp _ 1
Pl—=>= =P(—=<=-
( n 2 + 6) ( n 2 E)
n n 1 n .
Or S— > l +e| U S— < - —¢| = S— — 1 > e| avec une réunion de deux événements
n 2 n 2 n 2
incompatibles.
. . Sn 1 1
Et par la question précédente P |— — =| > ¢ | < —, donc
n 2 4ne?
Sn 1
2P(?>§+6) S Ine?
et finalement
P Sn > 1 +e) <
n = 2 = 8ne?’

3. Application a un test d’hypothése.
a) On suppose qu’une piéce ameéne « pile » avec une probabilité p = 1/2. On lance 1000 fois
la piéce pour tester cette hypothése.
A l’aide de 2.a) donner un intervalle [a; b] tel que
P(S1000 € [a; b]) > 95%.
On dit que [a; b] est un intervalle de fluctuation de S1p00 au niveau de confiance de 95%.
En passant a ’événement contraire, 2a) peut s’écrire

]P)(np—ns<Sn<np—§—n5)21—:%32
i.e. avec a = mp — ne et b = np + ne,
pq
P(S, € [a; b)) 21— —.
(n [CL D ’I’LEZ
On veut 1 — 2L — ¢ avec ¢ = 95% -
ne?
pq pq
1- 2L o= [P
ne? n(l—c)

Avec n =1000, p =g =1/2 et ¢ = 0,95, on trouve € ~ 0,0707 et
P(S1000 € [430; 570]) > 95%.
b) Pour Y1000 < 429 ou 1000 = 571, on rejette 'hypothése que la piéce soit juste, au risque
de se tromper de 5%.

4. Avecn =1000,p=qg=1/2 et ¢ = 0,95, on trouve € ~ 0,158 et
P(S1000 € [342; 658]) > 99%.
Pour 1000 < 341 ou Y1000 = 659, on rejette ’hypothése que la piéce soit juste, au risque de
se tromper de 1%.
5. Pourp=1/2,n=25et e =0,1, 7%12 = 1 donc on majore la probabilité par 1, ce qui n’est
pas fameux.

Et avec n < 25, on majore par un nombre plus grand que 1... bof

Exercice 26

Estimation des grandes déviations, application a la fluctuation
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CHAPITRE 9. INTERVALLES DE CONFIANCE ET GRANDES DEVIATIONS DE
BERNSTEIN

On peut observer que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est établie pour toute variable aléatoire
possédant une variance, et ne tient pas compte de la loi de la variable. Or ici nous connaissons
la loi de S,,. Cette connaissance permet d’établir un résultat beaucoup plus précis, di & Serge
BERNSTEIN.
Dans tout cet exercice, € désigne un réel tel que
0 < € < min(p, ¢) de sorte que 0 < p+te < 1.
1. Rappeler la loi de S,,.
2. a) Soit X une variable discréte a valeurs positives possédant une espérance finie.
Justifier que P(X > 1) < E(X).
b) Soit ¢ > 0. En remarquant que

P (Si >p+ 5) = ]p(et(sn—np—ns) >1),
n
montrer que

P <Sl >p+ E) < e (e -tn(atreh)
n

c) Montrer que le maximum de f : ¢ > t(p +¢) — In(q + pe') sur Ry vaut
of. € —€
: s +(q—€)1nqq ;

d
he(,2) S (p+2)In
et justifier que hy(p, ) est strictement positif.

d) En déduire les inégalités suivantes, dites des grandes déviationsﬂ:

i — ]P(Sn 2]7"‘5) <efnh+(p,s)7
n

Sn - _
iif]P’< épfs)ée"}“f(p’ 9,
n

(on pourra chercher un argument permettant d’utiliser le résultat précédent sans refaire
de calcul)

iii — P(S—n—p
iv — pour p=1/2,
2

n
S, 1
F < w27 5) S [ 2e) i /3(1 = 2e)(nne) /2
Ces inégalités montrent que la décroissance des probabilités de fortes déviations est au
moins exponentielle.

> 5) < e*"’“r(i”vs) _’_ef'n}ur(p,fs)7

3. Application aux tests d’hypothése et intervalles de fluctuation —

a) Ecrire en Python une fonction fluctuation(n,p,c) qui, connaissant n, p et le seuil de

confiance ¢, calcule un intervalle de fluctuation [a; b] tel que
P(Sn € [a; b)) >¢

en s’appuyant sur l'inégalité de la question 2.d)iii

b) Reprendre les questions 3. et 4. du premier exercice en utilisant les inégalités des grandes
déviations au lieu de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Comparer et commenter les résultats obtenus par les inégalités des grandes déviations a
ceux obtenus par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Solution (Ex.26 — Estimation des grandes déviations, application & la fluctuation)

2. Ou des grands écarts.
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1. S, = B(n;p).
2. a) Comme Vz € X(2), 2 >0, o

EX)= ) oP(X D Z 2P([X = z])

zeX(Q2) zeX(Q),z>1

> > P(X=z])=P(X> 1)

zEX(Q),x>1

b) [%" >p+s] [Sn —np —ne > 0] = [t(Sn — np —ne) > 0]
_ [et(snfnpfns) > 1] .

Donc P (SJ >p+ 6) _ [et(Sn—nP—nE) > 1] <E (et(Sn—np—ns)).
n

Par linéarité :
E et(Snfnp*nE)) _ e*t"(P‘H‘?)]E(etsn)

Par transfert :
n n— n
) =2 R(X = K]) = (k)e”“p"q b= (e )
k=0

On a bien :

n
c) L’étude de f révele que f(0) =
A-p)p+e)
p(l—p—e)’

Le maximum de f sur RY vaut f(to) = (p+¢)In b

t():ln

5—&—(q—a)lnq_g.

Comme f est nulle en 0 et strictement croissante au voisinage de 07, ce maximum est
strictement positif.
d) i — En prenant ¢t = tp > 0 dans l'inégalité de 2.b), on a

P (SJ >p+ 5) < e*"h+(107f5)7
n
ii — En appliquant l'inégalité précédente & E,, = n — S, (nombre d’échecs) de loi B (n;q),
P (& >q +€) L e nh(ee)
n

En — On n
Mais [—>q+e]:{n S >q+e]:{s—<p—s],et
n n n

p+e q—¢
h+(q75) = (p+5) In +(q_5) In q :h+(p7 _8)
car € < min(p, q). Par conséquent :

P (Sl <p—¢) < e—nh+(p,—a)’
n

Sn
iii — Comme H — — p‘ s} est la réunion disjointe des deux événements dont on vient de
n

calculer la probabilité, on a

(|5
n

iv — En substituant, avec p = 1/2, on a directement

> E) < e*’ﬂh+(P7€) + e*nh+(P7*5)’
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CHAPITRE 9. INTERVALLES DE CONFIANCE ET GRANDES DEVIATIONS DE
BERNSTEIN

Sn 1 2
Pl|l——-5|>¢]) < _

( n 2 (1 + 26)(”+n5)/2(1 — 25)(n—n5)/2
Ces inégalités montrent que la décroissance des probabilités de fortes déviations est au

moins exponentielle.

3. Application auzx tests d’hypothése et intervalles de fluctuation —

a)

b)

54

La question 2.d)iii fournit

Sn ,p' < E) S )}

P (|3

Sn _ _ _
]P’(np—nsé——pénp—&—ns) >1—e h+e) _ gmnhi(pi—e)
n

Si on détermine € tel que 1 — e+ _ o=kt (=€) > ¢ glors
[a; b] =[np —ne; np+ ne|

convient.
On peut partir de ¢ = 0 puis faire croitre € en se donnant un pas de l, ce qui permettra
d’obtenir une amplitude de l'intervalle progressant de 1 en 1, puisque I’amplitude est 2ne.
Proposition :
def hplus(p,e):

return (p+e)#*np.log((p+e)/p)+(1-p-e)*np.log((1-p-e)/(1-p))

def fluctuation(n,p,c):

e=20
while (1-np.exp(-n*hplus(p,e))-np.exp(-nxhplus(p,-e))) < c:
e +=1/(2*n)

return n*(p-e),n*(p+e)

e Avec n = 1000, p = 1/2 et ¢ = 95%, on obtient

P(457 < S1o00 < 543) > 95%
e Avec n = 1000, p = 1/2 et ¢ = 99%, on obtient

P(448,5 < S1000 < 551,5) > 99%

Comme S,, est a valeurs entiéres, on peut annoncer

P(449 < S1000 < 551) > 99%
e On constate que les intervalles que ’on peut assurer sont nettement plus serrés que ceux
fournis en utilisant uniquement 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Les inégalités de Bernstein exploitent la loi de S,,, tandis que celle de Bienaymé-Tchebychev
est trés générale, valable pour toute loi, donc du coup moins fine.



Chapitre 10

Estimation ponctuelle et
vraisemblance de FISHER

Lorsque des raisons théoriques aménent a penser qu’une variable aléatoire suit une loi donnée,
la question de la valeur du ou des paramétres de cette loi se pose immédiatement. Par exemple,
lorsque je lance un dé et note X la variable aléatoire indicatrice de l’événement « le dé ameéne le
numéro 6 », alors X suit la loi de Bernoulli de paramétre p, p étant la probabilité d’obtenir « 6
» en lancant une fois le dé. Mais quelle valeur donner a p ¢

La premiére idée intuitive pour estimer p est de lancer un bon nombre de fois le dé, de calculer
la fréquence f d’apparition du « 6 » et d’admettre que f est une estimation de p, d’autant
meilleure que le nombre de lancers est grand. Evidemment, il convient de fixer le vocabulaire
pour préciser ces intuitions.

Définitions —

Dans les définitions qui suivent, on fait I’hypothése que les espérances rencontrées sont finies.

V.A.R.LILD. et n-échantillon

Une suite finie (X;)1<i<n ou infinie (X;);en+ de variables aléatoires est dite suite de variables
aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées, alias v.a.r.i.i.d. si ces variables aléa-
toires sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la méme loi. Une suite (X1,...X,) de
v.a.7.1.1.d. de méme loi qu'une variable X s’appelle un n-échantillon de X.

Statistique et estimateur

On appelle statistigue du n-échantillon (Xi,...,X,) de X toute variable aléatoire fonction

n

Sn . )
de (X4,...,X,). Par exemple S,, = in et M,, = — sont des statistiques. Un estimateur est
n
i=1
une statistique construite dans le but de s’approcher d’un paramétre lié & la loi de X.
Qualités d’un estimateur et convergence en probabilité
Soit 6 € R un paramétre.
On dit que Ty, = f(X1,...,Xn) est un estimateur sans biais si

Vn e N*, E(T,)=0.
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CHAPITRE 10. ESTIMATION PONCTUELLE ET VRAISEMBLANCE DE FISHER

Si
E(Tn) — 0

n——+oo

on dit que T,, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 6.
Le risque quadratique pg(Trp) est Pécart quadratique moyen d’un estimateur T, de 6 est

po(Tn) =E (Tn — 0)%).

On dit d’une suite de variables aléatoires (T,) converge en probabilité vers la variable aléatoire

L lorsque
Ve >0, P(|T,—-L|>¢) ——0,

n—-+oo

et on écrit
T, — L

En particulier une suite de variables aléatoires (T,) converge en probabilité vers 6 lorsque

Ve >0, P(|Tpn—6]>¢e) ——0.

n——+oo
Enfin, un estimateur T,, est appelé estimateur convergent de 6 si

T, 250

Objectif — L’objectif de I’esimation ponctuelle d’un paramétre 6 est de construire des esti-

mateurs coonvergents de 6.
On utilisera librement les résultats du premier exercice dans les suivants.

Exercice 27

Biais, risque quadratique, variance et convergence

1. Si T, est un estimateur sans biais de 8, que peut-on dire de ps(Ty).

2. On définit le biais de ’estimateur T, par le nombre

bo(T,,) = E (T,,) — 6.

Montrer que
pa(T0) = bo(Ta)? +V (Tn).

3. a) Rappeler l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
b) A quelle condition siffissante sur le risque quadratique pg(T,) un estimateur T,, sans biais
est-il convergent 7

4. a) Rappeler 'inégalité de Markov.
b) A quelle condition sur le risque quadratique pg(T,) un estimateur T,, asymptotiquement

sans biais est-il convergent ?
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Solution (Ex.27 — Biais, risque quadratique, variance et convergence)
1. Si T, est un estimateur sans biais de 6,
po(Tn) =E ((Tn — 0)*) =E ((Tn — E(T0))?) = V(Tn).
2. bg(Tn)? + V(Tn) =E(Tn — 0)° + E ((Tr — E(Tn))?)
=E(Tn)? — 20E (Tn) + 6> + E(T2) — 2E(Ty)* + E(T»)?
=E(T}) — 20E(T») + 6> =E ((Tr. — 6)*) = po(Th)

3. a) Pourvu que X? posséde une espérance finie, Bienaymé et Tchebychev prétendent que

VX

Ve >0, P(X-E(X)|>¢) < —;

b) Dans ce cas, po(Tr) = V (T,) donc il suffit que pg(Ty) tende vers 0 lorsque n tend vers +oo
pour que l’estimateur T,, soit convergent.

4. a) Pour une variable positive X possédant une espérance finie, Markov affirme que

Va>0, P(X>a)<

b) L’inégalité de Markov appliquée & X = (T,, — 0)2 et a = &2 fournit
Ty
Ve>0, P(T,—0>¢)< p"(2 )

€

donc il suffit que po(T+) P 0 pour que 'estimateur T,, soit convergent.
n—-—+oo

Comme on sait que by(T5) P 0, il suffit par 2. que V (T,) tende vers 0.
n—-+oo

Exercice 28

Meéthode des moments : moyenne empirique

Dans cet exercice, X est une variable aléatoire et (X;)ien+ une suite de v.a.r.i.i.d. de méme loi
que X.
On suppose que p = E (X) et 0 = /V (X) existent et sont finies.

1 n
On note M,, = 72 X; la moyenne empirique du n-échantillon (X1, ...,X,).
n
i=1
1. a) Rappeler la loi faible des grands nombres.
b) Que peut-on dire de M, en tant qu’estimateur de p?
c) Comment estimer la probabilité p qu’un dé ameéne « 6 » ?

2. Proposer un estimateur sans biais et convergent du paramétre d’une loi de Poisson.

3. On suppose que X suit une loi binomiale de paramétre m € N* et p € ]0; 1].
a) On suppose que m est connu. Proposer un estimateur sans biais et convergent de p.
b) On suppose que p est connu. Proposer un estimateur sans biais et convergent de m.
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CHAPITRE 10. ESTIMATION PONCTUELLE ET VRAISEMBLANCE DE FISHER

Solution (Ex.28 — Méthode des moments : moyenne empirique)

Dans cet exercice, X est une variable aléatoire et (X;);en+ une suite de v.a.r.i.i.d. de méme loi
que X.

On suppose que ,u E (X) et 0 = 1/V (X) existent et sont finies.

On note M,, = Z X; la moyenne empirique du n-échantillon (Xi,...,X,).
=1

1. a) La loi faible des grands nombres dit exactement

Ve >0, P(|M,—p|>e) ——0.

n——+oo

b) e Par la loi faible des grands nombres, M,, est un estimateur convergent de p.
e E(M ZE i) = i : M, est aussi un estimateur sans biais de p.

c) Les lancers succe351fs n fois de ce dé en considérant « obtenir 6 » comme succés constituent
une estimation d’un n- échantillon d’une variable de Bernoulli de paramétre p. En prenant
la fréquence d’apparition du chiffre 6, alias M,,, on obtient une estimation convergente de
la probabilité p que le dé améne « 6 ».

2. Si X suit P(A), la moyenne empirique M,, constitue un estimateur sans biais et convergent du
paramétre A.

3. On suppose que X suit une loi binomiale de paramétre m € N* et p €]0; 1].
1
a) On suppose que m est connu. E(M,,) = —nmp = p = mp et en posant P,, = —M,,
n m
E(P,)=pet
M,
P ([Py — pl >6)=]P’(‘ P>

P, est un estimateur sans biais et convergent de p.

=P (M, — p| = me) R 0 puisque me > 0.
n——+oo

. 1
b) On suppose que p est connu. Un raisonnement analogue montre que Q, = —M, est un
p

estimateur sans biais et convergent de m.

Exercice 29

Unicité presque stire de l’estimateur sans biais de variance minimale

On rappelle 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour les variables aléatoires :
|Cov(X,Y)| < o(X)a(Y)
avec égalité si, et seulement si, il existe deux constantes A et u telles que
P(X =AY +pu) = 1.

Soit T, et U, deux estimateurs sans biais de variance minimale d’un paramétre 6. Autrement
dit, V(Ty) =V (Uy,) et tout estimateur sans biais V,, de 6 vérifie V (V) > V (T,).

En considérant V,, = §(Tn + U, ), montrer que

P(T, =U,) =1,

autrement dit T,, et U,, sont presque stirement égaux.
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Solution (Ex.29 — Unicité presque sire de l’estimateur sans biais de variance minimale)

V (V) = i(V(Tn)+V(Un)+ZCov(Un,Tn)) = LW () + Cov (Un, Th)), et de V (Vi) >

V(T,) il vient 2
Cov(Ty,Un) 2V (Tn) = 0(Tn)o(Un)

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe A et u tels que

P(Tn = AUp +p) = 1.
Alors Cov(Ty,U,) = Cov(AU, + p, Uyp) = AV (U,) avec Cov(T,,Uy) = 0 et V(U,) > 0 donc
A>0.
De plus V (T,)
Enfin E (T,) =
Ainsi

=V (U,) donc A2 =1, donc A = 1.
E (U,) = 6 donc 6 = A0 + p, donc = 0.

P(T, =U,) =1

autrement dit T,, et U, sont presque stirement égaux.

Exercice 30

Variance empirique et écart-type d’échantillon

Dans cet exercice, X est une variable aléatoire et (X;)ien+ une suite de v.a.r.i.i.d. de méme loi
que X.

On suppose que = E (X), 0 = \/V(X) et ps =E ((X — p)*) existent et sont finies.
On définit les moyenne et variance empiriques respectivement par

ZX et V, = — Z(Xi —M,)%

i=1

. 1 oo
1. Vérifi V,=| = X:| -
a) Vérifier que (n ;:1 )

b) Montrer que V,, est un estimateur asympotiquement sans biais de o2.
c) Proposer un estimateur sans biais W,, de o proportionnel & V,,.

2. On admet que la variance de V,, vérifie
—1)2 — -1
I | VA (s | )

= Ha —
n3 n3

Montrer que V,, et W,, sont des estimateurs convergents de o2

3. Pour construire les estimateurs V,, et W,,, on a estimé ’espérance y par la moyenne empirique
M,,. Dans cette question, on suppose p connue et on pose
n
Ty =~ E(Xi — )
i=

a) Montrer que T,, est un estimateur sans biais et convergent de o2.
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CHAPITRE 10. ESTIMATION PONCTUELLE ET VRAISEMBLANCE DE FISHER

b) Montrer que T, est un estimateur de o2 plus efficace que W,.
Le biats de V,, explique le choix de corriger l’écart-type estimé sur un échantillon par un

facteur Ll Selon que l’on calcule U’écrt-type sur une population compléte ou que l'on
" —

cherche a l’estimer sur un échantillon extrait d’une population - par exemple les résultats
d’une expérience, on utilisera les formules

Opopulation =

Téchantillon =
ol
i
Solution (Ex.30 — Variance empirique et écart-type d’échantillon)

Dans cet exercice, X est une variable aléatoire et (X;);cn+ une suite de v.a.r.i.i.d. de méme loi
que X.

On suppose que p = E(X), 0 = \/V(X) et pa = E ((X — p)*) existent et sont finies.

On définit les moyenne et variance empiriques respectivement par

ZX et V, = — Z(Xi — M,)>.

i=1

n

1.a)Vn:fZX ~M,) Z(X2—2XM +M})

=1

1 n
== X2 Ma Sy, M2 “N X7 -
b) e Par la formule de Konlg Huyggens,
(i) pour tout i de [[1; n]], E (X}) = V(X;) + E (Xi)? =02 + 42,

(i) E (M2) = V(M,) + E(M,)* = % + .

1 ? -1
e Par linéarité, E (V,,) = —n(o? + p?) — 7 _ = L N
n n n n—-+oo

Ainsi V,, est un estimateur asympotiquement sans biais de o2.
c) On corrige le biais de V,, grace a la linéarité de P'espérance :

W, = 71\/71 est un estimateur sans biais de 2.
n

2. 8) o bo(Va) =E(Vy) — 0 = —0> — 0,
n
V (V) =0

donc par le premier exercice, V,, est un estimateur convergent de o2.
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e W,, est sans biais,

V(W,) = n? V(Va) —— 0

(’I’L — 1)2 n—+o0o
donc W,, est un estimateur convergent de o2

3. Pour construire les estimateurs V,, et W,,, on a estimé ’espérance p par la moyenne empirique
M,,. Dans cette question, on suppose p connue et on pose

1 n
TR:E;(X -

a)Tnz%ZX2 2“ZX+ Zu lZX?—2ul\4n+/f’

i=1 i=1

E(T,) =E (XQ) — Z,u —|—u (0 +;,L %) — u? = 0% : T, est sans biais.

V(Tn) = — ZV n)?) = gV((X —1)?)
- % ( ) —E((X-w?)?)
=%(u4—a>

Comme V (T5,) —+> 0, T, est un estimateur convergent.
n——+oo

b) e T, et W,, étant sans biais, leur risque est leur variance.

2
n 1 n—3 .
e po(Wy,) = WV(Vn) = Ha— m(# tandis que
1
PG(Tn) = n (/J4 - 04)
o« 1T 3 < 1 donc _ni—?)(# > —la4 donc pg(Wr) > pg(Tr) donc lorsque ’on connait
n—1 n(n —1) n poWn pelin a

la valeur de p, mieux vaut utiliser cette valeur plutét que I'estimer par M,, dans I’expression
de la variance empirique.
e Effectivement, T, est un estimateur de o? plus efficace que W,,.

Exercice 31

Méthode du mazimum de vraisemblance

En 1912, au moment ot Ronald Aylmer FISHER rédige son premier article consacré au maximum
de vraisemblance, les deux méthodes statistiques les plus utilisées sont la méthode des moindres
carrés et la méthode des moments. Dans son article de 1912, il propose ’estimateur du maximum
de vraisemblance.

Définitions —

Fonction de vraisemblance

L’idée de Fisher est d’introduire la fonction de vraisemblance (« likelihood » in the text...) :
supposons qu’aprés n expériences notre n-échantillon (Xi,...,X,) de la variable X ait fourni n
réalisations (z1, ..., Z,), on cherche qu’elle est la valeur du paramétre 6 qui rend ces n réalisations
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les plus probables, c’est-a-dire qui maximise la vraisemblance définie par
L(z1,...,20,0) =P (X =a1,...,Xp =2,) = [[P(Xi =),
i=1
le produit étant justifié par I'indépendance mutuelle des X;.
Afin d’alléger les notations, on notera

L,(0) = L(z1,...,zn,0)

Estimateur du maximum de vraisemblance
Sil existe une valeur 6 = f,(z1,...,~,) maximisant L, (0), alors
Tn = fu(X1,...,Xn)
est U'estimateur du mazimum de vraisemblance.
1. a) On suppose qu’on dispose d’un n-échantillon d’une variable X suivant une loi de Poisson
dont on veut estimer le paramétre A.
Exprimer L, (A\) a 'aide de n, A et x1,...,Zn. A
b) Montrer que g : ]0; 4+0o[ — R, A > In (Ln(X)) atteint un maximum en un réel A que
I'on exprimera a 'aide des x;.
¢) En déduire l'estimateur du maximum de vraisemblance de A.

2. Reprendre la question précédente pour la loi de Bernoulli B(p) dont on veut estimer le para-
meétre p.

Solution (Ex.31 — Méthode du mazimum de vraisemblance)

AT CAn AT
1.a)L,(\) = Ee ol = © !
b) Montrer que gn : |0; +0o[ — R,A — In (L, (6)) atteint un maximum en un réel A que
I'on exprimera a 'aide des x;.
gn(A) = =An+ (3, zi) In(A) — In (T, z4!),
’ i Li
gn(N) - -n + Y
A= &= T

€T
et : gn(A) >0 A< 2% : gn atteint un maximum strict en
n

n
Par stricte croissance de la fonction exponentielle, L, () atteint un maximum strict en ce
point.
1 n
c) L’estimateur du maximum de vraisemblance de \ est — ZX“ le méme que celui obtenu
=1
par la méthode des moments.
2. Reprendre la question précédente pour la loi de Bernoulli B(p) dont on veut estimer le para-
meétre p.

L (p) = Hp“”(l —p)' 7", gu(p) = (X, 21) In(p) + (n — 3, 1) In(1 — p)
i= le

=1
T M— Y Ty T — N
= 2 — 2 i = 2 i P donc g, atteint un maximum strict en p = =*—,
p 1-p  p(l-p) . n
et partant L, atteint un maximum strict en ce point.

gn(p)
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L’estimateur du maximum de vraisemblance de p est — E X, le méme que celui obtenu par
n
i=1
la méthode des moments.

Exercice 32

Méthode des moments vs maximum de vraisemblance

Soit m € N* et X une variable de loi uniforme sur I’ensemble [[0; m]]. On souhaite estimer le
paramétre m & partir d’un n-échantillon (X, ...,X,) de X.
1. Méthode des moments —
a) Que vaut E (X)?
b) En déduire un estimateur M,, de m sans biais et convergent.
2. Méthode du mazimum de vraisemblance —
a) Expliciter L, (m) et montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance de m est
V, = max (X;).

1<i<n

m
b) Justifier que m (1 — [ ——
) d ( (m +1
asymptotiquement sans biais de m.
c) Encadrer de méme E (Vi) et en déduire que V,, est un estimateur convergent de V,,.

n
> ) < E(V,) €< m. En déduire que V,, est un estimateur

3. Comparaison de ces deux estimateurs —
n
m
a) Mont m (Vo) <3m? [ —— | .
) Montrer que pp, (V) m (m+1)
b) Montrer que pm(Vn) =0 (pm(My)), autrement dit Pestimateur du maximum de vrai-
n—-+oo

semblance est infiniment plus efficace que ’estimateur issu de la méthode des moments.

Solution (Ex.32 — Méthode des moments vs mazimum de vraisemblance)

1. Méthode des moments —

4 1 m
a) E(X) =) kx 1T
k=0

b) La méthode des moments indique que la moyenne empirique est un estimateur sans biais

2 n
convergent de m. Prenons son double : M,, = — Z X;.
2 n—

2
Par linéarité E (M,,) = En% = m, et par indépendance des X;,
m(m+ 2 m(2m + 1)
12 6 ’

0 : M,, est un estimateur de m sans biais et convergent.

V(M,) = %nV (X), or V(X) = ) puisque E (Xz) =

m+2)
3n n——+oo

V(M,,) = m(

2. Méthode du mazximum de Umisemblange -

- . i cnll, s <Km
a) Ln(m):HP(Xzle): E) SIVE[[17 ]]v i <

0 sinon
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Donc pour que L, (m) soit maximale il est nécessaire que Vi, m > z; donc que m > max(z;),
K3

n
et que m soit le plus petit possible car m — (—) est une fonction décroissante de m.
m
Donc L, (m) est maximale pour m = max(z;).

Ainsi 'estimateur du maximum de vraisemblance de m est V,, = max (X;).
1<i<n

b) ¢ E(Va)=> kP(Va=k)<m» P(Va=k)<mx1<m
0 k=0

™
Il

¢ E(V,) P(Vp=k)>mP(Vo=m)>m(1—P(V,<m))

I
ng

B
Il
<)

OrP(V,<m)=P( N [Xi<m] :(P(x<m))":( mn )n

1<i<n m + 1
m n
Ainsi 1—| —— <E(Vn)<m.
° 1n31m( (m+1) > (Va) <m
e Comme m (1 — < m ) ) m, par encadrement on a :
m + 1 n—-+oo

n— oo
Autrement dit V,, est un estimateur asymptotiquement sans biais de m.

e De méme E (V3) = Z k’P (V,, = k) permet d’obtenir de facon analogue encadrement
k=0

2 _ m " 2 2
m (1 <m+1) )gE(Vn)gm

e V(V,) =E (Vi) —E(V,)? —— m? —m? = 0 donc V,, est un estimateur convergent

n—-+oo

¢}
~

de m.

3. Comparaison de ces deux estimateurs —
a) e Par le premier exercice : pm (Vi) = bm(Va)? +V (M,,)

2n
e On a immédiatement bm(Vn)2 =m? ( m )
m—+ 1
eV (Vo) =E (V2) —E(V.)” avec
n\ 2
E(V2) <m? et E(V,)? > m? (1— ( m ) ) . donc

m+ 1

+
n\ 2 n
<m?li—(1- (-2 <om? ().
V(Vn) < m [ ( <m+1> )} " <m+1)
n 2n n
(Vi) < 2(_™M H _m_ < _m .
e pmn(Vy) < 3m <m+1) puisque (m—l—l) \(m—i—l

. , . n 1
b) Des croissances comparées classiques ¢" = o | — | pour ¢ =
n

T e 10; 1[, et comme
m+ 1
pm (M) = V(M,,) puisque V,, est sans biais, on a pm(Vy) = 0 (pm(M,)), autrement
n—r oo
dit 'estimateur du maximum de vraisemblance est infiniment plus efficace que 'estimateur
issu de la méthode des moments.
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Chapitre 11

Incertitude ou entropie de
SHANNON d’une variable aléatoire

En 1948, Claude Shannon, ingénieur en génie électrique aux Laboratoires Bell, formalisa
mathématiquement la nature statistique de « l'information perdue » dans les signauz des lignes
téléphoniques. Pour ce faire, il développa le concept général d’entropie de l’information, fonda-
mental dans la théorie de linformation, ce qui lui permit d’évaluer la quantité d’information
mazimale qu’on pouvait transmettre dans un canal donné.

Définition — Incertitude ou entropie de SHANNON Pour tout réel strictement positif
x, on désigne par log,(z) le logarithme de base 2 de x :

] aet. In(x)
Vz €]0; +oof, log,(z) = n(2)

On appelle distribution de probabilités toute suite finie de nombres strictement positifs dont
la somme vaut 1.

Pour tout variable aléatoire X de support X(Q2) = {z1,...,zn} et de de loi la distribution de
probabilités (p1,...,pn) (o, pour tout i de [[1; n]], pi = P(X = x;)), on appelle incertitude ou
entropieE] de X, notée H(X), le nombre

HX) L =S pilog, (pi).
1=1

On notera que H (X) dépend uniquement de la distribution de probabilités (p;)i<i<n et non
du support X(2) de X.

Exercice 33

Quelques exemples usuels

1. a) Soit X une variable aléatoire constante. Que vaut H (X) ?

1. Cette derniére appellation provient de la coincidence entre l’incertitude de Shannon introduite ici
et l’entropie définie & la fin du XIX-éme siécle par Bolztmann en physique statistique.
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VARIABLE ALEATOIRE

b) Pour p dans [0; 1], X, désigne une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre p.
Etudier et représenter graphiquement la fonction p — H (Xp).
Justifier pour cet exemple l'appellation “incertitude” pour H (X,).

2. On suppose que X suit une loi uniforme sur un ensemble de cardinal n. Que vaut H (X) ?

3. Quelle est I'incertitude d’un dé amennant le numéro « 6 » avec une probabilité 1/2 et amenant
chacun des autres numéros avec une probabilité 1/10? La comparer a l'incertitude d’un dé
juste.

Solution (Ex.33 — Quelques exzemples usuels)
1. a) Pour X variable aléatoire constante, n =1 et p1 = 1. Donc H (X) = —1 x In(1) = 0.
b) Soit f:]0; 1[—= R,p— H (X,).

Vpe]0; 1], f(p) = —pln(p) — (1 — p) In(1 — p) et f'(p) = ln_(2) (In(p) — In(1 — p)).

1
Fp)>0<=In(p) <In(l —p)<=p<l-p<=p< =.

2
1
p 0 3 1
f'(p) + 0 -
f(p)
0 0

H (X,) est maximale lorsque p = 1/2, autrement dit quand les deux valeurs de X sont
équiprobables, tandis qu’elle diminue lorsqu’une des deux issues devient plus probable, pour
tendre vers 0 lorsqu’une des deux issues devient certaine, d’ou son appelation d’incertitude.
1
2. On a alors : Vi € [[1; n]], pi = — et H(X) = logy(n). Cette valeur coincide avec celle
n
trouvée en a) o n =1, et en b) avec n = 2 lorsque p = 1/2.
3. En notant Xt la variable aléatoire égale au numéro donné par ce dé truqué.
1 1 1
H(Xt) = -3 log,(1/2) — 5 x i log,(1/10) = 5(1 + log,(10)) ~ 2, 16.
L’incertitude du dé truqué est plus faible que celle d’'un dé juste, celle-ci valant H(X) =
log,(6) ~ 2, 58.

Exercice 34

Inégalité de Gibbs et encadrement de l’incertitude

1. Montrer que pour tout = de ]0; +oof, In(z) <z — 1.
Pour quelle valeur de x y a-t-il égalité ?

2. On considére deux distributions de probabilités (pi)i<i<n €t (gi)1<i<n-
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Montrer que — Zp, In % > 0, et donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y
bi

i=1
ait égalité.

3. En déduire l'inégalité de Gibbs :
si (pi)i<i<n €t (gi)1<i<n sont deux distributions de probabilités, alors

n n
- Zpi log, pi < — Zpi log, g
i=1 i=1

avec égalité si, et seulement si,
Vie[[l;nl], pi=aq

4. Montrer que, pour tout variable aléatoire X de support de cardinal n,

0 < H(X) < logy(n).

Préciser pour quelles lois les bornes 0 et log,(n) sont atteintes.

Solution (Ex.34 — Inégalité de Gibbs et encadrement de l'incertitude)

1. L’étude de la fonction 2 — z — 1 — In(z) sur ]0; +oo[ montre que In(z) < x — 1 avec égalité
si, et seulement si, z = 1.
C’est aussi une inégalité due a la concavité de la fonction In, y = x — 1 étant I’équation de la
tangente & sa courbe en 1.

2. In Qz\Qz ldouZplln—\i qu Zpl\l 1<0dou—Zpllnp > 0.
i=1

y yo 03
Puisqu’on a sommé n inégalités, 11 y a égalité 51 et seulement si, il y a egahtes pour chacune
des n inégalités, donc si, et seulement si, Vi € [[1; n}] ,—=1,teVie[[1l; n]],q = p:.

i

7

3. Il suffit d’exploiter In % _ qi — Inp; pour obtenir

n n
= pilogypi < — Y pilogy q;
=1 i=1
avec égalité si, et seulement si,
Vie[[l;nl], pi=a.
1
4. Soit X de distribution (p1,...,pn) €t, pour tout 7 € [1; n]], ¢ = —
n
oI’ megahte de Gibbs donne :

- Zpi log,(1/n) < log,(n ZP@ log,(n
i=1

Et il y a égalité si, et seulement si, Vi € [[1; n]],pi = ¢ = l, donc si X suit une loi uniforme.
n

eOnaH(X)=0car:Vie][l; n]],p:logy(p:i) <O0.

Si H(X) = 0, comme Vi € [[1; n]],ps > 0, on a: Vi € [[1; n]]log,(p;) = 0, donc Vi €

[[1; nl],p: =1.
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Chapitre 12

Fonction caractéristique d’une
Variable Aléatoire Réelle

[CS-M2 — 2020 — PC — |

Dans toute cette partie, on se donne un espace probabilisé (Q, T, P).

Variable aléatoire a valeurs complexes —

On étend aux variables aléatoires complexes Z : €2 — C les notions et propriétés liées a
Pespérance en posant que Z est d’espérance finie notée E(Z) si, et seulement si, Re (Z) et Zm (Z)
sont d’espérance finie. Et dans ce cas, on a :

E(Z) = E(Re (Z)) + iE(ZIm (Z)).

Il est équivalent de dire que Z posséde une espérance finie si, et seulement si, la série

> wP((Z = z))

n>0

est absolument convergente, ou Z(Q2) = {zn eC, ne N}. Dans ce cas, E(Z) est la somme de
cette série.

On admet dans la suite que la linéarité, I'inégalité triangulaire et le théoréme de transfert
demeurent vrais pour les V.A. a valeurs complexes, et que si Z posséde une espérance finie, alors
7 posséde une espérance finie vérifiant

£(Z) = E(D.

Dans toute la suite, 'expression « posséder une espérance » sous-entendra « posséder une
espérance finie ».

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle discréte est une forme de trans-
formée de Fourier discréte. Elle partage des propriétés analogue a la transformée. D’un autre
coté, elle partage des propriétés de la fonction génératrice, mais est plus générale car la fonction
génératrice n’est définie que pour les variables dont le support est inclus dans N.
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CHAPITRE 12. FONCTION CARACTERISTIQUE D’UNE VARIABLE
ALEATOIRE REELLE

Exercice 35

Définition et exemples

Soit X : 2 — R une variable aléatoire réelle discréte. On appelle fonction caractéristique de
X, notée ¢x, la fonction définie par

1. a)

b)

VieR, ox(t) L E("™).

Justifier que ¢x est effectivement définie sur R, et, pour tout ¢ € R, proposer une écriture
sommatoire de ¢x (t).
Montrer que ¢x est continue et bornée sur R, et préciser ||¢x||,-

2. Soit (a,b) € R? et Y = aX + b. Exprimer ¢y a l’aide de ¢x, a et b.
3. Lorsque X(2) C N, quel lien existe-t-il en ¢x et la fonction génératrice Gx de X7
4. Soitpe]0; l[et g=1—p.

a)
b)

On suppose que n € N* et que X suit la loi binomiale B(n, p). Déterminer ¢x.
On suppose que X suit la loi géométrique G(p). Déterminer ¢x.

5. Soit A € ]0; +oo[. On suppose que X suit la loi de Poisson P(\). Déterminer ¢x.

Solution (Ex.35 — Définition et exemples)

1. a)

b)

70

Soit ¢ € R.

e Si X(Q) est fini, écrivons X(2) = {zn,n € [[1; N]]}.

Alors (%) (Q) = {e"®", n € [[1; N]]} est fini, donc "™ posséde une espérance. Donc ¢x (t)
existe.

N
Et par le théoréme de transfert, ¢x(t) = Z " P([X = z,)).
n=1

e Si X(Q) est infini dénombrable, écrivons_X(Q) = {xn,n € N}.
Ona:VneN, [e"P([X=zn])| <P(X = z)).
Or la série Z P([X = z,]) converge (et sa somme vaut 1).
n>0
Donc par comparaison, la série Z et p( [X = z,]) est absolument convergente, donc par
n>0
le théoréme de transfert, e pos;éde une espérance, donc ¢x (t) est défini.
e Dans les deux cas,

¢x(t) = Y e"P(X =az)).

zeX(Q)

e Avec les notations précédentes, lorsque X(€2) est fini, ¢x est la somme des N fonctions
continues t — P([X = z,])e"™ (1 < n < N) donc ¢x est continue.

e Toujours avec les notations précédentes, lorsque X(2) est infini dénombrable, ¢x est la
somme de la série de fonctions continues

fn it P([X = xp])e™n,

chacune bornée sur R. Or



VneN, |[fall SP(X = zn])

Donc cette série de fonctions converge normalement, donc uniformément, et comme chacune
est continue, ¢x est continue sur R.
e Par l'inégalité triangulaire,

VEER, ex(t)< Y P(X=a])
z€X()
donc HQSXHOO < L.
De plus, ¢x(0) = E(1) = 1, donc ||¢x||, =
2. Pour tout t € R,

¢>Y(t) _ E(eit(ux+b)) lin. eith(eitaX) _ eitquﬁx(at).
3. Comme pour u € C tel que |u| < 1, Gx(u) = E(uX), on a
VtER, oéx(t) = Gx(e").

4. a) En s’appuyant sur Gx (au programme!) ou en calculant la somme par la formule du binéme,
ox it (g4 pe™)".
b) De méme, lorsque X < G(p), ¢x : t — %
— qu

5. Et pour X < P()), ¢x : t — exp (A(e” — 1)).

Exercice 36

Périodicité et support

Soit X : © — R une variable aléatoire réelle discréte de support X(£2) dénombrable : X(Q) =
{@n,n € N}.
On pose pour tout n € N, p,, = P([X = z,]). On n'exclut pas qu’il puisse exister n € N tel que
an = 0, auquel cas l’événement [X = x,] est presque-impossible.
1. On suppose que X(2) C Z. Montrer que ¢x est périodique.

Dans la suite, pour tous réels a et b, on note a + bZ 1’ensemble
a0z {a+bk, keZ)}.

2. On suppose qu'il existe tg € R* tel que |¢x(to)| =1.

a) Montrer qu’il existe un réel a tel que Zp gitozn—toa) _ 1

n=0
—+oo
b) En déduire que an (1 — cos(toxn — toa)) =0.
n=0

2
c) Montrer finalement que PP (X €a+ t—ﬂZ) =1.
0

2
3. On suppose qu'il existe (a,to) € R x R* tel que P <X €a+ t—ﬂ-Z) =
0
Calculer ¢x(to) et en déduire |¢x(to)| = 1.
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Solution (Ex.36 — Périodicité et support)
1. Ona:VneN, xneZ Donc Vt € R,

—+oo —+oo
t+ 271_ Zp el(t+27f)90n anezt:):n elwan — aneltxn _ ¢X (t)
n=0 n=0

¢x est 27- perlodlque
Remarque : les trois exemples de la fin de I'exercice précédent était de ce type-la.

2. On suppose qu'il existe to € R* tel que |px(to)] = 1.
a) Pour tout réel a,

+oo +o0o
anei(toznftoa) _ aneitoznefitoa _ d)X(tO)eiitoa-
= n=0
Comme |¢x(to)] = 1, soit a € R tel que ¢x(to) = ¢'*. En prenant a = a/to, on a
+

oo
anei(toxn—toa) _ ei(a—toa) _ eO - 1.

n=0
—+oo
b) On a alors Zp glltorn—toa) — 7 — an, donc an ei“‘)z"*t‘]“)) = 0. . Prenons la
n=0 n=0 n=0
partie réelle des deux membres :
—+oo
an (1 = cos(tozn — toa)) = 0.

n=0
c) La somme précédente de termes tous positifs est nulle, donc tous les termes sont nuls.
Soit n tel que pyp, # 0. Alors cos(toxn —toa) = 1, donc il existe k € Z tel que tox, —toa = 2k,

2k 2
i.€. xnfa—&——7r Doncaana—&——Z
to tO

Ainsi x, € a + t—ﬁZ entraine p, = 0. Alors :
0

P(XgaJri—:Z): > P = > 0=0.

n t.q. xp€a+2n/toZ n t.q. xpEa+2w/toZ

Et:P(XEa—l—i—WZ):l—O:l.
0

2 2
3. P (X €a+ iZ) = 1 entraine que si z, € a + t—ﬂ-Z, alors p, = 0.
0

¢X tO aneltolw _ Z pneitozn + Z P eitol‘n
n t.q. xn€a+2n/to n t.q. oy €a+2w/toZ _eitoa
=0 car p, =0
__ itpga __ ,itpa 2w __ itpa
ox(to) = e Pn | = e"0P X€a+t—Z = e'toe,
0

n t.q. xp€a+2w/toZ
Et par conséquent : |¢x (to)| = 1.

Exercice 37

Développement en série entiére de ¢x
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1. Dans cette question, on suppose que X est une variable aléatoire réelle discréte de support
X () fini
X(Q) = {xn,n €[[1; N]] }
On pose pour tout n € [[1; N]|, prn = P([X = zx]).
a) Justifier que ¢x est de classe C* sur R et que
vneN, ¢{7(0)=i"EX").
b) Montrer que ¢x est développable en série entlere de rayon infini et vérifie

VtER, ¢x(t) = Z (Z:L) E(X™).
n=0
2. Soit X :  — R une variable aléatoire réelle discréte de support X(£2) dénombrable : X(2) =
{xn, n e N}.
On pose pour tout n € N, p, = P([X = z,]).
On suppose de plus que X admet un moment d’ordre n pour tout n € N et qu’il existe une
constante réel R telle que

n o
Vn €N, E(|X|)7O<Rn).

a) Etablir que, pour tout n € N et tout y € ]R

Z": B
=0 NG
= (i)
b) En majorant |¢x(t) — Z ] E(X™)|, montrer que
n=0 )
4o .
R R (i)™ n
te |-~ 2 t) = E(X™).
we g g) o= GrEee)

c) En déduire la classe de dérivabilité de ¢x sur [—R/e; R/e], et exprimer, pour tout n € N,
une expression de E(X™) a l'aide des dérivées de ¢x.

Solution (Ex.37 — Développement en série entiére de ¢x)

N
1.a)e Vit € R, ¢x(t) = E(e™) transfert Zpkem’“t, donc ¢x est la somme de N fonctions
k=1
exponentielles de classe C* donc est C* sur R.

eVt ER, d)(n) Zpk izy)"e" " donc

k=1

N
$(0) =i prap = i"E(X").
k=1
b) Développons en série entiére les exponentielles : Vt € R,

a X Gzet)™\ X)) X" on
ox(®) =2 D> | =20 | S domek | =) S EXT)
k=1 n=0 ’ n=0 Tok=1 n=0 ’

par linéarité des sommes finies de séries convergentes.

Donc ¢x est développable en série entiére de rayon infini et

+oo .
pxit) = S TE R

n!
n=0
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Bien évidemment, on retrouve la série de Taylor puisque a, = L'()
n!

2. a) Etablir que, pour tout n € N et tout y € R,

S ()" | o ™"
= k! (n+1)!

1l s’agit de 'INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE que l’on démontre a l’aide de la formule de

Taylor avec reste intégral.

Soit n € Net y € R. f:t— exp(it) est de classe C*° donc C"*! sur R. Par la formule de
Taylor avec reste intégrale :

o _ i (zZ')k /y (y —'t)”f(nﬂ)(t)dt‘

n.
k=0

n+1

F.T.R.L

/y
0
1 v
<‘f,/ Iy*t\"dt‘
n! Jo
=y—t 1 Yy
< —/ |u\"dt‘
n! Jo

I.T.

ALY )
g (y ) Z»'n.+1e7,t

n!

:

yn+1
Or/ |u|™ dt = + .
(n+1)!
w N~ )ty
Donc |e"¥ — ~~L 1K
;) k! (n+1)!

b) Soit ¢ € {,%; %] et neN.

ox(t) - 30 et | 2 e - 3
x k! A
k=0 k=0
LT " (; )k
: ( -3 O)
k=0
|tX|n+1
(n+1)!
lin. n+l
< |t|n+1 E |tX‘
(n+1)!
X n+1 n+1 1 n+1
Or [t|"** E(}Z J|r 1)!) =0 (%) et par I’équivalent de Stirling, on a :
o t () o
nlR™ n—+oo /27 x nn/en x Rn n—+oo \ R V2mn
n n 1
Or : Vn € N*, le <1car|t|<5,donc w — ——— 0.
R e R 2mn n—r+oo
n+1 |tX‘n+1
[¢]" T E( ) = 0, et par encadrement, on a bien :
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400 . \n
ox(t) =Y W (xny.

n=0
c) Puisque ¢x est développable en série entiére de rayon non nul, ¢x est de classe C*° sur

[—R/e; R/e].
. N e (0) .
Par la formule de Taylor, les coefficients de la série entiére sont —, d’oul par unicité de
n!

ces coefficients,
VneN, E(X")=i"{"(0).

Exercice 38

Caractérisation de la loi par ¢x

Soit X une variable aléatoire et m € R.

1 T )
Pour tout T € ]0; +oo[, on pose Vi, (T) = ﬁ/ ox (e ™ dL.
-T

1. sinus cardinal
On définit la fonction « sinus cardinal » noté sinc par
sin(t) .
vVt € R, sinc(t) = t sit#0,
1 sit=0.
a) Montrer que sinc est continue sur R.
b) Montrer que |[sinc|| = 1.
2. Dans cette question, on suppose que X est une variable aléatoire réelle discréte de support
X(Q) fini
X(Q) = {xn,ne[[1; N]] }.
On pose pour tout n € [[1; N]], pn = P([X = z4]).
a) Montrer que, pour tout T € ]0; +oo],

Vi (T) = Z sinc(T(zn — m))pn.

b) En déduire que V,,(T) ——— P(X = m).

T—+o0
3. Soit X : 2 — R une variable aléatoire réelle discréte de support X(€2) dénombrable : X(Q2) =

{xn,n € N}.
On pose pour tout n € N, p, = P([X = z,]).
Pour tout n € N et tout h € ]0; +oo], on pose

gn(h) = sinc (:vn ; m) D

“+oo
1
a) Montrer que pour tout T € ]0; +oof, Vi (T) = Z 9n (T)
n=0
b) Montrer que, pour tout n € N, la fonction g, se prolonge en une fonction g, définie et

continue sur [0; +ool.
400

c) Montrer que la fonction G = Z gn est définie et continue sur [0; oo

n=0

(0]
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d) Etablir que V5, (T) ——— P(X = m).
T—+o00

4. Montrer que si X,Y : 2 — R sont deux variables aléatoires telles que ¢x = ¢v, alors X et Y
suivent la méme loi.

Solution (Ex.38 — Caractérisation de la loi par ¢x)

1. a) e Sur R”, sinc est un quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule
pas, donc est continue.
e sin(t) ot donc sinc(¢) p—y 1 = sinc(0) donc sinc est aussi continue en 0.
— —

b) e Notons que sinc est paire.
1
eVt > 1,|sinc(t)] < = 7 < < 1 donc |[sinc||,
e sinc est dérivable que |0; 1] avec
t)t — sin(t
sinc’(t) = cos(t)t — sin(t) e sin )
Or Vvt €]0; 1], cos(t)t < sin(t) <= tan(t) > ¢
L’¢tude de f : t +— tan(t) — ¢ sur | 0; 1] montre que f est croissante (f = tan® > 0) et nulle
en 0, donc f est positive sur [0; 1].
Donc sinc’ est négative sur ] 0; 1], sinc étant continue sur [0; 1], son maximum est sinc(0) =
1 et son minimum sinc(1) = sin(1) > 0. Donc |[[sinc|[, 4, 1} = 1.

(i doo S 1.

e Bilan : ||sinc|| [0; +oo| = 1, €t par parité ||sinc|| , = 1.
2. a) Soit TE]O +ool.
V(1) = / I

1 T
7/ ez t(xpn — TVL)dt)
-T

_ i » 1 |:eiT(zn—m) _ e—iT(zn—m) :| T
= n—
— 2T Ty —mMm _r

o Sixn, 7é m, alors

I
[]=
N
3
)
=

1 zt(zn m)dt i eit(znfm) T _ i eiT(znfm) _ ef'LT(znfm) T
2T 2T | ¢ — m ~ 2T Tp — M T
1 T B 1 iT(zn—m) _ —iT(zp—m)7 7T
ﬁ ezt(a:n m)dt — ﬁ |:e — 7em :|_T = sjnc(T(xn — m))
e Sixy, =m, alors
1 zt(zn m)
5T dt = — 1dt =1 = sinc(0) = sin (T(zn — m))

° Finalement on a bien

T) = Z sinc(T(zn — m))pn.

b) e Observons que, si z, # m,

‘sinc (T(ﬂcn —-—m !

< t
< T |zn — m| ¢ T|zn —m| To+oo

donc par encadrement sinc(T(zn, —m)) —— 0.
T—+o0
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e Premier cas : si m ¢ X(Q).
Alors : Vn € [[1; N]], sinc(T(zn —m)) — 0.
T—+o00
Donc V,,(T) o 0, or dans ce cas, P(X =m) = 0.
—+oo
Donc Vi (T) ——— P(X = m).
T—+o00
e Second cas : si m € X(Q2). Notons ¢ tel que m = x;.
Vi (T) = t Z;ﬁ sinc(T(zn —m))pn + 1 X p;i T b= PX=m)
n tq Tp#£Em

Donc Vi, (T) . P(X =m).
3. a) So1tT€]0 +ool.
T +o©
Vm (T) _ / ¢X —zmt / aneztzne—zmtdt

T +oo

= Z nelt(xn m)dt

Nous avons : Ht — pne”<z" m)H = p, car }ei"" =1 (Va € R).

00,[—T; T]
+oo
Or Z pr converge (et sa somme est 1).
n=1

Donc la convergence de série de fonctions t — pne”(z“’_m) est normale donc uniforme sur

le segment [—T; T]. On peut donc permuter intégration et sommation :

Vol = 55 (ke [ e

n=1

+o0o
= ansinc(T(xn — m))

D’ou

T)=§gn (%)

b) e Si &, = m, alors Vh € ]0; +00[, gn(h) = sinc(0)p, = pn donc g, admet une limite finie
en 0, & savoir py.
e Si z,, # m, alors comme sinc(x) — 0 car |sinc(z)| < 1/ |z], gn(h) —— 0.
x—Foo h—0

e Par conséquent, g, admet une limite finie en 0 donc se prolonge en fonction continue sur
[0; +oof.
c) Comme |[sinc|| =1,Vn €N, |[|gnl|l, < pn (il y 2 méme égalité car hlim gn(h) = pn).
—4oc0

Et comme la série de t.g. p, converge, la série de fonctions Z gn converge normalement
n>0
donc uniformément, donc G est définie, et comme pour tout n € N, g, est continue sur Ry,
G est continue par convergence uniforme.
d) e Ona: VT > 0,V,(T) = G(1/T) et G est continue en 0 donc V,,(T) — G(0).

T—+o0

0) = Z Jn(0), et étude menée en b) montre que §,(0) = p, si x, = m et 0 sinon.
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Donc §'il existe un entier n tel que z, = m, alors G(0) = p, = P(X = m), et sinon
G(0) =0=P(X =m).

Finalement, on a bien V,,(T) " P(X =m).
—+oo

4. Supposons que X,Y : 2 — R sont deux variables aléatoires telles que ¢x = ¢vy.
Soit m € R. -
X déf. i —imt _
T
Y déf. 1 —imt
T) = — P(X = .
VM o [ et o P = m)
Comme ¢x = ¢y, on a aussi : VI >0, VX (T) = V3 (T).
Donc par unicité de la limite, P(X = m) =P(Y = m).
Ceci étant valable pour tout m de R, X et Y suivent la méme loi.

Exercice 39

Indépendance et stabilités

Dans cet exercice, on utilise ’exercice précédent ainsi que le premier exercice de cette partie.

1. Montrer que, si X,Y : Q@ — R sont deux variables aléatoires indépendantes, alors ¢xi+y =
PxPy.
2. a) En déduire que si X,Y : © — R sont deux variables aléatoires indépendantes de loi de
Poisson de paramétre respectif A et u, alors X + Y suit une loi de Poisson de paramétre
A+ .
b) Montrer de méme si X,Y : © — R sont deux variables aléatoires indépendantes de loi
binomiale de paramétre respectif (m,p) et (n,p), alors X + Y suit une loi de binomiale de
paramétre (m + n,p).

Solution (Ex.39 — Indépendance et stabilités)

1. Puisque X et Y sont indépendantes, pour tout t € R e
]E(eitXeitY) — E(eitX)E(eitY).
Par conséquent E(e®™XFY)) = E(e*X)E(e™Y). Ainsi px1v = dxodv.
2.a)Ona:
Pxtv = dxy : t — exp (A(e” — 1)) exp (u(e” — 1)) = exp (A + p)(e” — 1))
Or ¢ — exp (A + p)(e” — 1)) est la fonction caractéristique d'une variable aléatoire de loi
de Poisson P(A + p). Par la conclusion de lexercice précédent, X 4+ Y suit la loi P(A + p).
b) Montrer de méme si X,Y : © — R sont deux variables aléatoires indépendantes de loi
binomiale de paramétres respectifs (m,p) et (n,p), alors X + Y suit une loi de Poisson de
paramétre (m + n,p).
On a, avec g =1—p,
x4y = dxoy 1t (q+pe™)™ (¢ +pe')” = (q+ pe™)
Ort— (q —|—pe“)m+n est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi binomiale
de parameétre (m+mn, p). Par la conclusion de lexercice précédent, X+Y suit la loi binomiale
de parametre (m + n, p).

X ot e*Y sont indépendantes, donc

m—+n
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Chapitre 13

Triangle de PASCAL, binéme de
NEWTON & formule de LEIBNIZ

Ces deux démonstrations sont semblables, et repose sur la formule de PASCAL et un raison-
nement par récurrence naturel puisque

(z+ )" =@ +y)(e+y)" et (£ = (£.9))"

Exercice 40

Formule de PASCAL, binéme de NEWTON & formule de LEIBNIZ

Justifier les propriétés suivantes.

@ ¥(n,p) € N?, (Z) + (pj_ 1) = (;ii) (PASCAL).

® V(x,y) € K3,
(z+y)" = Z <Z> 2*y" ™"  (NEwTON).

k=0
Cette formule est encore valable pour deux matrices X et Y qui commutent.
®@ Soit f,g: I — K deux fonctions n fois dérivables. Alors

n

(9™ =" (Z) fHgn=F (LrsNiz).

k=0
@ Relicat : symétrie du triangle de PAscAL.

Y(n,p) € N? tel que p < n,
n _[n
n—p p)

Solution (Ex.40 — Formule de PASCAL, binéme de NEWTON & formule de LEIBNIZ)
® Une démonstration instructive...
Soit E = [[1; n + 1]]. Parmi les parties & p 4+ 1 éléments de E, il y en a :
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. <n qui contiennent le nombre n+ 1, car il faut et il suffit de choisir les p nombres de [[1; n]]
p
pour créer une telle partie;

1 qui ne contiennent pas le nombre n + 1, car il faut et il suffit de choisir les p + 1
p
nombres de [[1; n]] pour créer une telle partie.
n+1 n n
Donc = +

. et si les calculs vous rassurent...

.n n n! n!
<p> " <p+1> Tl p) o+ Diln— (p+ D)
_ (p+Dn!+ (n—pn!
(p+Dn—p)!

_ (n+1)n! _[n+1
DA+ =+ \p+1)

®[1]1=1

Petit regroupement de sommes :
n
(o)™ =@t 3 (Z) 2yt

n+1+z< > kn+l k+z<n> kn+1 k+yn+1
k=1

_n+l n n k n+l—k n+1

—re S| ) ()

n
PASCAL /nt1 | Z (n;r 1) PFyn IR
k=1

n+1
_Z<n+1> kE ntl—k

® A vous de jouer-...

@ Une démonstration instructive...

Il y a autant de parties & p éléments dans un ensemble & n éléments que de parties & n — p
éléments : & chaque partie a p éléments correspond exactement une partie & n — p éléments, a

savoir son complémentaire.

Plus rigoureusement, I’application
¢p:E, = E, p,A—E\A
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de ’ensemble des parties & p éléments dans ’ensemble des parties & n — p éléments est une
bijection, donc Card(E,) = Card(E,—p).
. et si les calculs vous rassurent...

{ n n! n! n
<np> T =pin—(n-p)  pn-p) <p>
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Chapitre 14

Autour des formules de TAYLOR

[MP-M2 — 2018 — PSI — Partie I

Exercice 41

Formule de TAYLOR-LAPLACE et cas des polyndomes

1. Formule de Taylor avec reste intégral ou Taylor-LAPLACE
Soit V C R un voisinage de 0 i.e. un ouvert contenant 0. Soit f : V — R de classe C" .
Montrer que

/ (n) x _f\n
Vz eV, f(z)=F(0)+ @x 4t wxn + / Mf("“)(t)dt.
! o !

n! n
Par translation, on en déduit pour toute fonction f de classe C"' sur un voisinage V de

a€R .
Vr eV, flz)=f(a)+ fl(!“) ! n!(“) (@ — a)"

(:17 — a) + .+
+/x (‘7j ;'t)n f(n+1)(t)dt.

2. Cas des polynéomes
Soit P un polynéme de degré n. Justifier que

p™ (a)

P(X) = P(a) + P'(a)(X — @) + -+ —

X—a)"

.. ce qui constitue un excellent moyen de translater un polynéme :

P(X+a)=P(a) + P'(a)X +--- + %X".

Solution (Ex.41 — Formule de TAYLOR-LAPLACE et cas des polynémes)

1. 1l s’agit d’une simple intégration par parties, en raisonnant par récurrence.
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/OI f)dt = [f(t)]y = f(x) — f(0) dou f(x) = f(0) + /I £ (t)dt.

0
Intéressons-nous a 'intégrale I,, = / Mf("jq)(t)dt.
0 n!

Avec u : t — f% et v = fn D) ¢t
e [ (@ =" ]“”_ T_@= " ey,
In[H(nH)!f (t)0 /O CES (t)dt
F00)

In = :L‘n+1 + In+1... qud

(n+1)!

2. Le reste intégral est nul car p+ — ...

Exercice 42

Approximations numériques des dérivées

Justifier les propriétés suivantes.

1. On suppose que f est une fonction de classe C? sur un segment [a; b].
Soit t € [a; b] et h € R tel que t + h € [a; b]. Alors

D= gy o

2. On suppose que f est une fonction de classe C* sur un segment [a; b].
Soit t € [a; bl et h > 0tel que [t —h; t+h] C[a; b].
]

ft+h) — ft— h) 2l
| - - rw) < gl

1.
Al

‘ Commentaire — ‘

) est une approximation avec une erreur en O(h), tandis que
f(t) ~

flt+h)— f(t—h)

2h
Ce qui permet, notamment en informatique, d’estimer f' lorsqu’on connait f en certains points
uniquement.
Si je souhaite estimer la dérivée d’une fonction connaissant sa valeur en des points x; =
a+ih, i € [[0; NJ], je peux procéder ainsi

h
(ii) f'(xs) =~ f($¢+1)2—hf($¢71)’ méthode d’ordre 2.

est une approximation bien meilleure car avec une erreur en O(h?).

, méthode d’ordre 1,

Solution (Ex.42 — Approzimations numériques des dérivées)

1. f” est continue sur le segment [a; b] donc bornée donc Hf@) H existe.

Pour tout x de [a; b] tel que x + h € [a; b], on a :
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x+h (t o ZC)l

TR ALY

Fa+h) = f(2) + hf'(2) + /

don LI i < 3 [T ],
Or /z+h(t ;p)f(2>(t)dt‘</z+h‘(t :r)f(2>(t)‘dt

< Hf@)’ oo/z+h(t—:£)dt
R T S R

2. f® est continue sur le segment [a; b] donc bornée.
La formule de Taylor & ’ordre 2 donne :

2 ath ()2
flath) = [@)+hf'() + "—f”(w) + [ 00

fa=m =1 -nf @+ @+ [ O

La différence des deux express1ons précédentes donne :

T — stho(p g
Lt se ) _ gyl ¢ L] [0 % 9ty
(t—x)

Il n’y plus qu’a majorer 'intégrale :

[ o< [

I

FO )| at

- [(tgmfr*” < Hf(zHoohg

2 z—h

Exercice 43

Théoréme et inégalité de TAYLOR-LAGRANGE

1. Soit n € N. Soit f:[a; b] — R de classe C" sur [a; b] et n + 1 fois dérivable sur Ja; b[.
On souhaite prouver le théoréme de Taylor-Lagrange :

~(b—a)" (b—a)""

3 5 = _— - 7
«3Jec€la; b, f(b) kz:;) X ¥ (a) + ]
a) Justifier que ce théoréme est vérifié pour n = 0.
b) Soit A le réel tel que

(b—a)"* ~(b—a)"
A = —_— .
o A0 1)
Soit ¢ : [a; b] — R définie par
(- ~ ="
A .
e +kzzo F8t)
Justifier que ¢’ s’annule au moins une fois sur | a; bl.
c) Conclure.
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CHAPITRE 14. AUTOUR DES FORMULES DE TAYLOR

2. Soit n € N. Soit f: [a; b] — R de classe C"* sur [a; b].
Justifier I'inégalité de Taylor-Lagrange :

|- 30 O )| < O |
k=0

3. Les résultats précédents demeurent-ils vrais avec b < a, en remplagant [a; b] et |a; b] par
[b; a] et |b; a] respectivement ?

4. Etablir I'inégalité de Taylor-Lagrange en partant de la formule de Taylor avec reste intégral
(qui est au programme).

Solution (Ex.43 — Théoréme et inégalité de TAYLOR-LAGRANGE)

1. a) Pour n =0, il s’agit du théoréme des accroissements finis :
«3dc€la; b, fb)=fla)+b—a)f'(c)ie f(c)= M. »
—a
b) e ¢(a) = f(b),
* (b)) = f(b) (car 0° =1 et f© = f),
e la régularité de f entraine que ¢ est continue sur [a; b] et dérivable sur a; b[.
Donc d’aprés le théoréme de Rolle, ¢’ s’annule au moins une fois sur | a; b[.
c)vVtela; b,

iy (=" ) ®) (¢ t (k+1) 4
o) = — A— Z / Z FE)

n!
_ (b—t)A (b
l

- ) f<"+1>< )

(A f<n+1) t))

Soit ¢ € ]a b[ tel que ¢’(c) = 0 (qui existe d’apreés b)).
Alors b—c # 0 et f"(c) = A.

Donc : %f("ﬂ)( )= f(b) — En: (b;i'a)kf(k)(a) et on a prouvé que

(n+1)! =
~(b-a)" (b—a)" ™ i
3 ;b b) = — —
celaitl S0 =3 SV + S0
2. Notons que la continuité de f™*Y sur le segment [a; b] assure 'existence de Hf("+1) ‘ -
oco,[a; b
Par le théoréme de Taylor-Lagrange,
—~b-a)" (b—a)" " i
deela; b, b) = — a)+ ———
Jas o, 1) =30 S5 1) + S 1),
Donc
" (b—a)* b—a)"*tt .
CESS (,)f(k)(a)‘ = | o)
k=0
Et comme b —a > 0 et ‘f nHD( ‘ < Hf(”J”)H , on obtient I'inégalité souhaitée.

Jas b
3. Les résultats précédents demeurent-ils vrais avec b < a, en remplagant [a; b] et Ja; b par
[b; a] et |b; af respectivement ? @ La preuve du théoréme de Taylor-Lagrange n’utilise pas
I’hypothése a < b, donc il demeure vrai pour b < a, avec les modifications des intervalles
indiquées.
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e Dans 'inégalité de Taylor-Lagrange, si b < a alors |b — a| = a—b. On peut en toute généralité
donner I’inégalité suivante :
«Sif:1— R est de classe C"+1 sur I, alors

£y =30 B2 0o )| <

k=0

b—al"""

Y(a,b) € I2 <
(a,b) € I, CES]

el

Jas b

4. Soit f de classe C"*! sur [a; b] ou [b; a. La formule de Taylor avec reste intégral donne

b—a)” Pb-"
f(b) — Z %f(k)(a) — / %f( +1)(t)dt
k=0 @
Et par 'inégalité triangulaire, en prenant garde a I’ordre des bornes,

o
esia<b: / (b;t) Fr () dt’<#/ (b—t)"dt
: s+ :
esia>b: / (b;t) f("+1)()dt’<+wfb (t —b)"dt
Dans les deux cas, on obtient
— (b—a)* —a) (k) H o Lo[mb] b—a|"*!
f(b)szzo fP(a)| < X e Cafd.

Exercice 44

Inégalités de KOLMOGOROV

On pourra utiliser librement l'inégalité de Taylor-Lagrange établie dans l’exercice précédent.

1. Actel -
Soit f : R — R de classe C2. On suppose f et f” bornées sur R et on note, pour toute fonction
g bornée sur R, ||g||, la borne supérieure de |g| sur R.
a) Soit x € R et h > 0. Justifier que
|F(@+h) = f@ — h) = 2hf'(2)] < B2 [1£"]..
b) En déduire que f’ est bornée et vérifie
Pl oo, 1l

N <
11l < =5 ;

1 Moo < V21 Mo 1Moo -
2. Acte II -

Soit n =2 et f: R — R de classe C". On suppose f et f bornée sur R.
a) Soit V la matrice de M,,_1(R) définie par

1 1 1

c) Montrer finalement que

2 22 on—1

n-1 (n-1% ... (n—1""!
Justifier que V est inversible.

87



CHAPITRE 14. AUTOUR DES FORMULES DE TAYLOR

b) On munit M,_1(R) et M;,_1,1(R) des normes ||.||  définies par
YM = (mi;) € Mn1(R), [IM[|, = max|mi;| et
V)

VX = (i) € Mn-11(R),  [[X]|, = max mi].

Montrer que, pour (M,N) € M,,_1(R)? et X € M,_11(R),
[IMN][, < (n = D) IM]| . [IN|| oo et [[MX]|, < (n = 1) [[M]], [X]| -
c) Soit z € R.
RG]

On note X(z) la colonne de My—1,1(R) de coordonnées les réels o pour 1<k<n-1

En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange sur [z; = + 4| pour ¢ € [[1; n— 1]], montrer

que
IVX(z)[l,, <K
ne || £ ‘
. 1 déf. oo
ou K 2|l 4+ — e,
d) En déduire finalement que les dérivées f, F@ . F™=D sont bornées sur R.

e) Démontrer I'inégalité de Kolmogorov

k
n
oo

wellosal, || < VBT

’fm)

Solution (Ex.44 — Inégalités de KOLMOGOROV)
1. Acte -
Soit f : R — R de classe C2. On suppose f et f” bornées sur R et on note, pour toute fonction
g bornée sur R, [|g||, la borne supérieure de |g| sur R.
a) Par 'inégalité de Taylor-Lagrange

o+ 1) = fa) = )] < P e

Flo—h) = f(@) + b)) < 0 e
ce qui permet d’écrire par I'inégalité triangulaire
|f(z+h) = f(z — h) = 2hf'(z)|
= |J;(f€+h)—f(323)—hf/($)— (f(z —h) = f(z) + hf'(2))]
< h H]; los + h ||‘£ ||°°..,Cqﬂi.
b) On peut alors écrire
12hf"(x)| = |(20f'(x) = f(z + ) + f(z = h)) + f(x + h) = f(z = h)|
SH2 ||l + | F(@ +B)| + | f(z — h)|
<SP F" Nl + 2111l

D’ou

o< PN 1L
@) < T g B,

Cette majoration est valable pour tout € R, donc f’ est bornée et

h "
7 < M W

P ey 1 1los
2 + h

c) Soit g:]0; +oo[ > R,h—
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M [l
2 h?

g est dérivable avec ¢’ : h , strictement croissante et s’annulant en

[2]]£]
ho = =5
0 17T

g(ho) = /21| fll. IIf"]l., donc en prenant h = ho dans I'inégalité précédente, on a finale-

ment
1 Moo < V2 Moo 177 o

2. Soit n > 2et f: R — R de classe C*. On suppose f et £ bornée sur R.
a) V est une matrice de Vandermonde associée aux nombres deux a deux distincts 1, 2, ..., n—
1, donc de déterminant non nul.
Donc V est inversible.

1 1 1
2 22 on—1

n-1 (n-1% ... (n—1"!
b) e V(i,j) € [[1; n—1]%,

n—1 n—1
D migneg| < Y Imigne| < (n—1) M|, [Nl
k=1 k=1

eVic[[1l; n—1]],

(M),

n—1 n—1
|(MX),| = > mapae| <D Imagae] < (n— 1) M| [X]]
k=1 k=1
c) Soit z € R.

Soit i € [[1; n—1]].
Par I'inégalité de Taylor-Lagrange

) . it LTI,
f@+o—ﬂm—ﬁmm~ufw_nﬁ<”uﬂsauﬂ>L
et par 'inégalité triangulaire
-n—1 -n
T4 4 Y () < LH <n)’
i @)+t @) <20+ o [ done
n—1 n
i ¢ (n—1) <9 LH <n>‘
i@+ e @) < 2 + 2|
Orif'(z)+--+ (nz —! F D (2) est la i—éme coordonnées de WX (), donc
IIVX(2)|l, <K
n (n)
, |||
ou K = 21|f||, + T
n!

d) On a pour tout z € R :
IX(@)]]o = [[VTVX(2)]]
< (=) [[V7H] IVX(@)]]

oo}

< -1V K
D’ou

<(m-DIVT K,

Ve e R,Vk e [[1; n—1]], ’f(k;i:(x)
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CHAPITRE 14. AUTOUR DES FORMULES DE TAYLOR

ce qui prouve que les dérivées [, f@, ..., f*~1 sont bornées sur R.

e) Montrons par récurrence forte que n € N* les inégalités de Kolmogorov

90

@ s ke fos ), [|r0 < Va0

e Pour n = 1, les inégalités sont triviales, et sont en fait des égalités pour k=0et k=1 :
A lloe = Fllo et 1 oo = 111l
e Meéme si le raisonnement par récurrence n’oblige pas & envisager séparément le cas n = 2,
je remarque que les cas k = 0 et kK = 2 sont des égalités triviales et le cas kK = 1 a été établi
dans la premiére question.
e Soit n € N*. Supposons les inégalités de Kolmogorov (Z;) établies pour tout j € [[1; n]].
Soit f de classe C"t' avec f et f**V bornées sur R.
Pour £ = 0 ou k£ = n + 1, les inégalités de Kolmogorov sont vraies, et sont toujours des
égalités.
Soit j € [[1; n]].
En appliquant (Z) avec k=12 fU~Y ona:

roll <2l ol

Par hypothése de récurrence pour jet k=j—1,ona:
; TR
[£970]| <vaTiisie || £

Utilisons les hypothéses de récurrence pour faire apparaitre ||f||, et Hf("H)H dans le
o0

majorant. ‘
Par hypothése de récurrence pour n+1—jet k=1, sur f(J), on a :
n—j 1
Hfml) ‘ < V2T || @ || ‘f<n+1> R
Du coup : =
Hf(J) ‘ < Vantt ||f||J ’f(]) e ‘f(n-u) st
e o]
7—1 n—j n+1
Or—+ ——=2—————— donc:
j n+1—j (n +1—3)’
1
[£00|| 7T < v g |||
o . 1 _ .
Et en élevant & la puissance w, on aboutit a
n+1

Hfm o+ || pentD

| <V

.. Cafd.



Chapitre 15

Développements de sommes et de
restes

Exercice 45

Constante v d’EULER

On pose pour tout n de N* :

n 1
Up = %—lnn et Up = Unt1 — Un.

k=1

1. Quelle est la nature de la série Z Un 7
n>1

1
%= Inn+~v+ n_)oﬁ_oo(l).

2. En déduire 'existence v € R telle que Z
3. Un encadrement de
a) Etablir, pour tout n € N*, % <In(n+1)—1In(n) <
n
b) En déduire la variation de (ur,).
c) En déduire aussi, pour tout n € N*, u,, > 1 — In(2).
d) Montrer finalement que : 1 —1In(2) <y < 1.

3=

Solution (Ex.45 — Constante v d’EULER)

1. v, = fln(n+1)+ln(n)zifln(1+l
n n

n+1 +1
1 1 1 -1 1 1
vn_n+1_ﬁ+o<ﬁ>_7n(n+1)+o<ﬁ)_o(ﬁ>

Comme E e converge, par domination E Vp, converge.
n>1 n>1

91



CHAPITRE 15. DEVELOPPEMENTS DE SOMMES ET DE RESTES

2. Comme Z(u"“ — un) converge, la suite (un) converge.
n>1
n
.. . 1
En notant v sa limite, lim (Z % In(n) — ’y) =0=o0(1), donc :

n——+oo
k=1

Z%zlnn—k’y—l— o (1).

—+oo
k=1

3. a) eMéthode accroissements finis —
Soit n € N*. In: [n; n+ 1] — R est continue, et dérivable sur |n; n + 1[. Par le théoréme

1
des accroissements finis, il existe ¢ € [n; n+1[ tel que In(n+ 1) — In(n) = f'(c) = -
1 1
; 1[, d - < —, dou
Orceln; n+1], Oncn+11<c<n’ ou X
o <Iln(n+1)—1In(n) < o
e Méthode croissance de l’intégrale —
. . 1 1 1 1 1
Soitn e N*. Ona: Vte | ——; —|, T <=
n+1" n n—|—1 t n’
1 1
P i de l'intégrale, —— 1 t —, 1
ar croissance de 'intégrale, ?_F 7 < [n+1]7 In(t) < n
n+1<ln(n+1) (n)<

= [inégalité des accroissements finis ne donne malheureusement pas I'inégalité stricte.

1
b) Comme : Vn € N*, up i1 —up, = o —In(n+1)+In(n) < 0, u est strictement décroissante.
n

c) Pour tout n > 2,

n 1 n
Un =Y £ In(n) > 1+ " (In(k+1)—In(k))—In(n) = 1+In(n+1)—In(2)~In(n) > 1-In(2).
k=1 k=2
Comme u; = 1, 'inégalité est encore vraie pour n = 1.

d) Par prolongement des inégalités larges, v = lirf up, = 1 —1n(2).
n— oo

De méme, Vn > 2, u, < u2 <up =1, donc vy < ug < 1.

Exercice 46

Développements en séries de In(2), In(3) voire In(p)

n

1

On continue de noter, pour tout n € N*, u,, = 5 In(n).
k=1
-1 n+1
1. a) Justifier la convergence de la série de terme général (=)
2n (_1)k+1
b) Montrer que, pour tout n € N*, Z T T Uem —un + In(2).
k=1
+oo (_1)n+1
En déduire la valeur d —
c) En déduire la valeur e; -
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2. Proposer une démonstration de I'identité

“+oo
12 1 1 2 1 1 2 1 1 2
m3)=1+-—2 4+ -4+ - _ 24 -4 - _24... = P
n@) =l+g-3+its 57 Ts ot Z(3k—2+3k—1 Sk:)
3. Et, pour p entier supérieur ou égal & 2, de

1 i 11 1 1
In(p) =1+ 5+ + Ak T _PC e

_|_
p—1 P p+1 2p—1 2p

k=1

Solution (Ex.46 — Développements en séries de In(2), In(3) voire In(p))

1
1. a) La suite (7)n>1 est décroissante de limite nulle, donc d’aprés le théoréme de Leibniz, la
n =

" ) (_1)n+1
série alternée de t.g. ~———— converge.
n 2n 2n 1 n 1
b = - - = = - = =, d’ou
N R R PO E SR SRS R o
2'n ( 1)k+1
Z Y = ugpn + In(2n) — (un + ln(n)) = Uzn — Un + In(2).
k=1
¢) Comme la série alternée converge et la suite u converge vers v, ’égalité précédente entraine
+oo n+1
-1
Z% =7 —7+(2) =)
n=1

M;ﬁ

3n n
1 1 2 1 1
. (3]€—2 + :3]67—1 - %) = kzl%— E —u3n+ln(3n)—un—ln(n) 7u3n—un—|—1n(3),

k=1

S+ =
]

™

=/ 1 1 2
(s T ) =7+ =

3. Remplagons les « 3 » ci-dessus par « p » et les « 2 » des dénominateurs par des « p — 1 ».

Exercice 47

Intégrales de WALLIS € formule de STIRLING

On souhaite établir I’équivalent de Stirling

n!
1. Onpose:VneN*, v, =In| —— |-
(ﬁ(n/e) )

En étudiant la série de terme général v, 11 — v, montrer qu’il existe une constante K telle que

()

n—-+oo

2. On définit, pour tout n de N, l'intégrale de Wallis W,, par
def /2
W, = / cos” (t)dt
0
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a) Justifier que la suite (W) est décroissante.

b) Montrer que, pour tout n € N,
n+1

Wito = s 2Wn Q)
c) En déduire que, pour tout n € N,
T
Wr1 W,
i 2(n+ 1)

d) En déduire que

Wit ~ W,
n—-+oo

e) A P'aide de (), montrer que, pour tout n € N,

Wa — (2n)!7 _22"(nl)?
22n+1 ()2
f) Déterminer finalement la valeur de la constante K.

Solution (Ex.47 — Intégrales de WALLIS & formule de STIRLING)

1 1
1. Vn € N¥, UnH—vn:l—(n—i—i)ln(l—l—E).

Or In 1Jrl 717L+0 1 , donc
n  2n?
1 1 1
”"“‘“"—1‘1‘2**%*0(”2)”(ﬁ)

Comme E — converge, par domination E Un41 — U, converge, donc la suite (v,) converge.
n
n>1 n>1
Soit ¢ sa limite. Alors e’ —— . En posant K = ¢

n—-+oo
o Kvm (g)

n—-+oo
2. a) Pour n € N. Vt € [0; 7/2], cos" T (t) < cos™ () induit Wp11 < W,
b) En intégrant par parties W, avec u : t > sin(t) et v : t — cos™ ' (t), on prouve W, 1o =

n+1

(n+1)(W,, — Wy 42) donc Wy, 40 = . 2VV
¢) On démontre soit en montrant que la suite ((n+1)Wn+1Wn) est constante, égale a W1 W, =

g7 soit par récurrence, que W,4+1 W, = ﬁ

n
1 W,
d) Par décroissance : (0 <) Wp42 < Wyp1 < W, done n I 7 < WH < 1, et par encadrement
n
Wit ~ Wi

n—-+oo
e) Par récurrence, ou en itérant (1) pour faire apparaitre des produits d’entiers pairs et des
produits d’entiers impairs, on montre que

(2n)!7 22" (nl)?
Won = 5— et W 2 )
Y ) A CTNE O
Remarque : lune peut se déduire de ’autre par c).
f) De c) et d), W3 et % avec W,, > 0 donc W, o~ %
T s
g) De e), Wa, et m et par f), Wa, e /%7 donc K = /2.

94



Exercice 48

Un développement asymptotique du reste des séries de Riemann

Soit « un réel de | 1; +oo[. On définit g sur [1; +oo] par
1
Ve > 1, g(z) = —.
xa
On pose, pour tout n de N*,

def if = R def. =
Zka, Zk— et n(a)—;k—a.

Contrairement a l'usage coumnt, la somme Rn(a) commence a n et non n + 1.

1. a) Montrer que, pour tout entier k > 2

k+1 k
/k g(x)dz < g(k) < /k—l g(z)dz.

b) En déduire, pour n > 1, encadrement

1 1 1 1
1-— < Sn < 1——— 1.
a—l( (n—&—l)o‘*l) Sn(@) a—l( n"‘*1>+

¢) En déduire un encadrement de S(a).

2. a) Montrer pour n > 1, 'encadrement

1 1 1 1
—_— < .
a—1 no‘*l\Rn(a)\oz—lx(n—l)‘l*1
b) En déduire : Rn(a) = ! X ! + o !
' T a—1 " nel D nndeo \ et )7
3. Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par: Vz >1, f(z)= ﬁ
a) Par la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que, pour tout k > 1, flk+1)=
1 « 1 a(a+1)
f(k)“rkiafkaa_'_l“rlk, aVeCOgIkgm.
1
b) En isolant T dans 'expression précédente, montrer finalement que
1 1 1 1
Rala) = a1 et T ope T % (ﬁ)
Solution (Ex.48 — Un développement asymptotique du reste des séries de Riemann)

1. a) Soit k > 2. Par décroissance de g sur [k —1; k] et sur [k; k+ 1],
k
eVre[k—1; k], g(z)> g(k) entraine g(k) < / g(z)dt.

k-1
k+1
eVx € lk; k+1], g(x) < g(k) entraine / g(z)dz < g(k).
k

b) Par la relation de Chasles appliquée aux encadrements précédents pour k allant de 1 a n

sur la premiére inégalité, et pour k allant de 2 a n sur la seconde, on a :
n+1 n

o(t)dt < S(a )</1 o)t + g(1).

En calculant les deux 1ntegrales de cet encadrement, on obtient, pour n > 1, I’encadrement
1 1 1 1

— < < — — .
a—1 ! (n+1)a—1>\sn(a)\a71(1 —1)+1
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c) En passant a la limite lorsque n tend vers +oo,
L cs<— 41
—— <S(a)  —— .
a—1 a—1

. a) En sommant a l’aide de la relation de Chasles, pour n > 1,

/+°° g(t)dt < Rn(a) < /+°° g(t)dt.

Et en calculant ces deux intégrales, on obtient I’encadrement

1 1 1 1
< Ra(a) <
«

X —— X
a—1" no-t -1 (n—1)>1

1 1 1 1 1
b) 0 < Rn(a) — a1 me 1S5 ((nfl)a*1 _n"“*l)'

1 ( 1 1 >
1 —1e-1 " pa-1 —_1\*!
Or @ (n 1) " = ! (1 — (Ll) ) — 0, donc

a—1 n n—+oo

na—l
1 1 1
R (o) = a—1 1% <n“—1)'

3. a) Soit k € N*. f étant de classe C* sur [k; k + 1], la formule de Taylor avec reste intégral
permet d’écrire :

f(k+1):f(k)+f’(k)(k+1fk)+@(k+1fk)2+/k+1 =B ) ()

—

Or f'(k) = k&, PR = o
k41 (t — ) ( ) k1 (t — ]{J)z a(a + 1)
/ o= [ A D,

a2
et Vt € [k; k+1], 0 < (t Zk) Oé(;::;l) < O[;Z(:Ql), ce qui donne par croissance de
Iintégrale,
_ 1 « 1 a(a+1)
b) SoitneN* et N > n.
N
«a 1

Zka :Z( (k+1)—f(k)+—><ﬁ—lk)

k=n

=fN+1) - T3 Z Lo+l ZI’“ (D).

k=n
Que peut-on dire de chaque terme lorsque N tend vers +oo ?

. Nl_l)IilQQ f(N 4+ 1) = 0, sans souci.

. 1

. Nl_l)I}rloo —fn)=—f(n)= 7 X ja-1o O problem.
N

. 1 « 1 1

. Nl_lffoo 2 et = iRn(a +1) = Ina +o (n—a) par 4.b).
ala+1) . . - .
e De 0 < I < I fai2 on tire, par comparaison avec la série de Riemann convergente
1

Z Ttz la convergence de Z Ik, et on a, en sommant pour k£ > n ’encadrement,
k>1 k>1
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1

ala+1) a
0<ZIk<7Rn(a+2)<§va

2

la derniére majoration résultant de 4.a).

na

n—1)2tl notoo

“+oo
1
n[k
k=n
Conclusion : en passant a la limite lorsque N tend vers +o0, il vient

1 1 1 1
Rin(a) = a—1 x no—1 * 2n> +n—>o+oo (E)

0 montre que par encadrement,

+00 o
Alors 0 <n® > Tp <
ors ’I’Lkznk 2><(

Exercice 49

Equivalence des termes générauz, application a C(2) et v

1. Question préliminaire
Soit (an)nzne €t (bn)nzn, deux suites réelles ne s’annulant pas.
On rappelle qu’alors,
an ~ b= — —1.

n——+oo bn n—-+oo

Montrer 1’équivalence
an ~ bp<=Ve>0,39Ng >=no,Vn>=No, |an—>bn|<e]|bnl.

n—-+oo
2. Soit E an et E b, deux séries convergentes a termes strictement positifs.
n>ng n>ng
+oo +oo
déf. , def. .
On note R,, = E ar et R, = E by leur reste respectif.
k=n+1 k=n+1

On suppose que

Montrer que

3. Application a (2).

“+oo
1
On note, pour tout n > 1, R,, = Z =
k=n+1
+oo 1 1

a) Montrer que : Vn € N*, Z —_— =
W (k—1Dk n

b) En déduire un équivalent de R,,.
c) Déterminer le reste d’ordre n de la série kzn m
N 1

1 1
d) En déduire que le reste d’ordre n de la série E 7 — 75 est équivalent & —.
= (k—Dk Kk 2n



CHAPITRE 15. DEVELOPPEMENTS DE SOMMES ET DE RESTES

e) En déduire que

1 1 1
Rn*v%“(%)

4. Application a la constante v d’Euler
1
Soit w1 = 1 et pour tout n >2, w, =~ — (In(n) —In(n — 1)).
n

a) Déterminer un équivalent simple de w, lorsque n tend vers +oo.
n

1
b) En déduire que la suite ( z In(n )) converge.
k=1 n>1
On note + sa limite, appelée constante v d’EULER.

c) Montrer que, lorsque n tend vers +o00,

Z () +7+— o)
E Q™ n

Solution (Ex.49 — Equivalence des termes générauz, application a ((2) et )

1. eSia, ~ bmalorsa—n—)l

n—-+oo n N—+oo

Soit € > 0. Par définition de la limite
INo > no, ¥n > No, an

n

o Si V5>0 dNg > no,vn No,‘an—bn S&‘bnh

— 1| <e, ie |an —bn| < ebn|

alors Ve > 0,3Ng > ng, Vn > No, ’ b —1| <e¢,
n
an .
donc — —— 1, i.e.an ~ by
bn n——+oo n——+oo

2. Utilisons la caractérisation précédente.
Soit € > 0. Soit No > ng tel que Vn > No, |an — bn| < €by.

+oo
Alors : Vn > No, [Rn —Rp| = > |ax — bx| <Ry,
k=n+1
Ce qui entraine, toujours par la caractérisation que R, ~ RJ,.
n—-+oo
3. Application a C( ).
N
1 1 1 1 1
—_— —_— e — —_— —> —
0% s S ()8 e s
k= n+l k=n+1
N
1 1 1 1
ro_ _ - ~ 7 ~ oy
b) En notant R;, = k;rl G =1k > comme G= Dk e K2 Rn et R, i.e.
1
n——+oo ’n,.
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c) En décomposant en éléments simples :

N 1 B N 1/2 . 1/2
:zn;r m_ Zl<kl_k+k+1)

k 1 k=n+
N N
1 1 1 1 1 1
Y (E-D)s 2 o)
k=n+1 k=n+1
ISR A VA B 11
“2\n N 2\N+1 n+1/) No+eo 20 2(n+1)
1 1 1 1
Et — — = ~ .
2n  2(n+1) 2n(n + 1) n—+oo 2n2
1 1 1 1 . P
d) e = Eh-1) ety =Dk 1) donc par la question précédente le reste
d’ordre n de la série kz>2 ﬁ 2 est équivalent a ERCR

+oo
1 1 1 — ) -
e) R, — o= E <ﬁ — m) W o due I’on peut écrire

k=n+1
1 1 1
Rp=—-—--——= — .
n  2n? +O(n2>

f) Jexploite les restes que je sais calculer explicitement :
—+oo

1 1 1 1 1

Rn—+—F———-== — — =

n 2n(m 1) g;ﬂ <k2 = (Ic—l)k(k+1)) .

-t -1

(k—1)k2(k+1) k—too k%'

J’introduis une série de t.g. équivalent dont je sais calculer le reste, par exemple :
1 1 1/6  1/2  1/2  1/6

U = = _

(k—Dk(k+1)(k+2) k—1 k ' k+1 k+2
+oo +oo

1/ 1 1y 1/1 1 1/ 1 1
e SR ) k)
k=n+1 k=n+1 6 k=1 k 3 k k + 1 6 k + 1 k =+ 2
i_ 1 n 1
6n  3(n+1) 6(n+2)

+oo _1

(k— Dk2(k+ 1)

=n+1

et

_ ~
k4 k—+4o0

(n+1)(n+2) —2n(n+2)+n(n+1)
6n(n+1)(n+2)

2
6n(n+1)(n+2)
+00 1
d’on ~ .
ou Z Uk n—+oo 3n3
k=n-+1

Ceci permet d’écrire :
1 1 1
R, —

nt 2n(n+1) n—too  3n3’

d’ou
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S B TS
" n 2n(n+1) 3nd nd )

Il reste & transformer le terme ——— :
2n(n+1)

1 1 -1 -1 FE
_— = ——, d’ou
n(n+1) 2n%2  2n%(n+1) n—stoo 2n3

+1
1 1 1 n
B SN RN
2n(n+1) 2n?2 2n3
1 1 1
Rp=——5=
n  2n +6n3+0<n3>

4. a) Application a la constante vy d’Euler

NS DTS S T B SN R R
" n n’  n n  2n2 n2 ) noteo  2n2

b) Par équivalence de t.g. de signe constant et par la série de référence de Riemann de parameétre
2 (alias ¢(2)), la série de t.g. wy converge.

1
3), et finalement
n

1

n
é 1
Or S, = E W telésc — —In(n)... c’est notre suite!

k
k=1
—+oo
c) Notons T, = Z wg le reste de cette série, et toujours R, le reste de la série de Riemann
k=n+1
de parameétre 2.
De on tire T, 1R 1docT 1—|—o !
w ~ n tir ~ —= ~ n - _ =)
k k—+o0 2k2 notoo 2 " notoo  2n’ " 2n n

On peut écrire : S, + T, =, donc S,, = v — T4, et donc, lorsque n tend vers +oo,

Zn: +'y+—+o<i)

Exercice 50

?T\H

Convezité et encadrement du reste d’une série de Riemann

Pour tout o € ]0; +00], on note f, la fonction

fa:[1; +oo[ﬁ]R,mr—>i.
:Z:CK

On note aussi, pour tout n > 1,
n —+oo

1 1
Snla) = — et Rula) = —.
(@) kZ::l — () k:zn;l —
1. Soit k € N* et I, = [k; k+1].
a) Représenter Pallure de la courbe C, représentative de fo sur I.
b) Déterminer I’équation de la tangente & Co en k + 1 ainsi que ’équation de la corde & Cq
passant par (k, fa(k)) et (k+ 1, fa(k + 1)), et les tracer sur le dessin précédent.
¢) Montrer que, pour tout z € Iy,

falk +1)(z — (k+ 1)) + fa(k +1) < fa(z) < (falk +1) = fa(k)) (z — k) + fa(k)
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d) En déduire finalement

A Ty
2(k+ 1)t T (k+ D T, oz T 2k 2(k+1)e

2. a) Etablir, pour tout n € N*,

! <L 4 Ru(a

(0%
R, 1 n(@) € ————— <
2R (Oé+ )+R (Oé) (Ot— 1)na71 2

b) En déduire finalement

1 1 1 1 «@
e KR < e o b e
(a—=1)ne—t  2po (@) (= ne—1  2no + 4dnott

3. a) Ce dernier encadrement est-il un résultat plus précis que ceux obtenus dans les deux exercices
précédents ?
4
b) Sachant que S, (4) P ¢(4) = g—o, justifier que
n—r o0
! 11 1

1 3
%0 1+—+3—4+244+3?a10 pres.

Solution (Ex.50 — Convexité et encadrement du reste d’une série de Riemann)

Pour tout o € ]0; +oo[, on note f, la fonction

fa:[1; +oo[ﬁ]R,xt—>i.
xa

On note aussi, pour tout n > 1,

n —+o0
1 1
Sn(a) = E e et Rnp(a) = E e
k=1 k=n+1

1. Soit k € N* et I, = [k; k+1].

k k+1

L’équation de la tangente correspond au membre de gauche, tandis que 1’équation de la corde
correspond au membre de droite, de I’encadrement

folk+1)(@— (k+1)) + fa(k+1) < fal(z) < (falk+1) = fa(k)) (@ — k) + f(k)
e Soit g la fonction obtenue en formant la différence du membre de droite et du membre
central.
Sur Iy, ¢" = —f" < 0, donc ¢’ est strictement croissante, et comme g(k) = g(k +1) = 0,
¢’ s’annule au moins une fois (Rolle), donc ¢’ s’annule exactement une fois entre k et k + 1.
Donc ¢’ est strictement positive puis strictement négative, donc g est strictement croissante
puis strictement décroissante, donc est positive. Ce qui fournit la majoration.
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e Soit h la fonction obtenue en formant la différence du membre central et du membre de
gauche.

Sur Iy, h” = f” > 0 donc h' est strictement croissante. Mais b’ = f' — f'(k + 1) donc
R (k+1) =0, donc h' est négative. Donc h est décroissante, mais h(k + 1) = 0, donc h est
positive. Ce qui fournit la minoration.

e Par croissance de l'intégrale sur I, en remplacant f, et f. par leur expression, puisque
k+1 1 k+1 1

/ m—kdmzfet/ z—(k+1)de =—=,
k 2 k 2

a 1 /’““ dz 1 1
+ < — < omt o
2k + 1)o+t " (k+1)e ez 2k 2k 4 1)

+oo d
2. a) En sommant les encadrements précédents pour k allant de n & 400, comme / & _
m&
v
(¢ — 1)no—t
e pour 'inégalité de gauche :

a 1
—R. 1) +Rn < ——
2 (@ +1) + Rnfa) (= 1)no—t
e pour 'inégalité de droite, provoquons un télescopage :

§(2;a+2(k}rl)a>:§(2ia_ 2(k + 1)@ )+Z k+ 1)

k=n k=n

n

on obtient pour tout n € N*

1
_277+R()

Si on n’a pas vu cette astuce, une récurrence sur n fonctionne, c’est moins élégant.

Bilan : 1 1
= +Ra(a)

a
CRoa+1 n(@) < —————— <
QR (@t 1)+ Ra(a) (= 1)ne—t = 2no

b) On isole R, («) :
1 1 1 o
— < Rul@){ —————— — =
(o — o=l 2po = Ra(c) (a —1pe—t 2

Mais comme ceci est vrai pour tout @« > 1, on a :
Ro(a+1) > donc —%Rn(a+1) < -

D’ou finalement

- —
an®  2petl’ 2ne - 4petl

1 1 1 o

- <Ryfa)— = 4%
(a —pe-1  2pa = Ra(e) < (a = 1)ne—t  2po + 4notl

3. a) Ce résultat est plus précis si Pon veut encadrer erreur commise. Il permet aussi d’écrire en

particulier
1 1 1
R, = —— 40—
(o) (¢ —1)no—1  2no + <n“+1>

. . . . 1
Comme développement asymptotique, il est moins précis que tout développement en o <ﬁ)
nﬂt

(ou plus).
1 1 1
b)——S4() Ra(d) =1+ 57 + 57 + ;7 T Ra(4)
Or R4(4) ~ L—iai—ifiglo prés. D’ou
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Chapitre 16

Série harmonique alternée et
réarrangements a la Riemann

Exercice 51

Sept méthodes pour la somme de la série harmonique alternée

L’objectif de ce probléme est d’établir

+
8
I
—_
~—
3

I
o

n

par sept méthodes différentes qui permettent de parcourir une grande partie des programmes
d’analyse de premiére et de seconde année.

(-1)"

La série de terme général
n+1

s’appelle série harmonique alternée.

Pour tout n de N, on note

et pour tout n de N*

H, =
k=1

1. Par une méthode élémentaire et astucieuse

1 w2n+1
Vn € N, In:/ 2dac.
o 1+

On pose

a) Pour n dans N, calculer I,, + I,41 et en déduire que la suite (I,) converge en précisant sa
limite.
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b) Montrer que
Vn e N*, 2(=1)""'I, =S,_1 — In(2).

c) Conclure.
2. Par une SOMMEE de Riemann...

1
a) Justifier, pour n > 1, que Hy,, — H,, = Z
n

et en déduire
=T k

bode
Hy, — H, ——— —.
notoo Jo 141
b) Montrer, pour n > 1, que S2,—1 = Ha,, — Hy,.
c) En déduire la convergence de la série harmonique alternée ainsi que sa somme.
3. En passant par un développement asymptotique de H,,
a) Etablir la convergence de la suite (Hn — ln(n)) et en déduire l'existence d’une constante y
telle que
H, = Inn)+y+o0(1).

n—-+oo

b) A T'aide de Son—1 = Hap —H,, (établi dans la question précédente), en déduire la convergence
de la série harmonique alternée ainsi que sa somme.

4. En passant par une formule de Taylor avec reste intégral
a) Montrer que les suites (S2,,—1) et (S2,,) sont adjacentes.
b) Soit
g: [0;1] — R
x — In(l142)

Calculer, pour tout k de N, g*) et vérifier que ¢ (0) = (—=1)*~*(k — 1)!.
c) Etablir par récurrence que, pour n > 1,

vee[0; 1], g(x)= zn: %ﬁ + / Mg<"+1>(t)dt.
k=1 0

d) En déduire, pour tout n de N*,

2n k—1 2n+1 k—1

(=1 k (-1 k
E ' <In(l+z) < E T
k=1 k ( ) k=1 k

e) Justifier alors que

f) Conclure.

1. Je n’ai pas écrit une SERIE de Riemann.
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5. A l’aide d’une écriture intégrale du terme général
1

a) Que vaut, pour n > 0, / (=t)"dt?
0
b) En déduire, pour n > 0,

1 tn+1
S, =In(2) + (—1)"/ dt.
o L+t

c) Conclure.

6. A l’aide d’une seconde écriture intégrale du terme général
—+oo
a) Rappeler, pour n € N*, la valeur de / exp(—nx)dz.
0

b) On pose, pour tout n de N*, f, : R} — R,z — (—1)"e™"".
Montrer que la série de fonction Z fn converge simplement et préciser sa somme.
n>1
c) Peut-on appliquer le théoréme d’intégration terme a terme a la série Z fn osur RY ?

n=1
d) Pour tout n de N*, on pose

n
Fn:R}y — Rz Y fi(a).
k=1

Expliciter F,, et montrer que l'on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la
suite de fonctions (Fr)n>1.
e) Conclure.

7. Du coté des séries entiéres

+oo 5
a) Rappeler la valeur de Z % pour z € | —1; 0].
n=1

. " .
b) Montrer que la série Z — converge uniformément sur [—1; 0].
n>1
c) Conclure.

Solution (Ex.51 — Sept méthodes pour la somme de la série harmonique alternée)

et pour tout n de N*

k=

-

1. Par une méthode élémentaire et astucieuse

1
In4 Loy = Ity = )
a)el, +Int1 /0 T T T

e Par postivité de l'intégrale, 0 < I, < I, + 41 <

on +2°
e Par encadrement : I, ——— 0.
n——+oo
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LA RIEMANN

1 1 1 [ 2z 1
b P =1:Ii==--Ip=~-— = de = =
) » Pour n 'T2T 0T 2/0 1+227" 7 2
So — In(2) et la propriété est vraie au rang n = 1.
e Supposons la propriété vraie & un rang n € N* fixé.

2(—1)"Tns1 = 2(71)n< L ,In) _ =y

2n + 2 n+1

(1 —1In(2)) donc 2I; = 1 — In(2) =

n—1 —1In(2) = S, — In(2) : la propriété

est vraie au rang 2.
c)Ona:
Vn € N, S, = 2(_1)711"_’_1 + ln(2) avec |2(_1)n1n+1| = 2In+1 —+> 0
n——+00

donc (S,) converge et sa limite est In(2) :

2. Par une SOMMEE de Riemann

2n 1 ) n
a) Hy, — H, = ShErYT

=0n
Bt 1n+k ZlJr (k/n)

ol o, est la n-idme somme de Riemann associée a la fonction ¢t —— continue sur

(05 1].
|

D Hs, — H,, —— ——dt = In(2).

onc rfanp n oo ‘/0 1+t Il( )

b) Séparons les termes pairs des termes impairs de la série harmonique :
P, = - = = fH
> Z 5 = 3t
k<2n,k palr

1 1
I, = Z %:HQn_Pn:HQn_EHn,

141¢

k<2n,k impair
Alors Sgp,—1 = P, — 1, = Hapy — Hy.
c) e On a Sy, o In(2) par a).
n— oo

W= San_ n(2) + 0 = In(2).
°* Sy Sa 1+2n+lmn()+0 Il()

e Donc la suite (S,,) converge et sa limite est In(2), i.e. la série harmonique alternée converge
et sa somme In(2).

3. En passant par un développement asymptotique de H,,
a) Posons u, = H,, — In(n) pour tout n > 1.

1 1 1 1
n — Un — —In(1 - —
npr — 4 n+1 ( + ) n+1 n+o<n2>

-1 1
- _4o(=)=0(=
nn+1) (n) (n)
Par domination et convergence de la série de Riemann de parameétre 2, la série de terme

général un41 — un converge, donc la suite (un) converge. On notant - sa limite, on peut
écrire

H, = Inn)+~v+o(1).

n—-+oo

2. Je n’ai pas écrit une SERIE de Riemann.
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In(2n) —In(n) +o0(1) = In(2)+o0(1)

n—+oo

b) Sanl = H2n - Hn =
n—-+o0o
donc Sap—1 —— In(2).
n—+oo
On conclut comme dans la question précédente.

. En passant par une formule de Taylor avec reste intégral
1 1
1,52n n-1=—5—F5+t5;—75 =0,
) V2 1,841 —San-1 = —5 mm + o7 20
1 1

2 3 n - n — 5 a5
¥ 20,8204z = San = 5o = o

~ ?

S2n—1 =820 = — 2n+1 n—+oo
donc les suites (S2r—1) et (S2n) sont adjacentes.
b) Notons que g est de classe C* car In l'est sur [1; 2].
On montre par récurrence sur k que : X
. k) (=D 'k —1)!
Vk € N*, ¢ ).mﬁw.
On a alors bien g™ (0) = (=1)* "1 (k — 1)!.
c) e Le second membre pour n = 1 vaut
er/ac;(x )dtIPP {xit] / —dt—xforln(lJr:r)—g()
o (1+1¢)? 1+1¢ 1+1¢
Donc la propriété est vraie au rang 1
e Supposons-la vraie a un rang n > 1 fixé. Alors

/Oz (z — t)ng(nﬂ)(t)dt ep {_7(1: — t)n)' g(""'l)(t)} . + /OZ 7(35 —t) T 9(n+2)(t)dt

n! (n+1 (n+1)!
x”+1 x (xit)nﬁ»l xn+1 x (ﬁ*t)nJrl
= gt =gyt = —1)" / S A OL
e+ [ wan = Ty [

ce qui prouve la formule au rang n + 1.
. et je viens de démontrer la formule de Taylor avec reste intégrale...
Variante — On a le droit d’invoquer la formule de Taylor avec reste intégrale.
d) Toujours pour x € [0; 1],
e I'n prenant 2n dans la formule précédente :

o~ (=D @ i i
Z ——=z" —In(1+2z) = —/ 9 (t)dt or g®"*1) est positive d’aprés
= k o (2n)!
2n (_1)k—1
I'expression trouvée en b), donc cette intégrale est positive, donc = P on(1+42) <
k
k=1
0.
e De fagon analogue en prenant 2n — 1 dans la formule précédente :
2n—1 (_1)k71 x (.CU _ t)2n71
Z P (1l +2) = —/ 7'g(2")(t)dt or g™ est négative d’aprés
Pt k o (2n-1)
2n—1 (71)1@71
Pexpression trouvée en b), donc cette intégrale est négative, donc Z ALY AL In(1+
k=1
z) = 0.
2n (_1)k71 . 2n+1 (_1)]‘;,1 .
e Donc pour tout n de N*, ;Tx <In(l+2z) < ; T
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e) En prenant © = 1 dans 'encadrement précédent et aprés un décalage d’indice,
Son—1 < In(2) < San.
f) (S2n—1) et (S2n) sont adjacentes donc convergentes de méme limite £.
Par prolongement des inégalités larges, en passant a la limite dans ’encadrement précédent,
£ < In(2) < £ donc £ = In(2).
On en conclut, comme dans les deux questions précédentes, que la série harmonique alternée
converge et sa somme est In(2).

5. A l’aide d’une écriture intégrale du terme général

a)Pourn>()/1( t)"dt = ﬂ
n+1
b) S, = Z/ YEdt et par linéarité de l'intégrale (il s’agit d’une somme finie),
Sn = / dt et par somme de termes géométriques de raison —t différente de 1
0

3

_ (_4\n+1 1 1/ p\n+l
s :/ Ldt:/ - [ 2t done
o 1+t o 1+t o 1+t

1 t’n+1
S, = In(2) + (71)’1/ dt.
0
1 yn+1
t 1
dt < dt< ——
/0 2 2(n +2)

1+¢
ltn+1 1 tn+1
o) (_1)n/ di g/
0 1+t 0

1+1¢

1 yn+1
donc par encadrement (—1)" / dt —— 0.
o 1+t n—+4oo
La relation précédente fournit alors S, = In(2) + o (1), donc (S,) converge et sa limite est
In(2).
1 tn+1
Variante — / 1thdt —+> 0 s’établit facilement avec le théoréme de convergence
0 n——+oo
dominée.

6. A I’aide d’une seconde écriture intégrale du terme général
1
a) Pour n € N*, / exp(—nz)dr =

n’
b) Soit € ]0; 4oof. fa(z) = (—e )" donc la série Z fn(x) est une série géométrique de
n>=1

raison —e~® € ]0; 1], donc convergente.

La série de fonction E fn converge simplement, vers la fonction

n>1
+oo e ®

S:]0; — R,z — —e )" = — .

] ) +OO[ ,I Z ( € ) 1 + e~ T
n=1
Attention! Cette serle commence avec l'indice n = 1.
+oo
c) / |fn(z)|de = = donc Z / |fn| diverge et on ne peut pas appliquer le théoréme

n=1

d’intégration terme a terme & la série E fn sur RY.
n=1
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d) Pour tout = de ]0; +oo],
n _ 1= (_1)nefnz
Fn — _ z\k - _ zt — 741 C
(@) =3 (o) = e T
Sur ]0; 4o0[, on a
@ pour tout n F,, est continue;

1

14+e2’

—x

@ Z F.,, converge simplement vers F : x — —e

® F est continue;

Y 1— (_1)7167719: e—z 1 + efnz o
14e® 14+e= =

Par conséquent, le théoréme de convergence dominée s’applique a la suite (F5,) :

/0+°0 n(z )da:—)/ z)dz.

+o0 (=1

e) Par linéarité / F, (z)dz = Z =07 —Sn-1
o — n

+oo k+1oo

et / F(z)dz = [In(1 + e_z)]O

@ Vn € N*,Vo €]0; +oof, |[Fu(z)| < |-

=~

= —1In(2).
Ainsi la suite (S,) converge, et sa limite est In(2).

7. Du cote des séries entiéres
a)Z— —In(1 —z) pour z €] —1; 0]

(=" (==)"
n
par le théoréme des séries alternées, en notant R, (z) le reste d’ordre n de cette série, on a :

. ( x)n+1 1
v Vo e [—1; W(@)] < E e < —
n €N Vo € [—1; 0], |Rn(z)| I 7

donc la fonction R, est bornée sur [—1; 0], et ||Ry||

b) En posant gn(z) = pour z € [—1; 0], la suite (ﬂ> est décroissante et
n

o S n+1
Donc par encadrement ||Ry||,, —— 0 et la série de fonctions E gn converge uniformé-
n—+oo

oo xn
ment vers g : x — E — sur [—1; 0]
n=1 n
Attention ! Le cours n’affirme pas qu’une série entiére converge uniformément sur | —R; R]
n+1
. x
ot R est son rayon de convergence. Contre-exemple : g z", Ru(x) = T

—— +o0 donc
— T z=—1

R, n’est méme pas une fonction bornée sur | —1; 1.
c) Par convergence uniforme et continuité des fonctions gn, g est continue sur [—1; 0], donc

f =07 existe et +§ (D" _ —g(-1)=— lim g(z)=— lim —In(l—2z)=1In(2)
o} n =0 k+1 -9 o ac—>—1+g o z——1+ o )

Variante — On peut 7invoquer le théoréme de la double limite en —1.

Exercice 52

Reliquat : reste de la série harmonique alternée
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+o0 k
_ (=n* _
On pose R, = k:EnH Pl In(2) — S,, pour tout n de N.

1. Montrer que la série de terme général R,, converge.

2. Montrer que

Solution (Ex.52 — Reliquat : reste de la série harmonique alternée)

+oo k
_ =" _ B
On pose R,, = k;ﬂﬂ S In(2) — S, pour tout n de N.

1. Reprenons la premiére méthode de I'exercice précédent avec les mémes notations :
Rn = 2(71)n+11n+1
ol on sait que (I,,) est une suite positive de limite nulle.
1 x2n+1(1 _ :EQ)
Deplus:Vn e N, I, —1L,41 :/ _ 7
0

14 22
(I) est décroissante.
Le théoréme de Leibniz permet d’affirmer que la série de terme général R,, est une série alternée

dz > 0 par positivité de I'intégrale, donc

convergente.
2. S, =In(2) — R, =1n(2) + 2(—1)"I,41 : cherchons un équivalent de In1.
1 1
O i — < I, + 1 <20, <L, +1, < —d — < I, < —.
na 2n+2\ + +1 X S + +1\2n1 Onc4n+4\ \147'L
Par encadrement : 4nl,, — 1 doncl,, ~ — doncl,4+1 ~ —.
n—-+oo n—-+oo 4’)’L n—-+oo 41’1,
Autrement dit : I,41 = i + o0 i = i +o0 l , d’onl
4n 4n 4in n
=" 1
" +n:oo 1n(2) + 2n to n '

Exercice 53

Réarrangement de la série semi-convergente

1. La série harmonique alternée est-elle absolument convergente 7
Une série convergente non absolument convergente est parfois qualifiée de « série semi-convergente
». Une particularité d’une telle série est qu’un réarrangement de l’ordre de la sommation peut
modifier la somme, voire faire diverger la série. Ce résultat s’appelle parfois le théoréme de
réarrangement de Riemann.

2. Calculer la somme obtenue en réarrangeant ’ordre des termes de la série harmonique alternée
comme ci-dessous :

RS S WS ST U AN AN R SR S WY
2 4 3 6 8 2k +1 4k +2 4k +4

=ag =ai =ay

112



3. On se donne deux entiers naturels non nuls p et ¢ et on s’intéresse a la série obtenue en
sommant dans 'ordre et successivement p termes positifs puis ¢ termes négatifs de la série
harmonique alternée, de sorte que la série harmonique alternée correspond & p = g = 1 et que
la série de la question précédente correspond p =1 et g = 2.

Montrer que la série ainsi obtenue a pour somme In (2 \/§> On pourra utiliser H,, =
q

n—4o0
In(n) +~v+o0(1).
4. Etudier la série obtenue en réarrangeant Pordre des termes de la série harmonique alternée en
sommant successivement 2F termes positifs puis un terme négatif comme ci-dessous :

N C ST TS TS T AN
~~ 3 2 5 7 4
—_—

=ug

=uy =ug
P S S S S
2k +1 2k +3 2k+1 _ ] 2k

=uy,
5. Proposer un réarrangement des termes de la série harmonique alternée conduisant & une série
divergente vers —oo.

Solution (Ex.53 — Re’armngement de la série semi-convergente)

1. Puisque la série harmonique Z — dlverge la série harmonique alternée n’est pas absolu-

k>0
ment convergente.

o g L 1 1 _1( 1 1
T Ok 41 4k+r2 k4 2\2%k+1 2642
1 (,1)(2k+1)+1 (71)(2k+2)+1
2 ( 2%k + 1 2k + 2 )
donc 2ay, est la somme de deux termes consécutifs de la série harmonique alternée.

In(2)
5

La série de terme général aj est donc convergente de somme

3. Il s’agit d’étudier la limite lorsque n tend vers +oo de :
pn

k=1 k=1
N 1 2N 1 N 1
etz2k—l *ngzﬂ Hon — 2HN,donc
k= 1 k=1 1 k=1
T = Hopn — 5Hpn — 5Hgn = In(2pn) — 7 — S (In(pn) +In(gn)) +7 + o (1)
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4. Dans la définition de uy :

AV B A
~~ 3 2 5 7 4

=U)  N——_—— N—_—_|_——

=uq =ug
2k +1 2k 43 2k+1 — 1 2k
1 1 1 1 o
j'observe que up > 2F x ST 2% > 5 9% donc ug ne tend pas vers 0 lorsque k tend

vers +00.
Cette série a terme général positif diverge grossiérement, ses sommes partielles tendent vers
+00.

5. Un raisonnement analogue au précédent en réarrangeant 1’ordre des termes de la série harmo-

nique alternée en sommant successivement un terme positif puis 2* termes négatifs conduit a
une série divergente vers —oo.
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Chapitre 17

Sommation par parties et
transformation d’Abel

b
On rappelle qu’une somme vide Z uy avec a > b est nulle.

k=a

Exercice 54

Transformation d’Abel

1. Soit (un)n>0 €t (vn)n>0 deux suites de nombres de C. Etablir la formule de sommation par

parties
n—1 n—1
Vn € N, Z V41 (k1 — uk) + Z Uk (Vk41 — VE) = UnUn — UgUo (17.1)
k=0 k=0

2. Soit (an)n>1 €t (bn)n>1 deux suites de nombres de C.

On pose, pour tout n € N*, B,, = Z bk, ainsi que By = 0 (comme toute somme vide).
k=1
Etablir, & I’aide de la relation (1), la formule appelée transformation d’Abel

n n—1
Vn €N, > apby =anBn— > (art1 — ax)Bs (17.2)
k=1 k=1

Un mot de cette intégration par parties discréte
En considérant que la sommation est le pendant discret de 'intégration et la différenciation
discréte d’une suite - définie pour une suite u par uit+1 — ux - est le pendant de la dérivation,
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lanalogie entre la formule (1) et 'intégration par parties est frappante :

n—1 n—1

> (ki1 = uk)veps + > (Vi1 — Uk) = Unvp — U0

b b
/ f(#®)g(t)dt +/ f)g'(t)dt = f(b)g(b) — f(a)g(a)
La méme remarque vaut pour la transformation d’Abel :

n—1

Zakbk = CLn n — Z(ak+1 - ak)Bk (173)

/f )g(t)d /f(t)G

Solution (Ex.54 — Transformation d’Abel)

1. Cette formule s’établit par télescopages ou par récurrence sans difficulté.

2. Appliquons l'identité précédente avec vo = 0 et pour n > 1 v, = B, de sorte que vgy1 — vg =

br+1 ainsi que pour tout n > 0 U, = an+1. On obtient :
n—1 n—1

E Bit1(akt2 — ars1) + E Ok+1bk+1 = ant1Bn — 0.
k=0 k=0
n
D’ou : E arbry = ant1Bn E Bi(ak+1 — ax) = anBn E Br(ak+1 — ar).
k=1 k=1

Exercice 55

Application aux calculs de sommes finies classiques

1. a) En prenant : Vk € N*, a; = ket by = 1 dans la formule (2), retrouver la valeur de la

somme U, = Z k.
k=1
b) En prenant : Vk € N*,  a; = k* — k et by, = 1 dans la formule (2), retrouver la valeur de la

somme C,, = Z k2.
k=1
2. On définit la suite de Fibonacci (Fr)n>o0 par
Fo=F, =1 et VneN, Fnyo =Fnt1 +Fn.

a) En prenant : Vk € N*|  aj = Fy, ainsi que : by = 1 et Vk > 2, by = 0 dans la formule (2),

montrer que, pour tout n € N, ZF’“ =Fpi2 — 1.

k=0

b) En prenant : Vk € N*,  a, = Fy, ainsi que : by = 0 et Vk > 2, by = Fr_2 dans la formule

(2), montrer que, pour tout n € N, Z Fi = FpFpy1.
k=0
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Solution (Ex.55 — Application auz calculs de sommes finies classiques)

n—1

VneN", > arbe = anBn — Y (art1 — ax)By (17.4)

k=1
1. a) En prenant : Vk € N*, ap =ket by = 1 dans la formule (2),

n n n—1
Zakbk:Zk:Un,aan:n2 et Z(ak_‘_lfak)Bk Zk:Unfn.
k=1 k=1 k=1 k=1

2
1
1l s’ensuit : 2U,, — n = n? donc U,, = n ;—n = n(n;— )

b) En prenant : Vk € N*,  ai = k%2 — k et by, = 1 dans la formule (2),

Zakbk =Cp — Uy, anBn, = n3 —n? et
k=1

n—1 n—1
Z(ak+1 —ar)Br = Z 2k* = 2C,, —
k=1 k=1

1l s’ensuit : 3C,, — 2n% — U, = n® — n? donc
C, = 1 (n® +n?) +1(n2+n) _ n(2n? 4+ 3n + 1) _ n(n+1)(2n+1)_
3 6 6 6
2. On définit la suite de Fibonacci (Fn)n>o par
Fo=F; =1 et Vn € N, Frnio =Fnt1 +Fn.
a) En prenant : Vk € N*,  ap = Fy, ainsi que : by =1 et Vk > 2, b, = 0 dans la formule (2),

> agby =F1 =1, axBn =Fy et

k=1
n—1 n—1 n—2
Z(ak+1 —ay)By = Z Fr_1 = ZFk
k=1
n— 2
Il s’ensuit : 1 = Z Fj donc en décalant I’indice ZFk =F,42— 1.
k=0 k=0

b) En prenant : Vk € N*,  aj = Fy, ainsi que : by = 0 et Vk > 2, by = Fr_2 dans la formule

(2), montrer que, pour tout n € N, ZF% =F.Fny1.
k=0
Par la question précédente, B,, = F,, — 1 pour tout n > 1.
n n n

n n
Zakbk = ZFkafz = ZFk(Fk —Fr_1) = ZFi - ZFkafl,
=2 = k=1 k=1

By = Fo(Fo 1) = F2 . et
—1

Z(ak+1*ak Bk—iFk 1(Fp—1) ZFka I*ZFk—ZFka 1 —F.+ 1

k=1
Il s’ensuit, en slmphﬁant les termes Fka 1

ZFk —FnFn_1=F2 —F, +F, — 1 donc ZFi =F,(Fn+F, 1)—1
k=1

Comme Fo =1 et Fp + Fpo1 =Fny1, Y Ff =FuFpy.
k=0
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Exercice 56

Formule sommatoire d’Abel et constante d’Euler

1. Soit (an)n>1 une suite réelle. Pour tout x réel strictement positif, on pose
lz]

A(z) = Z an:;an

1<n<x
ol |x| désigne la partie entiére du réel x.
En particulier, si z < 1, cette définition entraine que A(z) = 0, comme toute somme vide.
Soit ¢ une fonction réelle de classe C' sur ]0; +ool.
Montrer, a l'aide de la transformation d’Abel (2), que

Vo e]o; 4oof, Y ango(n):A(x)ga(x)—/lwA(u)np/(u)du (17.5)

1<n<x
Cette formule est connue sous le nom de formule sommatoire d’Abel.

2. Démontrer a I'aide d’une série que la suite u définie par
n

Vn e N*, u, = %fln()
est convergente.
On note v sa limite, appelée constante d’Euler.
3. a) Montrer que : |z el T
b) Déterminer la nature des intégrales / Q u et / T _uQLUJ du.
1

c) Montrer a I’aide de (3) que, pour tout a:

> ! /L“

1§n<z

d) En déduire

Solution (Ex.56 — Formule sommatoire d’Abel et constante d’Euler)

1. Soit z € ]0; 4oo[ et N = |[z]. Par la transformation d’Abel (2) ou je substitue a, & b, de

sorte que B, = A(n), et on substitue ¢(n) & an, j'obtiens
N N-1
(2)
> anp(n) = Z anp(n) = AN)e(N) = Y " (p(n+1) — (n))A(n)
1<n<e n=1
Constatons alors que, puisque sur les intervalles [n; n + 1] A est constante égale & A(n), on
a:

n+1 n+1
(e(n+1) = p(n)) x A(n) = A(n)/ o' (u)du = / A(u)¢' (u)du, ce qui conduit

N
> anpln) = AN)PN) — [ A (u)du

1<n<x
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De méme : ¢(N) = ¢(z) — (p(x) — p(N)) = p(z) — /z ¢’ (u)du, et comme sur [N; z], A(N) =

A(u),on a: AN)p(N) = A(z)p(z) — / A(u)¢' (u)du. On obtient alors la formule voulue :

Z anp(n) = / A(u

1 1 1 1 1 1 1 1
2. Uppr—un=———In(1+-) = -= = —=)=0(>
Unt1 =Un = 077 n ( +n) n41 n+o(n2) n(ﬂ+1)+0(n2> O(NQ)

Or la série de Riemann de t.g.— est absolument convergent donc la série de t.g. un+1 — un
n

converge. Donc la suite u converge.

1
3.a)Vex > 0,z —1 < |z] <z donc1— = < L=] < 1. Ce qui prouve par encadrement que
x x
L=] —— 1,donc |z|] ~ =z
xT x—+o00 x—+o0
|u] . 1 oo du
b) e f:wu > == est c.p.m. et positive sur |0; +oo[. De plus, f(u) ~ = et — est
u u—+oo U 1 u

—+oo
divergente. Par équivalence de fonctions positives, / Lu J =—du diverge.
1 u?

eVu€e]l; +oo[,0 <u—|u] <1donc %M =0 (ui?) Comme u +— 1/u? est intégrable

“+oo
sur [1; +ool, / %du converge par domination.
1

Lz]

1
c) Prenons Vn € N*, a, =1 de sorte que A(x Zl = |z, et ¢:]0; +oo] = R, T
Alors (3) conduit exactement a Z / Lu
1<n<z

n 1 n
d) La formule précédente prise en z = n € N* quelconque donne Z 5= 1+ / mdu.
k=1 r

Retranchons In(n) = / du aux deux membres : u, =1 — / u 72“” du
1 u 1 u

+
Comme (uy) et / wdu convergent, on obtient en passant & la limite
1

u2
+oo _
7:1_/ %d
1

u

Exercice 57

Critéere de Dirichlet et application

1. On reprend les notations de la formule (2) et on suppose d’une part que la suite (a,) est une
suite de réels décroissante et convergente de limite nulle, et d’autre part que la suite (B,,) est
bornée.

Démontrer que la série de terme général a,b, converge.
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Solution
1.

. Soit x € [0; 2n[ et p €]0; +oo[. On s’intéresse a la série Z € -
n

Cette propriété est connue sous le nom de critére de Dirichlet.
inx

n>1
a) On suppose dans cette question que x = 0. Etudier la convergence de la série précédente.
Dans toute la suite de cette question, on suppose z €]0; 2n.

E 1”17)

b) Montrer que : Ym € N*,

S sin x/Z)

zn:v

c) En déduire la convergence de la série Z
n>1
d) A quelle condition nécessaire et suffisante cette série est-elle absolument convergente ?
sin(nx cos(nz
(nz) . $ (nz)
np np

np

e) Quelle est la nature des séries Z
n>1 n>1

(Ex.57 — Critere de Dirichlet et application)
Puisque (ay) converge, la série de t.g. a, — an+1 converge. Comme elle est a termes positifs
puisque (a,) décroit, cette convergence est absolue.
Puisque (Bn) est bornée, (an+1 — an)Bn = O (an — an+1).
n— o0
Par le critére de domination, la série de t.g. (an+1 — an)By converge.
Enfin comme (a,) converge vers 0 et (B,) est bornée, (a,By) converge vers 0.
Ainsi, le membre de droite de (2) admet une limite finie donc le membre de gauche aussi.
Autrement dit la série de t.g. anb, converge.

. a) Lorsque z = 0, il s’agit de la série de Riemann de paramétre p, qui converge si, et seulement

si, p > 1. Dans toute la suite de celte question, on suppose T € 10; 2x[.
b) Comme = €]0; 27[, e #0 et

ieinac — ezx einz/Z SlIl(Tl.’L’/Q)
n=1

- X X

eiz/2 sin(z/2) sin(z/2)

1

c) Comme la suite (—p) est décroissante de limite nulle et la suite (B,)n>1 définie par
n n=1

1— einz

o car sin(z/2) > 0.

n inx
B, = Ze“” est bornée, le critére de Dirichlet entraine que la série Z °
k=1 n>1 ne
d) Cette série converge absolument si, et seulement si, la série de Riemann de paramétre p
converge, donc si, et seulement si, p>1.

sin(nx) cos(nx) L . . , -
e) Les séries E E — étant les parties réelles et imaginaires d’une série
n

n>1 n>1
convergente, elles convergent.

converge.

1= Sion a un doute, en notant (S, ) la suite des sommes partielles de la série complexe précédente,

P Sn Sn Sn S’n
puisque (S,) converge, (Sn) converge, et par linéarité les suites (%) et (T)

convergent, i.e. les séries partie réelle et partie imaginaire convergent.
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Chapitre 18

Convexité et applications trés
classiques

Exercice 58

Convezité, cordes & tangentes

L1 L1+ (1 — /\)IQ T2

Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est dite convezxe si toute corde joignant deux
points de sa courbe représentative Cy est située au-dessus de Cy.
Autrement dit, f est convexe si, et seulement si,

Y(z1,22) €PVAE[0; 1],  fOz1 4+ (1= Na2) < Mf(z1) + (1 = N) f(z2)
f est dite concave si —f est convexe, autrement dit, si

Y(z1,2z0) € P VA€ [0; 1],  fOhz1 4+ (1= Na2) = Mf(z1) + (1 = A) f(z2)

1. a) On suppose que f est dérivable et que f’ est croissante sur I.
Montrer que f est convexe. On pourra fixzer x1 < x2 dans I et raisonner sur g : A —
Af(@1) + (1 = A) f(w2) = f(Azy + (1 = A)22).
b) Que peut-on dire si f est deux fois dérivable et f/ > 07? Et si f” <07?
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2

. On suppose f dérivable et f’ croissante sur I. Soit 1 € I.

Montrer que la tangente & Cy en z1 est située sous Cy,i.e.

vz el, f'(z1)(@—z1)+ f(z1) < f(2)

Solution (Ex.58 — Conwvexzité, cordes & tangentes)

1

. a) On fixe z1 < x2 dans I et on pose
g: A= Af() + (L= A) f(z2) = fAzr + (1 = M)
e g(0) = g(1) = 0 et g est dérivable, donc par le théoréme de Rolle, g’ s’annule au moins
une fois.
e g X f(z1)— f(z2)+ (2 — 1) f'(Az1 + (1 — N)x2), or f' est croissante et A —
—_—
=cte >0
Az1 + (1 — A)z2 est décroissante, donc g’ est décroissante.
e Donc ¢’ est positive, puis s’annule, puis est négative sur [0; 1].
e Donc g est croissante, puis éventuellement constante, puis décroissante sur [0; 1] avec
9(0) = g(1) = 0.
e Donc g est positive. Cqfd.
b) Si f” > 0, alors f’ est croissante donc f est convexe. Et si f” < 0, —f” > 0 donc —f est
convexe et f est concave.
. Soit h: I =R,z flz) — (f'(z1)(x — z1) + f(21)).
e h(z1) = 0 (logique : point de contact entre la courbe et sa tangente)
o 1/ = f" — f'(z1) donc comme f’ est croissante, h'(z) < 0si z < 1 et h'(z) = 0siz > z1.
e Donc h est décroissante puis croissante, en atteignant son minimum valant 0 en z1, donc h
est positive. Cqfd.

Exercice 59

Quelques inégalités trés classiques

Justifier rapidement, a 'aide de I’exercice précédent et sans étude de fonctions auxiliaires, les
inégalités suivantes :

1. VzeR, e >z+1.
2. Vze]—1; +oo[, In(z+1)<z
2
3. Vz €[0; n/2], =z <sin(z) <z
T
4. VyneN, Vz> -1, (1+z)" Znz+1
Solution (Ex.59 — Quelques inégalités trés classiques)
1. exp” = exp > 0 donc exp est convexe sur R. Or y = x + 1 est I’équation de la tangente & Coxp
en 0.
2 d—21n(w+ 1) = -t < 0donc f:z+ In(x+1) est concave sur | —1; +oo[. Or y = x est
. de — (x + 1)2 . 5 . y =

I’équation de la tangente & Cy en 0.
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3. sin” = —sin donc sin est concave sur [0; 7/2]. Or y = z est '’équation de la tangente a Csin
2
tandis que y = —x est I’équation de la corde sur [0; m/2].
™
4. Pour n =0 et n = 1, I'inégalité est triviale (c’est une égalité).
d2
Pourn > 2, — (1+a)" = n(n—1)(z4+1)""2 donc f :  +— (x+1)" est convexe sur | —1; +oo[.
Or y = nx + 1 est I’équation de la tangente & Cy en 0.

Exercice 60

Le plus court chemin...

Longueur d’une courbe

1
:
T T+ dx

On admet que si f est de classe C* sur [a; b], alors la longueur de la courbe de f est donnée par

Intuitivement, par Pythagore, d¢? = dz? 4+ dy? = (1 + (—)2)dac2

dx
ce qui donne d¢ = /1 + f/(z)?dz.

On se donne A = (a,a) et B = (b, 8) deux points du plan.

>
|
™

On note F I’ensemble des fonctions f de classe C* sur [a; b] telles que {}t‘( , autrement

dit F est I’ensemble des fonctions de classe C' joignant A a B.
L’objectif de I'exercice est de montrer que

win{ [V P

est atteint par 'unique fonction affine de F, autrement dit que le plus court chemin C' de A ¢ B
est la ligne droite.

1. Etudier la convexité de ¢ : u — /1 + u2 sur R et montrer que

V(u,m) eR%, V1+u2—+1+m2> (u—m)

m
V14 m?2

2. Soit f € F et soit g 'unique fonction affine de F. Montrer que

[ VIET@R s [T iR
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CHAPITRE 18. CONVEXITE ET APPLICATIONS TRES CLASSIQUES

Solution (Ex.60 — Le plus court chemin...)
1. e ¢ est de classe C? sur R par composition, puisque Yu € R, 1+ u? > 1.

2u u
eVueR, ¢ (u) = =
@'(w) 2v/1 + u? V1+u2

7 o
e VueR, g (U)—W>O
Donc ¢ est convexe sur R.
e Soit m € R. L’équation de la tangente a ¢ en m est, en appelant u la 'variable des abscisses’,
m
=——(u—m)+v1+m?
Y= et )
Cette tangente étant située sous la courbe de ¢, on a bien
VueR, VItw—vVItm?> — (u—m)

1+m?
2. g est la fonction affine joignant A a B :
g‘x»—)ﬁ_a(m—a)—l—a
' b—a
Posons m = g’ = B—a.
b—a

Soit f une fonction quelconque de F.

b
Cpla; o) = Loas v] :/ V14 f(x)? - V/1+ m2dz, et par 1.,
a

— mdx

m b,
b > i ], 1
Or [ f(@) = mdz = £(5) = f(@) ~m(b—a) =~ a~ (B~ ) =0.

Donc £y (4. ) — Lg,[a; v : le plus court chemin C" est le segment...

Exercice 61

NEwTON & la superattraction, algorithme de HERON

Soit [c; d] un segment de R, f: [¢; d] — R une fonction de classe C? telle que :
(i) f(c) <0< f(d);

(i) Vo ele; d, f()>0;

(iii) Vz € [e; d], f"(z) = 0.

. __f@)
On pose pour tout = € [c; d], F(z) =z @)
1. Justifier que f posséde un unique zéro dans [c; d].
max [
2. Méthode de NEWTON — On pose C = Les le] i
2 iy

a) Que valent F(a) et F'(a)?
Montrer que, pour tout z de [a; d],
_ fla) = f(z) — (a —2)f'(2)
F(z) —a= @) .

b) En déduire grace a la formule de Taylor avec reste intégral que, pour tout = € [a; d],
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0< F(z) —a < C(x—a)
¢) Montrer que [a; d] est stable par F.
d) Soit z¢ € [a; d]. On construit par récurrence la suite (z,) de la facon suivante :

« Tn+1 est 'abscisse de I'intersection de I'axe des abscisses et de la tangente & la courbe de
f passant par (zn, f(zn)). »
Yy

__/

Montrer que : Vn € N,  zp41 = F(zn) = zn —

f(zn)

fran)
e) Donner une majoration de l'erreur z, — a en fonction de n, de xg et de a.
3. Méthode de HERON — La méthode de HERON d’Alexandrie (Premier siécle ap. J.C.) consiste a
calculer une valeur approchée de a = \/y ott y € |0; 4o0] par la suite définie par :
1
xo=y e VneN x,41 25 (anrﬁ)
a) Montrer qu’il s’agit d’un cas particulier de la méthode de NEwTON appliquer a la fonction
frzmaz?—y.
2 2 2’7l
.. T —a) (z+a) . Tn —a To—a
b) Vérifier ueFxfaz(ietFx a = ——, puis que =
) d () 2z () + 2z bus Tn+a (mo—i—a)
c) Proposer une majoration de lerreur dépendant de zo et a.

d) Ecrire un algorithme en Python calculant /Y par l'algorithme de Héron.

Solution (Ex.61 — NEWTON & la superattraction, algorithme de HERON)

Soit [c; d] un segment de R, f : [c; d] — R une fonction de classe C? telle que :

() f(e) <0< f(d);

(i) Vz € [c; d], f'(z) > 0;

(ili) Vz € [¢; d], [f"(z) >0.

_ =)
f'(x)

1. f est continue, strictement croissante, donc réalise une bijection de [c; d] sur [ f(c); f(d)].
Or 0 € [f(c); f(d)], donc 0 admet un unique antécédent dans [c; d].

On pose pour tout = € [¢; d], F(z) =z

2. Méthode de NEWTON — On pose C = ———.
2 min f
[c; d]
f/2 _ ff// ff//
a) F(a)=a7F/=1—T: Iz

donc F/(a) = 0.

125



CHAPITRE 18. CONVEXITE ET APPLICATIONS TRES CLASSIQUES

F(x) —a=F(z)—F(a)=z—a— ]]:,((?) puisque f(a) =

_ fla) = (&) — (a —2)f'(x)
f'(x)
b) Ecrivons la formule de Taylor en z & I'ordre 1 pour calculer f(a) :
f@)+ f(@)(a—2)+ / (a—t)f"(t)dt — f(2) — (a —z) ()
Flz)~a= G

F(a)—a= 2)/ (a—t)f"(t)dt
Or:Vte [a; z],on aa—t<0,dou
0 < f"(t) < [rnaxf , donc 0 > (a —t)f"(t) = (a —t) max f", donc puisque =z > a,

Og/a(a*t)f( \maxf / aftdt<maxf %
Dot 0 < F(z) — (m,a

c) Pourtoutxe[a d] F(z) > a

(z)
)

'(x
0 sur [a; d], donc F est croissante.

Pour tout z € [a; d], F(z) = <z car f(z) > 0et f'(z) >0.

EnﬁnF’:l—%: J;f"
Donc [a; d] est stable par F.

d) Tangente en z,, : y = f'(zn)(x — Tn) + f(T0).

f(zn) flan) _

y=0—z—2, = —

e)Ona:
0< 21 —a< C(zo — a)?
0< 22 —a < C(x —a)?

g 3( 0_a)4
Oém;:,—aéC(mg—a)Qg

C
C"(x0 — a)®
0<zn —a<C Y zg—a)
3. Méthode de HERON — La méthode de HERON d’Alexandrie (Premier siécle ap. J.C.) consiste &
calculer une valeur approchée de a = \/y ot y € | 0; +oo[ par la suite définie par :

1
ro=y et VYnéeN, $n+1:§($n+i>~

a) Soit f:a+— x? —y.
2 _ 2
AlorsF(x):x—f(I):m—m L +y:%(ﬂf+%)7&lfd-

(=) 2x 2z
z® +y—2ax (z—a)?
b F — = = 1 = 2
) F(z) —a o0 or puisque y = a”,
2> +y+2azx (z+a)?

t d é F = =
et de méme F(z) 4+ a oy oy

Tnt1—a _ ((xn —a)?

2
, puis par récurrence sur n
ZTnt1+a (Tn + a)
n

Tn—a [(xo—a
o To +a

11 s’ensuit
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c) On a déja vu que (x,) est décroissante de limite a. Donc

ngn—ag(xo—i—a)(xo_a)

n

o+ a

o —a N . .
Comme p—— < 1, la convergence est trés rapide. On parle de convergence quadratique,

Xo a

n
. To —a 2 . . .
car si on note g, = T , alors e,41 = €;,, par exemple si x,, est une approximation
o a

avec une précision de l'ordre de 1077, alors x,+1 sera une approximation avec une précision
de T’ordre de 10727 : on double le nombre de décimales & chaque itération.

d) Vu la rapidité de la convergence, on peut prendre comme test d’arrét p41 — zn < €, OU €
est la précision recherchée.

import numpy as np

def Heron(y,e): # e : pr\’ecision
X =y # x0=y
xx = (y+1)/2 # x1=(x0+y/x0)/2=(y+1)/2
while np.abs(xx-x) > e: # pr\’ecision non atteinte ?

X, Xx = xx, (xx+y/xx)/2 # termes suivants
return xx

Exercice 62

Inégalité de JENSEN

1. Soit f : I — R une fonction convexe.
Démontrer ’inégalité de JENSEN discréte :

v(mk)lgkén S In7 n n
n > 1, V(Ak)1gkgn S [0; 1]” f (Z Akl’k> < )\kf(33k)
avec A1 + -+ Ap = 1, k=1 k=1

2. a) Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (£2,7,P), I un intervalle tel
que X(2) CIet f:1— R une fonction convexe et continue.
On suppose que X et f(X) possédent une espérance. Montrer que

F(E(X)) <E(f(X))

b) Quelle propriété retrouve-t-on en prenant f : x — z2.

3. Soit g: [a; b] — R continue et soit f: g([a; b]) — R convexe et continue.
Démontrer 1'inégalité de JENSEN continue (qui raconte la méme histoire — image de la moyenne
inférieure & moyenne de I'image) :

(52 /jg(w)dx) <o [ )

On pourra penser auz sommes de Riemann et commencer par le cas [a; b] =[0; 1].
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Solution (Ex.62 — Inégalité de JENSEN)

1. Par récurrence sur n.
Pour n =1, A1 =1 et I'inégalité est vérifiée.
Pour n =2, Ao =1 — A\ et I'inégalité est vérifiée par définition de la convexité.
Soit n > 2. Supposons la propriété vraie. On se donne n + 1 points et n + 1 coefficients.

Idée : couper en 2 — Soit A = ZAk =1—-)py1ety= T
k=1

n+1
f (Z Mﬂfk) =f(Ay+ (1= MNazni) SAF(Y) + Ansa f(Tnt1)

A . :
—k, Yy = Z,ukxk avec Z,u,k = 1. Donc par convexité :

Or en posant ui = A

k=1 k=1
Z/ka Jik , et Af Z)\kf l‘k
k=
n+1 ! n+1
On a bien prouvé f <Z )\kmk) < Z Aef(xk)
k=1 k=1

Par récurrence, on a gagné.

. a) Notons X(Q2) = {zn/n € N} et, pour tout n € N, A,, = P([X = z,]).
Comme l'inégalité de Jensen est valable pour un nombre fini de valeurs, on va raisonner sur
les sommes partielles.

[\

Soit N € N*.
N
Afin d’avoir une somme de coefficients égale a 1, soit pn = Z An.
n=0
SN Al
Par convexité : pn f an | < PN —”f Tn
Par les hypothéses :
pn — 1
N—+4o00
Ny 1 X
Ly = — AnZn Fe— E(X) et par continuité
n=0 PN PN n=0
AN
pNf (;_:0 men> m FE(X))
Al
Z — f(zn) = Z An f(zn) Fe E(f(X)) par transfert
“— px PN
Par prolongement des 1négahtés larges : f(IE(X)) < IE(f(X))
b) (E(X ))2 < E(X?) donc par Kénig-Huygens V(X) > 0 : positivité de la variance...
1 1
3. Ecrivons les sommes de Riemann pour les fonctions A et " a fog.
, Cb—a~~ 1 k(b—a), <=1 k(b —a)
Soit S,, = - ;b_ag(a—f— - )—;gg(a—l—T)
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1 k(b —a)
e Tu=3"Lrog(ar M=0))
k=1
"1
P ité i — =1 n) < Th.
ar convexite, puisque ; n ) f(s )

Comme g(z)dx

b
g est continue que [a; b], la somme de Riemann S, tend vers / b
—a

a

b—a

b
et par continuité de f, f(S,) tend vers f (ﬁ/

g(m)dx) .

Comme fog est continue que [a; b], la somme de Riemann T, tend vers / flg(z))dz.

b—a o
Par prolongement des inégalités larges,

7 (ﬁ /abg(;r:)dl’) < ﬁ/abf(g(x))dx.

Exercice 63

Moyennes arithmétique, géométrique & harmonique

Cet exercice utilise 'inégalité de JENSEN.

1. a) Justifier que la fonction In est concave.
b) En déduire que, pour tout (a,b) € ]0; 4o0],

Vvab < a;rb.

c) Déduire de 'inégalité précédente
2
ﬁ < Vab.
a b
2. Soit n > 1 et soit x1,...,2, n nombres réels strictement positifs.

Montrer que

Solution (Ex.63 — Moyennes arithmétique, géométrique & harmonique)
1.a)Vz >0, In"(z)=—1/2%<0.
b) Par l'inégalité de concavité avec A = %7 In(vadb) = %ln(a) + %ln(b)) < ln(%a + %b), que
I'on compose par exp, croissante.
a+v 1 141
,ona — < 20
2 Vab 2

1 1
c) En prenant @' = = et V' = 3 dans vVa'b' < qui donne par
a

< Vab.

inversion

Q=

+

o=
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1
2. En appliquant U'inégalité de Jensen & In (concave) avec Vk € [[1; n]], \x = — aux points (zx),
n

on a
1o 1o
In ( Zwk> > = Z In(zx)
"= "=
qui donne en composant par exp qui est croissante
1/n
1 n n
3a (1)
k=1 k=1

Et pour obtenir 'autre comparaison, il suffit d’appliquer cette inégalité aux points — qui sont
Tk
bien dans ]0; 4o00[, comme en 1.c).

Exercice 64

Inégalités de HOLDER & de MINKOWSKI, normes [|.[|,

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1 1 .
1. Soit (p,q) €]0; +oo[® tel que = 4+ = = 1. On dit que p et ¢ sont deux exposants conjugués.
p q
a) Montrer, en exploitant la concavité de In, que
Y(u,v) €]0; +oof®, wv < — 4 —

p q
Quen est-ilsiu=0o0uv =07

b) Soit (ur)i<k<n €t (Vk)i1<kn 2n réels.

n n
On suppose que Z lukl? = Z |vg]|? = 1. Montrer que

k=1 k=1
n
Z lugvr| < 1.
k=1

C) Soit (xk)1gkgn c R" et (yk)lgkgn c R™.
Démontrer I'inégalité de HOLDER

n n 1/p n 1/q
D lewys| < (Z |wkp> (ZMVZ)

k=1 k=1 k=1
d) Quelle inégalité obtient-on lorsque p = 27
2. a) On prend encore p € |0; +oo] et ¢ 'exposant conjugué de p.
Soit (a:k)lgkgn c R"™ et (yk)lgkgn c R"™.
En écrivant
Vk €[5 nll, loe+ ol < Joelloe + el ™+ lyel |on + yel
déduire, de 'inégalité de HOLDER, 1’inégalité de MINKOWSKI

n 1/p n 1/p n 1/p
(z " +yk|p) < (z w) N (z mva)
k=1 k=1 k=1
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b) Sur R", on définit ||.||, par

11+ (e (lekp>1/p

Veérifier que ||.[|, est une norme sur R™.

[|.]|, définie sur R™ par

n

111 ¢ (@k)1ghen = D |zl

k=1
est-elle une norme sur R™ 7
4. Soit (zk)1<k<n € R™. Montrer que
def.
@k r<henll, ——= [(@r)1<hnlle = sup |zxl
p—rtoo 1<k<n

-], est-elle une norme sur R™ ?
5. Soit E=R? et p€]0; 1[. Soit
N:E—=R, ($1,£E2) — (|$1|p + ‘$2|p)1/p.
Soit A = (1,0) et B = (0, 1). Calculer N(A), N(B) et N(A + B). N est-elle une norme ?

Solution (Ex.64 — Inégalités de HOLDER & de MINKOWSKI, normes ||.||,)
1 1

Soit (p,q) €]0; —|—oo[2 tel que — + — = 1. On dit que p et ¢ sont deux exposants conjugués.
p q

1
1.a) Ve >0, In"(z)= — < 0 donc In est concave. L’inégalité de concavité appliquée a u” et
x

v? donne
1 1 1 1
In <7up + qu) > = In(uP) + = In(v?) (=lnu+1nw)
p q p q
En composant par exp (croissante) :
u? v

Y(u,v) €]0; +ool?, wv < — + —
p q

Avec la convention usuelle 0% = 0 pour tout o > 0, 'inégalité demeure lorsque v = 0 ou

v = 0.
|u |vk
b)Z|ukvk\ Z( p‘ lvel? Z‘ N Z\”qu—l
xk Yk
c) On pose pour tout k € [[1; n]}, up = et v = . de sorte

G

qu’on puisse appliquer I'inégalité précédente. Alors

S || [y

; n : 1/p n : 1/q

- (zm) (zmw)
=1 =1

qui conduit (les dénominateurs sont indépendants de k) a U'inégalité de Holder
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d) Lorsque p = 2, on reconnait I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique
de R™.

n 1/q
.a)e Z|mk\ lzk + yilP " <Z |$k|p> <Z|£K’k+yk(p_1)q)

k=1 k=1

n 1/q
Z lye| |5 + g7 (Z |ykp> <Z ok + yk|(p_1)q>
k=1 k=1

eOna:1=14+1_ P19 oy pg=p+get (p—1g=p.
a  pq

En sommant les inégalités précédentes :

n n 1/p n 1/p n 1-1/p
S fon 4 el < (zmp) . (zw) (z " +yk|p>
k=1

k=1 k=1 k=1
En faisant passer le second facteur du membre de droite a gauche, on obtient 'inégalité de

Minkowski.
n 1/p n 1/p n 1/p
(z " mﬁ) < (zw) . (zw)
k=1 k=1 k=1

e ||.||, vérifie 'axiome de positivité, 'axiome de séparation et I’axiome d’homogénéité (aucun
probléme).
e L'inégalité de Minkowski n’est autre que 'inégalité triangulaire pour [[.[|,.

N

b

~

e Donc ||.||, est une bien norme sur R™.
3. D’aprés le cours, ||.||; est une norme sur R™.

4. Soit M = sup {|zx|} et m le nombre de xi tels que |zx| =M
1<k<n

n 1/p
Ona: (Mp)l/pg <ka|p) < (n.Mp)l/p,
k=1

c’est-a~dire : M < [[(z)1<k<nll, < n/PM.

Or : n'/? = expln(n)/p — 1, donc par encadrement :

p—+o0
ll(@r)1<hgnll, — I1(@k)1<renllog
-], est, d’aprés le cours, sur R™.
1

5. N(A)=1,NB) =1, N(A+B) =27 > 2 car = > 1, d’ou

p
N(A + B) > N(A) + N(B)
et N n’est pas une norme car elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire.

Exercice 65

Eztremum global sur un convexe, application & la régression linéaire

La premiére partie de cet exercice fournit une condition suffisante d’extremum global éventuel-
lement strict du second ordre lorsqu’on travaille sur une partie convexe.

1. Cas d’une variable
Soit T un intervalle de R et f : I — R une fonction de classe C>.
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a) On suppose : vezel f’(x)=0.

Justifier que s’il existe a € I tel que f'(a) = 0, alors f atteint un minimum global en a.
b) Quenest-ilsi: Vrel f’(z)<07?
c) Que dire si 'inégalité vérifie par f” est stricte, i.e. f” > 0 (resp. f” < 0) sur 1?
Cas de plusieurs variables
Soit d > 2, U un ouvert convexe de R? et f : U — R une fonction de classe C2.
a) Petites généralités a digérer et savoir retrouver

i— Soita€UethcR?tel quea+hecU.

Exprimer f(a + h) a laide la différentielle df(a) et de la hessienne Hy(a).
ii — On pose ¢g:[0; 1] = R,t — f(a+ th). Justifier que
g'(0) = df(a)(h) et g"(0) = hHy(a)h™.

b) On suppose, de fagon analogue a 1.a), que
Yz e U, Hy(z)€ SH(R).

Soit a € U. On suppose que a est un point critique de f. Soit b € U. On pose
g:[0; 1] =R, t— g((1—t)a+td).

Justifier & l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral que

o(1) = g(0) + / (1— )9 (t)dt,

et en déduire que g atteint un minimum global en a.
c) Quenest-ilsi: VzeU, Sp(Hg(z)) €]—o0; 0]7?
d) Que dire si de plus Hy(z) est définie pour tout = de U?
3. Application a la régression linéaire par la méthode des moindres carrés
Soit n > 2. On dispose d’une série statistique S = {(x;,¥:),1 < ¢ < n} de n points tels que
les x; ne soient pas tous égaux. On souhaite déterminer une droite A, d’équation y = ax +b
passant aux plus prés des n points de S.
On mesure la distance de A, au nuage de points S par

d(a,b) = Z (ami +b— yi)Q,
i=1
L’objectif est de trouver, s’ils existent, les réels a et b minimisant cette distance.
a) Faire un dessin et justifier le nom de cette méthode : « méthode des moindres carrés en y »
, due & Gaug.
b) On pose, pour k € [[0; 2]],

n n
Sk = Zﬂcf et tx = foyz
i=1 i=1
Montrer, a laide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que saso — s3 > 0.
c) En déduire que d posséde un unique point critique.

d) A Taide de la question 2., montrer que d posséde un minimum global strict, atteint en un
unique point (ag, bp) que 'on explicitera a laide des sj et t.

Solution (Ex.65 — Eztremum global sur un convexe, application a la régression linéaire)

1. Cas d’une variable
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a) f' est croissante et s’annule en a donc est négative sur IN] —co; a] et positive sur IN[a; +oo|,
donc f est décroissante sur IN] —o0; a] et croissante sur IN [a; +ool.
Ainsi f atteint un minimum global en a.

b)Si: f”<0et f'(a) =0, alors f atteint un maximum global en a.

c) L’extremum en a est alors strict, et par conséquent f atteint cet extremum uniquement en
a.

Cas de plusieurs variables
a) Petites généralités a digérer et savoir retrouver
. 1
i— fla+h)=f(a)+df(a)(h) + hHs(a)h" + o (I1R11*)
ii — On pose g:[0; 1] = R, t — f(a+ th).
2

g(t) = f(a) + tdf(a)(h) + %th(a)hT +0(t?) (df(a) est lincaire...)
or le développement limité & l'ordre 2 de g en 0 est

2
9(t) = 9(0) + 9/ (0}t + 4" (0) 5 + 0 ().
Par unicité du développement limité d’une fonction de classe C2,
9(0) = f(a) (fatal), g'(0) = df(a)(h) et g"(0) = hH(a)h™.
Notons que g(t) = g(a + t(b — a)) = g(a + th) en posant h = (b — a).
La formule de Taylor avec reste intégral fournit

9(1) = g(0) +¢'(0) x (14 0) + / (1— g (1),

g'(0) = df(a)(h) = 0 puisque a est critique.

Pour t € [0; 1], g®(¢t) = hH;(a + th)h".

En effet, pour ¢ fixé dans [0; 1], quitte & poser ¢ : z — g(t + z) = f((a + th) + zh),
#"(0) = (1) = hH,(a + th)AT.

1
Par I'hypothese sur Hy, V¢ € [0; 1], (t) = 0 donc / (1—t)g?(t)dt > 0.
0

Ainsi g(1) > g(0) ie. f(b) = f(a).
Ce résultat étant vrai pour tout b € U, f atteint un minimum global en a.

o) En appliquant ce qui précéde & —f, on montre que si a est un point critique de f alors f
atteint un maximum global en a.

d) En reprenant le raisonnement précédent avec des inégalités strictes car hHy(a)h™ # 0 pour
tout h # 0, on montre que I'extremum en a est alors strict, et par conséquent f atteint cet
extremum uniquement en a.

3. Application
Soit n > 2. On dispose d’une série statistique S = {(z1,¥:),1 < ¢ < n} de n points non tous
égaux.
On souhaite déterminer une droite A, d’équation y = ax + b passant aux plus prés des n

points de S.

On mesure la distance de A, au nuage de points S par

n

d(a,b) = Z (axi +b— yi)2.

i=1

L’objectif est de trouver, s’ils existent, les réels a et b minimisant cette distance.
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a) On projette verticalement (suivant I'axe de y) les point sur A, et d est la somme des

carrés des distances, on cherche a minimiser les carrés des distances en y.
n

" " 2
b) saso — 57 = Y a7y 1-— (Z:;;) = [IX|*.[U]|* = (X | U)® ot X = (zi)1<i<n et
=1 1=1 i=1
U= (Di<ign-
Comme les x; ne sont pas tous identiques, X et U ne sont pas colinéaires, donc 'inégalité
de Cauchy-Scwarz assure que s250 — 7 > 0.
c) Pour tout (a,b) de R?
d(a,b) = s2a® + sob® 4 2s1ab — 2t1a — 2tob + Z vi

i
Vd(a,b) = (2s2a + 281b — 2t1,250b + 2s1a — 2t)
b=t
Vd(a,b) = 0 = § 20 TH0=0
s1a + sob = to
Le déterminant de ce systéme est szso — s7 # 0 donc il admet un unique solution. d posséde
un unique point critique (ao, bo)-
d) Pour tout (a,b) de R?,
252 251 2
Hgy(a,b) = donc det (Hg(a, b)) = 4(s2s0—s7) > 0 et Tr (Hg(a, b)) = 2(s2+s0) =
281 280

2 (Z xf + n) > 0. Donc les valeurs propres de Hq(a,b) sont strictement positives :
i=1

Y(a,b) € R?, Hy(a,b) € SFT(R)
donc d atteint un minimum global strict en son point critique, strict car s’il était atteint en
un autre point, cet autre point serait un point critique, ce qui est impossible.

La résolution du systéme donne

sot1 — s1to
a = —— 5 et by =
$280 — 57

S()t() — s1t1
S280 — 87
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Chapitre 19

Variation des constantes et
wronskien

Dans ce paragraphe, on étudie les équations différentielles linéaires scalaires. Les fonctions
considérées sont définies sur un intervalle ouvert éventuellement non borné I de R et a valeurs
dans K=R ou C.

Par convention, la variable de ces fonctions sera notée t, et on 'omettra fréquemment lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité. Ainsi « t2y’ — 2ty = f » signifiera « t2y/(t) — 2ty(t) = f(t) ».

De méme, 'intervalle de définition des fonctions ne sera pas systématiquement rappelé. Ainsi,
si a, b, ¢ et y sont définies sur un intervalle I,

«y'+ay +by=c»
doit s’interpréter
«vtel, y'(t)+al)y (t)+bt)y(t) = c(t) ».

Enfin, pour désigner une primitive quelconque de la fonction continue f : ¢ — f(¢), on écrira

éventuellement

F:t»—>/tf(s)ds

en vertu du théoréme fondamental de ’analyse, puisque la borne inférieure de 'intervalle ne
sert qu’a fixer une constante.

Exercice 66

Wronskien : définition et propriétés essentielles

Soit a,b : I — K continues. On considére I’équation différentielle homogéne
y' +ay +by=0 (H)

d’inconnue y : I — K deux fois dérivable.
On note H I’ensemble des solutions de (H).
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Soit y1 et y2 deux solutions de (#H). On appelle wronskien de y1 et y2 la fonction définie sur I par

Y1 Y2
w = ,
/

!
Y1 Y2

autrement dit
w:l—=K, t—=y(t)ya(t) — y2(t)yi ().

1. Annulation du wronskien — I
a) Justifier que si y1 et y2 sont liées, alors w est nul sur I.
b) Soit to € I. Soit ¢ : H = K,y — (y(to); ¥/ (to))-
Justifier que ¢ est un isomorphisme.
En déduire que si (y1,y2) est libre, alors w(to) # 0.
c) Justifier que (y1, y2) est systéme fondamental de solutions de (H) si, et seulement si, il existe
to € I tel que w(to) # 0, et que dans ce cas, on a : Vt €I, w(t) #0.
2. Annulation du wronskien — II
On se propose de retrouver la propriété précédente par une explicitation du wronskien.
a) Former une équation différentielle du premier ordre dont w est une solution.
b) En déduire que pour tout to fixé dans I, on a

Vel w(t) = w(to)exp (— /t:a(s)ds) .

c) Retrouver alors qu’on a l’alternative :
e soit Vit € Lw(t) =0;
e soit Vt € T w(t) # 0.

Solution (Ex.66 — Wronskien : définition et propriétés essentielles)

1. Annulation du wronskien — I
a) Supposons pour fixer les idées qu’il existe A € C tel que y2 = Ayi. Alors pour tout ¢ € I,

y2(1) _\ y1(t)

ya(t) yi(t)

b) On sait que dim(H) = 2 = dim K>.
D’aprés le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire, (H) admet une unique solution y veéri-
fiant y(to) = 0 et y'(to) = 0, i.e. p(y) = 0. Comme la fonction nulle vérifie cette propriété,
Ker(p) est réduit & {0} et ¢ est injectif.
Avec I'égalité des dimensions, cela prouve que ¢ est un isomorphisme.
Si (y1,y2) est libre, c’est une base de H et son image (¢(y1), ¥(y2)) par l'isomorphisme ¢
est une base de K2.
Donc det (() p(y1), ¢(y2)) # 0. Or det (() ¢(y1),¢(y2)) = w(to) par définition de ¢ et w.
Donc w(to) # 0.

c) (y1,y2) est systéme fondamental de solutions de (H) si, et seulement si, (y1,y2) est une base
de (H) — et comme dim(H) = 2 — si, et seulement si, (y1,y2) est une famille libre de (H).
a) et b) donnent alors la propriété voulue.

donc w(t) = 0.
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2. Annulation du wronskien — II
On se propose de retouver la propriété précédente par une explicitation du wronskien.
a) Former une équation différentielle du premier ordre dont w est une solution.
On observe que : Vt € I, w'(t) = y1(¢)ys (t) — y2(¢)y? (¢)
w'(t) = y1(t) (= a(t)ya(t) — b(t)y2(t)) — y2(t) (— a(t)yi(t) — b(t)y:(t))
= —a(t)w(t)
Donc w est solution différentielle linéaire homogéne d’ordre 1

w + aw = 0.

b) On sait que les solutions de cette équation sont toutes les fonctions

t — kexp (f /t: a(s)ds>

Vtel, w(t)=w(to)exp (- /t:a(s)ds) .

ou k est une constante de K.
Donc

c) Soit to € L.
e Si w(tp) =0, alors w =0 sur L.
e Si w(to) # 0, alors w # 0 sur I puisqu’une exponentielle ne s’annule jamais.

Cafd.

Exercice 67

Recherche d’une seconde solution a (H)

1. Un exemple —
a) Soit @ € K. A quelle condition
y”—l—ay'—&-by:()
admet-elle ¢ — exp(at) comme solution ?
b) On considére sur I =]0; +oo[ I’équation

1 1
y”—<1+;>y/+;y=0 (H)

Donner une solution yi (quasi-)évidente de (H).
c) Soit y2 une solution de (H) et w le wronskien de y; et y2. Montrer qu'il existe k € K tel que
w:t s kte '
d) En déduire une solution y» de (#), indépendante de y;.
e) Donner les solutions de (H).

2. On suppose que y; est une solution ne s’annulant pas sur I de ’équation

y'+ay +by=0 (H)
t
Soit to € I et w:t+— exp <f/ a(s)ds).
to

139
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a) Montrer que

tw(u)

it [ )
est une solution de (H) linéairement indépendante de ;.
b) Ezplication —
Expliquer l'origine de cette formule, en analysant I’exemple initial.
3. Application —
On considére sur I =]1; +oo[ I’équation

2t + 1)y —(t— 1y +y=0 (H)

ou y : I — R est deux fois dérivable.
a) Déterminer les solutions polynomiales de ().
b) Déterminer deux constantes a et b telles que
u? 41 a b
A R N TR e e
c) Déterminer un systéme fondamental de solutions de (H)
i — en suivant la démarche de la premiére question ;

ii — en appliquant la formule de la deuxiéme question.

Solution (Ex.67 — Recherche d’une seconde solution a (H))

1. Un exemple —
a) y : t — exp(at) est solution de Péquation 3" +ay’+by = 0 si, et seulement si, o +aa+b = 0,
puisque y n’est jamais nulle.
b) On observe que 1+ a + b = 0 donc exp est solution de (H).
c) On sait que w est solution de w’ + aw = 0, donc qu'il existe k € K tel que
w:t— kexp(—A(t))

ou A désigne une primitive de @ : t — —1 — 7

Donc w(t) = kexp(t + In(t)) = kte’.
d) Or w(t) = y1 (g5 (1) — ya()vh (1) donne
elyh — etyy = kte'.
Comme toute fonction proportionnelle & y» est encore solution de I’équation HOMOGENE
(H), on peut faire 'hypothése que k = 1. D’ou :
yo—y2 =1t (&)
Si on ne voit pas de solution évidente, utilisons la méthode de la variation de la constante
et posons y2 = A(t)e’ avec A fonction dérivable sur I. On a : y5 = ()\' + /\) el
ye vérifie (£) si, et seulement si, \'e! = ¢ si, et seulement si, \' = te ™"
En intégrant par parties, A\ = — (¢ + 1)e™* convient donc y2 = — (¢ + 1) convient. H étant un
espace vectoriel, on peut proposer yz : t +— t + 1.
Comme on a raisonné par implication, on vérifie réciproquement que y2 : t — ¢ + 1 est bien
solution, clairement indépendante de y; = exp.
e) H = Vect(exp,t —t+1).

" w(u)

to y%(u)
Pour plus de lisibilité, jomets la variable t(€ I). On a :

2. a) Soit v : t+—
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Y2 = Y1v
r_ w w
Yo =Y10+Y1—5 =Yy10 + —

Y1 Y1
w Wy aw
y2_y1U+yl JF**%:yilvff
Y1 Y1 Y
aw | aw
Dou : y3 +ay2+byz=v(y1 + ay; +byr) o T =vx0=0.
1 1
y2 est bien solution de (#).
De plus : y2 = y1v avec v’ = % # 0 par définition de w. Comme v n’est pas constante, ys

est linéairement indépendante ée Y1.
b) Par l'exercice 1, w est le wronskien de y1 et y2 donc y2 est solution de ’équation
ny —ny=w (&)
y1 est une solution évidente non nulle de I’équation homogene associée a (£). Cherchons une
solution de (£) par variation de la constante. Soit f dérivable et y = fy;.

w
yly’—yiy=w<=>f/yf=w<:>f/=y7
1

w .
ds (i.e. une primitive de —) convient.
yi

Donc f: t»—)/

D’ou la formule annoncée.

3. Application —
a) Soit y une solution polynomiale non nulle (s’il en existe!) de (H). Je note d son degré et aq
son coefficient dominant.
Le coefficient de degré d de 2t(t + 1)y"” — (t — 1)y’ + y est
Qd(d — 1)ad —daq + aq.
11 vaut 0 puisque y vérifie (H) et comme aq # 0, on a :
2d*> —3d+1=0.
La seule solution entiére est d = 1, donc s’il existe une telle solution, elle est de degré 1.
Posons y(t) = at + b.
yeH<— —(t—Da+at+b=0<= (a=1,b=—1).
L’unique solution polynomiale de (H) est y : ¢t — ¢t — 1.
u? 41 1/2 1/2
PYVEL e T - T
c) Déterminer un systéme fondamental de solutions de (H).
Soit y1 :t—t— 1.
(H) s’écrit sous forme « normalisée »

" 1-t 1
Va0 Tagrny =Y
Une primitive de a : t — L=t est A:t— M —In(¢t+1), obtenue par la décomposition
2t(t+1) 2 ’
1 1

1
lassi =-- .
classique t(t+1) p t+1

Soit y2 une autre solution indépendante de y;. Comme y2 est définie & une constante mul-
tiplicative prés, je peux choisir pour wronskien

w it exp(—A(t) = L

i
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Y1 Y2 1 t+1
i— —we= (4 1yh — o = w <= yh — Y2 =
v v -1 -Vt
1
L’équation homogéne y5 — 2= admet ¢t — ¢t — 1 comme solution.
Par la méthode de variation de la constante, en posant y(t) = k(¢)(t — 1) ou k est
dérivable, y est solution particuliére si et seulement si (¢ — 1)k'(¢)(t — 1) = 0, i.e.
K (t) = t+1

(t—1)>Vt
Primitivons cette derniére fonction.

t s+1 s=u2 Ly, |
——ds 2 —d
Va(s — 12 / W —1)2"

Vi 1
= + du
/ (u—1)2 " (u+1)?
1 1

Vi—1 Vi+1
2Vt
-1
Donc y(t) = —2+/t est une solution. Donc y2 : t — /t est une solution de (H),
indépendante de y;.
(t =t —1,t— /t) est un systéme fondamental de solutions de (H).
ii — Soit j'utilise la formule de la question précédente

/t w(s)d bos+1 2Vt

- == le calcul précédent.
y1(s)? s V(s —1)2 $ - Par le calcul précéden

t
Donc y2(t) = yl(t)/ w((s))2 ds = —2v/t convient, et on peut simplifier par linéarité
Y1(s

[

en prenant ys : t — N

(t+— t—1,t — \/t) est un systéme fondamental de solutions de (H).
Remarque : on constate - sans surprise - que les « deux » méthodes conduisent exacte-
ment aux mémes calculs.

Exercice 68

Variation des constantes alias méthode de Lagrange

1. Un exemple —
On considére sur R I’équation
y' +y=cos(t) (€)

ot y : I — R est deux fois dérivable.
a) Donner 'ensemble H des solutions de 1’équation homogene () associée a (£).
b) Soit A, 4 : R — R deux fonctions dérivables sur R telles quel
N sin+u' cos = 0.
On pose
y = Asin 4y cos.
Montrer que y est une solution de (&) si, et seulement si,
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{/\’ sin +u' cos = 0
M\ cos —p sin = cos
c) Résoudre (€).
2. Meéthode de Lagrange, ou variation des constantes —
Soit a, b, c: I — K continues. On considére I’équation différentielle

y' +ay +by=c (&)

d’inconnue y : I — K deux fois dérivable.
On note (H) I’équation homogéne associée.
Soit y1 et y2 formant un systéme fondamental de solutions de (). On note w le wronskien de
Y1 et y2, défini sur I par
w= " Pt g () — we(vi ().
Y1 Y2
On suppose connus les résultats du premier exercice.
Soit A, 4 : R — R deux fonctions dérivables sur R telles quel
Ny + p'y2 = 0.
On pose
Y = Ay + pye.
a) Montrer que y est une solution de (€) si, et seulement si,
Nyr+ p'y2=0
Nyr+p'ys = ¢
b) Justifier que ce dernier systéme posséde un unique solution.
c) Exprimer X et p' a I'aide de ¢, y1, y2 et w.
d) Montrer que si y est solution, alors on peut 1’écrire
it /t y1(s)y2(t) — y2(s)y1(t) o(s)ds.

w(s)

e) Réciproquement, soit tg € I et
" y1(s)y2(t) — ya2(s)ya (1)
to w(s)
Vérifier que y est une solution de (£)... prudence dans la dérivation...
f) Soit to € 1. Justifier que le probléme
y' +ay +by=c
y(to) = y'(to) =0
posséde une unique solution et indiquer cette solution.

Yyt c(s)ds.

3. Application —

On ne retient en général pas la formule intégrale précédente et on préfére raisonner en faisant
varier les constantes.

Soit sur I =]0; +oo[ équation

2y + Aty + 2y =1n(t) (€)
d’inconnue y : I — R deux fois dérivable.
a) Déterminer les solutions du type ¢ — t* (oit a € R) de I’équation homogéne (H) associée a
&).

b) Résoudre (&).
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Solution (Ex.68 — Variation des constantes alias méthode de Lagrange)
1. Un exemple —
a) H = Vect(cos, sin) = {t — Acos(t) + psin(t)/(A, pu) € C*}.
b) y = Asin+pu cos,
y' = X'sin +\ cos +p' cos —psin = A cos —psin car A sin +pu' cos = 0,

y" = X cos —Asin —p’ sin —p cos, d’ott
y' +y =X cos—pu'sin
On a bien

N si "cos =0
y solution de (&) ssi (S) lsm +'UJIC(.)S
A" cos —p' sin = cos
c) e Déterminons une solution particuliére de (£).

Dans (S), sinLi 4+ cosLa — L et cosL; — sin Ly — L donne

\ = cos?
' = —sin cos

Primitivons en prenant

os(t).

Posons alors f : ¢ +— <

M\N

tsin(t) n cos(t)

1y =52+

, et comme CT € H, on peut proposer
tsin(t)

Ayant raisonné par implication et fixé quelques constantes au passage, je vérifie la réponse

obtenue.
tsin(t)
g:t— 5

sin(t) + t cos(t)
2

g it
t t) — tsin(t

cos(t) + COSQ( ) — tsin(t) _ cos(t) — y(t)

donc g est bien solution de y”’ +y = cos.

e Par le principe de superposition, I’ensemble des solutions de (£) est

@, A\ ) € RQ}

g it

E = {t — Asin(t) + pcos(t) +

2. a) y = Ay1 + py2,

y =Ny + Ayt + 'y + pys = Ayt + pys car Ny + p'y2 =0,

"= Xyt + M+ pys + s, don
y" +ay + by = Ayt + ayy + byr) + p(ys + ays + by2) + Nyi + p'ys
= Nyi + p'yb car (y1,y2) € H?

On a bien :
Nyr +p'y2=0
Nyr+ 'y =c
N (#)yr(t) + 1/ (t)y2(t) = 0
N ()1 (t) + 1/ (t)ya(t) = c(t)

y est une solution de (&) ssi {

b) Soit ¢ € I. Le déterminant du systéme {
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o ® )

vi(t)  wa(t)
Donc ce systéme posséde un unique solution.
c) La résolution du systéme conduit a
—c(t t
vy — ()

= w(t) # 0 par 'exercice premier.

d) En primitivant,
" —c(s)ya(s) "e(s)ya(s)
o0 =t ([ =55 ) o ([ R0 i),
et comme k1y1 + kay2 est solution de (#), on peut simplement écrire
t
_ [T y(s)y2(t) — ya(s)y (1)
y(t) —/ w(s) c(s)ds.
"ya(s) "y(s)
e) Soit vy : ¢t — —/ —Zc(s)ds et vg 1t — =——~c¢(s)ds de sorte que
to W(s) 1y w(s)

Y = v1Y1 + V2Y2.

Yy = v1Y1 + v2y2,
y' =iy + viyr + vhy2 + vays = *%Cyl + oyt + %CW + vays = v1y1 + vays

—y2cyi + yicys
w

y" =viys + oyl +us s oy = + vyt + v2ys

= iyl ooyl = e+ vyl + vayl
Il vient alors :
Y +ay +by = v (Y7 +ayi +by1) +v2 (v +ays +by2) +c=c
Donc y est solution de (£).

f) D’aprés le théoréeme de Cauchy-Lipschitz linéaire, ce systéme posséde une unique solution.
En reprenant les calculs précédents, vi(to) = 0 = va(to) donc y et y’ s’annulent en to, donc
la fonction précédente est la solution cherchée.

3. Application —

On ne retient en général pas la formule intégrale précédente et on préfére raisonner en faisant
varier les constantes.

1 1 .
4. a)t— et t— 2 sont solutions de (H). Etant non colinéaires, elles en forment un systéme
fondamental.

b) Attention a normaliser l’équation!!!

Ici: c(t) = ln(2t).

Avec les mémes notations qu’en 1.
N(t) =1In(t), p'(t) = —tIn(t),

27 2
Mt = tin(t) — t,p(e) = &~ E20 qpp)
Et y(t) =In(¢t) — 1+ i - @ = —lnét) — z est une solution particuliére.
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CHAPITRE 19. VARIATION DES CONSTANTES ET WRONSKIEN

Exercice 69

Sur une autre application du wronskien

On suppose & nouveau connus les résultats de ’exercice premier.
Soit a,b : I — K dérivables. On considére I’équation différentielle homogéne

y' +ay +by=0 (H)

d’inconnue y : I — K deux fois dérivable.

1. Dans cette question uniquement, on suppose que a et b sont constantes.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (H) admette un systéme fondamental
de solutions (y1,y2) tel que ya : ¢t — ty1(¢).

2. On suppose dans cette question uniguement que (H) admet un systéme fondamental de solu-
tions (y1,y2) tel que, pour tout t de I, y2(t) = ty1(¢).
a) Expliciter le wronskien de w et en déduire une équation différentielle d’ordre 1 faisant

intervenir a dont y; est solution.
b) En déduire que les fonctions a et b satisfont I’équation

24/ +a% —4b=0.

3. On suppose dans cette question uniquement que 2a’ + a® — 4b = 0.
Soit 41 une solution non nulle de 7} + %y1 =0.
Soit y2 : I = K, t — ty1(t).
Montrer que (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de (H).

4. Résoudre I’équation d’inconnue y : I — C deux fois dérivable

Y —dxy + (42 -2y =0 (H).

5. Résoudre I’équation de la question précédente en cherchant les solutions développables en série

entiére.

Solution (Ex.69 — Sur une autre application du wronskien)
1. D’aprés le cours, si ’équation caractéristique () : z? + ax + b = 0 posséde deux solutions
distinctes r1 et ra, alors I’ensemble des solutions est
Vect(t — et e™2")

et aucune solution n’est du type t — ty1(t) avec y1 elle-méme solution non nulle.
En effet, si y2(t) = t(Xe™" + pe™") alors y2(0) = 0 entraine p = —\, puis y5(t) = A(e"" —
erzt) + t)\(rle”t — rze”t) donne 5 (0) = 0, donc y2 est la fonction nulle par unicité de la
solution du probléme de Cauchy

y'+ay +by=0

y(0) =0, y'(0) =0
Ainsi si y1 : ¢+ Ae™ + pe™ et yo 1 t — ty1(t) sont solutions, alors y; = y2 = 0.
Mais si (£) admet une solution double 7, alors (¢t — e"*, > te"") est un systéme fondamental
satisfaisant la condition cherchée.

Donc une condition nécessaire et suffisante est A = 0, i.e.
2
a® —4b=0.

t
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2. On suppose que (H) admet un systéme fondamental de solutions (y1,y2) tel que, pour tout ¢
de I, y2(t) = ty1(t).

y1(t) ty1(t)
a) w(t) = ) . = y%(t)
Yi(t)  yi(t) +tya ()
/ 2 /
y12y1 = —a donc y1 + gyl =0.
Yi 2

. . w
Par I'exercice 1, puisque w ne s’annule pas, — = —a donne
w

b) En dérivant a nouveau cette équation
I

a a
Yt sut+ =0
Or y{ = —ay; — by, donc

—Sui+ (5 =Dy =0.

2 /

a a
242 b)lym=0.
<4+2 )yl

Si y1 s’annulait en un point, w s’annulerait aussi, ce qui est exclus.
Donc les fonctions a et b satisfont I’équation
2a’ +a® —4b = 0.

Or y) = —%yl, donc

3. e Comme yj = —%yl, y1 est deux fois dérivable.
a a a  a?
— Y- 5‘% = (—5 + Z) y1 donc
/ 2 2 24’ — a4 4b
yi +ayi + by = <_%+%_ %er)yl = (%)yl =0.

y1 est bien solution de (H).
o yo it tyi(t), yo i t = y1(t) + tyi(t) et y5 : t — 2y1(t) + ty?' (t), donc

Y2 (t) + a(t)ya(t) + b(t)y2(t) = t( 1 () + a(t)yi(t) + b(t)y1(t) ) + 2y1(t) + aya (t)

=0 =0

et y2 est bien solution de (#), linéairement indépendante de y; puisque w = y? n'est pas la
fonction nulle.

4. (H) satisfait la relation 2a’ 4 a® — 4b = 0.
Soit 31 est solution non nulle de 3’ + gy =0 i.e y —2zy = 0, par exemple y; : t — e, Et

soit ya : t > tetQ.
Alors par la question précédente (y1,y2) est un systéme fondamental de solutions de (H).

+oo
5. En écrivant y = Z anz" que I'on suppose de rayon non nul, on obtient
n=0
2a2 — 2(10 =0
6as —6a; =0
y vérifie (H) <= (S) ? !
Vn > 2,

(n+1)(n+2)ant2 — (dn+ 2)an +4an—2=0
Le calcul des premiers termes de la suite (a,) donne
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CHAPITRE 19. VARIATION DES CONSTANTES ET WRONSKIEN

1 1 1
a2 = ap, a4 = —Qop, g = —Qp, A8 = —AaQ ...
’ 27 6 24
1 1 1
as = ai, as = 5041, a7 = 6&1, ag = ﬂal"'
. . . 1 1 . ,
ce qui peut laisser conjecturer az, = — @0 et agnt1 = — a1, conjecture que 1’on peut prouver
n! n!
par récurrence.
On obtient alors
“+ oo + oo
2277. 2277,—0—1 22 22
?J(Z):GOZf, —|—a12 T = @oe” taize .
n! n!
n=0 n=0

2 2
On vérifie sans peine que z — €* et z — ze® sont solutions (de rayon infini), et comme ’en-
semble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2, ces deux fonctions (indépendantes)
engendrent toutes les solutions de ().

Exercice 70

Jouons au colleur

M. M souhaite proposer des exercices de résolution d’équations différentielles linéaires du second
ordre aux solutions pas trop compliquées.

Il se donne deux fonctions yi1,y2 : I — K deux fois dérivables et linéairement indépendantes
et note () une équation différentielle homogéne dont (y1,y2) est un systéme fondamental de
solutions. Par ailleurs, il note w le wronskien de ce systéme.

1. a) Soit y : I — K deux fois dérivable. Justifier que y est solution de (H) si, et seulement si,
Yy Y2y
v Y| =0

T AT
b) En déduire une équation (H) normalisée, i.e. dans laquelle le coefficient de y" vaut 1 dont
(y1,y2) est un systéme fondamental de solutions. On exprimera les coefficients a 1’aide de

/

Yooy

1 1

Y1 Y2
c) Justifier que cette écriture normalisée est unique, i.e. que si y1 et y2 sont aussi solutions
d’une équation

w, w et

y' +ay +by =0,
alors les fonctions a et b sont exactement celles trouvées dans b).
2. a) Donner une équation différentielle linéaire normalisée d’ordre 2 sur I = ]0; 4oo[ dont

1
t — +/t et t — — soit solutions.
NG

b) Donner une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec second membre sur I =]0; +oof
dont I’ensemble des solutions est c
2

E = {t!—> C1\/£+ % +t, (Cl,Cg) ERQ}.

Solution (Ex.70 — Jouons au colleur)
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1. a) e Par structure de ensemble des solutions de (), y est solution de (H) si, et seulement si,
y € Vect(y1,y2).

Yyr Y2 Y
o (H'): |y, wh o | =0 définit clairement une équation différentielle linéaire homogéne
" " "
Y Y2 Y
. " Y1 Y2
du second ordre car le coefficient de y” est =w #0.
! /
Y1 Y2

e y1 et y2 sont clairement solutions de (H'), et étant linéairement indépendantes, y est
solution de (H') si, et seulement si, y € Vect(y1,y2).

Cqfd.
1 Y2 1 2
b) En développant le déterminant, avec L w # 0 et oo w’,
/ / 11 1
Y1 Y2 Y1 Y2
oy oy .
, , . nooa Yio Y2
i vy v | =0 wy w'y + . Hy_O
Y1 Y2
vioys Y
Donc
w’ 1|y v
H): ' =y + o ly=0
Y1 Y2

c) Justifier que cette écriture normalisée est unique, i.e. que
Supposons y1 et y2 solutions de
y' +ay +by=0.
Par différence, y1 et y2 sont solutions de ’équation différentielle homogéne d’ordre 1
, / /
(H1) : (a+%)y’+ bf% y/1l yi y=0.
Y1 Y2
Si (H1) est une wvraie équation différentielle homogéne d’ordre 1, ’ensemble de ses solu-
tions est un sous-espace vectoriel de dimension 1, or il contient au moins y; et y2 qui
sont indépendantes, donc est au moins de dimension 2. Cette contradiction induit que :

w'(t)
Viel, a(t ——= =0.
a(t) + wit)
1|yl v
Donc (H1) devient | b— — y = 0. Et comme y; et y2 ne peuvent s’annuler
Ulyl' oy
1 / ’
simultanément (car w # 0), cela induit que sur I, b — — oozl 0.
11 1/
Wiyl oy
f 1 / /
Dotla=——2 etb=— noob . Cqfd.
w w |, "
Y1 Y2
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1 1
2. a) w(t) - _27 w/(t) - ﬁ ¢ 1 " -
Y2

Y1

1 1
(H): y”—&-?y’—ﬁyzo
b) La partie homogeéne est (H).

1 1

En prenant y =t, on a vy + ;y' ~ 7Y T e d(inc l’éq;ation suivante
&) - 7 T 2

et E): Y+ - @Y T g
adme

C
E={t— Civi+ 7; +1,(C1,C2) € R?}.

pour ensemble de solutions.

150



Chapitre 20

Irrationalité de constantes
célébres

Le programme de la filiere PC n’est pas orienté vers les questions d’arithmétique, mais donne
des outils suffisants pour aborder la question de l’irrationalité de certaines constantes.

Définition —

e Rappelons qu’un nombre réel z est dit rationnel, 8’il existe un unique couple (p, q) € Z x N*

tel que = = P 6t 1a fraction £ soit irréductible.

q
Autrement dit tel que p et g n’aient pas de diviseurs entiers communs en dehors de 1 et —1.

e Un nombre réel z est dit irrationnel lorsqu’il n’existe pas de couple (p, q) € Z x N* tel que

P

q

Exercice 71

Irrationalité de /2

On suppose que V2 = P o 1a fraction £ est irreductible.
q q

1. Justifier que p?, puis p, est pair.
2. En déduire que ¢?, puis g, est pair.

3. Qu’en déduire?

Solution (Ex.71 — Irrationalité de v/2)

2
1. On a p—Q = 2 donc p? = 2¢? donc p? est pair. Or le carré d’un nombre impair est impair :
q
(2k + 1)® = 4(k* 4+ k) + 1. Donc p est nécessairement pair.
2. En posant p = 2p’, on a 4p’? = 2¢2 donc ¢% = 2p'? donc ¢? est pair, donc ¢ est pair.

3. p et g sont pairs, donc P est pas irréductible, ce qui est absurde. Donc il n’existe pas de
q
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CHAPITRE 20. IRRATIONALITE DE CONSTANTES CELEBRES

fraction irréductible p telle que V2 = B.
q q

Exercice 72

Irrationalité de log,,(2)

On rappelle que log;,(2) est le nombre tel que 10'°810(2) = 2,
In(2)
In(10)

Son lien avec le logarithme néperien est log,,(2) =

Montrer que log,,(2) est irrationnel.

Solution (Ex.72 — Irrationalité de log,,(2))

Supposons log;,(2) = 2 51 £ est une fraction irréductible. Comme log,4(2) €]10; 1, 0<p < q.
q q

Alors 10779 = 2, donc 107 = 29, donc 52 = 297P. Or si p > 1 alors 5” est impair tandis que 2777
est pair. C’est exclu. Donc p < 1 ce qui est absurde. Donc log;,(2) est irrationnel.

Exercice 73

Irrationalité de e

On suppose que e = est une fraction irréductible.

a P
q
On pose s = q! <e—Zk'>

1. Justifier que s est un entier strictement positif.
“+oo

»Q\'U

q! 1

2. Justifier que s = Z Tl et montrer que s < Z o
k=q+1 k=1
3. Conclure.
Solution (Ex.73 — Irrationalité de e)
1. ¢le= q!g = (q — 1)!p est un entier.
q! .
q z i —' or pour tout k € [[0; ¢]], B est un entier.

k=0
Donc s est un entier comme différence d’entiers.

1 1
_ L 1 ' . s
Comme e E i E il > 0 et ¢! > 0, s est strictement positif.

k=0 " k=q+1
2.672 Z —donc3* Z e
k= q+1 k= q+1
Or Vk >q+1,
q q! 1

B g+ 1)(@+2) . (a+k—-9) (@+1@+2)-.-@+k—q)
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< 55— car nous avons k — ¢ facteurs supérieurs a 2.
De plus, I'inégalité est stricte dés que k > q + 2.
“+oo q' +oo 1
Donc s = Z 1 Z ﬁ
k= q+1 k=q+1
+oo 1
3. kZH 9h—q 2k+1 =3 Z oF = 571/2 =1, donc s < 1. Or d’aprés 1., s > 1. Ceci
=q

est absurde et e est 1rrat10nnel.

Exercice 74

Irrationalité de ©

La premiére démonstration de l'irrationalité de 7 est due & Jean Henri LAMBERT en 1766. Nous
étudions ici une démonstration plus accessible attribuée & Ivan NIVEN en 1946
Pour tout entier n > 0, on considére la fonction

fn:[0; 1]%R,xr—>M

n!
1. Montrer qu'il existe n + 1 entier ¢, ot m € [[n; 2n]] tels que
1
V‘TE[O; 1}7 fn(m)zg Zcmxm
m=n
2. Montrer que, pour tout m € N, f(m)( 0) est un nombre entier.

3. En observant que fn(1 — x) = fn(z), justifier que pour tout m € N, fT(Lm)(l) est un nombre

entier.

4. On suppose que 72 = P ou P est une fraction irréductible.

)
On considére, pour tout n > 0, la fonction g, sur [0; 1] :
gn @ g [17" fule) 722 ) 4 2 O @) 4 (21 (@)
Soit n € N*.
a) Calculer la dérivée de h., :  + gy (x)sin(nz) — mg,(x) cos(mzx) et en déduire que

et / p" sin(mzx) fn(z)dx

est un entier.
Wl

b) Montrer par ailleurs que 0 < I, <
n!

c) En déduire une contradiction.

5. Justifier finalement que 7 est irrationnel.
Solution (Ex.74 — Irrationalité de )

1. La formule du binéme donne (1 — z)" = <n> (—1)Fz",
k=0

1. Les idées utilisées par Niven ne sont pas nouvelles en 1946 mais il fournit une synthése trés condensée
des démonstrations précédentes.
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d’ou fn(z n'Z<> kkﬂ:n'zcmx oil

em = (=)™ (m’i n) €z

2. e 0 est racine de multiplicité n de 2" (1 —x)" donc £ (0) = 0 € Z pour tout m € [[0; n — 1]].
e 2"(1 — 2)" étant de degré 2n, f{™ est nulle pour tout m > 2n donc fi™(0) =0 € Z pour
tout m > 2n.

e Pour m € [[n; 2n]], fi™(0) = %cmm! = %cm (terme constant de la dérivée m—iéme de

fn). Donc f{™(0) € Z.
3. En dérivant m fois la relation f,(1 —z) = fn(z), on a obtient

()" (1 —a) = £ (@),

donc ™ (1) = (=)™ £{™(0) € Z.

4. a) eVz €[0; 1],
h(x) = gl (x) sin(rwz) + gl (x) cos(mx) — wgl (x) cos(rz) + m2gn () sin(mx)
= (gii( )+7T29n( )) sin(mz)

Or gn(z) =¢q Z Yer2(=R) £28) (2) donc

=q Z k 2(n7k)f£2k+2) ($) — qn Z(_l)k+1ﬂ_2(n7k+1) 7<L2k) (l’)
k=1

(2n+2)

(la sommation s’arréte a n car = 0 puisque deg(fn) = 2n.)

gn(@) = —m?gn(z) + ¢" 7" fu (2)
et par conséquent Al () = ¢"7*" 2 f,, (x) sin(mz) = 72p" f.(2) sin(wz).
e Alors

I, w/o p" sin(wz) fr(z)dz = % [ ()]
(g5 () sin(rz) — 7gn (z) cos(rz)],
( ) + gn(o)

— g Z )P i )

_Z k 2(n k) 2k—n (2k)(1:)

et comme pour 2k < n, f<2k)( 0) = fflzk)(l) = 0, dans cette somme, pour z = 0 ou x = 1, les
termes tels que 2k < n sont nuls, et ceux pour lesquels 2k > n sont tous entiers. Finalement,
g(0) et g(1) sont entiers, et I,, est bien un entier.

1
b) I, S 7T/ p" sin(mz) fr(z)dx et
0

%s‘w

Ve € [0; 1], 0 < mp"sin(rz)fn(z) < %7

wp"
n! ’

donc par croissance de 'intégrale 0 < I,, <
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Comme x — mp" sin(nzx) fr(z) est continue positive mais n’est pas la fonction nulle (Vz €
10; 1[, mp" sin(mx) fn(z) > 0), I, > 0.

'3
c) Par les croissances comparées, % —— 0, donc il existe N € N tel que ™ < 1.
n! n—+oo N!
On a alors :
e Iy est un entier;
e < Iy < 1.
Ceci est absurde.
Ce qui précéde montre par absurde que 72 est irrationnel.

2
. . . a . a . .
Si 7 était rationnel, disons m = 3 avec (a,b) € Z x N*, on aurait m? = —5 rationnel. Ceci est

absurde, donc 7 est irrationnel.
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Chapitre 21

Calcul de ((2) et ((4)

La fonction ¢ de RIEMANN est définie sur | 1; +oo[ par

Dans cette partie, nous allons calculer ((2) en n’utilisant que des connaissances de premiére
année. On retrouvera un calcul de ces valeurs dans la partie consacrée aux séries de Fourier. La
démonstration suivante est due & Ioannis PAPADIMITRIOU, 1973.

Exercice 75

Calcul de ((2)

On rappelle que la fonction cotangente notée cot est définie sur |0; w/2[ par

aet. cos(0)

V0 €]0; w/2[, cot(h) Sn(0)

1. a) Etablir
1
Vo €]0; /2], cot?() < 72 < 1+ cot(6).
b) En déduire, pour tout n € N*,

2n+1)2% 1 " o knm
Zcot (2 +1) 3 k2<n+Zcot mri)

k=1 k=1

2. Dans cette question, on se propose de démontrer que pour tout n € N*
n(2n — 1)
t? Q
Z 0 (2 n 1> 3 ©)
Soit n € N*.

a) A ’aide de la formule de DE MOIVRE, montrer qu’il existe un polynéme P,, de degré n tel
que

V0 €]0; /2, sin((2n+ 1)0) = sin®" T (0)P, (cot>(0)).
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CHAPITRE 21. CALCUL DE ¢(2) ET ¢(4)

b) Quelles sont les racines de P, 7

c) Justifier que si Q = Z arX" est un polynoéme de degré n admettant exactement n racines
k=0
distinctes, alors la somme de ses racines vaut —

d) Justifier la relation (©).

an—1

an

2
3. Montrer finalement que ((2) = %

Solution (Ex.75 — Calcul de ((2))
1. a) e Ici, cot(d) > 0 et 6 > 0, donc cot?(8) < 9% <= tan(d) > 6.
Cette derniére inégalité se démontre en étudiant 6 — tan(6) — 6.
e De méme

1 1 1
— <1 e
gz <1+cot (0) = 7z < 2 (0)

qui se démontre par 'étude de 6 — 6 — sin(h).

<= 0 > sin(0)

km
b) En sommant les n encadrements précédents aux n points 0y o Ml
n

€10; w/2[ ou k

parcourt [[1; n]], on a

2 ]ﬂﬂ' Qn—l—l
;cot (277,—1—1) Zk2<n+2cot (2 +1)

2. Dans cette question, on se propose de démontrer que pour tout n € N*

Z‘m (2 +1) n(zn?: . ©)

Soit n € N*.
a) cos ((2n +1)8) +isin ((2n + 1)8) = (cos(f) + isin(0))
= (sin(0)(cot(0) + i)™
= sin(0)*""" (cot(0) + i))2nJrl
2n+1
2n+1 _
— sin 2n+1 C0t2n+1 k 0
DRI ©)
En prenant la partie imaginaire de chaque membre
. . ~(2n+1 _
— 2n+1 2n—2
sin ((2n + 1)0) = sin(6) ;::0 <2p N 1) (=1)? cot ?(9)
car si k = 2p+ 1, alors i* = (—1)Pi.

1
Alors P = Z <2n + > —1)PX""? convient.

b) Pour 6§ € ] O7 7/2[, sin®"*1(6) # 0 donc
P, (cot?(f)) =0 <= sin ((2n+ 1)0) =0
—3Jke[[1; n]], @Cn+1)0=Fknr

km
3 1; =
— 3ke[l;n]], 6 1

2n+1
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car si k > n ou k <0, alors

¢10; /2.

Comme cot est strictement décroissante et positive sur ]0; /2] (c’est 'inverse de tan!), les
n nombres

def. 9 . 2 km )
zp = cot”(fx) = cot <2n+1)’ kel[l; n]

sont deux & deux distincts et sont n racines de P,,.
P,, étant de degré n, il admet au plus n racines distinctes, donc les nombres x); pour
k € [[1; n]] sont exactement les racines de P,,.
c) En notant aj pour k € [[1; n]] les n racines de Q :
Q=an X" + A1 X"+ an_o X2 ..
:an(X—al)(X—ag) (X—an)
:an(X” — (o +a2+---+an)X”_1+...)
Par unicité du coefficient de X" 1, —an(a1+ a2+ -+ an) = an-1, i.e€.
a1+a2+"'+an:_%-

d) Justifier la relation (©). En appliquant cette relation a P,

=— d’ou

<2TL + 1) (2n + 1) x 3!

<2n+1>
—~ 3] @n+1)@2n)@2n-1)
> ot (2 +1) Z e =

1

Zcot2 < km ) _ (2n—1)n
— 2n+1 3

3. L’encadrement de 1/b) devient alors
(2n —1)n < (2n +1)? 1

2 2
3 s Pt k 3

n

donc

2n—1)n s (2n—1)n o
3(2n +1)2 Zk? 2n+1)7T 32n+1)2"

Par encadrement, on obtient lim Z el

n—-+oo 6

Exercice 76

Calcul de ((4)

On continue en cherchant cette fois la valeur de ((4).
On utilise les mémes notations que dans ’exercice précédent.
n
1
1. En élévant au carré ’encadrement initial, proposer un encadrement de Z — a l'aide des

k=1
nombres x.

n
2. a) Justifier que si Q = Z ar X" est un polynoéme de degré n admettant exactement n racines
k=0
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CHAPITRE 21. CALCUL DE ¢(2) ET ¢(4)

distinctes a1, ..., an, alors

Qn— 2
E ajog =

J#k
b) En dédui > ap o~ =t
) En déduire que kzlxk T
4
3. Montrer finalement que ¢(4) = %0

Solution (Ex.76 — Calcul de ¢(4))

n n n
km 2n+1 1 2 km
1. E 4 E — 2§ t
k:1c0 (2n+1) 2o ki <n+ k:ICO (2n+

)

" km
+ cot*
4 n n
s 2 1
k=1 k=1

2. a) On reprend le développement de 'exercice precedent en premsant le coefficient de X"~ 2 :
Q=an X" + A1 X" 4 gy X2 4
:an(X—al)(X—ag) (X—an)
=an(X" = (1 + s+ +an)X"!

)

+lonae +onas + 4 an—1an) X7+ L)
Par unicité du coefficient de X" 2,

E ajak——

Jj#k

(g@ _szk_< 2n3—1)> 2<2n5+1§

b)Y al
k=1

J#k

n%(2n — 1)? 22n(2n —1)(2n —2)(2n — 3)
9 5!

4 25 8
=(5-%) Mt rol) .

1
3. Finalement, on a : u, < Z e < v, avec
k=1
mt 8 4 0
~ =X —=—n" ~ —
n—too 24nt 45 n—otoo 90
e dans la somme de termes de la parenthése, les deux premiers termes sont négligeables devant

4
® Unp

. . n?
le dernier, donc on a aussi v, ~ —
n—>+oo 90
Par encadrement, ((4) = lim E =90
n——+oo k‘4
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Chapitre 22

Les intégrales de Frullani

Dans une lettre datée de 1821, Giuliano FRULLANI indique sans démonstration le résultat
qui fait I'objet de ’exercice 2 ci-aprés. On trouve une démonstration de ce résultat par Louis-
Augustion CAUCHY, datant de 1823.

Exercice 77

Premier exemple trés classique : avec la fonction exponentielle

Soit a et b deux réels strictement positifs. On s’intéresse, sous réserve d’existence, a I'intégrale

+oo —ax _ _—bx
I(a,b) =/ € ~° da
0

T

b
1. On pose ¢ = —. Montrer que I(a,b) est de nature semblable, et égale en cas d’existence, a
a

4o —u _ A qu
J(q) :/ ¢ ~° 4
0

u

2. Justifier I'existence de J(g) et de I(a,b).

3. Pour tout € > 0, on pose
+oo e~ U — g U
J = —du.
(W= [

a) Montrer successivement :

qe _—u a o—u _q
Je(q) :/ eru:ln(q)—i—/ eruA

—u

-1
b) Justifier que u — eT est bornée sur |0; 1].
c) En déduire
b
I(a,b) =In | — | .
@) =1 (2)
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CHAPITRE 22. LES INTEGRALES DE FRULLANI

Solution (Ex.77 — Premier exemple trés classique : avec la fonction exponentielle)

1. 1l suffit de poser u = ax, C' strictement croissant donc bijectif.
—u _ —qu 1
2. En +4o0, ¢ e _ o(—).
U

—u _ ,—qu —u(] — (1—q)u
En 0, ¢ © ~ ¢ ( © ) ~ q—1.
u u—0 u u—0

4o —u +oco | —qu +oo —u +oo —u qe . —u
3. a) J.(q) = / £ du —/ € du = / £ du —/ ¢ du = / ¢ du =
e u e u e u qe u £ u
qe qe ,—u __ qe ,—u __
/ ldu—&—/ € 1duzln(q) +/ € 1du.
€ U € u € u

—u

e -1
b) f:u+— U siu€]0; 1] est continue sur le segment [0; 1] donc bornée, donc a
1 siu=0

fortiori bornée sur |0; 1]

c) Soit M un majorant de |f| sur [0; 1[. Pour £ <

a€ omu _ |
/ ° du
. U

e “—1

, e; ge] € [0; 1] donc

SHE

<M(ge —e) <M(qg—1)e

du —— 0 donc J.(¢) — In(q).
e—0 e—0

Donc J(q) = In(g) = In (g) Dch I(a,) = In (g)

qe
Ainsi par encadrement /
[

Exercice 78

Propriété générale des intégrale de Frullani

Soit toujours a et b deux réels strictement positifs.
Soit f vérifiant les hypothéses suivantes :

@f €C([0; +oo[,R);

@f admet une limite finie ¢, en 4oo0.

I(a,b) = /0 " Han) — flba) g,

T

/o+°° Haw) = JC2) 4, — (£(0) - o) n (Z) '

Nous allons justifier que

existe et vaut

. - 2
Puis en remplacant la seconde hypothése par
® [ admet une primitive F bornée sur ] 0; +oo[,

nous montrerons qu’alors
/ﬂo faz) = 1b2) 4, — p(0)m <9> :
0 x
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1. Un résultat préliminaire
a) Montrer que

i {1 = £(0)ll g0, =0

b) Montrer que
Lm {[f = Loolloo, 45 toof = 0-

2. En reprenant la démarche du premier exemple

a) Pour 0 < € < X, on pose
X —
Jex(q) = / fw) = flqu) uf(qu) du

) g, [T I,,

. U x U

Montrer que
Jex(q) =
b) Déduire de la premiére question que

qsf()

£

——du—= f(0)In(q) et

e—0

= f(w)
e e @),

c) Conclure.

3. Une variante
On suppose que [ vérifie toujours les conditions @ mais on remplace la condition @ par
® f admet une primitive F bornée sur |0; +ool.

a) Montrer que

qX
flu )du —— 0.
X u X—4o00

b) En déduire que I(a, b) existe et vaut

[0 o (1),

a

Solution (Ex.78 — Propriété générale des intégrale de Frullani)

1. Un résultat préliminaire
a) . Comme f est continue en 0, f(z) - f(0), | il existe A > 0| tel que =z €

[0; A] entraine |f(z) — f(0)] < e, donc‘pour tout a € [0; A] ‘, ‘ = fOlle o, o) S€ ‘

b) [Soit £ > 0. C ——— Lo, [ il extiste A > 0] tel A; trai
) omme f(x) S il existe A > el que z € [A; 4oo[ entraine

|f(z) —loo] <, donc‘pourtoutxe[A —|—oo[‘ I1f = Loollog,(o; +[ < E‘

2. En reprenant la démarche du premier exemple
a) Couper l'intégrale par linéarité et poser u := qu dans la seconde pourrait bien amorcer
I'affaire. Ensuite la relation de Chasles permet de conclure.
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CHAPITRE 22. LES INTEGRALES DE FRULLANI

b) /‘ﬁf IO =IO, gy 4 [T =IO,
w u‘ <N = Ol o, g0 (@] —7 0.
Raisonnement analogue pour ~ Mdu
x U

+oo _
¢) On en déduit l'existence de J(q) = / de, et sa valeur : (f(0) — foo) In(q)...

0
qui induit l'existence et la valeur de I(a,b) par changement de variable.
3. Une variante
On suppose que [ vérifie toujours les conditions @ mais on remplace la condition @ par
® f admet une primitive F bornée sur | 0; +ool.
a) L’hypothése @ autorise une intégration par parties.

"0y, - [F0)] e

du —— 0 puisque F est bornée.
X U 2 X—4o00

X X
° flu)

U
£
donc on conclut de fagon analogue a 2. que I(a, b) existe et vaut

/*‘” flaz) = 102) 40— r(0)n (é)

b) En 0, on a toujours du Y 0 qui est lié¢ & 'hypothése de continuité de f en O,

Exercice 79

Quelques exemples d’intégrales de Frullani

On admet la propriété démontrée dans ’exercice précédent.
Soit a et b deux réels strictement positifs.

1. Justlﬁer I’existence et donner la valeur de

)/ * Arctan(azx) — Arctan(bx)d

T
2

“+oo —az —bz
b) / — dz,

“+oo
o) / cos(a cos(bx) cos(az) — cos(bz) ;-

2. a) Retrouver llntegrale du premier exercice.
1,b6-1_ _a—1
b) Existence et valeur / Mdy,
0 In(y)

Remarque : Pour a =1 et b = 2, on retrouve le résultat trés classique

Ly—1 o
/0 ln(y)dy—l (2).

3.a)Soit 0 <p<yq. A Daide de 1.c), justifier 'existence et donner la valeur de

4o - .
S, :/ sm(px);ln(qm) .
0

I
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b) Justifier que les intégrales

+oo :,2
/ sin“(z) "
™

“+oo 2
dz et / €os™(2) 4,
x 7, x
sont de méme nature, et en déduire cette nature.
c) Soit 0 < p. Quelle est la nature de

Sp.p = / ) g,
p,p ) - !
Solution (Ex.79 — Quelques ezemples d’intégrales de Frullani)

1. a) Arctan vérifie @ et @ donc /

o Arctan(az) — Arctan(bzx) qo T
0 T B
b) z — e % vérifie @ et @ donc
+oo efa,zz efl)a:2
/ dz “
o x

a
1 (7)
2 "3
2 +oo —au _ —bu
& 1/ ¢ -° du:lln<é>
2 Jo U 2
Variante : T — e_;z vérifie © et @ dor;c )
+o0 e~ oz _esz +o0 ef(\/az) _ef(\/gz) \/5 1
/ —dzx :/ de=In| —= | =
0 T 0 T
c) cos vérifie @ et @ donc
+oo _ 5
/ cos(az) — cos(bx) de —
0

=1In (é>
x a
. a) Voir 1.b) premiére version.

Lypet
b) Existence et valeur /
0

a—1
-y
2 dy.

In(y)
1 yb—l _ya—ld zzf_ln(y) “+oo e—az
n(y) 0
0 Y 0 Z
a) sin(pz) sin(gz) =

—bx

— dx:ln<9>.
a
p

% (cos ((¢ — p)z)) — cos (p+ q)x) donne par 1.c)
7o)
b) Justifier que les intégrales

Foo i 2
/ sin®(x) .
™

Sp,q = % In

400 2
cos”(x
d et / Adx
x 7, T
sont de méme nature, et en déduire cette nature.
s . 7T i .
e Ces intégrales sont impropres en +o0o. En posant x = u + 3 dans la premiére, et puisque
cos? (u) cos? (u) s .
——5 ~ ——2 ces intégrales sont de méme nature.
u+ = u——+00 u
2

—+oo
e Par linéarité, si elles convergeaient, alors leur somme /
faux. Donc ces intégrales divergent.

™

—dz convergerait, ce qui est
z
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CHAPITRE 22. LES INTEGRALES DE FRULLANI

+oo _: 2

sin”(x

c) En posant u = pz, Sp  est de méme nature que / J
0 T

dz, donc diverge. Notons que

)

sin“ (pz . . .

& ~, p?z induit que S, est faussement impropre en 0.
xT xr—
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Chapitre 23

Quelques expressions
sommatoires et intégrales de la
constante ~y

On s’intéresse dans les exercices suivants a 1’expression sous forme de sommes et d’intégrales
de la fameuse constante v de Léonard Euler (1707—1783).

La premiére apparition de cette constante dans I’ceuvre d’Euler date de 1731. Il en donne la
définition classique rappelée dans le premier exercice.

Dans toute cette étude, on définit, pour tout n € N*, le n-iéme nombre harmonique H,, par

1
k=1

Exercice 80

Définition et intégrales utilisant la partie entiére

On pose, pour tout n € N*,
un = Hy, — In(n).

1. a) Montrer la convergence de la série de terme général un41 — Un.
b) En déduire Pexistence d’une constant v, appelée constante d’Euler vérifiant

H, = Inn)+y+o(1).

n—>+o0o

1 1
2. a) Déterminer un équivalent de o In(1+ E)
b) En déduire



CHAPITRE 23. QUELQUES EXPRESSIONS SOMMATOIRES ET INTEGRALES
DE LA CONSTANTE ~

3. Montrer que

tee g 1
¥ = / — — —dz.
1 lz] =

+oo _
'y:l—/ r Ldem
1

x2

4. Montrer que

Solution (Ex.80 — Définition et intégrales utilisant la partie entiére)

1 1 1 1 1
1.8) Unsr —tn = —— —In(1+—) = S -
a) Un+1 —u n+1 n( n) n+1 n+o<n2)

—1 1 1 1
=—+0|(—=) =0|— | donc par domination, puisque E — est une série de
n(n+ 1) n? n? = n?

Riemann convergente, Z(u”+1 — uy,) converge.
n>1
b) ¢ Comme Z(Un+1 — uy) converge, u converge (c’est du cours).
n>1
® Un T Y donc u, = v+ o(1) donc H, —In(n) = v+ o(1) donc H, =
n——+oo

n——+oo n—-+oo

In(n) +~v+ o(1).
1 1 1 1 1 1
2. a)gfln(1+ﬁ>fg*ﬁ+ﬁ+0<ﬁ),

1 1 1
donc — —In {1+ — ~ .
n n ) n—too 2n2
b) On en déduit déja que la somme proposée existe par le critére de négligeabilité.

3 (% ~In (1 + %)) e = (n(n+ 1) — In(n)

n=1 n=1
_ _ N+1 N+1
=Hy—-In(N+1)=Hy—InN-—1In N _uN—lniN mwo
X/ 1
d = ——In(1+4+=]].
onc vy 7; (n n ( + n))
3. e Notons que l'intégrande est continue par morceaux et :
1 1 z— |z 1 1 1 1
Ve 22, +— — — = donc0< — - =< —5 < ——.
Comme _ S I'intégrale proposée existe
(.T — 1)2 z—+oo 12’ & prop '
e Soit N € N*.
N N-1 n+1
1 1 1 1
— — —dz = / — — —dz
L2/ wes
e N1y
= Z / — — —dz = Z (f —In(n+1)+ ln(n)>7 et par télescopage des logarithmes
n n x n
n=1 n=1
Tl Se—I(N) = In(N—1) 47+ o0(1) - In(N)
] = z=9Sn-1—In N oo P y+o n

168



N-1
_mln(T) +v+0(1) N~>_+oo’y+o(1)

N—+

—+oo
d’ou v = / LL — 1d;r:.
1 x| €z

4. e L’intégrale proposée existe puisque Vz > 1,0 <
e Soit N € N*.

[y ey T L
_;(ln(ml)—ln(”Hnil_l)

/Nx_mdx—ln(N)NZl L N —Sy+1

1 x? —nt+l
N_):Jrooln(N)fvfln(N)fo(l)JrlN_ioo77+1+o(1)
d’oﬁy:l—/fw%d

Exercice 81

En passant par une intégrale de Frullani

1 1
On pose, pour tout € |0; 4o0[, p(z) = e
—e 7 x

1. a) Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.
On appelle encore ¢ le prolongement ainsi obtenu.
b) Justifier que ¢ est bornée sur R*.

+o0o
¢) En déduire la convergence de l'intégrale / e "o(z)d.
0
2. Dans cette question, a € |0; +oo et n > 2, et on pose

+oo —x _ —nz
In(a):/ %dx.

a) Montrer que 1, (a) existe.
b) Montrer successivement

I.(a) = / ex dz = In(n) — / 1-e dz.

xT

—+o00o efz _ efnz
3. Montrer que, pour n > 2, ————duz existe et vaut In(n).
x

0
Cette derniére intégrale fait partie de la famille des intégrales de Frullani.

4. a) Montrer successivement que, pour n > 2,
1 1— tn—l +oo e—x _ e—n:c
Sn—1 = / ——dt = / ——dx.
o 1-—t 0 l1—e*

+oo
v = / e “p(z)dw.
0

b) Justifier que
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CHAPITRE 23. QUELQUES EXPRESSIONS SOMMATOIRES ET INTEGRALES
DE LA CONSTANTE ~

5.

Montrer que

,/1 1 -i—LdI
T o In(z)  1—2

Solution (Ex.81 — En passant par une intégrale de Frullani)

1.

3. f:RT >Rz~ {il_ez)/x

a) o(z) = x—(1—e™) _ 2?/2+ o (27) N z?/2 1
z(l—e=®) z(l—e %) z—0 22 202
¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1/2.
b) ¢(z) PR 1 donc 3X € Rt Vx> X, 0 < ¢(z) < 2, ¢ est bornée sur [X; +oo[ et comme

 est continue sur [0; X], elle est aussi bornée sur [0; X]. Donc ¢ est bornée sur R*.
c) f:x e “p(z) est continue sur [0; +ool, et par b), f(z) = O (e~*). Comme z — e~ " est

+o0o
intégrable sur [0; 4oo[, f est intégrable par domination : / e “p(z)dz existe.
0

. a) I,(a) n’est impropre qu’en +oco et l'intégrande est o (e”“’) en +oo, donc par I,(a) existe

par négligeabilité.
b) Chacune des intégrales ci-aprés existent par le méme argument que précédemment (o (efz)) :

+oo —x 400 —nx
In(a)Z/ ew da:—/ eI dz.

Avec le changement de variable v = na bijectif C' strictement croissant dans la seconde

intégrale :

+oo —x +oo —u na ,—x
I.(a) :/ ° _dx —/ ¢ du= / ¢ da.
a T na u a T

In(a) = / #dx = / édm — / 1 _; dz =1In(n) — / 1 —xe dz.

siz >0,

] est continue sur RT. Soit F une de ses primitives,
six =

donc continue en 0. . ‘
I,(a) = In(n)—F(na)+F(a) - In(n)—F(0)+F(0) = Inn, ce qui prouve que/ +dx
a— 0

existe et vaut In(n).
1n—2

n—1 1 n—1 tk 1 n—1 1
. a) Snfl = Z E = Z |:Z:| = 2/ tkildt = / Ztkdt
k=1 k=1 0 k=170 0

k=0
1 n—1
1-1t
Sn—1 :/ ﬁdt
0 —

Posons alors ¢ : | 0; 4oo[ —]0; 1[,x + e~ changement C' bijectif strictement décroissant.

0 —(n—1)z +oo —x —nzx
1—e . e ¥ —e
Sn—1 :/ (= ")dz :A ﬁdfﬂ

too 1—e7®
b) On soustrait les deux résultats précédents :

+oo
Sn—1 —In(n) = /0 (e™" —e ") p(x)da

+o00 +oo
= / e “p(r)dr — / e "Pp(z)dz car ces intégrales existent (cf. 18.a))
0 0
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n—1

—>fy

n—-+oo

S, 1—In(n)=S,-1 —In(n—1)+1n
—+o0
/ e "p(r)dr
0

Donc en passant a la limite dans la relation précédente :

“+oo
v = / e "p(z)dz.
0

—+oo

_ K
. SK/ e "dzr < — ——— 0 ou K majore |¢p|.
n n—+oo

“+o0 —+o0 e—z e—z
5. y= / e “p(r)dr = / Tz dz invite & poser u = e~ %, changement de classe
0 0 —e ® x
C! strictement décroissant donc bijectif de ] 0; +oco[ sur ]0; 1].
—d
On obtient, avec z = —In(u), dz = LY
u

" u 1 Y 1
- - ldu= | 4 dqud
K /0 (1—u —ln(u))u b /0 1—u+ln(u) tdone

YA
T o In(z)  1—2

Exercice 82

En lien avec la fonction Gamma d’Euler

1. a) Montrer que

n x\n—1 +oo _
lim (1 - 7) In(z)dz = / e “In(z)dz.
n——+oo 0 n 0
b) En effectuant le changement de variable u =1 — f’ montrer que
n

/0" (1 — E)n_l In(z)dz = In(n) — H,,.

n
c) En déduire
—+o0
v = —/ e " In(z)dx.
0

2. a) On rappelle que la fonction I' d’Euler, définie sur ]0; +oo[ par

+oo
I(z) = / t" et
0

est de classe C™ et se dérive par dérivation sous 'intégrale.
Que vaut TV(1)?

b) Montrer que I'(z + 1) = 2I'(x).

c) En déduire
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CHAPITRE 23. QUELQUES EXPRESSIONS SOMMATOIRES ET INTEGRALES

DE LA CONSTANTE ~v
! 1
v = f/ In (ln (7>) dz.
0 x

Solution (Ex.82 — En lien avec la fonction Gamma d’Euler)

3. Montrer que

1. a) On pose pour n > 1,
(1

fn:]0; 400 — R,z —> n
0

@ Pour tout n > 1, f, est continue par morceaux.

@ Pour tout = de ]0; +oo|, fn(z) e “®1In(z), donc la suite (f.) converge simple-
ment vers f: z — e “In(x).

@ f est continue sur ]0; +ool.

@ De In(1 + u) < u pour u > —1, on tire pour n > 2 et 0 < z <
(n—1)In(1 —z/n) < —z(n—1)/n
puis 0 < (1 - 7> (z) < e 0=/ In(z) < e/ In(z),
d’'ott Vn > 2,V > 0, | fn(z)] < e”*/?In(x).
Orp:xzr— e *?In(z) € LY(]0; +oo[,R) puisque équivalente a In en 0 et négligeable
devant z +— 1/22 en 4o0.

Le théoréme de convergence dominée s’applique et

n

n—1 too
lim (1 - E) In(z)dz = / e "In(z)dz.
0 0

n——+oo n

" n—1 u=l—-z/n ! —
b) / (1 - E) Inzdz “='=" / nu™ ' In (n(1 — u)) du
0 n 0

1
=In(n) + n/ u" " n(1 — u)du puis
0

1 L 1 L +oo uk 1 +oo un+k—1
n| v In(l-udu=-n/ u"" —du=—-n du
fy o= o [y [

k=1
1
Comme /
0
/1 un-‘rk—l
0

k
1 “4o00 +oo n
- 1 1 1 1
In(1 — =) == (- =3
n/o u n(1 —wu)du nk:1k(k+n) k_l(k k+n) 2.5

Ainsi
n n—1
/ (1 — E) In(z)dz = In(n) — H,.
0

n+k—1 n+k

k

U 1

1
1 L L
du = [m}o = m Pl B2 la série de terme général

du converge et 'intégration terme a terme est licite, donc

n
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c) On a alors :

n n—1
v= lim H, —In(n) = lim —/ (1 - E) In(z)dz donc
0

n—+o0o n——+oo n
—+oo
v = —/ e “lIn(x)dz.
0

—+o0
2. a) Par dérivation sous l'intégrale, I''(z) = / In(¢)t" ‘e~ "dt et
0

(1) = /Om In(t)e 'dt = —.

b) Une intégration par parties montre directement I'(x + 1) = z['(z).
c) T étant de classe C! au voisinage de 1, elle admet le développement limité :
rl+z) = )+ ')z +o(x) =, 1-e+o (x).
T—r T—

Donc zI'(x) = 1 — vz + o (z) puis en divisant par =
T—

3. En posant u =e¢™? (& z = —In(u)), on a immédiatement

o “Fln(z)dx = 1n n 1 u,
4011 ¢ " In(z)d /01 (1 <u)>d
ry:—/olln (ln (%))dx

173



CHAPITRE 23. QUELQUES EXPRESSIONS SOMMATOIRES ET INTEGRALES
DE LA CONSTANTE ~

174



Chapitre 24

Intégrale de GAUSS et fonction I'
d’EULER

[E3A-M1 - 2016 — PC — Exo 1-D] [CCP - 2015 — PC — Partie 1] [CCP - 2015 — PSI - Partie
3] [CCP — 2019 — PSI — Pb 1-P1] [CS-M1 — 2016 — PC — Partie I

Exercice 83

Calcul de lintégrale de Gauss

+o0 2
/ e dt =7

—o0

Une méthode couramment rencontrée s’appuie la démarche suivante, qui serait indiquée dans un

sujet.
1. Soit f,g: R — R définies par :

1 —a(1+t?)
f@) = [ St e o) = £,

Justifier que f de classe C' et calculer f’.
2. Déterminer f(0) et lir_P f(z).
T—r+00

© 2
2
3. Montrer que x — g(x) + </ e ! dt) est constante sur R.
0

4. En déduire la valeur de ’intégrale de GAUSS :

+o0 2
G:/ e " dt = /.

Solution (Ex.83 — Calcul de Uintégrale de GAUSS)

. e—z(1+t2)
1. Soit h:R x [0; 1] = R, (z,t) — B PRt

Atec[0; 1] fixé, x +— h(x,t) est de classe C* sur R.
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CHAPITRE 24. INTEGRALE DE GAUSS ET FONCTION I' D’EULER

Comme aucune intégrale n’est impropre car nous travaillons avec des fonctions continues (de
t) sur le segment [0; 1] donc bornées, le théoréme de transfert de la classe s’applique.
f est de classe C* sur R avec :

1 1 2 1 2
VreR, f'(z)= —/ e (gt = —e_x/ e " dt.

0 0
boode m

2
efa:(1+t )

1412
e~ *. Par encadrement, lilf flz)y=0.
Tr—r+00

eSoitxz >0.Vte€[0; 1], 0< < €77, donc par croissance de U'intégrale 0 < f(z) <

@ 2
2
3. Soit j:xz— g(x) + (/ et dt> .
0
Par composition, j est dérivable et : Vx € R,
x 2 2 1 2,2 2 [* 2
3 (x) = 2z f (2?) + 2e_x2/ e Vdt = —2ze™” / e T dt 427" / e dt
0 0 0
Posons u = xt dans la premiére intégrale :
-/ 712 1 ¥ 7u2 7z2 ¢ 71&2
j(x) = —2ze™® = e " du+2e e " dt=0
T Jo 0
Donc j est constante sur R.

4. j(x) — g(0) = f(0) = %, donc j est constante égale a %
Tr—r

r—+oo xT—>+o0 T—r+00 T—+o0o

+o0 2 2 T +oo 5
Donc (/ e ! dt) =1 et comme / e Vdt >0,
0 0

Et par parité de I'intégrande :

+oo 2 +oo 2
/ e’ dt:2/ eV dt = /7.
0

— 00

x 2
Or g(x) —— lim f(z) =0, donc lim (/ eftht) = lim j(z)= %
0

Exercice 84

Fonction T' d’EULER

On appelle fonction gamma d’EULER la fonction définie par :
. +oo
Vo €]0; +oo[, T'(z) déf'/ t* e tdt.
0

1. Montrer que I" est de classe C*° sur |0; +oo[ et exprimer ses dérivées successives.

2. Montrer que
Ve €]0; +oo[, T'(z+1)=2al(z), etVneN*, TI'(n)=(n-1)!

3. Monter que

D(1/2) = /7, etVneN, F(n—}—%):
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1
4. Justifier I'(z) oo
xTr—r

On pourra consulter la partie consacrée aux expressions de la constante v d’Euler pour préciser
la comportement de I' au voisinage de 0.

Solution (Ex.84 — Fonction I' d’EULER)
1. Emistence —

Soit f(x,t) = " 'e™" définie sur R x ]0; +ool.
Pour z € R, t — f(:L‘, t) est continue par morceaux et positive sur ]0; +oo[ et f(z,t) o 7t
—

1
Or l'intégrale de Riemann / 1 de converge si, et seulement si, t —1 > —1, i.e. x > 0. Donc
) 0
/ f(z,t)dt converge si, et seulement si, z > 0.
0

“+o0
De plus : t*f(z,t) P 0 car t“T' = o(e'), donc f(z,t) = o(1/t?) et / f(z,t)dt
—r+00 1

converge.
—+oo
Donc t*

e 'dt existe si, et seulement si, > 0.

0
Classe et dérivées successives —
Pour t € ]0; +oof, x — f(x,t) est de classe C*° sur |0; +oo[ avec

of npo1—t
o - (z,t) = (In(t))"t* e ™"
o f

e Soit € ]0; +oo[. La fonction ¢ — B

]0; +4o0[ car
(i) prenons o € 1 — x5 1[. t*(In(t))"¢t* e~ = (In(t))"t*T*'e™" — 0,

t—0

(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur

1
donc —f(z, t)=o (t—a) avec a < 1, ce qui assure l'intégrabilité sur ]0; 1],

(i) t* / (z,1) P 0, ce qui assure 'intégrabilité sur [0; +ool.
x
e Soit [a; b] C]0; +oof.

Vo € [a; b,V €]0; +ool, ‘g:{(az t)’ ()" (1 + VYo & (1)

et p[aq; b €st continue par morceaux et intégrable sur ] 0; +oo[ (par intégrabilité de 3 o7 (a,t)
"
of
t ——(b,t
et L0,

Par domination, I" est C*° sur tout [a; b] C]0; +oo|, donc sur ]0; +oof, et on a :

+oo
V¥n € N,Vz €]0; +oof,[™(x) :/ (In(t))" " e~"dt.
0

—+oo
2. Soit x € ]0; +ool. Nz + 1) = / t“e"dt. Effectuons une intégration par parties avec :
0

trst® et ts —e ' Clsur ]0; +oof et
—t%e 7t—>Oet —t%e™t ——— 0.
t—+o0

D(z+1)=[—t"""], oo 4 x/ t" e tdt = 2T ().
0
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CHAPITRE 24. INTEGRALE DE GAUSS ET FONCTION I' D’EULER

—+oo
1) = / e 'dt = 1, et par une récurrence immédiate
0
Vn e N*, T'(n)=(n—-1).
3. On passe par l’intégrale de GAUSS.
ﬁ too u= tz too eiu 1
-— = dt = 1/2) d I'(1/2
4 [ = 5T(1/2) done T(1/2) = V.

En itérant la formule de 3.a),

D(nt 3) = (0= )l(n—3) = 752 (= T 3)
r(w%):%@%ﬁ@%): .
F(n+ ) (2n —1)(2n —23n) S X 3% 1F(1/2) _ 75?;12);\/7?
4. Yz > 0,T'(z) = Pz + 1), or I'(z+1) - I'(1) = 1 par continuité de I en 1. Donc
T@ 3,3
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Chapitre 25

Intégrale de DIRICHLET et sinus
cardinal

[CCP - 2020 — PSI — Pb nol][CCP - 2020 — PC - Exo nol]
Définition — Intégrale de DIRICHLET et sinus cardinal
Sur R, on définit la fonction sinus cardinal par

sin(x) .
Ve € R, sinc(z) = z stz #0,
1 sixz =0.

L’intégrale de Dirichlet est définie par

) +oo s +o0
D % / sin(®) 4, / sinc(t)dt.

t

e o] — o0

Exercice 85

sinc est de classe C™

1. Justifier que sinc est continue en 0.
2. Justifier que sinc est développable en série entiére de rayon infini. Quelle est sa classe de
dérivabilité 7

3. Justifier que 'intégrale de Dirichlet n’est impropre qu’en +oo.

Solution (Ex.85 — sinc est de classe C*)

1. La continuité en 0 découle de sin(x) ~ T
T—

2.V R*.si _ <= (71)’” 2n+1 d . _ ©= (71)”’ 2n
. Vz € R sin(z) = nz;o mx onc sinc(z) = ;::0 mx
Cette formule étant encore valable pour z = 0 car sinc(0) = 1, sinc est DSE sur R tout entier

donc C*°.

179



CHAPITRE 25. INTEGRALE DE DIRICHLET ET SINUS CARDINAL

3. D est faussement impropre en 0.

Exercice 86

Un calcul de lintégrale de Dirichlet

Soit f : [0; +oo[ — R définie sous réserve d’existence par :

fz) = /0 T L cos(t) oatg,,

t2
Justifier les propriétés suivantes.

1. f est définie et continue sur [0; +oof.
2. ZEToof(m) =0.
3. f est de classe C? sur |0; +oof et
1 T

Ve eR, f[f'(z)= P

T
4. Vz €]0; +oof, f(z) :xlnmfgln(xQJrl)fArctan(m)Jr
Donc f(0) = %

™
5"

5. Finalement

+° dint +oo
D:/ SI? dt:/ sinc(t)dt = .

— 00 — 00

Solution (Ex.86 — Un calcul de l'intégrale de Dirichlet)
1. Soit g : [0; 4+oo[ x ]0; +oo] = R, (z,t) — 1%;)8(”67@&
1 — cos(t)

2
e Pour z € [0; +oo], t — g(z,t) est continue par morceaux sur |0; +ool.
e Pour t € ]0; +oof, x — g(z,t) est continue sur [0; +oo.
e (2, 1) € [0; +ool x ]0; +ool, lg(z, )| < A(t),

ol h est continue par morceaux sur |0; +oo[, avec
2

1 t !
(i) lim h(¢t) = = car 1 —cost ~ —, donc / h(t)dt converge (faussement impropre),
t—0 2 t—0 2 0

et h : ]0; +oo] = R,t —

—+o0
(ii) V¢ > 1,0 < h(t) < t% donc / h(t)dt converge,
1

donc h est continue par morceaux et intégrable sur ] 0; +ool.
Ainsi, f est définie et continue sur [0; +ool.

2. lim h(t) =0, il existe T tel que V¢t > T, h(t) < 1.

t—+oo

Comme h est continue sur |0; T] et est prolongeable en une fonction continue sur [0; T], h
est majorée sur [0; TJ.

Donc h est majorée sur |0; +ool.

Soit M € R tel que : ¥Vt € ]0; 4o00[,0 < h(t) < M.

Vo € [0; +oo[,Vt €]0; +oof, 0< g(x,t) < Me *.

Par croissance de lintégrale, Vo € [0; +o0o[,0 < f(z) <

SE
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Par encadrement, f(z) — 0.
r—4o0

. Pour t €]0; +oo, z +— g(x,t) est de classe C* sur | 0; 4oo].
Regardons les dérivées par rapport & x de g :

dg cost —1 1—cost
ZJ ) = | 2 e Rt
gz &Y t t
hi1 est prolongeable par continuité en 0 (limite nulle) et négligeable devant 1/ t? en +o0 donc
continue et intégrable sur | 0; +ool.

2

oV €]0; +oof, =t e op (1)

o Vz €]0; +oof, x,t)| = (1 — cost)e ™" < 2™

0%g
i

Plagons-nous sur [a; 4o0o[ C ]0; 4oo[ afin de majorer par une quantité indépendante de x.

Vz € [a; +oof,

82
a2 (w t)‘ = (1 —cost)e ™" < 2%

et ho : t — 2e”" est intégrable d’aprés le cours car a > 0.
Par le théoréme de dérivation, f est de classe C? sur tout [a; +oo[ C ]0; +oo[. Donc f est
de classe C? sur ]0; +oof et f” se calcule par dérivation sous 'intégrale.

Soit x € ]0; 4o0f.
—+o0 —+o00 1 —+o00 e
f'(z) = / (1 —cost)e ™dt = / coste "'dt = = — Re (/ el 7o) dt)
0 0 z 0

f”(x)zl—ne( : .):1— z

&%M—‘

x x—1
. Pour z € ]0; +o0],

/ _ _1 2 _ z

f'(z) = In(x) 21n(:c +1)+k—lnm+k . k.

Or on démontre comme en 2. que f est tend vers 0 en +o0o. Donc k = 0 et f'(z) = In(x) —
1

3 ln(ac2 +1).

En primitivant a nouveau grace a des intégrations par parties,

flz)=znz -z — %mln(wz + 1)+ x — Arctan(z) + &

1
flz)=zlnz — §x1n(m2 + 1) — Arctan(z) + &
Déterminons x grace a la limite en +o00 :
In(z® + 1) = In(z?) + In(1 4+ 1/2%) = 2In(z) + 1/2* 4+ 0 (1/2°)

1
Dou : f(z) = ~%s + o(1/x) — Arctan(z) + K D —g + K

l\?\ﬁv

Or d’apreés 2., f(x) prwrnd 0, donc k =

Finalement : f(z) = zlnx — 3 ln(a: + 1) — Arctan(z) +
™

Comme f est continue en 0, f(0) = lin}) flx) = 3
xT—r

+oo _ _ +o00o +oo
T _ £(0) :/ 1 COStdt IPP 1 —cost +/ Smtdt done
2 o 2 t 1, o

/+°° smtd _T
ot 2

Foo i
t
/ sin df —
oo U

]

Et par parité,
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CHAPITRE 25. INTEGRALE DE DIRICHLET ET SINUS CARDINAL

Exercice 87

La fonction sinc n’est pas intégrable sur R

1. Justifier que
(n4+1)7 )
Vn € N, |sinc(t)|dt > —————
- (n+1)m
2. En déduire que sinc n’est pas intégrable sur R.
Autrement dit, l’intégrale de DIRICHLET converge, mais pas absolument. On parle alors d’in-
tégrale semi-convergente.

Solution (Ex.87 — La fonction sinc n'est pas intégrable sur R)

1 1
1. Soit n € N. Vx € [nm; (n+ 1)7], > rD donc par croissance de 'intégrale
(n+1)m 1 (n+1)m
|sinc(¢)|dt > CEr: /M [sin(t)| dt.

nm
Or [sin| est m—périodique donc

(n+1)7 ™ T
/ |sin(t)| dt = / |sin(t)| dt = / sin(t)dt = 2
nm 0 0

2. En sommant les inégalités précédentes

(n+1)m
vn € N, /0 |sinc(t)| dt > Zk+1

n

Or par divergence de la série harmonique, Z — —— 4
= k+1 notoo

1
(on sait méme que ; Bl ale In(n +1) Nete In(n)...)

(n4+1)7
Donc / |sinc(¢)| dt I 400 et sinc n’est pas intégrable.
0 n——+0oo

Exercice 88

sinc et la transformée de FOURIER

sinc est un exemple courant de transformée de Fourier non intégrable d’une fonction trés simple
(et intégrable).
Soit II la fonction porte définie par
1 si <1/2
M:R—R,z— Tm /
0  sinon
II est clairement intégrable.
Montrer que cependant sa transformée de Fourier
+oo . Sln(ﬂ-é-) si 0
I): { — / (x)e *™"dz = sine(nf) = e &7
—oo 1 si&=0

n’est pas intégrable.
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Solution (Ex.88 — sinc et la transformée de FOURIER)
—2migxq 1/2 .
1/2 . [e } _ sin(w€) SE£0
FIn)(€) = / le >™%dg = ¢ | —2mi€ | _, , €
—1/2 1 si€=0

Par le changement de variable affine © = 7€ C! strictement croissante, la non-intégrabilité de

sinc entraine la non-intégrabilité de F(II).
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Chapitre 26

Linéarisations et sommes
trigonométriques

[MP-M2 — 2018 — PC — Partie 1|

Exercice 89

Linéarisations

Toute expression du type
cos™(t), sin"(t) et cos™(t) sin"(¢)
peut se linéariser comme somme de termes du type cos(kt) et sin(kt).
Pour cela, on développe les formules d’EULER grace & la formule du binéme de NEWTON, puis
on regroupe les termes deux a deux conjugués pour utiliser & nouveau les formules d’EULER.

En particulier :

cos®(t) = %(COS(Qt) +1), cos®(t) = 2(3 cos(t) + cos(3t)),
sin?(t) = %(1 ~cos(2t)), sin’(t) = %(3sm( £) — sin(3t)).

w [ndispensable pour primitiver notamment.

1. Linéariser sin(t) cos?(t).

P
2. Etablir : cos®?(t) = 2% Z <2]f> cos ((2k — 2p)t)

k=0

Solution (Ex.89 — Linéarisations)

1. Etudions un cas particulier, & titre d’exemple.
it —it it —it\ 2
. 2 e —e e +e 1 it —ity (.21t —2it
sin(t) cos®(t) = 5 ( 5 ) = g((e —e (e +24e77))
1 ; ; 1
sin(t) cos®(t) = 81( Bhp et —em —e ) = i (sin(3t) + sin(t))
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CHAPITRE 26. LINEARISATIONS ET SOMMES TRIGONOMETRIQUES

2. Etudions un cas général, a titre d’exemple.

cos™ () EuLer (76“ +e
2
binme i i n ikt _—i(n—k)t __ i i n i(2k—n)t
oo k) o k)°
k=0 k=0
— et o (2(n—k)—n)t _ i(n—2k)t _ i(2k—n)t

Donc on peut grouper les termes 2 par 2.
e Si n est impair, disons n =2p+ 1, il y a 2p + 2 termes :

i=n— p . p . .
COSn(t) J=n k 2% |:Z (Z) ez(2k7n)t + Z <nT_LJ) ez(2(n])n)t:|

k=0 j=0
0

Z) [Z(Qk ”)t+ei(2k7n)ti|

1 P

n
k=

= 2% Zp: (Zp;— 1) cos ((2k —2p — 1)t)
k=0

e Si n est pair, disons n = 2p, il y a 2p + 1 termes :

n
) e 1 p=l n n Ly n
nepy i=nk L i(2k—n)t i(2(n—j)—n)t
cos™(t) o |:kzo<k>e + » +Z;) n—j e
— i=
COSn(t) _ i 3 n [ei(Qk—n)t + ei(2k7n)t:| + i n
T oon = \k 2n \p
p
COS2P (t) = 2% <2]§) COs ((2]{7 — 2p)t)
k=0

Exercice 90

Sommes trigonométriques

1. Pour t € R tel que t # 0[271] (<= e # 0 <= sin(t/2) # 0), établir les égalités :

sin (n + lt)
dEf Zcos (kt) = ———=—— cos (%t)
sin ()
.o n+1
sin t
def Zsm (kt) y sin (%t)
sin (7)

2

2. En déduire Z k cos(kt) et Z ksin(kt).
k=0 k=0

Solution (Ex.90 — Sommes trigonométriques)
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1. On écrit une somme géométrique complexe puis on utilise les arguments moitiés.
n n n

n it(n+1) _ 1

. ¥, +iS, = Zcos(kt) —|—iZsin(kt) = Zeikt = Z (e”)k géom- € =~ — 1 e
k=0 k=0

k=0 = k=0
_ B ) sin (n + 1t) )
et _q ULER eza/22i sin(a/?), donec ¥, = 72teznt/2
. sin (5)
n
sin( t
Cn(t) = Re (S (t) = 2 ) (%t),
sin (5)1
.o+
s1n( t) ¢
Su(t) =Im (Sa(t) = 54— sin ()
sin (2)
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Chapitre 27

Polynémes de TCHEBYCHEV

[CCP - 2019 — PSI — Pb2-P1]
Je ne me consacre ict qu’auzr polynémes de TCHEBYCHEV dil de premiére espéce.
Définition — Version relation de récurrence
Soit (Tr)n>o la suite de polyndomes de R[X] définie par

To = 1, T1 =X et, pour tout n 2 2, Tn+2 = 2XTn+1 — Tn
Définition — Version trigonométrique
11 existe une unique suite de polynémes (T5)n>0 de R[X] vérifiant

V6 € R, T,(cosf) = cos(nb).

Exercice 91

Ces deux définitions coincident

Justifier que les deux définitions précédentes définissent la méme famille de polynoémes.

Solution (Ex.91 — Ces deux définitions coincident)

La version trigonométrique affirme une existence et une unicité non évidente. Commengons par
la.

@ Ewxistence — Soit n € N. Soit § € R. On a : cos(nf) Pe MoV R e ((e)™).

GO Z (:) i* sin® () cos™ " (6), et i* est imaginaire pur pour k impair et réel pour k

k=0
pair
n/2] n
cos(nf) = <2k> i** sin?* (£) cos™ ¥ ()
k=0
n/2) /o
= (=1)*(1 = cos®())* cos™ 2 (1).
2k
k=0
n/2] n . . i
_ _ 2 n—2
Donc en posant T (X) = kZ:O <2k>( (1 -X)"X ,
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CHAPITRE 27. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

cos(nf) = Tp(cos(d)).
® Unicité — Soit T, et U, deux ploynémes tels que :
V0 € R, Ty, (cos(f)) = cos(nf) = Uy(cos(9)).

Alors : V0 € R, (T, — Uy)(cos(f)) = 0, donc

Ve e [-1; 1],(Tn = Un)(z) =0
car tout z € [—1; 1] peut s’écrire z = cos(6).
Ainsi, T,, — U,, a une infinité de racines, donc est le polynéme nul, donc U,, = T,,.
® Equivalence des deux définitions —
Montrons que les polynémes définis trigonométriquement vérifient la définition par récurrence.
Par unicité, ces deux familles seront identiques.
Raisonnement : une récurrence double s’impose, vu la définition de la suite (T5,).
e V9 eR, To(cosh) =1=cos(0.6).
e V9 eR, Ti(cosh) = cos(f) = cos(1.0).
e Soit n € N. Supposons la propriété vrai aux rangs n et n + 1.
Rappelons que cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b).
Donc : cos((n + 2)60) + cos(nf) = 2 cos((n + 1)0) cos(0).
Ainsi : cos((n 4 2)0) = 2cos(0) Tht1(cos(0)) — Tr(cos(0)).
Donc : Tp42(X) = 2XTh+41(X)—Tx(X) puisque T, 42 est 'unique polynéme vérifiant Ty42(cos(0)) =
cos((n +2)0).

Exercice 92

Premieres propriétés

1. Calculer T3 et Ts.
2. Justifier que
1 in=0
vn € N,deg(Tn) =n et dom(T,) = . S% "
2n sin>1
ol, pour tout polyndme P non nul, dom(P) désigne le coefficient dominant de P.
3. Montrer que, pour tout n de N, T,, a la méme parité que 'entier n.

4. Montrer, en partant de la définition par récurrence des polynémes (T,) et en développant
cos((n + 2)t), que
Vn € N,V0 € R, T,(cos(d)) =cos(nd) (V).

On notera que cette relation induit
vn e N,Vz € [—1; 1], Tn(z) = cos (nArccos(z)).

5. Que valent, pour n € N, Ty,(1) et Tp(—1)7?

6. En dérivant deux fois (V) par rapport a 0 la relation précédente, montrer que

VneNVee[-1; 1], (1—2°)Th(z)—zTh(z) +n’T,(x) = 0.

7. En déduire
vneN, (1-X)T,—-XT,+n’T, =0.
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Solution (Ex.92 — Premiéres propriétés)

1. To =2X? — 1 et Tz = 4X® — 3X

2. Montrons la propriété par récurrence sur n € N.
e La propriété est vraie pour n =0 et n = 1.
e Soit n € N. Supposons-la vraie aux rangs n et n + 1. Alors il existe Q tel que Tp41 =
2"X" T+ Q avec deg(Q) < n.
Donc Tpie = 2" X" 4 2XQ — T, avec deg(2XQ — T,,) < n + 1, donc Ty42 est de degré
n + 2 et de coefficient dominant 2" : la propriété est vraie au rang n + 2.
e Par récurrence j’ai démontré

1 sin=0

Vn € N,deg(T,) =n et dom(T,) =
g(Tn) () {2"—1 sin>1

3. Notons que la propriété voulue peut s’écrire

VneN, Tp(—X)=(-1)"Tr(X).
Raisonnons & nouveau par récurrence sur n. L’initialisation est acquise. Soit n € N. Supposons
cette propriété acquise pour n et n + 1.
T2(—X) = 2(=X) g1 (=X) =T (~X) = —(=1)" 12X 11 (X) —(~1)" T (~X) = (~1)"*2(2XT
Tn) = (71)"+2Tn+2 donc la propriété est vraie au rang n + 2.
Par récurrence, j’ai établi que

pour tout n de N, T,, a la méme parité que ’entier n.

4. Une ultime récurrence sur n dont je ne détaille que les points essentiels.

e To(cos(f)) =1 = cos(0.0) et T1(cos(f)) = cos(1.0).

e cos((n + 2)0) = cos(nh) cos(20) — sin(nf) sin(20)

= cos(nf)(2cos?(0) — 1) — 2sin(nd) sin(0) cos()

= 2cos(0) (cos(nb) cos(#) — sin(nf) sin(6)) — cos(nd))
= 2cos(0) cos((n + 1)0) — cos(nb)
= 2c08(0)Tr11(cos(0)) — Tr(cos(d))

e Par récurrence, on a

Vn € N,VO € R, Tn(cos ) os(n@).

5. Tn(1) = Tr(cos(0)) = cos(n.0) = 1 et Tp(—-1) = Tn(cos( )) = cos(nm) = (—1)" ou en

utilisant la parité,

vn €N, T,(1) =1et Tp(—-1) = (-1)".

6. Vn e N,VO € R,

T, (cos(9))(—sin(f)) = —n sin(nh) puis

T (cos(6)) sin®(0) — T7,(cos(h)) cos(f) = —n> cos(nd) d’ou

(1 — cos?(0) T (cos(8)) — cos(0) T, (cos(8)) 4+ n>Ty,(cos()).

Comme tout x de [—1; 1] peut s’écrire x = cos(f) avec 6 € R,

vneNVre[-1; 1], (1—2)Th(z)—aT,(z)+n*T.(z)=0.

7. Le polynome (1 — X*)T), — XT,, +n>T,, admet une infinité de racines (tous les = € [—1; 1]),

donc

vneN, (1-XHT) —XT, +n?T, =0.

Exercice 93

Les polynomes de Tchebychev vus comme vecteurs propres
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CHAPITRE 27. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

Soit m € N*. B désigne la base canonique de R,,[X] et on considére application ¢ définie sur
R, [X] par

VP € Ry[X], o(P)=(X>—-1)P" 4 XP".

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].

2. Déterminer la matrice M représentant I’endomorphisme ¢ dans la base B. On donnera expli-

citement les coefficients (mi ;) en fonction de i et j.

1<, <m+1
 est-il un automorphisme de R,,[X]?

Justifier que ¢ est diagonalisable et préciser son spectre, son polynéme caractéristique et la
dimension de chacun de ses sous-espaces propres.

. Déterminer une base 7 de R, [X] formée de vecteurs propres de ¢ échelonnée en degré.

6. On note II la matrice de passage de B a T et D la matrice ITI"'MIIL. Que vaut D ?

1
Soit 1 'endomorphisme — .
m
On note N la matrice représentant 1 dans la base B et A la matrice II™'NII.

Déterminer lim A".
n——+oo

. Justifier que ’endomorphisme lim " est un projecteur et préciser son rang.
oo

n—-+

Solution (Ex.93 — Les polynomes de Tchebychev vus comme vecteurs propres)

1.

e Soit P € R [X]. ¢(P) est clairement un polynéme et

deg(P") < deg(P) — 2 donc deg((X? — 1)P”) < deg(P) < m,

deg(P’) < deg(P) — 1 donc deg(XP’) < deg(P) < m,

donc deg(p(P)) < m et o(P) € Ry [X].

e Pour (P,Q) € Ry [X] et A € R,

(AP +Q) = (X2 —1)(AP + Q)" + X(AP + Q) = Xp(P) + ¢(Q) par linéarité de la dérivation.
© est un endomorphisme de R, [X].

* (1) =0, p(X) =X
eVke[[2; m]], @(X*)=(X2-Dk(k—-1)X*"2 4+ XEXF! = g2XF — k(k — 1)X"2
0 0 -2 0 ... .. 0
o 1 0 -6 . (0)
4
o M=
0
(0) -m(m —1)
(m —1)? 0
0 0 m?
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(G-1* sij=i

. V(i 5) € [[1; m+1]], mij=4q-j(G+1) sij=i+2
0 sinon

3. ¢(1) =0et 1+# 0 donc ¢ n’est pas injective, donc n’est pas un automorphisme.

Ou encore, vu sa matrice, rg(y) = m < dim(R,,[X]), ou encore det (() ¢) = det () M) = 0...

© n’est pas un automorphisme de R,,[X].
4. Comme M est triangulaire supérieure,
Sp(p) = Sp(M) = {k* .k € [[0; m]] },
donc ¢ posséde exactement m + 1 = dim R,,,[X] valeurs propres distinctes, donc
¢ est diagonalisable, avec x, = H(X — ) =XX-1)X-2%...X-m?).
k=0
Enfin, puisque ¢ est diagonalisable,
Vk € [[0; m]], dim(E)=w(k?) =1.
5. D’aprés la derniére question de la partie précédente,
Vk € [[0; m]], @(Tk) = k* Tk,

donc T (£ 0) est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre k2.

Comme la famille (T )ogk<m est échelonnée en degré d’aprés la premiére partie, c’est une base

de R,»[X].
T = (To,T1,...,Tr) est une base de R,,[X] formée de vecteurs propres de ¢ échelonnée en degré.
6. D représente ¢ dans la base de vecteurs propres 7T, donc

D = diag(0,1,2%,...,m?).
1 Ae D giaa (F .
7. N—ﬁMet —wD—dZag ﬁ,k)E[[O, m]] .
K \"
Vn € N*, A" = diag ((—2) k€ ][0; m]]), donc
m
lim A" = diag(0,...,0,1).
n—-+oo
8. Soit L = lim A" = diag(0,...,0,1). L = My ( lim ") et L* = diag(0%,...,0%,1°) =L
n—-+oo n——+oo
donc

lim 4" est un projecteur et rg( lim ¢") =rg(L) = 1.
n——+oo

n——+oo

Exercice 94

Racines et extrema de Ty sur [-1,1]

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
La norme infinie ||.|| d’un polynéme désigne son maximum que le segment [—1; 1].

1.

A Taide de (), déterminer toutes les racines de T, et justifier que T, est scindé a racines
simples.

Justifier que ||Tx||, = 1.

3. Montrer que, dans [—1; 1], Péquation | T, (x)| = 1 posséde exactement n + 1 solutions.

En déduire les racines de T},.
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5.

Montrer que
Vke N,V € R, Ty (ch(@)) = ch(k0).

6. En déduire que, si z ¢ [—1; 1], alors | T, (z)| > 1.

Solution (Ex.94 — Racines et extrema de Ty sur [-1,1])

1.

e Cherchons les racines de T, dans [—1; 1]. Soit x € [—1; 1] et § = Arccos(z) € [0; =].

Th(z) =0<= cos(nb) =0<«<= 3k € Z,0 = 2l+k—7r
n . n
De plus : 1Jrk—ﬂ-e[O; ﬂ]@flgkénfl,orﬁe[o; x], donc
2n  n 2 2 .
Tr(z) =0 <= cos(nb) =0 <= Tk € [[0; n—l]],é’:%—i—%
T  km
Tn = Ek 5 -1 s = —_— — .
() =0<=3Jke[[0; n—1]],z cos<2n+n>
La suite (l + k—ﬁ) est strictement croissante & valeurs dans [0; 7] et la fonc-
n N ) ocken

tion cos est strictement décroissante sur [0; 7] donc les n nombres cos (21 + l) pour
n n

k€ [[0; n—1]] sont deux & deux distincts (suite strictement décroissante).

e Comme deg(T,) = n, T, posséde au plus n racines distinctes.

e Finalement, T, a exactement n racines distinctes, toutes dans [ —1; 1] et est scindé a racines

simples puisque deg(Ty,) =n

s T km
T, =2" 1]};[() {X—cos<%+7)}
. Vz e [-1; 1], Tn(x = cos(nArccos(x)) € [—1; 1]. De plus, T (1) = 1. Donc
ITnll = 1.
Soit z € [—1; 1] et 8 = Arccos(z) € [0; =]
|Tn(z)| =1 <= cos(nf) = £l <= Ik € Z,nb = kn < Ik € [[0; n]],0 = I%T

k
|Tn(z)| =1<= 3k €[[0; n]],z = cos il
n
Ces n 4+ 1 nombres étant deux a deux distincts,
|T,| = 1 posséde exactement n + 1 solutions.
o Sur | —1; 1], chaque fois que T, vaut &1, T,, atteint un extremum local puisque ||T,|| = 1,
k
donc T}, s’annule. Donc les n — 1 nombres cos (—W) pour k € [[1; n — 1]] sont n — 1 racines
n
distinctes de T%,.
e Comme deg(T}) = deg(T,) —1=n—1, T, n’a pas d’autre racine.
k
Les n — 1 racine de T}, sont cos (—W) pour k € [[1; n—1]].
n
On raisonne par récurrence sur k comme dans la premiére partie.
e Ty(ch(8)) =1 =ch(0.6) et T1(ch(8)) = ch(f) = ch(1.9).

e Soit n € N. Supposons la propriété vraie aux rangs n et n + 1.
ch((n + 2)0) = ch(nf)ch(260) + sh(nf)sh(26)
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= ch(nf)(2ch?(0) — 1) + 2sh(nf)sh(d)ch()

= 2ch(6) (ch(nf)ch(8) + sh(nd)sh(d)) — ch(nd))
= 2ch(f)ch((n + 1)8) — ch(n&)

= 2ch(0)Th11(ch(8)) — Ty (ch(9))

e Par récurrence, on a
vn € N,VO € R, Ty(ch(6)) = ch(nb).
6. ech:]0; +oo[ —]1; +oof est une bijection car continue strictement croissante (ch’ = sh > 0
sur ] 0; +oof et ch(]0; +oo) =]1; +oo]).
Soit z > 1. Il existe un (unique) # € |0; 4o0[ tel que & = ch(f). On a alors Ty, (z) = ch(nf) > 1
car nf > 0.
Ce qui prouve que : Yz > 1, |T,(x)| > 1.
e Par parité de T},
Ve < 1,|Tu(z)| = |[(=1)"Trn(—2)| = |Tn(—2)| > 1 car —z > 1.
Vo & [—1; 1], alors |Tr(x)| > 1.
Variante sans utiliser la question précédente —
o S’il existe z > 1 tel que Th(z) = 1, comme T, (1) = 1 et T, est dérivable, Papplication du
théoréme de Rolle montre qu’il existe y € | 1; [ tel que T}, (y) = 0. Ceci est impossible car
toutes les racines de T;, sont dans [—1; 1]. Donc
Vo > 1, Tp(z) # 1.

e Supposons maintenant qu’il existe z > 1 tel que T\, (z) < 1. Comme T, (¢) ot P P
—+o0 —+o0

+00, le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & T, continu sur [z; +oo[ montre qu’il
existe y € Jx; +oo[ C |1; +oof tel que Tr(y) = 1, ce qui est exclu par le point précédent.
Donc

Vo >1, Ta(z)> 1.
e Donc finalement Vz > 1, Tp(z) > 1.
e Bt on conclut comme par la premiére méthode en invoquant la parité pour z < —1.

Exercice 95

Meilleure approximation uniforme de degré n de la fonction nulle

Soit n € N*. La norme infinie ||.|| ., d’un polynéme désigne son maximum que le segment [—1; 1].
Dans cet exercice, on montre que le polynéme

2n—1

est I'unique polynéme unitaire de degré n réalisant le mimimum de la norme infinie sur [—1; 1],
i.e. tel que pour tout polynéme P # t,, tel que deg(P) = n et dom(P) =1, ||P||_ > ||tn]|
1
2n—1
2. Soit un polynéme P unitaire de degré n. On raisonne par I’absurde en supposant que ||P||_ <
|tn||., et on pose Q =t, — P.
a) Justifier que deg(Q) < n — 1.

1. Justifier que ||tn||

b) Pour tout k € [[0; n]], on pose : z} = cos km

Montrer que Q change de signe dans chacun des n intervalles [2x+1; zx] (0w k € [[0; n — 1]]).

195
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c) Justifier que Q posséde au moins n racines distinctes.
d) En déduire une contradiction.
e) Qu’a-t-on démontré ?
3. Dans cette question, on se propose de démontrer que %, est I'unique polynéme unitaire de
degré n de norme infinie minimale sur [—1; 1].
Soit P un polynéme unitaire de degré n vérifiant ||P||_ = |[tn||,-
a) On pose Q =t, — P.
Montrer que, pour tout k € [0; n]], (=1)*Q(zx) > 0.
b) Montrer que, pour tout k € [0; n]], (=1)* (wr — i) > 0.

c) On pose

Vk € [[0; n]], A=

Justifier que pour tout k € [[0; n]], A\x = 0.
d) On pose

LQ:i)‘k I[I &x-=)

0<i<n, ik
Montrer que, pour tout j € [[0; n]], Lq(z;) = Q(z;).
e) En déduire que Lqg = Q. Que peut-on en déduire pour le degré de Lq 7 Et pour Z Ak ?
k=0
f) En déduire finalement que P = ¢,.

Solution (Ex.95 — Meilleure approzimation uniforme de degré n de la fonction nulle)
. . 1
1. D’apreés lexercice précédent, ||Ty||, =1, donc par homogénéité ||t.|| = ni

2. Soit un polynéme P unitaire de degré n. On raisonne par I’absurde en supposant que ||P||_ <
[ltn]|., et on pose Q =t, —P.
a) ty et P sont unitaires de degré n donc deg(Q) = deg(t, —P) < n—1 (les mondémes dominants
se détruisent).
b) Pour tout n € [[0; n]],

1 1 —1)*
tn(mk) = FTH(ZK}C) = 277.—1 COS(kﬂ') = (277‘7_1.
. 1 1
Pour k pair, Q(zx) = ST T P(xy) avec |[P(zr)| < ||P||, < ST donc Q(zx) > 0.
. . 1
Pour k impair, Q(zx) = gt P(zr) avec |P(zx)| < ||P]| < BT donc Q(zx) < 0.

Donc Q change de signe dans chacun des n intervalles [zxy1; zx] (o0 k € [[0; n — 1]]).

c) Dans chaque [zr41; zk] (ot k € [[0; n —1]]), Q qui est une fonction continue, change de
signe donc s’annule d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. Comme Q ne s’annule
pas aux extrémités de chacun de ces intervalles, Q posséde au moins n racines distinctes.

d) Q est un polyndome de degré au plus n — 1 possédant au moins n racines distinctes donc Q
est le polynéme nul. Donc P = t,,. Donc ||P||__ = ||tn||,,, ce qui est contradictoire.
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e) On a démontré que tout polynome P unitaire de degré n vérifie ||P||_ > ||tn||., . Autrement
dit, t,, est un polynéme réalisant le minimum de ||.||,, parmi les polynémes unitaires de
degré n.

3. Dans cette question, on se propose de démontrer que t, est 'unique polyndme unitaire de

degré n de norme infinie minimale sur [—1; 1].

Soit P un polynéme unitaire de degré n vérifiant ||P||_ = |[tn||,-

a) Pour tout k € [[0; n]], (=1)*Q(zx) > 0, d’aprés 'analyse faite dans la question précé-

dente, ot les inégalités deviennent larges car cette fois ||P|| =
b) Soit k € [[0; n]].

on—1"

. km . . L.
La suite (zx)refo; n)] = | cOS — est une suite strictement décroissante (car cos
"/ kel[o: n))

est strictement décroissante sur [0; ).

Le produit n’est pas nul puisqu’aucun facteur n’est nul.

Parmi les n facteurs de H (atk — mi), il y en a exactement k qui sont négatifs : ceux
0<i<n, ik

pour lesquels 0 < i < k.

Donc ce produit est du signe de (—1)*, et on a bien

(—1)’1c H (;r:k — mz) > 0.

0<i<n, ik

c) Soit k € [[0; n]]. \p = (=1)"Q(z) >0

(=1)* H (mk fxi)

0<i<n, ik

d) Soit j € [[0; n]].

Lo(z;) = > Mk [I @-=))=x [I (@—=)|+o0

0<i<n,iZk 0<i<n,i#]
Donc Lq(z;) = Q(z;).

e) Lq est de degré au plus n et Q au plus n — 1, donc Lg — Q est de degré au plus n et admet
au moins n + 1 racines (les z; pour j € [[0; n]]) donc Lg — Q = 0, donc Lg = Q.

Donc deg(Lg) = n — 1. Or par construction la coefficient de X" de Lq est Z)\k. Donc

k=0
Z e = 0.
k=0

f) Les Ax sont n+1 nombres positifs de somme nulle, donc ils sont tous nuls : Vk € [[0; n]], A\ =
0.
Donc Vk € [[0; n]],Q(zk) =0, et Q est un polynéme de degré au plus n — 1 admettant au
moins n + 1 racines distinctes donc Q est nul. Donc finalement que P = ¢,,.

Et les polynémes de seconde espéce ?
IIs sont définis par
Up = 1, U, = 2X, et, Vn € N7 Un+2 = XUn+1 — Un.
Vous pouvez remarquer que la relation de récurrence est la méme que pour ceux de premiére
espece.
Trigonométriquement parlant, ils vérifient la relation :
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Vn eN,VI € R, sin ((n+ 1)f) = sin(f)Un (cos(8)).
Ils sont en quelque sorte ’équivalent des (T, ) mais pour la fonction sin : ils permettent le
développement en polynomes des expressions sin(nt). Malheureusement, il n’est pas possible
de se débarrasser de du « sin(f) » apparaissant dans le second membre.
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Chapitre 28

Interpolation polynomiale de
LAGRANGE

[E3A-M1 - 2017 — PSI — Exo 1]

Position du probléme

Est-il possible de construire un polynoéme, de degré le plus bas possible, prenant de valeurs
imposées en des points donnés ?

Par exemple, soit (zo,z1,z2) = (—1,1,2) et (yo,y1,y2) = (—1,3,2). Peut-on construire un
polynome P tel que : Vi € [0; 2], P(z;) =y ?

Yy
(z1,91)
3+ oel
/, \\
4 \
’
2+ o (z2,y2)
] \\
U \
7 \
II T1 \\
N Cp
1
P % —
-1 0 1 2
1
1
(zo,yo)® —1+
1
1
1

Sur cet exemple, P(X) = —X2 42X + 2 convient et il n’y pas de polynéme solution de degré
inférieur ou égal a 1 puisque les points ne sont pas alignés.

Le déterminant de VANDERMONDE montre que ce probléme d’interpolation pour n + 1
points posséde une unique solution de degré au plus n.
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LAGRANGE a développé une méthode systématique et efficace pour ce probléme d’interpola-

tion.
L’idée est de construire des polynémes qui valent 0 en chaque x; sauf I'un d’entre eux. Ici :

1

Lo(X) = 8(X —1)(X—2)vaut Oen let en 2, et 1 en —1,
1

Li(X) = —§(X+ 1)(X—2) vaut O en —1 et en 2, et 1 en 1,

1
L2(X) = §(X+ 1)(X—1)vaut Oen —1 et en 1, et 1 en 2.
Alors P(X) = —Lo(X) 4+ 3L1(X) 4+ 2L2(X) vaudra —l en 2o = —1,3 en z; = 1l et 2 en z2 = 2,

mission accomplie.

Exercice 96

Deux méthodes pour l’existence et l'unicité

Soit (zo,Z1,...,Zn) n+ 1 scalaires de K (R ou C) deux a deux distincts, et (yo,y1,---,Yn)
n + 1 scalaires de K quelconques.
1. Premiére méthode — En écrivant un systéme linéaire de n + 1 équations, justifier qu’il existe
un unique polynéme P dans K, [X] vérifiant
(I) vie[[0;n]], P(zi)=y:
2. Seconde méthode — Soit ¢ : Kn[X] = K" ™', P (P(z0),P(21),...,P(zn)).
a) Montrer que @ est un isomorphisme.
b) En déduire I'existence et 1'unicité d’un polynoéme P de K, [X] verifiant (Z).

Solution (Ex.96 — Deuz méthodes pour l'existence et l'unicité)

1. Soit P = Zaka € K, [X]. On cherche les (ao,ar,...,an) pour vérifier (Z).

k=0
Alors :
a0+a1xo+a2x§+-~-+anﬂf8 = Yo
ao + a1x1 +a21’%++an$717 = W
(7) =
a0+a1mn+a2xi+--~+ana:2 = Un
1w x5 ... =z} Yo ao
1 x x% AU Y1 a
Posons M = | Y=  |etX=
1 xn x% R i UYn Qan
Alors :
(Z) = MX =Y.
Mais det () M) = V(zo,2z1,...,2n) = H (X; — i) # 0 car les (x;) sont deux a deux
0<i<j<n
distincts.
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Donc M est inversible et
() <= X =M"'Y,
donc le probléme admet un unique solution, puisque ce systéme admet une unique solution.
2. a) o est linéaire, et si P € Kery, alors P est de degré au plus n et admet n+1 racines distinctes,
donc P est le polynéme nul. Ainsi ¢ est injective. Et comme dim(K,[X]) = dim(K™™), ¢
est un isomorphisme.
b) Comme y = (yo,...,%yn) € K", y admet un unique antécédent dans K, [X] par ¢, autre-
ment dit il existe un unique polynéme P de K,[X] vérifiant (7).
Définition — Base de LAGRANGE
Soit (zo,x1,...,Tn) n+ 1 scalaires de K (R ou C). On pose, pour tout k € [[0; n]],
X — Zj 1
Lx(X) H Tk — Tj H(CUk—-Tj) H(X )

Jj#k

0<j<n J#k

j#k

Exercice 97

Propriété de la base de LAGRANGE

Justifier les propriétés suivantes.

1 sik=1 Kronecker 5

@Vie[[0; n]],VE€[[0; n]], Li(z:)= = ik
0 sik#i

@ L= (Lk)0<k<n est une base de K, [X].

® Pour tout P € K, [X], on a :

P = " P(xx)L.
k=0

Autrement dit, les coordonnées de tout polynome P dans la base de LAGRANGE L sont (P(zo), P(21), ..
K™.

@ Soit (yo,y1,-.-,Yn)- 1l existe un unique polynéme dans K, [X] vérifiant

Autrement dit, le probléme d’interpolation admet une unique solution, de degré au plus n.

Solution (Ex.97 — Propriété de la base de LAGRANGE)
Surtout, ne jamais commencer par tenter de développer 'expression définissant les Ly. Elle est
trés pratique car elle nous indique les racines de Ly.
@ Soit (i, k) € [0; n))%. Lu(z:) = [ 222

0<j<n, j#k
e Si i =k, alors le numérateur et le dénominateur sont égaux, donc Ly(z;) = 1.
e Si i # k, alors le numérateur s’annule car j peut prendre la valeur ¢, et pour cette valeur
i —x; = x; —x; = 0, doncLg(z;) = 0.
@ Tous les polyndémes Li sont de degré n car produit de n polynémes de degré 1.
L est de cardinal n 4+ 1 = dim(K, [X]). Il suffit de montrer que la famille £ est libre.

T — T
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CHAPITRE 28. INTERPOLATION POLYNOMIALE DE LAGRANGE

Soit (ak)ock<n € K™ tel que
k=0

Soit ¢ € [[0; n]]. La relation (R) évaluée en X = x; donne «; x 1 = 0 puisque Ly (z;) =0si k # ¢
et Ly(z;) =1 si k =4. Donc a;; = 0.

Donc £ est une famille librs.

® Soit P € Ky[X] et Q =  P(xx)L.

k=0
Alors : Vi € [[0; n]],

(P —Q)(z:) = P(zi) — (Z P(l‘k)Lk(xi)>
k=0

=P(z:) — ) P(er)dix
k=0

=P(z;) = P(z:) =0
Ainsi, P — Q € K, [X] admet n + 1 racines distinctes, donc P — Q est le polynéme nul.

Donc P=Q = Z P(xx)Lk, et comme L est une base, la décomposition est unique.
k=0

@ Posons P = ZykLk € K, [X].
k=0

Alors : Vi € [[0; n]], P(x;) = Zykéi,k =Yi.

k=0
P est bien solution du probléme d’interpolation.
Si Q est une autre solution dans K,[X], alors : Vi € [[0; n]], (P —Q)(z;) =0, donc P — Q
posséde au moins n + 1 racines et est de degré au plus n, donc P — Q = 0, i.e. Q = P, d’ou
I'unicité.

Exercice 98

Somme constante

Montrer que Lo + L;i 4+ - -+ + L, = 1, polyndéme constant égal a 1.
Solution (Ex.98 — Somme constante)

Le polynéme Lo + Li +--- 4+ L,, — 1 est de degré au plus n et admet au moins n + 1 racines : les
x; pour tout 0 <72 < n.
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Chapitre 29

Phénoméne de RUNGE

On sait que, étant donnés une fonction f définie sur un intervalle I et n + 1 points distincts,
il existe un unique polynome P,, de degré au plus n coincidant avec f en ces n 4+ 1 points. Ce
polynéme est traditionnellement appelé polyndéme d’interpolation de LagrangeE]

En 1901, le mathématicien allemand Carl RUNGE(1958-1927) a constaté (et démontré) que,
contre toute attente, méme pour une fonction f trés réguliére, lorsque I'on choisit des points
équirépartis dans I, le polynéme d’interpolation P, en ces points ne tend pas nécessairement
uniformément vers f.

Notations —

e I désigne le segment [—1; 1],

e o un réel strictement positif,

e f la fonction f: 1 — R,z +—

22 + a2’
e 1 un entier naturel non nul pair s’écrivant n = 2m (donc m désigne toujours n/2),
2k —1 .
e pour tout k € [[1; m]], zr = et xj, = —x, de sorte que la famille (27, z7,_1, ..., T1, 71, .

1 1 2
est la famille des n points équirépartis de —1 + — & 1 — — avec un pas valant —.
n

n
e P, le polyndéme interpolateur de f aux n points précédents, caractérisé par
deg(Pn) <n—1letVk € [[1; m]], Pul(zr) = f(zr) et Pn(zy) = f(ah)

Exercice 99

Une expression de f(x) — Pn(x)

On pose :
Ve el, An(z) = 1- (22 +a?)Pu(x) et Qu(z) S [ (2* - 22).
k=1

1. Justifier qu'il existe (r,s) € R? tel que :
Ve el, An(z)=Qn(z)(rz+s).

1. Voir la partie consacrée a l'interpolation polynomiale de LAGRANGE.
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CHAPITRE 29. PHENOMENE DE RUNGE

1
2. Montrer que : s = — et r=20.
d Q(ia)
3. En déduire que :
Veel, f(z)—Pula) = — D Q@)
(22 + a?) H (o + z7)
k=1

Solution (Ex.99 — Une expression de f(z) — Py (z))

1. Ona:
Vk e [[1; m]],An(zr) =1 — (27 + o) f(xr) = 0, et de méme A, (z}) = 0.
Donc le polynome A,, est factorisable par (X — zx)(X — z}) = X? — 2% pour tout k € [[1; m]].
Donc A, est multiple de Q..
Or par définition deg(Q,) = n et deg(A,) = 24 deg(P,,) < n+ 1, donc il existe (r,s) € R? tel
que :
A, = (rX +35)Qn.
Cette relation est a fortiori vraie sur 1.

2. En évaluant la relation précédente en i et —icy, on obtient

iar +s =1/Q(icx) A tar + s =1/Q(ic)
{iar +s5=1/Q(—ix) or Q(~ia) = Q(ia) done {iar +s=1/Q(ix)
Doncs:metr:&
3. Comme : Vz € A, (z) =1 — (22 + o®)Qn(x),

on en déduit : Vo € 1

F) = Po(z) = 2nl@) Qu(z)

72 + o2

Exercice 100

FEtude d’une fonction auzilaire

Soit h la fonction définie sur ] 0; +oo[ par :

h(z) = /0 In(z® + u*)duw.

1. Démontrer que :
Vo €]0; 4oo[,h(z) = 2zArctan(1/z) + In(2® + 1) — 2.
2. Vérifier que :
Vo €]0; +oo[,h'(z) = m — 2Arctan(z).
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3. Etudier les variations de h.

4. a) Justifier qu’il existe un unique réel strictement positif ap tel que h(ao) =2In2 — 2.
b) Justifier que ag €]0; 1].

Solution (Ex.100 — Etude d’une fonction auzilaire)

1. Soit # €]0; -+oo[. Toutes les fonctions considérées sont de classe C* (au moins) sur [0; 1].

1 2 1 2
IPP 2 o\11 2u 2 T
h = 1 + — ———du=1 +1)—2 11— ———d
(z) [u n(z® +u )}O /0 G u = In(z ) /0 R U

! 1/x
=1 241)—-242 —— _d
n@ 1) -2+ 9”/ T+ (u/z)? "

1
=In(z® +1) -2+ 22 [Arctan(g)}
z’lo
donc
Vo €]0; +oo[,h(zx) = 2zArctan(l/z) + In(x? + 1) — 2.
2. h est dérivable sur ]0; +oof, et Vo € ]0; 400 :

/ —1/z? 2z
h'(z) = 2Arctan(1/z) + 25”1 +1/a2 + 241

= 2Arctan(1/x), or Arctan(1l/x) = g — Arctan(z), donc
Vr €]0; +oo[,h'(z) =7 — 2Arctan(z).

3. Arctan < g sur ] 0; +oo[ donc h est strictement croissante.
4. a) e h est continue et strictement croissante donc réalise une bijection de ] 0; +oo[sur h(]0; +00[) =
] —2; 4oo[ (car Arctan(u) ~ u).
u—r
Comme 21In(2) — 2 € [—2; +oo], il existe un unique réel strictement positif ao tel que
h(owo) = 2In2 — 2.
b) k(1) = g +In(2) — 2 > 2In(2) — 2 car g > 1 > In(2), donc puisque h est strictement

croissante, ap € 10; 1.

Exercice 101

m
Un équivalent de [] (@ + x3)
k=1

1. Soit F une fonction de classe C* sur [0; 1] et a € [0; 1].

Pour tout ¢t € [0; 1 — a], on pose :
a+t

G(t) = / F(u)du — tF(a + ).
a) Calculer G’ en fonction de F et F’ N
b) Soit € [0; 1 — a]. A Taide de la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a F sur
[a—l— 55 a—l—x}, établir que
2
T
|G/(IL')‘ < § ||F”Hoo,[(); 1]*
]:
3

c) En déduire que, pour tout z € [0; 1 —a
x
‘G(:E)| < ﬂ HFHHOO,[(); 1]*
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2. A T'aide de la majoration précédente appliquée & F : u — In(a? + u?), a = et x = —,

montrer que, pour tout k € [[1; m]],
k/m 1+Oé2

2, .2 2
In(a” 4+ z3) —m /o In(e® 4+ v®)du| < S Toadm?

3. En déduire que :
[T (e +af) ~ e

k=1 m——+o00

Solution (Ex.101 — Un équivalent de [] (o + z3}))
k=1

1. Soit F une fonction de classe C* sur [0; 1] et a € [0; 1].
Pour tout ¢t € [0; 1 — a], on pose :
a—+t t
Gm:/ FMM—W@+?.

a) En notant ® une primitive de la fonction continue F, on voit que ¢ F(u)du =

®(a+t) — ®(a) est dérivable de dérivée ¢t — F(a + t). Donc G est dérivable.”

t t
me;mGﬁpﬂm+w7F@+§—5F@+?.
b) Soit # € [0; 1 — a]. A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a F sur
[aJr 33 a+:c}, établir que

W@H**WW J10; 1"
La formule de Taylor appliquée a l’ordre un avec F de classe C? sur [a +355a+ x] donne
a+t+x
F(a+ z) :F(a+§) + EF’(a+ g) +/ (a + 2z —uw)F"'(u)du
2/ T3 2 a2
Donc
, a+x ” P a4tz
|G(a:)|</ (a—l—a:—u)‘F ‘du HFH [0;1]/ a+x—udu
atxz/2 atx/2
(a+x —u)? ate
<o 1 [ff
a+xz/2
z?
<2,
c) Alors

car G(0) = 0, donc

F " Noopo; 1 a®
< —=220 2
8 3

|G(z)] = '/OI G'(u)du

x u2 .
|G($)‘ < o § HF Hoo,[O; 1] du
Ainsi, pour tout z € [0; 1 —dq] :

3
x
@) < LI o,

2. e En substituant avec les valeurs données dans I’énoncé (F étant C? sur [0; 1)),

k/m
G(z) = /( In(a® + v?)du — %hl(oz2 + z7)

k—1)/m
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On déduit de la majoration précédente

2 2 k{m 2 2 1 : 1 "
In(a® +23) —m Indu(a” + u”) gm(—) — ||F"| ,
k (k—1)/m m/) 24 00,[0; 1]
2u 20% — 2u?
o Vu e [0; 1], F'(u) = 55, F'(u) = (a2 T2z done

20° _ 2(e” +1)

(i) si u < o, alors |F”(u)| < o < o
- 2 2 _ 2(?
(i) si u > «, alors |F"(u)| = (02 + a2 (u? —a?) < e < (aa:_ ) (car u < 1),
2(a® +1
et dans tous les cas |F”(u)| < aij—)’ ce qui conduit a
a
k/m 1+OL2
In(a® 4+ z23) —m In(e® 4+ v’)du| < ———.
(k—1)/m 1204 m?

3. Sommons pour k allant de 1 & m et appliquons l'inégalité trianguliare :

m 1 2
In (g(QQ +xi)> — m/o In(o® + v?)du| < m x 112;740;712, donc

m 1
In l_I(a2 +a3) | — m/ In(a® + u®)du —— 0.
per} 0 m—4o00
Or Um — vm — 0 entraine exp(um — vm) —— 1 donc e*™ ~ €™,

m——+oo m—400 m—+o00

D’ou finalement .
[1(0*+a2) ~ ehlem

k=1 m—>+00

1
puisque h(a) = / In(o? + u?)du.
0

Exercice 102

. et le phénomeéne de Runge

n

1
1. Veérifi n(l) = — 2i—1).
a) Vérifier que Q, (1) nng(z )
b) Donner un équivalent simple de Q, (1)
c) En déduire un équivalent de f(1) — P, (1).

2. Montrer finalement que :

P, (1) = f(Q1) si, etseulementsi, o > ap.
n——+oo

Solution (Ex.102 — ... et le phénoméne de Runge)

1. ) Qu(1) = [ ] (1— (an_ 1) ) - n;m [[ - 26— 1))
k=1 k

=1
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CHAPITRE 29. PHENOMENE DE RUNGE

m 2n
1

:nTH (2k —1))(n + (2/4—1)):”%1_[(21'—1).

k=1 i=1

) Qui1) = o @0 Ve

~
n" = 2"n! notoo pn2ny/2rnnne—n n—too

V2.2me™m

_1\n/2 n_—n
) f(1) —Pu(l) ~ CDEV22e

n—+4o00 (1 + 042)6}1(0)"/2

=)"*v2 )””xf [

n—c;»oo 1+«

xp |5 (21n(2) - 2 - h(a))].

2. ¢ Si2In(2) —2—h(a) <0 (i.e. @ > ), alors f(1) — Pp(1) —— 0.

n——+oo

e Si2In(2) — 2 — h(a) >0 (i.e. @ < ap), alors f(1) — P, (1) diverge sans limite.

2
Plus précisément, |Pp(1)] ——— 400 st a < ao, et st a = ap alors |[Pp(l)] ——— L
n—4oo n—+oo 1 —+ CM2
qui est d’ailleurs différent de |f(1)].

Conclusion :

P,.(1) —+> f(1) si,etseulementsi,a > ap et il n’y a pas convergence uniforme sur [0; 1]...
n—-+oo
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a=0,4<ap

Interpolation équirépartie pour alpha=0.4, n=4

— Fonction
=== Polynéme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

Interpolation équirépartie pour alpha=0.4, n=6

— Fonction
=== Polynéme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

Interpolation équirépartie pour alpha=0.4, n=8

—— Fonction
——- Polynéme

7
1 \
H \
! 1
! \
! 1
4 1
! 1
1 1
! 1
! 1
1 '

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

12

1.0

08

0.6

0.4

14

12

1.0

08

0.6

14

12

10

0.8

0.6

a=0,8>ap

Interpolation équirépartie pour alpha=0.8, n=4

— Fonction
==+ Polynéme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.0 0.75 1.00

Interpolation équirépartie pour alpha=0.8, n=6

— Fonction
=== Polynéme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 1.00

Interpolation équirépartie pour alpha=0.8, n=8

— Fonction
—=—- Polynéme

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 075 1.00
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Chapitre 30

Convergence de l'interpolation de
LAGRANGE et points de
TCHEBYCHEV

Exercice 103

Erreur de lVinterpolation polynomiale de LAGRANGE

1
C" et xo,1,. .., %0

Soit n € N*, [a; b] un segment, f : [a; b] — R une fonction de classe

n + 1 points deux & deux distincts de [a; b].

Soit P,, le polynéme d’interpolation de Lagrange def aux points xo, x1, ..., Tn, caractérisé par
deg(P) <n et Vke[0; n]],Pn(zr) = f(zk).

On définit le polynéme m, par
n

Tpn — H (X — mk)
k=0

1. Soit z € [a; b] fixé et distincts des zj pour tout k € [[0; n]].

a) Montrer qu’il existe une constante réelle A telle que

w:la; b = Rt f(t) —Pn(t) — Amp(t)
s’annule en x.

b) Justifier que ¢ est de classe C" ! et s’annule en n + 2 points distincts de [a; b].

c) En déduire que ™Y s’annule au moins une fois en un point ¢ de Ja; b[.

d) Justifier que
f(n+1) (C)
f(x) = Pn(z) = mﬂn@)

2. Justifier que




CHAPITRE 30. CONVERGENCE DE I'INTERPOLATION DE LAGRANGE ET
POINTS DE TCHEBYCHEV

puis que

=]

= [

(n+1)!

n||oo7

et enfin que

H " 1)Hoo +
Vn € N* - P, <—2(b—0a)" L
n LS oo ( 1)! ( )

3. Etonnant non ?

Montrer que le polynéme interpolateur P, de la fonction « sinus » en m points de [0; 1]
converge uniformément vers sin sur le segment [—7; 7]... et il n’y as pas d’erreur sur les
segments considéres ... comme on peut le constater sur les figures suivantes :

Interpolation a 3 points de ]0,1[ Interpolation & 6 points de ]0,1[
— Sinus LemTTTNS N 1.001 — sinus
101 o pts dinterpolation 075 ® Pts dinterpolation
-=- Polynéme : -=- Polynéme
05 0.50
0.0 0.25
0.00
-0.5
-0.25
-1.0 /
/ -0.50
1
-15 / -0.75
’
’
-2.0 ! -1.00
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Interpolation a 9 points de 10,1[ Interpolation a 12 points de ]0,1[
1.004 — sinus 1.001 — sinus
0.75 ® Pts d|[1terpolat|on 075 ® Pts dl[lterpolanon
=== Polynéme ==+ Polynéme
0.50 0.50
0.25 “ 0.25
1
0004 \\ 0.00
\
\
-0.25 -0.25
-0.50 -0.50
-0.75 -0.75
-1.00 -1.00
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Solution (Ex.103 — FErreur de l’interpolation polynomiale de LAGRANGE)

1. a) Comme z est distinct des zy, T, (z) # 0, donc A = W convient.
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b) ¢ est somme de fonctions de classe """ au moins.

Pour tout k € [[0; n]], f(zr) = Pn(zk) et mn(xr) = 0 donc p(zx) = 0.
Par choix de A, ¢(z) = 0.
Donc ¢ s’annule en n + 2 points distincts de [a; b].

c) En appliquant n+ 1 le théoréme sur les intervalles formées par les n+ 2 points d’annulation
de ¢, on voit que ¢’ s’annule aux moins n + 1 fois. Et en itérant ce raisonnement n fois, on
voit que go(”ﬂ) s’annule au moins une fois, en un point ¢ € ]0; 1].

d) Comme degP, < n, Pslnﬂ) = 0 et comme 7, est un polynéme unitaire de degré n + 1,
70nn+1=(n+1).

(n+1)
Donc o™V (¢) = f™FV(¢) — (n+1)!A, d'on A = f(n%l()c') et
F"0(e)
f(@) = Pu(z) = mm(m).
2. Justifier que
“Lp(n-‘t-l) ’
Vo €la; b, |[f(z)—Pn(z)| < Wﬂ'n(flﬁ)
puis que
(n+1)
Hw ‘oo(b—a)n+1.

Vn € N —P,|| < — @

De ce qui précéde découle :
F 0 (e)

Vz € [a; b],3cx €]a; b, |f(z) — Pu(z)| = ’ CE] ()
On en déduit
]l
Vo € [a; b], [f(z)—Pn(z)] < CE] |70 ()]

puis
=]

= [l
Tnl| o -

||f*PnHoo < W

Enfin, puisque pour tout = € [a; b] mn(z) est le produit de n + 1 facteurs x — xy tels que
|z — x| < b—a, |Tn(x)] < (b—a)", dou

]
vn € N*, ||f = Pull, < W(h —a)"th
3. Etonnant non ?
La majoration précédente conduit a
. (2m) !
Vn € N*, [|sin —=P,|| , < CEEE
(2m)™tt cvy
Or —*—— —— 0, donc par encadrement ||sin —P,||_ — 0 et P, — sin sur
(n+1)! notoo © st
[—7; 7).
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POINTS DE TCHEBYCHEV

Exercice 104

Les points de TCHEBYCHEV

On reprend les hypothéses précédentes, en fixant de plus le segment en posant [a; b] = [—1; 1].
On admet Pexistence des polynémes de Tchebychev vérifiant
1 sin=0

Vn € N,deg(T,) = n,dom(T,) =
g(Tn) (Tn) 2"l sin>1

et V6 € R, Ty (cos(#)) = cos(nf)

On pose t, = Tht1.

on
1. a) Justifier que ¢,, est unitaire de degré n + 1.

b) Déterminer ||t.||_,
2. On suppose que ||| < ||tn||,, et on pose Q = t, — 7p.

. deéf. km
Soit tout k 0; 1 =
oit pour tout k € [[0; n+1]], y» = cos <n+1

a) Montrer que Q change de signe dans chacun des n+1 intervalles | yr11; yi[ avec k € [[0; n]].

b) En déduire que Q est le polynéme nul.

¢) En déduire une contradiction.

3. a) Déterminer les racines de t,.
b) En déduire que

Vk e [[0; n]], 4 cos (%)

constitue un choix optimal des n + 1 points zx pour la convergence uniforme de (Py) vers

f-

Ces points s’appelle les points de Tchebychev.
4. En 1901 le mathématicien allemand Carl RUNGE a démontré que, pour la fonction

-1 1] >Rz ——
il U R
le choix de points uniformément répartis sur | —1; 1[ n’entraine pas la convergence uniforme
de P, vers f. Plus précisément, on peut montrer le phénoméne de Runge :
n— oo

Observons ce qui se passe si I’on choisit les points de Tchebychev.

a) En remarquant que
1
Vee|—-1; 1], z)=Im|—— |,
Sl g =Tm ()

proposer une majoration de Hf("H) ‘
b) En déduire que polynome interpolateur P,, de f aux points de Tchebychev converge unifor-
mément vers f sur [—1; 1].

Solution (Ex.104 — Les points de TCHEBYCHEV)

1. a) deg(t,) = deg(Tnt+1) =n+ 1 et dom(t,) = idom(Tn+1) =1.

b) Vx € [-1; 1], &
Tri1(z) = Thi1(cos(Arceos(z))) = cos((n + 1)Arccos(z)) € [—1; 1],
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donc ||Tri1||l, < 1.
De plus Trn11(1) = Tri1(cos(0)) = cos((n + 1)0) =1 donc ||Tri1]|, =1

Donc ||Tni1||,, =1 et par homogénéité ||t.|| ., = on
2. a) Yk € [[0; n+1]],
1 1
Q(yr) = 5, cos (n + Dyk) — mn(yn) = o cos(km) — mn(ys) =

2
= CO e — (o)
Si & est pair, Q) = [ltall... — mu () > 0 car [[mall . < [[tall_.
Si & est impair, Qi) = — 1tnll.. — T () < 0 car [[mll.. < ]|,
Donc Q change de signe sur chacun de intervalles | yrt1; yr[ avec k € [[0; n]].

b) Comme toute fonction polynomiale est continue, d’aprés le théoréme des valeurs intermé-
diaires Q s’annule au moins une fois dans chaque intervalle ] yr+1; yx[ avec k € [[0; n]].
Donc Q posséde au moins n + 1 racines distinctes. Mais Q = t,, — m, ou t,, et m, sont tous
deux de degré n + 1 et unitaires, donc Q est au plus de degré n. Par conséquent, Q est le
polynéme nul.

c) Donc t,, = my, donc ||mx||, = ||tn]|,, ce qui est contradictoire.

3. a) e Les racines de t, sont celles de Tpy1.

e Cherchons les racines de Tpy1 dans [—1; 1].
Soit x € [—1; 1] et 6 = Arccos(z) € [0; =]

™ km
n = +1)0) = *keZb= ——v+——
[rii1(z) =0<= cos((n+1)0) =0 <— nt 1) ntd
T km 1 1
Deplus: —+ ——€[0; 7 —- < k< 5 ;T
e plus R RS [0; 7] <= 5 k n—|—20r96[0 ], donc

_ T kr
2(n+1) n+1

Trt1(z) =0<= 3Tk € [[0; n]],z = cos (M>

2(n+1)
2k+1
u) est strictement croissante a valeurs dans [0; 7] et la fonc-
2(n+1) Jochan—1

Trt1(z) =0<=cos((n+1)0) =0<«<= 3k € [[0; n]],0 =

La suite (

. . . 2k
tion cos est strictement décroissante sur [0; 7] donc les n nombres cos (H) pour
n
k€ [[0; n—1]] sont deux & deux distincts (suite strictement décroissante).
e Comme deg(Ty+1) = n+ 1, Ty4+1 posséde au plus n + 1 racines distinctes.

e Finalement, T,,11 a exactement n+ 1 racines distinctes, toutes dans [—1; 1] et est scindé

a racines simples, donc
= ﬁ — cos @k + Dm
2(n+1)

4. a) Tout choix des ) conduit a ||7rn|| 2 ||tnl|, et comme t, posséde n + 1 racines distinctes
dans [—1; 1], prendre
déf. 2k+ 1)
Vk € [[0; , = —_
[[0; n]], =x = cos ( 3n 1)
rend minimale la norme ||m,||_
C’est donc un choix optimal des n+ 1 points zx pour la convergence uniforme de (P,,) vers
f

On peut écrire
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CHAPITRE 30. CONVERGENCE DE I'INTERPOLATION DE LAGRANGE ET
POINTS DE TCHEBYCHEV

[EZ3]

PGR[ ]deg(P]grilrrLlH,dom(P)ﬂ 1Pl

On peut méme démontrer que ce choiz optimal est unique, c’est-a-dire que si P est unitaire
de degré n+ 1, alors ||P||, = ||tn||,, entraine P =t,.

La)Vre[—1; 1],Im <ﬁ) —TIm (%) — f(2)

On a alors :

ot

1 1) ) = m | DB R
VkeNVze[-1;1],f (m)—Im<(\/§x_i)k+l )
donc ‘f(k)(m)‘ <KWV car |(VBz — i)t > 1.

Donc Hf("‘H) < (n+ 1)!\/§"+1.

‘ oo

b) La majoration de 'exercice précédent
‘ ‘f(n+l)

LOH I
Tn |l oo

V’n6N*7||f—P‘n||oo < W

donne pour tout n € N*
H fnt1)

n+1 n
1~ Pl < ‘°°||tn|oo<“§<ﬂ(“§) .

(n+1)!

V3

n
Comme (—) — 0, par encadrement,

2 n—-+oo
CVU
If = Pullog 7= Oice. P == f.
Interpolation a 3 points de ]0,1[ Interpolation a 6 points de 10,1[
1.0 1.0 — xp 1B +1)
08 09 --- Equirépartis
h —-- Tchebychev

0.8

0.6
0.7

0.4
0.6

0.2
0.5

0.0 / — xp1/(3x%+1) \ 04

\
/ e Eaniv
~02 J Equirépartis \ 03
i —-- Tchebychev \
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00
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1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Interpolation a 9 points de 10,1[

— xp1/(3x+1)
--- Equirépartis
—-- Tchebychev

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00
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Chapitre 31

Espaces de HILBERT et familles de
polyno6mes orthogonaux

[E3A-M1 - 2017 — PSI — Exo 2] [CCP — 2019 — PC — Exo 1|

Fonctions poids, produits scalaires intégraux, espaces L? de HILBERT

@ Soit Ja; b[ C R (éventuellement a = —oco ou/et b = +00). On appelle fonction poids
w:]a; bl = R toute fonction telle que

(i) f est continue strictement positive sur Ja; b,

(ii) pour tout n € N, z — z"w(z) est intégrable sur |a; b[.

Dans la suite, w est une fonction poids sur Ja; b].

@ On appelle espace de HILBERT ’ensemble

L2 = {f:]a; b[ = R, f?w est intégrable}.
L2 est un R—espace vectoriel.
® On définit sur £2 le produit scalaire intégral

. b
gy / F(@)g(@yw()de

et sa norme associée

I / f(@)?w(z)dz

Commentaires —

(i) assure que pour tout n,  — z™ est dans £2, donc R[X] C £2 : £2 contient au moins
tous les polynémes.

@ prétend de £2, est un sous-espace vectoriel de Rl b[, énorme espace de toutes les fonctions
de Ja; b[ dans R.

Pour montrer que £2 est stable par combinaison linéaire, on peut s’appuyer sur

(f+1g9)® < 2 +18°g° + 2|lg fgl < (1 +1g))(f* + 1g] 9°)

® +y° 2
—— (car (|z[ = [y])” 2 0...)

Dans @, la bilinéarité, la symétrie et la positivité ne posent aucun probléme. Pour montrer
que {.,.) est défini, on observe que f2w est continue et positive, donc la nullité de l'intégrale

obtenue grace a |zy| <
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CHAPITRE 31. ESPACES DE HILBERT ET FAMILLES DE POLYNOMES
ORTHOGONAUX

entraine la nullité de la fonction f2w sur Ja; b, et comme w ne s’annule jamais, elle entraine la
nullité de f sur Ja; b[.
Exemples — Dans les concours, on rencontre fréquemment :
@ Ja; b[=]-1; 1[et w: z +— 1, ce qui conduit au produit scalaire usuel
1

-/ f@g(@)da.

Les polynémes de LEGENDRE forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire.

@Ja; b[=]-1; 1[et w: IH\/;.TQ
/ f(@)g(@) l—:cQ - Coq(t)/ f(cos(t))g(cos(t))dt.

Les polynémes de TCHEBYCHEV forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire.
®Ja; b[=]0; +oo[ et w: x+— e~ %, ce qui conduit au produit scalaire

+oo
(f,9) = /0 f(z)g(z)e *dx.

, ce qui conduit au produit scalaire

Les polynémes de LAGUERRE forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire.
@Ja; b[=]—00; oo et w:x ef‘"”?, ce qui conduit au produit scalaire

+oo 5
(f.0) = / F@)g(@)e"da.

Les polynéomes de HERMITE forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire.

Exercice 105

Vérifications

Veérifier que pour tous ces exemples, les fonctions z — z"w(z) sont intégrables sur Ja; b[.

Exercice 106

Ezemple des polynémes de TCHEBYCHEV

1
On prend Ja; b[=]— [et w:a+— ————, ce qui conduit au produit scalaire

W
/ f l_xz z= COS(t)/ £ COb Cos(t))dt.

Soit (Ty) la suite de polynéme définie par
Vn €N, VO eR, cos(nb)="T,(cos(d)).

1. a) Montrer que la famille (T,,) est orthogonale avec pour tout n € N, deg(T») = n.
b) Justifier que pour tout n € N*, toutes les racines de T, sont réelles, simples et dans |a; b[ =
]-1; 1.

Solution (Ex.106 — Ezemple des polynémes de TCHEBYCHEV)
1. a) Pour m # n,
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™

(T, Trn) = T (cos(t))Tr(cos(t))dt = /07T cos(mt) cos(nt)dt

™

cos((m + n)t) + cos((m — n)t)dt

{%in((m—:r nt) . sin((m: n)t)] "

N = M‘Hh

0
=0
Pour deg(T,,) = n, voir la partie consacrée aux polynéomes de TCHEBYCHEV.
b) Dans cette partie, on a justement démontré que T, admet pour racines les n nombres

2k —1
cos ( :Jr 7 7T> ou k € [[0; n —1]], qui sont bien n racines distinctes dans | —1; 1[.

Exercice 107

Les polynoémes orthogonauz vérifient une relation de récurrence d’ordre 2

A Daide du procédé de GRAM-SCHMIDT par exemple, on peut construire une suite de polynémes
orthogonaux (Pr)nen vérifiant
Vn €N, deg(P,)=n,
ce qui a pour conséquence que
VQ € Rp—1[X], QLP,
puisque P, € Vect(Po,..., Pn_l)L = Rn_l[X}L.
Montrer qu’alors
Vn >2, 3(an,bn,cn) € R® Por(X) = (@nX + bn)Pr_1(X) + cnPr_a(X).

Sur les polynémes de TCHEBYCHEV, nous avons vu une telle relation

T, =2XT,_1 —Th_2

Solution (Ex.107 — Les polyndémes orthogonauz vérifient une relation de récurrence d’ordre 2)

e En appliquant le procédé de GRAM-SCHMIDT & la famille (1, X, ..., X"™) par exemple, ou par tout
autre procédé, on peut construire une famille orthogonale (Po, ..., P,) vérifiant les conditions.
e Soit pour tout n d, le coefficient dominant de P,,.

P, — n XP,-1 € R,,—1[X], donc (1,...,P,_1) étant une base de R,,_1[X], il peut s’écrire
n—1
d n—1
P,— 2 XP,_1= P (Q).
i 1 ;5 (@)

En calculer le produit scalaire de () avec P, pour 0 < j < n, on obtient

(2 XPana) = 5 PSP
Or par définition du produit scalaire, (P;, XPp_1) = (XP;,Pr_1).
Et P,,—1 est orthogonal & tout polynéme de degré ¢ < n — 1, donc & XP; si j < n — 3. Donc
Vj <n—3,0=8;|P,||°, donc B; = 0.
(V) devient
dn
dn—l

Pn - XPn—l = Bn—QPn—Q + /Bn—lpn—l-

221



CHAPITRE 31. ESPACES DE HILBERT ET FAMILLES DE POLYNOMES
ORTHOGONAUX

Donc en prenant a, = PR bn = Bn-1 €t cn = Pn—2
n—1

Pn(X) = (anX + bn)Pnfl(X) + C7LP7172(X)~
Preuve

Exercice 108

Racines des polynémes orthogonaux

Soit (P )nen une suite de polynémes orthogonaux vérifiant

Vn €N, deg(Pn)=n.
Montrer que les n racines du polyndéme P,, sont réelles, deux a deux distinctes, et & l'intérieur
de]aj; b[.

Solution (Ex.108 — Racines des polyndémes orthogonauz)
Soit x1,...,xk les racines de P, qui sont réelles, de multiplicité impaire, a l'intérieur de | a; bl.
On a k < n car deg(P,) = n.
Supposons k < n et posons
QX)=1sik=0,
QX)=(X—z1)(X —x2)...(X = z) sinon.
b

(Q,Pr) =0 car degQ = k < n, or (Q,P,) = / Q(z)Pr(z)w(z)dx, et le polynéme QP est

de signe constant car toutes ses racines sont de rrtllultiplicité paire. Donc QP,w est continue, de
signe constant et d’intégrale nulle sur Ja; b[, donc est nulle sur Ja; b[. Comme w ne s’annule
jamais, le polynéme QP,, est le polynome, ce qui est absurde car deg(QP,) =n+k > 0.

Donc k = n, P, admet n racines réelles dans ] a; b[, et comme deg(P,) = n, il n’y en a pas
d’autres donc la propriété est vraie, et elles sont toutes de multiplicité 1.
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Chapitre 32

Polynémes de LEGENDRE

[CCP - 2018 — PC - |
Les polynéomes de LEGENDRE forment aussi un exemple de famille de polynémes orthogonauz.
Définition — Les polynémes de LEGENDRE
Soit, pour tout n € N, P,, = (X* — 1)" = (X — 1)"(X + 1)".
On pose, pour tout n € N, &
_pn) _
L,=P;"’ = Ixn

L, est le n—iéme polynéme de LEGENDRE.

(X2 -1,

Exercice 109

Propriétés des polynémes de Legendre

1. Montrer que Lo =1, L; =2X et Ly = 12X2 — 4.

|
VneN, deg(Ln)=n, dom(Ly) = (25)'

et L, a la méme parité que I'entier n.

2. Montrer que pour tout n € N*, L, admet exactement n racines réelles distinctes comprises
dans | —1; 1].

Solution (Ex.109 — Propriétés des polynémes de Legendre)

1. Po=1,donc Lo =P{" =Py =1.
P; = (X2 — 1), donc Ly = P{) = 2X.
P, = (X2 — 1), donc Ly = P$Y = (2.2X(X? — 1))’ = 12X2 — 4.
deg(P,) = 2n donc deg(Ly) = deg(PSln)) =2n—n=n.

P, = X?" + ... donc aprés n dérivation,

2n)!
PO = [2n(2n—1)...(2n — (n — 1))] X" 4. = @ "4

n!
P, = (X2 —1)" est un polynome pair. Or le dérivé d’un polyndme pair est impair, et le dérivé
d’un polynoéme impair est pair. Donc aprés n dérivation, L,, est pair si n est pair et impair si

n est impair.
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CHAPITRE 32. POLYNOMES DE LEGENDRE

2. Ici, deux outils nous attendent :
e si a est racine de multiplicité j du polynéme Q, alors Q(a) = Q'(a) =--- = Q(jfl)(a) =0,
autrement dit o est racine de j polynémes dérivés successifs,
e si P(a) = P(b), alors P’ admet une racine dans |a; b[... le fameuz théoréme de ROLLE,
puisque P est dérivable.
P, =(X+1)"(X - 1)" admet comme racine —1 et 1, toutes deux de multiplicité n.
Montrons par récurrence sur k € [[0; n—1]] que P#) admet —1 et 1 comme racines de
multiplicité n — k, et k racines distinctes dans | —1; 1.
—1 et 1 sont les racines de P,,, de multiplicité n exactement.
Supposons la propriété vraie au rang k € [[0; n — 2]] fixé.
Alors —1 et 1 sont racines de multiplicité n — k de P®*), donc sont racines de multiplicité
n—k—1deP*D,
De plus P*) admet k racines dans | —1; 1[, disons
—“l<ap < <ap<l1
Donc
p(k>(_1) - p(k)(al) T P““)(ak) — p(k)(l) —0.
En appliquant le théoréme de ROLLE sur chacun des k + 1 intervalles [—1; au], [a1; a2],...,
[ak; 1], on obtient que PF! = (P(k))' admet k + 1 racines respectivement dans | —1; au],

Joaa; azl,. .., Jak; 1], ce qu'il fallait démontrer.

La propriété est vraie pour tout k € [[0; n — 1]] et en particulier pour k =n —1: pY
admet comme racine simple —1 et 1, ainsi que n — 1 nombres distincts —1 < v1 < 72 < -+ <
Yrn—1 < 1.

(n)
n

Donc par le théoréme de ROLLE toujours, L, = P, ’ admet n racines, intercalées entre ces

n + 1 nombres. Cqfd.

Exercice 110

Orthogonalité des polynomes de LEGENDRE

Montrer que les polynémes de LEGENDRE forment une famille orthogonale pour le produit scalaire
1
(o) = [ f@(a)do
-1

qui correspond a la fonction poids w : z — 1 sur | —1; 1[ (voir § sur les familles de polynémes
orthogonales).

Solution (Ex.110 — Orthogonalité des polynémes de LEGENDRE) Puisque —1 et 1 sont ra-
cines de Ly, d’ordre m et de L,, d’ordre n, en prenant n < m, en effectuant n IPP successives
dérivant L,, et primitivant L.,, —1 et 1 seront encore racines de la n—eéme primitive de L,, mais
L, aura disparu, car deg(L,) = n.

Soit n < m.

-1

P [ 11 [(z* = 1)"] " V[(2* = 1)"] " e
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1

4 [[(xQ — 1™ (m—1) [(x2 —1)"] (n)]

-1

=0 car —1 et 1 sont racines d’ordre m de (z2—1)™

PP [ 11 [(z* = 1)™] "2 [(2* = 1)"] " P da
- [[@ =)™ [ - 7] “”1)]1_1

=0 car —1 et 1 sont racines d’ordre m de (z2—1)™

P (_qym /_ (2 = 1)) [(@* = 1)"] "™ da

1
et comme n + m > 2n et deg(z® — 1)" = 2n, [(z
(L, Ln) = 0.

2 1)n] (n+m) -0
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Chapitre 33

Intégration numérique de (GAUSS

[CCP - 2019 — PC — Exo 1]

=wLire le §« Espaces de Hilbert et familles de polynémes orthogonaux » au préa-
lable.

On connait les classiques méthode des rectangles et méthode des trapézes pour calculer la
valeur approchée d’une intégrale. Ces méthodes ne sont pas adaptées aur intégrales impropres
puisqu’elles nécessitent la connaissance des valeurs de lintégrande aux bornes de l’intervalle, et
nécessitent aussi que l’intervalle soit borné. GAUSS a proposé une toute autre démarche, basées
sur les polynémes orthogonauz.

Une formule magique
Soit P un polynéme. Etudions cette proposition due & GAUSS :

/AP(t)dt ~Jp ( i) +5P(0) + 2P < g) (©)

(V) prétend calculer l'intégrale de P sur [—1; 1] en s’appuyant uniquement sur les valeurs
de P en 3 points.

Observons (V) pour les premiers mondmes :
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CHAPITRE 33. INTEGRATION NUMERIQUE DE GAUSS

p /ij(t)dt op (—\/§>+§P(O)+3P< g)
1 2 g+g+g:2

X 3 §5><§3+§8x0+§5><533:§
X¢ = 20,2857 | X 4 g X 045X o5 = o2 = 0,24

—~

De plus la formule (Q) est linéaire, donc comme elle est vraie pour tout X* avec 0 < k <5,
elle est vraie pour tout P € R5[X]. Ainsi

VP € Rs[X], /1 P(t)dt = gp ( g) + gp(o) + gp ( g)

Exercice 111

Intégration numérique ou « Quadrature de GAUSS»

Soit | a; b[ un intervalle, w une fonction poids sur | a; b[ (voir le § sur les polynémes orthogonaux).

Soit n € N* et (Lk)ogk<n une suite de polynémes orthogonaux telle que :
Vk € [[0; n]], deg(Lkx)=k.

En particulier, L,, € ]Rn_l[}ql et L, admet n racines distinctes deux a deux x1,...,x, dans
Ja; bl
Montrer qu’il existe n réels a, ..., a, tels que

VP € Ran—1[X], /b P)w(t)dt = a1P(z1) + -+ anP(zn) (G)

Solution (Ex.111 — Intégration numérique ou « Quadrature de GAUSS»)
(i) Cherchons (a1, ..., an) pour que (G) soit vérifiée pour tout polynéome de R, [X]. Par linéa-
rité, il suffit que (G) soit vérifice pour tous les monomes (X¥)ochcn_1.
b
Soit k € [[0; n — 1]]. Notons I o / t*dt.
X* vérifie (9) si, et seulement si, ozlx’f + -+ anxﬁ =I.
Ainsi
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a1+ +an=To
Vke[[0; n—1]], 11+ anTn =1
=
X* veérifie (G)

n—1 —1
arxy” A+ anzy =1

1 1 1
a1 Io
1 i) . Tn
V] : = : ounV=
Qn In71 n—1 n—1 n—1
1 2 n

V est une matrice de VANDERMONDE, inversible car les racines z; sont deux & deux distinctes.
Donc ce systéme admet une unique solution, donc il existe une unique famille de n réels a1, ..., an
telle que (G) est vérifiée pour tout P € R,_1[X].

(ii) Montrons qu’alors (G) est vraie pour tout P € Ra,—1[X].

Soit P € Ro,—1[X]. Par la propriété de division euclidienne,

I(Q,R) e R[X], P=QL,+ R avecdeg(R) <n-—1
et aussi deg(Q) < n — 1 car deg(L,) = n et deg(P) < 2n — 1.

/ P (tw(dt = / QUL () + Rty

- / QUL (tyw(t)dt + / "R@yw(o)dt
Or L, € R, [X]" et Q € R,,—1[X] donc L, L Q : /ab Q)L (Hw(t)dt =0
Et R € R,_1[X] donc / "R@yw(t)dt = i aR(z:).

Mais : Vi € [[1; n]], R(z;) = P(z:) — Q(x:)Ln(x;) = P(x;) car z; est une racine de L. Donc

/ R(t)w(t)dt = ZaiP(azi).

Ainsi

/ P(t)w(t)dt = ZaiP(azi).

Exercice 112

FExemple dans un cas itmpropre

Etablir la formule suivante :Jr

VP € Rs[X], / T p(t)etdr = 2 +4\/§P(2 -V2) + 2 *4‘/513(2 +V?2)

Solution (Ex.112 — Ezemple dans un cas impropre) Ici]a; b[=]0; +oo[et w:]0; 4oo[ —
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CHAPITRE 33. INTEGRATION NUMERIQUE DE GAUSS

R,t+— e "

Cherchons une famille (Lo, L1, L2) orthogonale de Ry[X], par le procédé de GRAM-SCHMIDT
appliqué & la base (1,X,X?).

—+oo
Je rappelle que : Vn € N, / t"e tdt =T(n+1) = nl.
0
+o0

o ||1]| = / e 'dt = 1 donc Py = 1 convient.

0 oo
oX7<X,Po)Po:X7/ te tdt =X —1

0

+oco +oo
||X—1\|2:/ (t—1)2e*tdt:/ (> =2t 4+ 1)e "dt =2! —2.11 + 0! =1
0

Donc P = X(L 1 convient.

o X? — (X*,Po)Po — (X?,P1) Py = X* —2IPg — (3! —2!)P; = X* —4X + 2

Inutile de normaliser Py car je cherche juste une famille orthogonale, donc Py = X? — 4X 4 2.
Ses racines sont 2 + /2.

Il reste & trouver a1 et a2 pour que

+oo
aiP(2 —V2) + P2+ 2) = / P(t)dt
0
lorsque P=1et P=X":

{Oé1—|-012_1 L=
—

[\
J’_
>

S

a1(2—V2) +a2(2+V2) =1

Q2
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Chapitre 34

Approximation polynomiale en
norme L? de HILBERT

wLire le §« généralités sur les polynémes orthogonaux au préalable.

En dehors de lapprozximation uniforme, une autre idée pour mesurer l’écart entre un polynome
P et une fonction f est d’utiliser la norme ||.|| de HILBERT. Je rappelle le contexte.

Définition — Fonctions poids, produits scalaires intégraux, espaces L? de HILBERT

@ Soit Ja; b[ C R (éventuellement a = —oco ou/et b = +00). On appelle fonction poids
w:]a; bl — R toute fonction telle que

(i) f est continue strictement positive sur | a; b],
(ii) pour tout n € N, & — z"w(z) est intégrable sur Ja; b].
Dans la suite, w est une fonction poids sur Ja; b[.
@ On appelle espace de HILBERT ’ensemble
L2 e {f:]a; B[ =R, 2w est intégrable }.
L2 est un R—espace vectoriel.

® On définit sur L2, le produit scalaire intégral
b
déf.
(9" [ gy

et sa norme associée
b
deéf. 2
171 / f(@)?w(z)de
a

Définition — Ecart quadratique moyen

Pour toutes fonctions (f, g) € L2, on appelle écart quadratique ou distance quadratique entre
f et g le réel

a(f,9) = IIf —gll = \// (f = 9)*(tw(t)dt.
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CHAPITRE 34. APPROXIMATION POLYNOMIALE EN NORME L2 DE HILBERT

Exercice 113

Meilleure approzimation polynomiale en norme L?, ou au sens de HILBERT

Soit f € L2,
Justifier que la meilleure approximation polynomiale de degré au plus n au sens de HILBERT est
le polynome Q. (f) = pr,x](f), projeté orthogonal de f sur R,[X].
Autrement dit, justifier que Qn(f) = pr,,x](f) est I'unique polynéme de R, [X] tel que
IIf = Qn(f) min_||f — PJ|.

|| - PeR, [X]

Solution (Ex.113 — Meilleure approximation polynomiale en norme L%, ou au sens de HILBERT)
C’est la caractérisation du projeté orthogonal comme meilleure approximation en norme, qui est
une propriété du cours.

Elle repose sur le théoréme de Pythagore.

Soit P € Ry [X]. Alors

17 =PI = [[(f = Qu (1)) + (Qu(1) = P)|I*

Or f— Qun(f) L Qu(f) =P car f — Qu(f) € R, [X]* tandis que Q. (f) — P € R,[X].

Par le théoréme de Pythagore,

IIf = PII* = lIf = Qu(AII* +11Qu(f) = PII* > [If = Qu(HII,

avec égalité si, et seulement si, P = Q,(f).
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Chapitre 35

Approximation polynomiale
uniforme et polynémes de
BERNSTEIN

[CCP - 2016 — PC — | [MP-M2 — 2019 — PSI — Partie II]
. ou comment des idées probabilistes aménent & la démonstration d’un résultat analytique.
Nous allons démontrer le théoréme suivant dans un cas particulier mais déja trés vaste : celui
ot la fonction f est K—lipschitzienne sur [0; 1], ce qui englobe toutes les fonctions C*.
Théoréme de WEIERSTRASS
Toute fonction f:[0; 1] — R continue est la limite uniforme d’une suite de polynémes.

Autrement dit, il existe une suite de polynomes (Pn)nen de R[X] telle que
Jim [P~ fll,, = 0.
Autrement dit, bis,

R[X] =C°([0; 1],R).

Nous étudierons une approche probabiliste, due ¢ BERNSTEIN

Exercice 114

Convergence uniforme des polynémes de BERNSTEIN

Soit f:[0; 1] — R une fonction K—lipschitzienne.
Soit € > 0 et z € [0; 1]. Soit (X;);>1 une suite de variable aléatoire réelle indépendantes toutes
de loi de Bernoulli B(z).

On pose

S

n
n .

Vn € N*, Sn:ZXi et Fn=
=1

Justifier les propriétés suivantes.
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CHAPITRE 35. APPROXIMATION POLYNOMIALE UNIFORME ET
POLYNOMES DE BERNSTEIN

1

1. V6 >0, P(|Fn—m|>5)<m
2. ¥6>0, P(|Fn—2|26) ——0
n—-+oo

3. L’idée de BERNSTEIN est que F,, = x, ce qui se lit « F,, converge en probabilité vers x », et
que par conséquent f(F,) LN f(x). Or BERNSTEIN remarque que
(i) Vn e N*, S, — B(n,x), donc
(ii) Vn e N*,  Pp(z) = At E(f(Fn)) est un polyndéme en z.

4. VneN*, |Pu(z) - f(z)| SE(If(Fn) - f(2)])

5. On prend § = ﬁ En justifiant que
E(If(Fa) = f@]) = > [f(y) = f@)|B(Fr =1y))
y/ly—x|<s

+ Y @)~ f@IP(Fn=y)

u/ly—els
on montre que
Vn e N*, |Pn(z)— f(z)] < = + [l
’ 2 2n62

6. Finalement
1Pn = flloo —=7 0 iee. Pu AL

Solution (Ex.114 — Convergence uniforme des polynémes de BERNSTEIN)

1. Voila qui sent bon 1 inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV.
1!1 1
1 Z E(X;) = fn Xr=ux

mdep 1 _ _ ‘T(l _ ‘T)
V(Fn) ZV = n><x(1 x) = —

Par l’megahte de BIENAYME TCHEBYCHEV
z(1—x)
V6 >0, P(|Fn—z|>0§) <—5—.
>0, P(Fu—a|>0) < T2

Reste & majorer z(1 — z) sachant que « € [0; 1]. On peut étudier la fonction x — z(1 — ) ou
observer que

1 1 1

t(l-z)=z—-2>=—(z 2) +4 4,donc 1
V6 >0, P(|F.—z|>0)< v
2. Par encadrement, V6 >0, P (|F ’ =90 —> 0.
n—-+o0o

Ceci est exactement la loi faible des grands nombres appliquée & la suite des variable
aléatoire réelle (X;), indépendantes, toutes de méme loi, possédant une espérance valant x et
une variance.

3. Soit n € N*. F,, = Sn—", or S, est la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de loi
B(z), donc par stabilité S, — B(n,z), et S,(Q) = [[0; n]].
Donc par transfert, en appliquant la fonction g : v — f(%),
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Donc
el Pu() L E(FE)) = F(E) (Z) 21—
est un polyndéme en z.

|Pn(z) — f(z)] - |E(f(Fn) — f())|, or pour toute variable aléatoire réelle Y admettant
une espérance, |Y| admet une espérance et Y < |Y| entraine par croissance de l’espérance
E(Y) <E(]Y]). D’ou

¥n €N, [Pu(x) — f(2)] SE(|f(Fn) - f(2)])

. OnprendnEN*et5——

2K
E(1f(Fn) = f(2)]) TE ST |f(y) = (@) P([Fn = y])
yEF, (Q)
E(1f(Fn) = f@)]) = > 1) — f@)|P(Fn =y])
y/ly—z|<8

+ Y @)~ f@IP(F.=y)

y/ly—=z[>8
Or: |y — | <6 = |f(y) ~ J@) <K< 3
Bt pour |y — | > 8, on a 1) = /@) < F @)+ 15 < 211l
E(If(Fa) - f@]) <5 Y B(Fa=y)

y/ly—=|<é

20/l X P(Fn =)
y/ly—z|>6
€
E(1f(Fn) = f@)]) < SP([Fn — 2] < 8]) + 2| P([[Fn — 2| > 0])
En majorant la premiére probabilité par 1 et en utilisant

. e ISl
_ < = oo
Vn € N*,  |Pp(x) — f(z)| < 3 + 252

. Finalement, on a pris € > 0 quelconque, § = %, indépendant de n et x. Soit ng € N* tel que

no = HJ;!”, par exemple ng = {HfH J + 1.

Alors pour tout n > ng : Vo € [0; 1], |Pn(z) — f(z)] < g + g <e.
Donc : Vn 2 no, ||Pn— fll, <€
On a bien démontré :||P, — fl|__ —>0, ie. P N 1.

Définition — Polynémes de BERNSTEIN
La démarche de BERNSTEIN fait apparaitre une famille de polyndémes baptisés polynémes de
BERNSTEIN.

8. Pour tout (k,n) € N? tel que 0 < k < n, on pose

Bk (X) < <k> XF(1 = X))k,
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CHAPITRE 35. APPROXIMATION POLYNOMIALE UNIFORME ET
POLYNOMES DE BERNSTEIN

9. Soit f:[0; 1] — R. On appelle n—iéme polynéme de BERNSTEIN de f le polynoéme

PL(HX) Zf (£) Buso = Z () @ X1 )

Nous avons démontré que, lorsque f est K—lipschitzienne, Py(f) vy I

Exercice 115

Quelques propriétés des polynomes de BERNSTEIN

Justifier les propriétés suivantes.

1. deg(Bn,x) =n et dom(Bnx) = (_1)n7k <Z>

2. Pour tout z € [0; 1],

n

Bn,k‘(x) = O, ZBn,k‘(x) = 17 Bn,k‘(x) = Bn,nfk(l - Z’)
k=0

3. By, ,k(0) = dk,0 et O est racine de multiplicité k,
Bnk(1) = dn—k,0 et 1 de multiplicité n — k de By, .

4. Décomposition dans la base canonique :

Boi(X) =Y <’Z> (;) (—1yikx
i=k

5. Dérivé : B, ), = n(Bn-1,6-1 — Bn-1,x)

6. La famille (B, x)o<k<n est une base de R, [X].

Solution (Ex.115 — Quelques propriétés des polynémes de BERNSTEIN)
n—k
n n—=k _— i
4. B,i(X) = X" —1)IxIm R
0= (1) (")
j=0
i=jt+k [T k —~ (n—k qyi—kyi—k
2 (g (o
or [ n—k\ _ n! N EAYE done
Ej\i—k)] K@G—-k)!n-9)" \i)\k

B,k (X) = Z (7;) (;) (_1)i—kXi

6. Le mondme de plus bas degré de B,  est (Z) X*, donc dans la base canonique B de R, [X],
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dets ((Bn,k)o<ken) =

X

donc ((Bn,k)o<k<n) est une base.

Illustration graphique

Les polynémes de BERNSTEIN Ps, Ps, P1g & Pao
pour la fonction f : x + cos (2my/z) sur [0; 1]

1—§—
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Chapitre 36

Produit de convolution et
régularisation

Exercice 116

Suites régularisantes

On dit qu’une suite de fonctions (pn)n>1 est une suite régularisante si :
(i) pour tout n € N*, p, : R — R est continue et positive;

(ii) pour tout n € N*, il existe €, € ] 0; +00] tel que p, est nulle en dehors du segment [ —¢,, ; €,],

avec lim &, =0;
n——+oo

“+oo
(iii) pour tout n € N, / pn(x)dz = 1.

Y
p3
P2
P1
— T T u —t —t x
—&1 —&o —€3 0 €3 €2 €1

1. Soit k£ € N.

déf.

1
a) Soit I = / (1 — )" dz. Montrer que
-1
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CHAPITRE 36. PRODUIT DE CONVOLUTION ET REGULARISATION

s ()’
=

b) On pose

1
pRoRam (LGS sl
0 sinon

Montrer que p est de classe C* sur R.

c) Montrer que la suite (pn)nen+ définie par

Vn € N, pn:R—= R,z — np(nz)
est une suite régularisante de fonctions, toutes de classe C¥, et préciser, pour tout n € N*,
une valeur possible de &,,.

Solution (Ex.116 — Suites régularisantes)
1. Soit k € N.
!
a) Soit I, et / (1 — 2*)***dz. Montrer que

-1
2
(2k + 3)!
Raisonnons par récurrence.
ol —/11 2qp 9 2 4 _pll
L e BT
e Soit k € N*. Supposons le résultat acquis au rang k — 1.

En intégrant par parties avec z — x et  — (1 — asz)kJrl de classe C!,
1

L = [o(1 — 2?10 42k + 1)/ 22(1 — 2%)*dz

=2(k+1) /1 (> =14+ 1)1 —2®)*de = 2(k+ 1) (Ir_1 — 1)
D’ou :

2
B = MI = 9g2k+2 (k+ 1)k! _ o2k+a ((k+ 1))

2% +3 " (k+3)2k+ 1) (2k +3)!
e Par récurrence, ’égalité est vraie pour tout k € N.

b) p est polynomiale donc de classe C*° sur | —1; 1] et nulle donc de classe C*° sur | —oo; —1[U

11; 4ool.

Il reste & étudier les raccordements en +1. Comme p est paire, il suffit d’établir que p est
de classe C* sur [0; +oo[.

P:x— (1 — 2" est polynomiale et admet 1 comme racine de multiplicité k 4 1 donc
P®(1) = 0 pour tout i de [[0; E]]. Donc p est k fois dérivable a gauche en 1 avec pf,i)(l) =0
pour tout ¢ € [[0; k]].

De fagon analogue, N : z — 0 est de classe C* avec NV (1) = 0 pour tout i de [[0; &]]. Donc
p est k fois dérivable a droite en 1 avec pili)(l) = 0 pour tout i € [[0; K]].

Par conséquent, p est bien de classe C* au voisinage de 1.

c) Soit n € N*.
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Par composition, p, est de classe C* sur R.
Comme p est positive, p, aussi.



1 ef. 1

Pour |z| > —, |nz| > 1 donc p,(z) = np(nz) = 0. Donc en prenant &, def —, pn est nulle
n n

en dehors de [—¢en ; €n).

Et on a bien : e, —> 0.

“+oo

+oo 1/n B 1 . |
/ pn(z)da = / np(nz)de “=" / pwdu =~ [ (1= u?)*du

—1/n

—00

—+oo
donc / pn(z)de = 1.

—o0

La suite (p,,) est une suite régularisante de fonctions, toutes de classe C*.

Exercice 117

Heuristique de la convolution

Soit [a; b] un segment de R et f:[a; b] — R continue par morceaux.
Pour tout = de [a; b], on note f(z~) et f(z") respectivement les limites lim f(t) et lim+ F@).
t—x

t—x—

1 x+h
Soit h > 0 et fj, : x+— —/ f(t)dt.
2h ), _}

Autrement dit, fn(z) est la valeur moyenne de f sur un petit intervalle centré en x (« petit »
dépendant de la valeur de h).
1. a) Montrer que, si f est continue en z, alors

fh( ) o f(@).
b) Montrer que, si f n’est pas continue en z, alors
@) + f(a*)
In(@) _h—0+t 2 '
On appelle régularisée de f, noté f, la fonction définie par

Flay = fa*), v elas ol flay = LOTIED o Fy = o),

2. a) On pose
0 siz & [—h; h]
z)=<¢ 1
on(@) o siz € [—h; h
+oo
Que vaut / on(z)dz?
b) Montrer qug7 pour tout x € R,

“+oo
fue) = [ fOen -t
On n'oubliera pas de justifier ’existence des intégrales généralisées ci-dessus.

3. La fonction positive ¢y, dont l’intégrale sur R vaut 1, concentre ses valeurs valeurs autour de
0, et ceci d’autant plus que h > 0 est petit. Cependant, @ n'est pas continue. Nous allons
observer ce qui se passe en substituant une suite régularisante a p.

Dans toute cette question, (pn)n>1 est une suite régularisante de fonctions p,, chacune nulle

en dehors du segment [ —¢n ; €n], avec €, —— 0.
n—-+oo

Pour tout n € N*, on note
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g [T
(f * pu) () & / FO)pnla — t)dt.

a) Vérifier que f x p, est définie sur R. B
b) Vérifier que
—+oo
weR (frp@)= [ fl-p(oat
—o0
c) Montrer qu’en tout € R ot f est continue, on a
im(Fpu)(a) = f(2).
On commencera par écrire f(x) — (f * pn)(x) comme une unique intégrale sur l'intervalle

[—€n; En].

Solution (Ex.117 — Heuristique de la convolution)

1. a) Soit € > 0. En remarquant que % z:h f(z)dt = %th(x) = f(=),
_ 1 x+h d
10 = 1@ = |5 [ 710 - st
1 x+h
<gi [ HO- s

Comme f est continue en z, il existe hg > 0 tel que
Vh €10; hol,Vt € [z —h; =+ h]|f(t) —f(:c)l < ¢, donc

[fne) — f@)] < 5-2he <

On a bien fj(x )h—>f z).

b) Vh >0, fu(z)= (/ f(t dt+h/ )

f est continue par morceaux et discontinue en z, il existe hy > 0 tel que f est continue sur
[ — hg; z[. En posant
f(t) sit€[x—hg; x
fo(t) = — . !
flz7) sit==x
fq est continue sur [z — hy; z] et coincide avec f sur [z — hy; x|, donc
x
f

Vh €]0; hgl, ’ fo(t)dt = (t)dt

x—h
Et par un raisonnement analogue & la question précédente, puisque f, est continue,
xr

1 _
i s —s @),
z—h h—0Tt
On montre de méme que
1 x+h
= / adt f(t) —— f(z™),
h z h—0+

d’ou

“+oco h 1
2a)/ dmf/ %dxfl

b) Pour ¢t € [z —h; x+h], x —t € [—h; h] donc f(t)pn(x —t) = %f(t)

Ja)+ )
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Pour t ¢ [z —h; x+h],z—t & [—h; h] donc f(t)pn(z —1t) =0.
“+oo
Donc / f(t)eon(z —t)dt se réduit a l'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur

le segment [z — h; x + h], donc existe et on a

%) x+h
[ rwente—na= [T L sar= o),

—0c0 z—h
3. La fonction positive ¢y, dont l'intégrale sur R vaut 1, concentre ses valeurs valeurs autour de
0, et ceci d’autant plus que h > 0 est petit. Cependant, @ n’est pas continue. Nous allons
observer ce qui se passe en substituant une suite régularisante & pp.
Dans toute cette question, (pn)n>1 est une suite régularisante de fonctions p,, chacune nulle
en dehors du segment [—&, ; €,], avec £, ——— 0.
n——+oo

Pour tout n € N*, on note

. +oo
(f % pn)(z) = / F()pn(x — t)dt.

— 00

a) Soit z € R. Comme précédemment, on a :
f@®pn(x—t site|lx—en; x+e,
f(t)pn(xt)—{ W=t it el |

0 sinon
donc (f*pr)(x) est défini par 'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur le segment
[z —en; T+ en], done qui existe.
b) Le changement de variable v = x—t, affine donc C* strictement monotone, donne directement

+oo
Ve R, (f%pa)(x) = / £ — ) pr ().

oo
c) Soit z un point ou f est continue. Soit € > 0.

—+oo —+oo
Comme / pn(t)dt =1, on a / f(z)pn(t)dt = f(z), et comme p, est nulle hors de

— 00 — 00

[—en; en], on peut écrire :

+oo
|f (@) = (f * pa) (@) = /_ (f(w)*f(fﬂ*t))pn(t)dt‘

e}

< / T f @) — fl@— )] pa(t)dt

En

Comme f est continue en z, il existe § > 0 tel que
vte[-d0; 6], |f(z)—fz—1t)<e.
Comme ¢,, —— 0, il existe ng € N* tel que
n——+oo
Vn = no,[—en; en] C[—0d; ).
Alors : Vn = nyo,

[f(x) = (f * pn)(=)| < /En epn(t)dt < e

On a bien lirf (f * pn)(z) = f(x).
n——+oo
Définition — Produit de convolution
Soit f : R — R continue par morceaux et ¢ : R — R une fonction continue telle qu’il existe
a > 0 tel que ¢ est nulle en dehors du segment [ —a; a.
On appelle convolée de f et ¢, notée f x ¢, la fonction définie sur R par

g [T
ek (o)) [ peyeta -t
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L’exercice précédent montre que, si (pn)n>1 est une suite régularisante, la suite des convolées
(f * pn) converge simplement vers f en tout point de continuité de f.
En particulier,
) ) cvs
si f est continue, alors f x o, — f sur R.
Nous allons voir dans la suite de cette partie que f @ hérite des propriétés de régularité de
®.

Exercice 118

Régularité des convolées

Soit f : R — R continue par morceaux et ¢ : R — R une fonction continue telle qu’il existe o > 0
tel que ¢ est nulle en dehors du segment [—a; a.
On pose
. +oo
oeR (o)) [ feeta

1. a) Justifier que f * ¢ est définie et continue sur R.
b) Montrer que
—+oo
deéf.
oeR (o)) [ fe - et

oo
2. Soit k € N*. On suppose de plus ¢ de classe C*.
Montrer que f * @ est de classe C* et que, pour tout i € [[1; K]],
(fx)D = fxpl.
3. En déduire, a l'aide des exercices précédents, que, pour tout & € N, toute fonction continue
est limite simple d’une suite de fonctions de classe C*.

Solution (Ex.118 — Régularité des convolées)

1. a) e Pour tout t € R, x — g(z,t) est continue sur R car ¢ lest.
e Pour tout z € R, t — g(x,t) est continue par morceaux.
Remarque : en fait, t — g(z,t) est continue par morceauzr sur le segment [x — a; x + @
et nulle en dehors de ce segment (cart ¢ [vt —a; v+ o] = z—t € [—a; a]), donc est
intégrable sur R. Mais étre intégrable n’est pas une hypothése du théoréme, c’en est une
conclusion.
e Soit [a; b] un segment quelconque de R.
¢ est continue sur le segment [ —«; o] donc bornée, et nulle en dehors, donc bornée sur R.
Donc ||¢]|,, existe.
f est continue par morceaux donc bornée sur le segment [a — a; b+ al. Soit M € R4 tel
que |f(t)] < M pour tout ¢t € [a —a; b+ al.
Alors

V(x,t) € [a; ] X R, [f(t)p(x —t)] <(t)

s M sit€la—a; b+a
ot (1) def. llell o [ ]

0 sinon
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En effet, sit < a—a, alors ¢ —¢t > « car ¢ > a donc p(z —t) =0, et de méme, si t > b+ «,
alors x —t < —a car < b donc ¢(xz —t) = 0.

Or 9 est intégrable sur R puisque constante sur un segment et nulle en dehors.

e Par le théoréme de continuité des intégrales & parameétre, f * ¢ est continue sur [a; b], et
ceci pour tout segment [a; b] de R. Donc f * ¢ est continue sur R.

b) Le changement de variable u = z—t, affine donc C ! strictement monotone, donne directement
“+oo

oeR (fre)@)= [ flo-wedu

2. Soit £ € N*. On suppose de plus ¢ de classe C*.
On reprend exactement la méme démarche mais pour le théoréme de la classe C* des intégrales
a parameétre. Il n’y a aucun probléme car il suffit d’observer que, pour tout ¢ € [[1; k]],
H@u)
bornée sur R. Ceci donne I'intégrabilité des ¢ — f(t)p® (z — t) pour tout i € [[0; k —1]] et la
domination de t — f(t)o™® (x — t) par
M H“D(i)

existe puisque Lp(i) est continue sur le segment [—a; a] et nulle en dehors, donc

‘ oo

sit€la—a; b+a]

x> ‘00
0 sinon
elle-méme intégrable.
D’oil la classe C* de f * ¢ et la formule v _
(f*@)¥ = fx?
pour tout ¢ € [[0; k]|, par dérivation sous l'intégrale.
3. Par le premier exercice, il existe des suites régularisantes (p») de fonctions toutes de classe C k.

Par le deuxiéme exercice, si f est continue, alors f * py, 8 f.

Et par cet exercice, pour tout n € N*, f % p, est de classe C* puisque p, est.

En conclusion, toute fonction continue est limite simple d’une suite de fonctions de classe C*,
ceci pour tout k € N.

Exercice 119

Suite régularisante de fonctions C*

Soit g la fonction définie par
—1/a? i 0
Vo € R, g(x)—{“p( fa7) sia>
0 sinon

1. a) Justifier que g est continue sur R.
b) Montrer que, pour tout k de N, g est de classe C* et qu'il existe un polynéme Py tel que

ve >0, ¢ (x)= P;T(Z) exp (—1/z%).

2. On pose
Ve e R, p(z)=g(z+1)g(l—z).

a) Justifier que p est de classe C*°, positive, et nulle en dehors du segment [—1; 1].
1

b) Justifier I'existence de I er / p(z)dz.

—1
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CHAPITRE 36. PRODUIT DE CONVOLUTION ET REGULARISATION

3. Montrer que la suite (pn)nen+ définie par

VneN' pn:R>Rax— %p(nm)

est une suite régularisante de fonctions, toutes de classe C°°, et préciser, pour tout n € N*,
une valeur possible de &,,.

4. Justifier que toute fonction continue sur R est la limite simple d’une suite de fonctions de
classe C*°.

Solution (Ex.119 — Swuite régularisante de fonctions C*)

1. a) g est continue sur R* par les théorémes opératoires usuels et lim g(z) = lim+ =0=g(0)
z—0" z—0
donc g est continue sur R.

b) e Pour k = 0, la propriété est vraie avec Po(z) = 1.
e Soit k € N. Supposons la propriété est vraie au rang k.
(i) g est C* sur R et C*** sur R* (par les théorémes opératoires usuels).
(ii) Comme g est C* avec Vz € | —oo; 0], ¢™(z) =0, g est C**! avec Yz € | —o0; 0],
g* Y (z) =0, donc lim ¢*+(z) =o0.
z—0"

iii) Ve > 0, ¢®(z) = P (z) exp (— 1/2?), donc ¢ est C**! sur ]0; 4o0[ avec
23k

P (x 3kP(x 2P (x
vz >0, g*tV(z)= ( xk?gk) - 1‘3k<(kl) + x3llzgr3)> exp(—1/a")

Pryi(z)
= ‘TST‘él) exp(—1/z?)

en posant Ppy1(z) = 3P} (z) — 3k2®Px(x) + 2Px(2), qui est bien un polynome.
wmte L WP (1)
u—+o0 exp(u)
aussi Pri1(1/u) — P(0), limite finie).
u—0

. k+1 . )
Alors : hm+ g( + )(a:) = 0, par croissance comparée (car
x—0

(iv) Finalement : g®**Y (z) - 0, limite réelle finie.
z—

D’aprés le théoréme de régularité du prolongement, g est de classe C*™' sur R.
J’ai prouvé la propriété au rang k + 1.
e Par récurrence sur k, la propriété est établie pour tout k£ € N.

2. a) p est le produit de deux fonctions positives et C*° donc est positive et C*°.
Pour z < =1, g(z + 1) = 0 donc p(z) = 0.

Pour z > 1, g(1 — ) = 0 donc p(z) = 0.
1

b) p est continue sur le segment [—1; 1] et nulle en dehors donc I S / p(z)dz existe.
-1

3. Copier-coller du premier exercice.
Soit n € N*.
Par composition, p, est de classe C* sur R.
Comme p est positive, p, aussi.
Pour |z| > %, |nz| > 1 donc pn(z) = np(nz) = 0. Donc en prenant e, 3 %, pr est nulle en
dehors de [—en; €n].

Et on a bien : £, ——— 0.
n—-+oo
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“4o00 1/n w—n 1 1
/ pn(m)dm:/ np(nz)dz = T/ p(u)du =1

. ~1/n -1
La suite (pr) est une suite régularisante de fonctions, toutes de classe C*°.

4. Soit f continue sur R. Alors f * p,, ove f, et par exercice 3, question 2, pour tout n € N*,
f * pn est de classe C™.

Exercice 120

Uniforme continuité et convergence uniforme

On se donne une suite régularisante (pn)n>1 de fonctions toutes de classe C*, avec k € NU {o0}.
Soit f : R — R continue par morceaux.
D’aprés les exercices précédents, on sait que, pour tout n € N*, f % p,, est de classe C¥, et que,
en tout point = de R ou f est continue, f x p,(z) tend vers f(z) lorsque n tend vers +oo.
1. On suppose que f est continue par morceaux sans étre continue. Justifier que la suite de
fonctions (f * pn) ne converge pas uniformément vers f.
On suppose dorénavant que f est continue sur R
On se donne un segment [a; b] de R (avec a < b).
2. Dans cette question un peu technique, on se propose de démontrer le théoréme de HEINE qui
affirme que :

Ve > 0,38 > 0,¥(z,y) € [a; B*, [o—y|<d=|f(x) - fly)l<e W)

a) En quoi cette propriété (/) n’est pas équivalente a la continuité de f sur [a; b]?
b) Si f vérifie la propriété (U), f est-elle continue ?

La propriété () s’appelle I'uniforme continuité.

Soit € > 0 fixé. Soit A C [a; b] 'ensemble des points ¢ tels que

30 > 0,Y(z,y) € [a; *, |z —y| <o = |f(2) — fY)I<ec W)

Comme A est non vide, puisque a € A, et majorée par b, A posséde une borne supérieure.
On note B la borne supérieure de A, qui est donc le plus petit des majorants de A.
c) Justifier qu’il existe h > 0 tel |z — | < h et x € [a; b] entrainent |f(z) — f(8)| < %
. . h
d) Justifier I'existence de ¢ € A tel que  — 5 <c<pB.
On note d. défini par (U.).
h
e) Soit §' = min (é, 5)

Montrer que, pour tout (z,y) € ([a; b]N[a; B+ h] )2,
|z — y| < & entraine |f(x) — f(y)| < e.
f) En déduire que 3 € A, puis que 3 = b.
g) Que peut-on en conclure ?
3. Montrer alors que, sur tout segment [a; b] de R, la suite de fonctions (f * p,) converge
uniformément vers f.

Solution (Ex.120 — Uniforme continuité et convergence uniforme)
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1. Puisque les p, sont toutes continues (k > 0), les f * p, sont toutes continues. Et f * p, (iS) f-

Si la convergence était uniforme, alors f serait aussi continue, d’aprés le théoréme du cours.
Comme f n’est pas, la suite de fonctions (f * p,) ne converge pas uniformément vers f.
On se donne un segment [a; b] de R (avec a < b).

2. Dans cette question un peu technique, on se propose de démontrer le théoréme de HEINE qui
affirme que :

Ve >0,36 > 0,Y(x,y) € [a5 07, [o—yl <6 = |f(@)— fly)l <e )

a) Observons :
f continue sur [a; b]
<~
Vy € la; b, lim f(z) = f(y)

r—=Y

Yy € [a; b],Ve > 0,36 >0,Vz € [a; b], |z—y|<d=|f(z)—f(y)<e (C)
Dans cette derniére assertion (C), § dépend de y et de e, tandis que dans (), 6 ne dépend
que de ¢ (on peut prendre le méme & pour tous les y de [a; b]).
(C) et (U) ne sont donc pas équivalentes.
b) Par 'ordre des quantificateurs, () = (C), autrement dit, toute fonction uniformément
continue est continue.
Le théoréme de Heine dit que, sur un segment, si f est continue, alors elle est uniformément
continue.
Soit & > 0 fixé. Soit A C [a; b] Pensemble des points ¢ tels que

30 > 0,¥(z,y) € [a; o, |o—y| <6 = |f(2) = f(y)| <& (Ue)

Comme A est non vide, puisque a € A, et majorée par b, A posséde une borne supérieure.
On note S la borne supérieure de A.
c) B €a; b] et f est continue en B, donc f(z) —ﬁ) f(B), et il existe h > 0 tel que :
r—r
€
(Je Bl <hetwela; b)) = |fz) ~ (B < 5

h
d) Si on avait : Ve € ] B8 — 5 ,B] ,c € A (B ne serait pas la borne supérieure de A puisque
8- 5 serait un majorant de A plus petit que 3 : c’est absurde.

Donc : dc € ﬁ—g; ﬁ] tel que ¢ € A.
On note d. défini par (U.).
e) Soit §' = min (60, g)
Soit (z,y) € ([a; bjN[a; B+ h] )2. Supposons, pour fixer les idées, que = < y, ceci sans

perdre de généralité puisque dans la conclusion attendue, x et y jouent un réle symétrique

(lz =yl = ly — x| et [f(z) = FW)| = [f(¥) = f(@)])-

e Siy < ¢, alors
|x—hy\ <O = |z —y| < = |f(x) = fly)| <e
oSiy>c,alorsﬂff\y\,5+h-

h
Supposons |z — y| < ¢, |z — y| < =, donc finalement
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B-—h<z<y<B+h
Du coup, par le choix de h (cf. ¢)) :
|f(x) = f)I < |f(z) = fFB+1f(B) — f(w)| <

f) Ceci prouve que 8 € A car on a :
V(z,y) € [a; B, |o—y| <& = |f(x) = fy)| <e (Up)

Et si on avait 8 < b, alors on aurait ¢ = min (5 + h, b) € A : 8 ne serait plus un majorant
de A puisque ¢ > .
Donc g =b € A.

g) Comme b€ A, on a:

+=-<e.

N M
N | ™

305 > 0,Y(z,y) € [a; 0°, |z —y| <& =>|f(2) — f(Y)I < Us).

Comme la propriété (Up) est exactement (), f vérifie () : f est uniformément continue.

3. Soit [a; b] C R. Adaptons la fin du raisonnement de 'exercice « Heuristique de la convolution
»
Soit z € [a; b]. Soit € > 0.
Comme f est uniformément continue sur le segment [a — 1; b+ 1], il existe § > 0 tel que
V(z,y) €la—1; b+1],Jz -yl <d=[f(z) - f(y)| <e
Si § > 1 alors la propriété précédente est vraie en remplagant § par 1, donc on peut supposer
6 < 1. On peut alors réécrire la propriété précédente :
Vo € [a; b],Vt € [—=0; 0]|f(z) — f(z —t)| <e.
Comme &, —— 0, il existe no € N* tel que
n—-+oo
Vz € [a; b],Vn = no,[—en; en] C[—0; 4]
Alors : Vn > ng, Vz € [a; b],

(@) = (F # po)a |—\/ F( — ) pat)dt
/_ F(@) — (& — )] pu(t)dt
</5n epn(t)dt < e

e

Donc : Yn > no, ||f — f*pall <e.

Autrement dit : ||f — f * pn|| —+>O, i fxpn 2 f sur [a; b].
n——+oo
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Chapitre 37

Transtformée de LAPLACE

[E3A-M2 — 2017 — PC — Partie II] [E3A-M2 — 2018 — PSI — Partie I] [CS-M2 — 2016 — PSI —
Partie V]|

La Transformée de LAPLACE permet notamment de transformer certaines équations différen-
tielles en des équations plus simples. Elle est d’usage courant en S.I. par exemple. Certains sujets
de maths abordent ses aspects théoriques.

Je présente ici une version pour les fonctions f continues par morceauz sur [0; 400, on
pourrait procéder & quelques adaptations sur]0; +oo].

Définition — Fonctions d’ordre exponentiel et transformée de LAPLACE

@ Soit f : [0; +oo[ — K une fonction continue par morceaux. On appelle transformée de
LAPLACE de f, si elle existe, la fonction définie sur | 0; 4oo[ par

+oo
L(f):p+ / e PP f(t)dt.
0
Sur quel espace de fonctions f peut-on définir L(f) ¢

@ Soit f:[0; +oo[ — K continue par morceaux.
Si: 3I(M,y) €R%,3IA >0, Vit A |f(t) <M,
alors on dit que f est d’ordre exponentiel.
Autrement dit, f est d’ordre exponentiel si Iy e R, f(t) = O(7).

t—+oo

t——+o0 th
En particulier, tout polynéme P est d’ordre exponentiel puisqu’en +oo, on a : P(t) =

O (=),

+oo 1
Dans ce cas, / e PUf(t)dt existe car [e P f(1)] < MtTe P = o < )
0

Exercice 121

Structure d’espace vectoriel

Montrer que I’ensemble des fonctions d’ordre exponentiel forme un espace vectoriel E, sous-espace
de CP™([0; 4o0[,K).
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CHAPITRE 37. TRANSFORMEE DE LAPLACE

Solution (Ex.121 — Structure d’espace vectoriel)
Par définition, E C C?"™([0; +oo[,K), et 0 € E.

My, ve, Ay, VE = Ap, [f(8)] < Mgt/
My, 79, Ag,  VE = Ag,|g(t)] < Mgt
Prenons M = |A| My + Mg, v = max(vf,7g) et A = max(Ay, Ag, 1), alors

VEZ A NF(E) + g(t)] < ME”
<t ‘
w Jimpose A > 1 pour avoir t > A = P < (fauz sit €]0; 1]).
Donc Af + g est aussi d’ordre exponentiel. Cqfd.

Soit (f,g) € E* et A € K. Alors

Exercice 122

Quelques exemples

p désigne un réel de ] 0; +ool.

1 !
1. Montrer que £(1)(p) = —, et que plus généralement L(t")(p) = % pour tout n de sN.
p p"

2. On suppose p — a > 0. Montrer que £(e*")(p) = i =
3. a) Montrer que £(e*)(p) = L—’_Z
p?+1
b) En déduire que
p . 1
Lleos®)p) = 7 ot LEmB)P) =

Solution (Ex.122 — Quelques ezemples)

1. J’utilise la fonction I' d’EULER, mais on peut raisonner par récurrence Sur m avec une inté-
gration par parties.

+oo _ 400 '
ey = [ e L [T wrean= M i) - n
0 0

pn+ 1 pn+1 pn+1

+oo _ _ 1
2. L) = [ et L
0 p—a
) +o0 , —(p—i)ttoe :
3. l:(e”)(p):/ e~ Pty = {67} S pEl
0 —p+i ], p—i p*+1

car |exp((—p + ¢)t)| = exp(—pt) —— 0.
t——+o0

En prenant les parties réelles puis imaginaires des deux membres, on obtient les deux valeurs
de b).

Exercice 123

Quelques propriétés classiques

p désigne toujours un réel de |0; +oo[ et f une fonction d’ordre exponentiel : f € E.
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1. Linéarité —
Justifier que £ : E — F est linéaire.
2. Translation —
Soit p + a > 0. Montrer que
L™ f(1))(p) = LUf)(p + ).
3. Retard -
Soit @ > 0. On note g : t — {f(t—a) STt>a7
0 sit <a.

Montrer que

L(g(t))(p) = e *"L(f)(p)-
... qui s’écrit parfois abusivement :
L(f(t=a))(p) = e *PL(f)(p).
4. Changement d’échelle —

Soit @ > 0. On note h : t — f(at). Montrer que
1 P
L)) = ~(£N) ()-
... qui s’écrit parfois abusivement :

L(7et))m) = - (£(1) ()

(0%

Solution (Ex.123 — Quelques propriétés classiques)
1. Linéarité — par linéarité de l'intégrale.

Translation — Pour p+ a > 0,
+oo
L )m = [ 0 = L)+ a)

0
sit>a

t_
3. Retard — Soit a > 0. On note g : t — f(t=a) ]
0 sit<a

a “+ oo —t-a _a
L)) = [0t [T e - a)de " L) o)
0 a
4. Changement d’échelle — Pour a > 0,

+oo
L@ = [ e pana = L) ().

Exercice 124
Classe de dérivabilité de L(f)

Soit f € E.
1. Montrer que L(f) est continue sur |0; +oof.

2. Justifier que £(f) est de classe C' sur ] 0; 4oc[, avec
“+oo
(CW)' @) == [t ple)de = ~L (e (0) o)
0
3. En déduire que L(f) est de classe C*° sur |0; +oof et
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(L™ = (~1)Lm £(2).

Solution (Ex.124 — Classe de dérivabilité de L(f))
1. Soit g:]0; 4oo[ x [0; +oo[ = R, (p,t) — e PLf(t).
(i) Vt > 0,p — g(p,t) est continue sur ]0; +oo].

(ii) Vp > 0,t — g(p,t) est c.p.m sur [0; +ool.

(iii) Soit [a; b] C]0; +oof.
p
t

WV
Q

= pt > at = e ?* < e *, d’ott la domination

Vv

0
Wp € [a; B,V € [0; +ool, lg(p,t)] < e |£(1)]
or @ :t+s e *|f(t)| est intégrable sur [0; +oo[ car |f| est d’ordre exponentiel.
Par le théoréme de continuité sous l'intégrale, £(f) est continue sur tout segment de | 0; 400,
donc continue sur ] 0; +ool.

2. (i) Vt=0,p g(p,t) est C' sur ]0; 4ool.

(if) Vp > 0,t — g(p, t) est intégrable sur [0; +ool.
(iii) Vp > 0,¢t — g—;(p, t) = —te P'f(t) est c.p.m. sur [0; +oo|.
(iv) Soit [a; b] C]0; +oo[. On a une domination analogue & @

Vp € [a; b],VEt€[0; 4o0],

%, t)] < e A0

or :trse “|tf(t)| est intégrable sur [0; -+oof car t — tf(t) est d’ordre exponentiel. Donc
L(f) est C* sur tout segment de ] 0; 4oo[, donc C* sur ]0; +ocl.

Exercice 125

Transformée de la dérivée L(f")

Soit f € E de classe C*. Montrer que £(f’) existe et
L(f'())(p) = pLf)(p) — £(0).

Solution (Ex.125 — Transformée de la dérivée L(f"))
Comme e P! f(t) ﬁ) 0, on peut effectuer une intégration par parties qui prouve au passage
—+oo

lexistence de L(f")(p).
+oo

L= [ e roa o) [ e par
= —f(0) + pL(f)(p)

Deux exemples élémentaires pour comprendre 1’intérét de la transformation de LA-
PLACE

Une application classique et efficace de la transformation de LAPLACE est l'utilisation dans les
équations différentielles. Je prends deux exemples trés simples.

On admet que la transformation de LAPLACE est injective pour les fonctions continues
d’ordre exponentiel sur [0; +oo.

F(®)+ f(5) =0

1. Soit & résoudre pour ¢t € [0; +oo[: (C)
f0)=1
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Soit p € ]0; +oo[. Je prends la transformée de LAPLACE (linéaire) de I’équation différentielle

LI @) () + LI (1) (p) = L(0)(p)
(PLF0)(p) — F(0)) + L{F(1))(p) =0

(p+ DL D)) =1

1
LD =
o1 o
Or L(e™*)(p) = P et £(.) est injective, donc
fey=e"
@)+ ft) =
. Soit & résoudre pour t € [0; +oo[: (C) ¢ f(0)=0
Fo=1
Soit p € ]0; +oo[. Je prends la transformée de LAPLACE (linéaire) de I’équation différentielle
L") (p) + Lf(2)(p) = L(0)(p)
[PL(f' (1) (p) — f'(0)] + L(f(t))(p) =0
p[pL(f(t ))( ) fO)] +L(f ())( ) =1
®* + DL () =
1
L(f()(p) = 2l

1

Or L{sin()(p) = —

et £(.) est injective, donc

F(t) = sin(t)
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Chapitre 38

Séries de FOURIER

[CS-M2 — 2016 — PSI — Partie IV]

w Avant la réforme des programmes de 2015, les séries de Fourier étaient au programme.
Du coup, et par leur utilité, elles constituent du coup un théme classique de concours.
Trés bréve introduction historique

C’est dans un mémoire intitulé Théorie analytique de la chaleur, soumis en 1807 a I’Acadé-
mie des Sciences, que Joseph FOURIER introduit les concepts qui lancent les bases de I'analyse
harmonique, parfois appelée analyse de Fourier.

En s’intéressant a 1’équation de la chaleur

ot —cp\oz2 T a2 T o2

et aprés quelques transformations que Fourier débouche sur I’équation

ou K (82u &%*u 82u>

[ (@) + Mf(x) =0
dont les solutions sont évidemment z +— a cos(v/Az) + bsin(vAz).
Les conditions aux bords imposent de plus que v'X € N.
Par principe de superposition, il obtient des solutions en forme de séries tm’gonométm’queslﬂ

+oo +oo
f(z) =ao+ Z ar cos(kzx) + Z b sin(kz) (F)

1 . .
Notons f1 = o la fréquence associée a la période 27 et observons que :
™
e z — cos(z) et x — sin(x) sont sinusoidales de fréquence fi.
e z — cos(2z) et = — sin(2z) sont sinusoidales de fréquence 2f;.
e z — cos(3x) et x — sin(3z) sont sinusoidales de fréquence 3f;.

1. Dans le texte originel, les considérations aux bords faisaient aussi que tous les coefficients a; étaient
nul, Fourier obtenant alors une série uniquement somme de sinus. Daniel BERNOULLI avait déja échafaudé
en 1753 une approche analogue, mais bien moins générale pour la résolution des 1’équation des cordes
vibrantes.
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CHAPITRE 38. SERIES DE FOURIER

La solution f est donc une somme de signaux périodiques dont les fréquences sont les multiples
de la fréquence fondamentale fi. Ses signaux sont les harmoniques du signal fondamental, leur
amplitude est donnée par les coeflicients (an) et (by).

En s’appuyant sur les intégrales iuivantes : _

Vk > 1, / sin(kz)dz =0 = / cos(kx)dx
- .
V(k,n), / sin(kz) cos(nz)dx = 0

-
™

Vk # n, /7r sin(kz) sin(nz)de =0 = / cos(kz) cos(nz)dz

- —7
T

Vk > 1, / sin®(kz)de = 7 :/ cos® (kx)dx

—T
on peut expliciter les coefficients ax et by.
e En intégrant (F) entre —m et 7, on obtient

1 s
a0 = o » f(z)dz
e Pour n > 1 fixé, en multipliant (F) par cos(nz) puis en intégrant, on obtient
1 T
an = — f(z) cos(nz)dz
u —T

e De méme, multipliant (F) par sin(nz) puis en intégrant, on obtient

bn = %/_7; f(z) sin(nz)dz

La collection des coefficients (an)n>0 €t (bn)n>1 constitue le spectre de f.

Quelques interrogations soulevées par l’analyse de Fourier

e Etant donnée une fonction f T—périodique continue par morceaux, a quelle(s) condition(s)
a-t-on

+oo +oo
flz)= Z an cos(nx) + Z by sin(nz) 7
n=0 n=1

e Etant donné un spectre (ay), ou (by,), ou les deux, que dire de la somme de la série
trigonométrique ainsi formée ?
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Exemple d’un signal carré ou « créneau »

1 size]—m; 0
-1 size]0; @
Yy

Soit f 2m—périodique telle que f(z) = {

AN s sssad s s nnnnnn

S 1

f est impaire.
Calcul des an
Pour tout n € N, z — f(x) cos(nx) est impaire donc

f () cos(nz)dz = 0, donc a, = 0.

Calcul des by,

Pour tout n € N, z — f(z)sin(nz) est paire donc

/_ 1 F(2) sin(nz)ds = 2 /O " _ sin(na)de

9 . i
— 2 (cos(nm) — 1) = si n impair
n 0 si n pair

——  sin impair
b, = nmw .
0 si n pair

Les trois premiéres sommes partielles de Fourier :
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Les trois suivantes :

I —S: — S
RN LI 1
NS X/
~T/2
€T
0 T/2
1 225K
= SN\Y

Le « spectre » :

|bn|

amplitudes

3

b1 ba bs b bs be br bs bo

fréquences

Définition — Série de Fourier d’une fonction

Soit T € ]0; 4oo[ et f: R — R une fonction T—périodique et continue par morceaux (ce
qui signifie que f admet des limites finies & gauche et & droite de ses points de discontinuité).

of. 2 . - -
On note w < % la pulsation associée a la période T. On pose
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e 1 [T/2 o
Version complexe { vneN, ¢, det. 7/ F(t)e ™" dx
TJ ot/

def T/2

er.

ag = —/ t)dz = co
T/2

ot T/2
Yn e N*, a, = = / ) cos(nwt)dz = ¢ + c—p

T
def /2
b, = = / ) sin(nwt)dz = i(cn — c—n)
T/2
Notons que f étant T—périodique, ces intégrales peuvent étre calculées sur tout intervalle de

Version réelle

longueur T, comme par exemple [0; TJ.
Nous allons étudier quelques propriétés fréquemment rencontrées dans les sujets traitant des

séries de Fourier.
Dans toute la suite, f désigne une fonction T—périodique continue par morceaux et on

note S, (f) la n—eéme somme partielle de sa série de Fourier

n X n n
= Z cneFeT = Z ay, cos(wz) + Z b, sin(wz).
k=0 k=1

k=—mn

Exercice 126

Cas des fonctions paires ou impaires

1. Si f est paire, montrer que b,, est nul pour tout n € N*.

2. Si f est impaire, montrer que a, est nul pour tout n € N.

Solution (Ex.126 — Cas des fonctions paires ou impaires)
11 suffit d’observer que lintervalle [—T/2; T/2] est symétrique par rapport a 0 et que t
f(t) sin(nwt) est impaire si f est paire tandis que ¢t — f(t) cos(nwt) est impaire si f est impaire.

Une condition nécessaire pour avoir un espoir que

Zancos nwx +Zb sin(nwx —+—%f( x)

est que les termes genemua: de ces séries tendent vers 0 (sinon divergence grossiere...)

Exercice 127

Lemme de Riemann-Lebesgue

Soit f : [a; b] — R continue par morceaux. Alors

b
lim /fte‘“““dt—m
n—-+oo

n—+oo

lim / f(¢) cos(nwt)dt ——— 0

n—-+4oo n——+oo
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b
lim / f() sin(nwt)dt —— 0
a n—-+4oo

n——+oo
Par conséquent, (an), (bn) et (cn) tendent vers 0.
Démontrer ce résultat pour les cas suivants :

1. lorsque f est constante;
2. lorsque f est en escalier;

3. lorsque f est de classe C', démonstration classique.

Solution (Ex.127 — Lemme de Riemann-Lebesgue)

1. Supposons f constante égale a k. Alors

. b ] .
bf(t)einwtdt - keznwt B keznwb B keinwa 0
o —inw |, —inw —inw n—+oo
keinwb k
car - = — — 0, idem pour a.
—i1nw Nnw n—+oo

Le raisonnement est le méme pour cos ou sin, les primitives font apparaitre nw au dénominateur
et des numérateurs bornés par |k|.

2. On peut découper [a; b] en m intervalles sur lesquels f est constante. En appliquant le cas
précédent & chacun des m intervalles, chacune des m intégrales tend vers 0, et 'intégrale sur
[a; b] qui est leur somme tend vers 0.

3. Je la traite par exemple sur le cos. Comme f est C', on intégre par parties

/a " £ cos(nwtydt ' {f(t)sm(””t)]b -2 / " (4 sin(nwt)dt

nwt
f et f’ sont continues sur le segment [a; b] donc bornée. Alors :

f(b) sin(nwb)’ < I1f 1] oo 0
nw nw n—r—+oo
o | {(@)sin(nwa) | |1/ 1l oo
nw nw n——+oo

% /b 0 sin(nwt)dt‘ < % /b () sin(newt)]|
L G-alIf .

nw n—+o0o

i /ab F'(t) sin(nwt)dt

Chaque terme tend bien vers 0.

Gustav Lejeune DIRICHLET a franchi dés 1829 des pas décisifs dans l’étude de la convergence
des séries de Fourier. Il a introduit une suite de fonctions fondamentales pour l’étude de cette
convergence.

Exercice 128

Noyau de Dirichlet

On appelle noyau de Dirichlet d’ordre n € N la fonction définie par
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Dn:R—=R,z+— z": etk

k=—n
Justifier les propriétés suivantes.
Pour tout n € N, D,, est 2r—périodique.

2. VneN,Vz € R, D,(z)=1+ 2Zcos(lm).
k=1

sin ((n +1/2)z)
3. YneN,VaeR, Dn(z)={  sin(z/2) six # 0 [27]
2n+1 sinon

4. Vn €N, Du(—w)=Du(r) = (-1)".

5. VneN, / Dy (z)dz = 7.
0

Courbes des premiers noyaux de Dirichlet

Y

i
NV AVl
AL DK

Solution (Ex.128 — Noyau de Dirichlet)

1. Car les fonctions z — e**® sont 27w —périodique.

2. En regroupant les indices opposés : e ~**7 4 ethT = 2 cos(kx).

n ok 1= eiz(2n+1)
. Dn — 1T — mx ,
3. Dy(a) =Z () =" g
i €FCHD/2(9i6in((2n + 1)2/2)  sin((2n 4 1)z/2)
Dn(z) =e g — = -
ei*/2(—2isin(x/2) sin(z/2)
sin(nm + 7/2)

4. D, est paire et D, (7) = 1 =(-1".
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5. Se calcule immédiatement sur @ par linéarité, car pour k > 1,

[ cotogaa— 265"

Changeons un peu de point vue et munissons-nous d’un produit scalaire adapté a la situation.

Exercice 129

Orthonormalité, projection et inégalité de Bessel

Soit E = C°([~T/2; T/2],R) le R—espace des fonctions continues sur le segment [ —T/2; T/2].
On note w = =

On munit E du produit scalaire

T/2
(frg) = / F(@)g(x)da.

—T/2

Justifier les propriétés suivantes.

VT

1. Soit vo:z — et, pour tout n € N*,

2 2 .
CEE ARV cos(nwz) et op:z— T sin(nwt).

Alors pour tout n € N*| la famille (70,91, -+,Vn,01,...,0n) est une famille orthonormale.

2. Pour tout n € N*, la n—éme somme de Fourier

Sn(f)(z) = Z ay, cos(kwzx) + Z b, sin(kwzx)

k=0 k=1
est le projeté orthogonal de f sur F,, = Vect(Y0,71,- -+, V01, -+, 0n)-
3. Inégalité de BESSEL

n T/2
eyt < g [ (@)

k=1 -T/2

4. Corollaire : le retour de RIEMANN-LEBESGUE

lim a, = lim b, =0.
n——+oo n—-+oo
Solution (Ex.129 — Orthonormalité, projection et inégalité de Bessel)

1. e On peut commencer par observer que pour tout n > 1 :

T/2 . T/2
/ cos(nwz)dz = [W] =0et

—T/2 -T/2
T/2 T/2

/ sin(nwz)dx = {— 7cos(nwx)] =0
-T/2 nw —T/2
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e On vérifie que les fonctions sont unitaires :

1 1
’YE = 7 donc Ilol|* = T x T=b

et pour n > 1,

Il = E/T/2 1—’_COSLnM[)dm =1
T 2 -
/
2 2 /T/2 1 — cos(2nwz)
R _— =1
llon] T 5 dx

e [’orthogonalité se vérifie de fagon analogue, notamment par linéarisation :

1
3 (Ym4n — ¥m—n) d’intégrale nulle sur [—T/2; T/2].

OmOn = %(%n_n — Ym+n) d’intégrale nulle sur [—T/2; T/2].

YmYn =

Ym0n est une fonction impaire donc son intégrale sur [ —T/2; T/2] est nulle.

. Puisqu’on dispose d’une base orthonormale de F,,, les coordonnées de du projeté p,(f) de f
sur F,, dans cette base sont les produits scalaires :

(f,70) = \ T / (z)dz = VTao, et pour n > 1,

T/2

T/2 T
(fivn) =1/ / ) cos(nwz)dz = 1/ —an

T/2 2

T/2 T
(fion) = \/>/ ) sin(nwz)dz = ”56"

Donc

pa(f)(@ )=Z<f77k Ve (@ +Z fron)on(z

k=0
= \/jak[cos kwx) +Z\/>b“/ sin(kwx)
Z ay, cos(kwz) Z by, sin(kwx)
k=1 k=1
= Su(f)(2)

. De f=Sn(f) + (f - Sn(f)) avec Sn(f) € Fnet f —Sn(f) € F- (caractérisation du projeté
orthogonal), on obtient par le théoréme de PYTHAGORE

111" = HSn(f)HQ:r 1S = Sa(NII%, done HSn(f)H2 < AP (@)

Or: Sn(f)(z) = Z (fsve) e (z +Z fsok) ok (), et comme cette décomposition se fait dans
k=0
une base orthonormale,

I18-(OIF = 3¢5, 0° +; fron) Jaﬁzzaﬁbk
T/2

/
De plus, ||f||* = / f(x)2da.

-T/2
En remplagant par ces expressions dans (O©), on obtient 'inégalité de Bessel

. Le membre de gauche de I'inégalité de Bessel forme une suite croissante et majorée (le majorant
ne dépend pas de n), donc convergente, donc la série de terme général a3 + b converge, donc
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ce terme général tend vers 0, donc a, —— 0 et by —— 0.
— 400 k—+o00

Le raisonnement précédent, qui méle astucieusement algébre et analyse, ne se généralise pas
directement aux fonctions non continues car
T/2

N =[P

—T/2
ne vérifie pas l’'axiome de séparation des normes. Si f est partout nulle sauf en 0 ou elle vaut
1, alors N(f) = 0 bien que f ne soit pas la fonction nulle.
Revenons a un calcul plus élémentaire qui permet d’établir ces résultats pour les fonctions
continuent par morceaux.

Exercice 130

BESSEL et RIEMANN-LEBESGUE pour les fonctions continues par morceaux

Soit f: [—=T/2; T/2] — R continue par morceaux.
Justifier les propriétés suivantes.

1. Pour tout n € N*, la n—éme somme de Fourier

Sn(f)(z) = Z ay, cos(kwzx) + Z by, sin(kwx)

k=0 k=1

vérifie

T/2 1 T/2 .
[ f@si@de =T (ad+ 3> @+ ) = [ Gan@) e
-T/2 Pt -T/2
2. Inégalité de BESSEL
T/2 ,
On observant que / (f(z) = Su(f)(z)) dz > 0,
—-T/2

3. Lemme de RIEMANN-LEBESGUE

lim a, = lim b, =0.
n——+oo n—-+oo

Solution (Ex.130 — BESSEL et RIEMANN-LEBESGUE pour les fonctions continues par morceaut)

1. La premiére égalité est un simple constat, vu les définitions des ay et by.
T/2

T/2 T/2
/ f(@)Sn(x)dz ' Zak/ cos(kwx)dz + Zbk/ sin(kwx)dz

—T/2 T/2 —T/2
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_T<a0+ Z ak+b2)>
La seconde égalité provient des 1ntegrales déja calculées dans la version précédente de I'inégalité
de Bessel :

(Sn(f) (a: <Z ak cos(kwz) + Z by, sin( kwx))

k=0 k=1
( Z ay, cos® (kwz) + Z bk sin? (kwzx) + 2 Z tous les produzts)

En intégrant, les 1ntegrales des prodults sont nulles donc

T/2
[T/Z (Sn(f)(@))*dz = Tag + ; (a2 +b3)

T/2 )
. Par positivité de I'intégrale : / (f(z) = Su(f)(x)) dz >0, or
T/2 e
/ L, U@ = $u(n@) ar
T/2 T/2 T/2
= T 2daz -2 x)Sn z)dz Sn T 2dac
/ » (f@)*de -2 [ @@+ / (@)
:/T/2 (f(x)) dx—T(ao—i— Z ak+b2)>

D’otu I'inégalité de Bessel, etabhe cette fois pour toute fonction continue par morceaux.

Ftudions maintenant le théoréeme de DIRICHLET. Dans Uexzemple du créneau, on peut remarquer
qu’aux points de discontinuité —T/2, 0 et T/2 (identique a —T/2 par périodicité), les sommes
partielles de la série de Fourier valent 0, qui est exactement la moyenne des limites & gauche
et a droite de la fonction. La série de Fourier opére une réqularisation de f en ces points de
discontinuité.

Définition — Régularisée d’une fonction continue par morceaux R
Soit f : [a; b] — R une fonction continue par morceaux. On appelle régularisée de f, notée f,
définie pour tout x de [a; b] par

e si f est continue en z alors f(x) et f(z),
. lim f(t)+ lim f(t)
e si f est discontinue en z alors f(z) & =2 5 o

Pour alléger les notations, on écrira
flxz™) = lim f(t)et f(zT) = lim f(¢).
t—x— t—axt
On peut résumer cette définition en écrivant

we f@) + f@h)

vz € [a; b], f(x) 3

Exercice 131

Théoréeme de Dirichlet

267



CHAPITRE 38. SERIES DE FOURIER

2
Soit f : R — R continue par morceaux et T—périodique. On pose w = % et on note (Sn(f))n

la suite des sommes partielles de la série de Fourier

iz~ Z cpet T = Z ay, cos(kwzx) + Z by, sin(kwz).

k=—n k=0 k=1

On suppose que f est de classe C' par morceaux, i.e. f est continue par morceaux, dérivable sauf
éventuellement en un nombre fini de point sur une période, et que f’ est continue par morceaux.
Alors

VreR,  lim Sa(f)() = f().

Autrement dit, la série de Fourier de f converge simplement vers sa régularisée.

Pour alléger les notations, on prouve ce résultat dans le cas particulier T = 2. Il se généralise
par un simple changement de variable.

Soit « € R.

Justifier les propriétés suivantes.

1 [7 1

L Sa(f)@) =5 [ f(t)Dalz —t)dt = o f(iv*t) n(t)dt

1 [ /. 1 flz+t)+ flx —t) — f(z™) — flz~
o (51n((n+§)t)> ( ) (sin(l)f/Q)( ) ( )dt

3. lim Su(f)(z) - f(z) =0

n—-+oo

Solution (Ex.131 — Théoréme de Dirichlet)

1. Passons par les coefficients complexes :

_ i Ckeikz _ (271’/ f 7zktdt)

k=—n k—fn
lin. ik(z—t) _
in 27r k;ne dt = / f()Dy(x — t)dt
Le changement de variable affine u = z — t fournit alors
T+ T
Sn(f)(z) = QL/ f(z —u)Dyp(u)du = 2i f(z — u)Dy(u)du par 2r—périodicité (I'in-
™ r—T ™ —T

tégrale est la méme sur tout intervalle de longueur 27).

2. D, est paire, donc f(m—t) A(t)dt = t/ f(z 4+ u)Dp(u)du, d’ou

-7

S.(1)(@) = 5 [ DuO(a+0)+ fla - )t
Su()() — () = 5 /Oﬁ Do (8) (F( + ) + f — 1))dt - w

Or : / D, (t)dt = 7 donc par linéarité



Et toujours par linéarité7T

$.(1)(e) = f@) = 5= [ D) (Hla+ 0+ S =) = ) = )
sin((n + 1/2)t)

sin(t/2)

f@tt)+fl@—t) - f@') = f(=7)
sin(t/2) '

ol on peut écrire Dy (t) =

3. Posons

g(t) =

de sorte que
S (/) (@) — F(2) =
= % 07r sin(nt) cos(t/2)g(t)dt
+% /OTr cos(nt) sin(t/2)g(t)dt

Si g est continue par morceaux, on peut appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue pour
conclure.

™

sin ((n + 1/2)t)g(t)dt

e Comme f est continue par morceaux sur [0; 7], g est continue par morceaux sur |0; 7.

e fa--fe) o 1
sin(t/2) - t % sin(t/2) t—o+ f'(z7) x2car f est C* par morceaux.
f($+t)ff(:8+) 1(o A+
JWTYH=JE ), 9 .
sn(/2)  oer @)
Donc f admet une limite finie en 0, donc est continue par morceaux sur [0; ).

De méme

Pour terminer, voyons une égalité qui clot l'inégalité de BESSEL, due 4 Marc-Antoine PARSE-
VAL DES CHENES. Cette formule peut étre interprétée comme une généralisation du théoréme
de Pythagore pour les séries dans les espaces €2 de Hilbert.

Dans de nombreuses applications physiques (courant électrique par exemple), cette formule peut
s’interpréter comme suit : [’énergie totale s’obtient en sommant les contributions des différents
harmoniques.

Elle permet aussi le calcul rapide de somme de séries, comme certaines séries de Riemann,
que je propose en application.

Exercice 132

Identité de PARSEVAL et application au calcul de sommes

Soit f satisfaisant les hypothéses du théoréme de DIRICHLET.
Justifier les propriétés suivantes.

1. Identité de PARSEVAL
1 [T/2
T

+
Z aner2

\
—
=
S
Ol\')
wm

T/2
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2. Application 1 : calcul de ¢(2)
En utilisant la fonction 2w —périodique telle que f(z) =  pour z dans | —7; [, on obtient

+

oo
1 w2
— =

3. Application 2 : calcul de ((4)
En utilisant la fonction 2r—périodique et paire telle que f(z) = z pour = dans [0; 7[, on
obtient

=1
:Zﬁzi
n=1

Solution (Ex.132 — Identité de PARSEVAL et application au calcul de sommes)

1. Puisque f satisfait les hypothéses du théoréme de Dirichlet,

—+oo
f(z) =ao+ Z (an cos(nwz) + by sin(nwz))

n=1
En multipliant par f(z) et en intégrant sur [—T/2; T/2], toujours grace a I'orhogonalité de
la famille (1,cos(wz),cos(2wz), . ..,sin(wz),sin(2wz),...), on obtient, au facteur 1/T prés,

I'identité de Parseval pour f. Et comme f et f ne différent au plus qu’en un nombre fini de
points, leurs intégrales sur [—T/2; T/2] sont égales.

2. Soit f la fonction 2w —périodique telle que f(z) = x pour z dans | —m; «[. f vérifie les condi-
tions de Dirichlet et, étant impaire, on a a, = 0 pour tout n de N.

bn = l/ z sin(nz)dz iep 1 ({—mcos(na:)} + l/ Cos(na:)da:)
) ™ n . onJ_,

2(—1 n+1 2(— n+1
_ 2= +0= (=) d’oulbizi.
n 0 ) 2 n2
1 (7 2, 1|z T 7
7l A dx_ﬁ[?]q—?

Par 1’1dent1te de Parseval :

71_2

Z = 2¢(2), donc ¢(2) = 5

3. Soit f la fonctlon 2w —périodique et paire telle que f(z) = z pour = dans |0; =[. f vérifie les
conditions de Dirichlet et, étant paire, on a b, = 0 pour tout n de N*.

= / flx)dz = f/ zdzx (parité), donc ap = —

an:f

f(z) cos(nz)dz = 2 /ﬂxcos(na:)dw (parité)
gy — ™ Jo

(] ) o 22
_ 2=

_ 1) 0 si n pair

nzﬂ' ——  sin impair
n2m
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0 si n pair

Ainsi : a2 = 16 o .
A si n impair
1 B 1 /™ 1 377 2
f@rde =1 ["ate =2 [m ] _T
2 J_ . T Jo T . 3
2 2 “+oo
1 1
Par 'identité de Parseval : % = % + 5 > m7 or
= I i +o00 +o0
1 1 1 1 1 1
¢(4) Zent T £ (2n) + nz:% 2n+ 1)t 16C( )+ 7;) @n 1 soi 7;) Gn 1)
15
- 4 ’
194( ), ot 4
7T 15 T
4),d 4) = —.
12 =~ g ¢4, done ¢(4) = o5
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Chapitre 39

Transformée de FOURIER

[CS-M1 — 2016 — PC — Partie II][CS-M2 — 2016 — PSI — Parties I, IT & III] [CS-M1 — 2018 —
PC — Parties I & 11| [MP-M2 — 2019 — PSI — Partie IV]

w Les séries de Fourier pour les fonctions périodiques associent a chaque signal temporel son
spectre fréquentiel, association d’ailleurs réversible puisqu’on peut reconstituer le signal connais-
sant son spectre. Si les séries de Fourier font des merveilles avec les ondes sonores par exemple,
en les décomposant en somme d’harmoniques de fréquences multiples de la fréquence fondamen-
tale, comment généraliser l’idée o des signaux non périodiques ?

La généralisation débouche sur la transformation de Fourier, exemple le plus courant néces-
sitant d’intégrer des fonctions a valeurs complexes.

Introduction : des séries de Fourier a la transformée de Fourier, 1’idée empirique

Lorsqu’une fonction T—périodique vérifie les hypothéses du théoréme de Dirichlet, on peut
écrire

o ™= inwz R o 2T
f(cc)—n;wcne oUW = T

Dans son Traité de la chaleur, Fourier propose d’envisager les fonctions non périodiques
comme des fonctions T—périodiques dont la période T tend vers +oo.

Comme il ne s’agit plus d’empiler des harmoniques de fréquences nfi multiples de la fré-

quence fondamentale f; = ok I’astuce consiste & effectuer un « changement de variable » faisant

disparaitre n et permettant un passage a la limite lorsque T — 400 : on pose & det %
En écrivant :
.Ag:n+1—ﬁ:let
T/2 T/2
e C(&) =Ten = / f(z)e ™ dx = / f(z)e *™*"dg - quantité ne dépendant que de
—T/2 —T/2

& -, il vient

+o0
fl@)=Y_ CEe ™ A¢.

n=—oo
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En faisant tendre T vers +oo, A¢ ﬁ 0 et on passe de la somme discréte & la somme
—+o00

continue, alias l'intégrale,

oo ‘
fl@) = / C()e*™ e de.

—o0

Quant a C(€), il devient, puisque T — +o0,

+oo .
c©)= [ et

Ce coefficient C(&), fonction complexe de la variable réelle &, joue le role de la suite des
coefficients complexes (c,). C(§) est la transformée de Fourier de f, couramment notée F(f) ou
f (se lit souvent « f chapeauy).

Ces considérations heuristiques débouchent sur les idées suivantes :

e f:R— K (K =R ouC) fonction « signal », dont la variable est en général dans le domaine
« temporel » en physique,

. N & too )

e F(f)=f:R—=C,&— F()E) = f(&) det. / f(z)e *™ " dg fonction « spectre », dont

la variable est dans le domaine « fréquentiel », -
. oo )
e avec comme transformation inverse F~*(f)(x) = / f(&)e*m e de.

Comme F(f) est définie par une intégrale impropre, on n’évitera pas les questions de conver-
gence.

Exercice 133

Transformée de Fourier dans l’espace L1, transformée de la dérivée

Soit L1 le C—espace vectoriel des fonctions f : R — C continues par morceaux et intégrables sur
R.

1. Soit f € L;. Montrer que x — f(z)e™ 2™ est intégrable sur R.

+oo .
2. Soit f € Li. Montrer que F(f) : € — / f(z)e ?™*"dg est continue sur R.
— o0

3. Montrer que, si de plus f est de classe C" avec f(k) intégrable sur R pour tout k € [[1; n]],
alors

Ve [[1; n]l, F(F®)E) = @mie)* F(f)(€).

Solution (Ex.133 — Transformée de Fourier dans lespace L1, transformée de la dérivée)
1. 1l suffit d’observer que }f(x)e%’”f‘"”! < |f(x)] et f est intégrable.
2. Appliquons le théoréme de continuité des intégrales & paramétre.
(i) Pour tout £ € R, z — f(:c)eﬂ”?z est continue par morceaux sur R.
(i) Pour tout = € R, & — f(x)e 27" est continue sur R.
(iii) Pour tout (£, ) € R?, ‘f(x)efz’”gz‘ < |f(x)] et | f] est intégrable sur R (et indépendante
de §).

Par conséquent, F(f) est continue sur R.
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3. Il suffit de le démontrer pour n = 1. Le résultat se généralise par une récurrence immédiate.

+o0 .
F(f) = / f’(x)e%mézdx incite & tenter une intégration par parties.
— 00

—2mi de classe C! sur R, on sait déja que

+o0o
/ J(@)g (2)dx = —2micxF(f)

—o0

Avec fetg:xz—e

existe.
Reste & étudier lirf f(@)g(x).
T—r OO

Comme [’ est intégrable, hrf / f/(t)dt existe, i.e. lim f(z) — f(0) existe. Donc Emf

r—r+00

“+oo
existe. Soit £ cette limite. Si £ # 0, alors f(z) ~ ¢, orc / fdx diverge, donc f n’est pas
r—r oo 0

intégrable. C’est absurde, donc ¢ = 0.
Un raisonnement analogue en —oo montre aussi que f(z) —— 0.
r——00

De plus, |f(z)g(z)| = |f(x)| donc |f(x)g(z)] 5 0. L’intégration par parties est licite et
Tr—r 100

F (1)) = 2miF(f)(€)

Exercice 134

Dans Uespace S, dérivée de la transformée et transformée de la dérivée

On note S l'espace de SchwartzEl ou espace des fonctions a décroissance rapide.
S est le C—espace vectoriel

S L {f:R—CC™N(kn) e N,z 2™ () est bornée }.
Soit f € S.
1. Montrer que pour tout (k,n) € N? zF () est intégrable sur R.
2. Justifier que F(f) est de classe C* sur R avec, pour tout n € N et tout £ € R,

+oo )
(F()) ™€) = (—2mi)" / " f(z)e " dr = (—2mi)" F(a" f(2)) ().

—o0

3. Pour tout n € N et tout £ € R, montrer que

F(F)(€) = (2mie)" F(f)(€).

Solution (Ex.134 — Dans l’espace S, dérivée de la transformée et transformée de la dérivée)
1. Soit (k,n) € N2, Par définition de S, & — z* f) () est continue sur R, et 2572 f(")(z) = O (1),

1
donc xkf(">(x) =0 (—2), ce qui assure que = +—> :Ekf(">(m) est intégrable sur R.
x

1. Ainsi nommé en hommage & Laurent SCHWARTZ (1915— 2002), premier mathématicien francais a
recevoir la médaille Fields pour ses travaux sur la théorie des distributions, en 1950 — il est alors professeur
a 'université de Nancy. A ne pas confondre avec Hermann Amandus SCHWARZ (1843—1921), de 'inégalité
de CAUCHY-SCHWARZ
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2. Appliquons le théoréme de régular_ité des intégrales & paramétre. Soit n € N*,
Soit g : R? = C, (&, ) — f(x)e 7%=,
(i) Pour tout = € R, £ — g(&, x) est de classe C™ sur R.
(i) Pour tout k € [[0; n — 1]], pour tout & € R,
_ . \k —2mifx
T 875’“(57 x) = (— 27rw:) f(x)e

est continue par morceaux et 1ntegrable (toujours O(1/x?)) sur R.

iii) Pour tout £ € T — = | — 2mx x)e”2™% ogt continue par morceaux sur
P R Lz 2 n 2mix p

5

< @2m)"|z" f(x)] et © — (2m)" |x" f(z)| est continue par

R.

i v ) e R27 )
(iv) V(€. 2) o)
morceaux et intégrable (...toujours O(1/z?)) sur R.

Le théoréme s’applique et on obtient ’expression voulue.

3. Méme raisonnement que dans la propriété précédente (IPP). On peut noter que x — xf<”)(x)
bornée donne directement f(™(z) = 0 puisque ™ (z) = O (1/x).
xr—r o0

Exercice 135

Ezxemples de calculs de transformées Fourier

Justifier les propriétés suivantes.

1. Transformée d’une fonction porte et d’une fonction indicatrice

1 i 1/2
a) Soit [I: R — R,z st o] < /

0 sinon
sin(m€) .
Alors F(II) : € — sinc(w) = urs siE#0
1 si&E=0

1 izea; b
b) Soit a < bet x[q; 5 : R = R,z +— s%x [a ]
0 sinon
Sin(ﬂ-(b _ a’)‘g) efiﬂ(aﬁ»b)ﬁ si E # 0
Alors F(f): & w&
b—a sié=0
Remarque : « sinc » ainsi défini s’appelle le sinus cardinal.
2. Transformée d’une exponentielle
Cax 23>0
SoitaE]O;+oo[etf:R—>R,x»—>{e STx/ .
0 sinon
1
a+ 2w’
3. Transformée d’une exponentielle symétrisée
Soit a €]0; +oo[ et g: R — R,z — e,

2a
Alors .F(g) : E — m

Alors F(f) : &
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Remarque : cette fonction est la fonction lorentzienne de paramétre a.
4. Transformée d’une gaussienne
Soit a € ]0; +oo[ et o : R = R,z — emame’,
En formant une équation différentielle du premier ordre dont p, est solution, on montre, grace
+oo 2
a lintégrale de GAUSS / e " du=+/m, que
— 00
1

F(f): €0 %e%% = Z=euale).

Solution (Ex.135 — Exemples de calculs de transformées Fourier)

—onicxr1/2 .
1/2 omi € e — Sln(ﬂ'é') si € # 0
1. F(I)(€) = / le ™%y = ¢ | —2mig |_, €
—1/2 SiE=0
b,
Flxtar )@ = [ 107754
e2migr]® sin(w(b—a)€) _,;
_ —im(a+b)€ :
= {—2%1’5]“ 03 ¢ sie#0
b—a si€=0
car €38 _ o¥% = i(BT) (oi(B-0) _ i(=B+a)) = 9;ciB+e) sin(B _ o)
T ~(at2mie) 1
2. — —(a mig)x —
Fxe = [ e do=
3. Ennotantg:xH{e STm<0
0 sinon
0 (a—2mi&)xz 10
_ (a—2mi&)x | € _ 1
f(g)({)_[we dx_[a—mg}_w a— 2miE
Par linéarité de l'intégrale (donc de F au passage),
2a
F(R)(&) = F(f +9)(&) = F()E+F(9)(&) = ol + An2g?

4. ¢o(z) = —2amzp.(x) donc @, (z) + 2amzp.(x) = 0.
En prenant la transformée de Fourier des deux membres,
Fe)(€) + 2anF (1 wpa(@))(€) = 0
Comme ¢, € S donc est de classe C*°, et par les liens entre dérivation et transformation de
Fourier, on a

e 1
2miEPa(€) — ;aFa’ () = 0
soit encore 9
e ™,
Pa'(€) + ;5%’«1(5) =0
Cette équation différentielle du premier ordre s’intégre facilement et il existe K € R tel que
— T
Pa(§) = Kexp (—552)
De plus

A(o>—/+w (e)de 72— /ﬂo =
Pa —700 Pal\T)AT = —\/LE7WG ’LL—\/a
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Donc K =

4-

Exercice 136

Transformation inverse

Soit f € S telle que fest intégrable sur R.
On pose ¢ = @1 : R = R,z +— exp(—nz?) de sorte que @ = ¢ d’aprés la propriété précédente.
Pour tout n € N*, on pose

u:3/ﬁwﬂ®¢(%)dsaJn:/fwf(g)awﬁm

— 00 oo

400

1. Montrer que lim In:/
n—-+oo

—o0

f©)dg et lim T, = f(0).

2. A T’aide de la formule de Fubini (admise)

/_:O (/_:O fe)e (%) e_zmgzdf) do = /_:O (/_:o fz)p (%) e‘”"fzdx> e

montrer que : Vn € N*, I, = J,.
—+o0

3. Justifier que f(0) :/ F(&)de.

— 00

4. Montrer que par translation
—+o0

wEwaz/ Fleyemeae

qui est bien la formule « intuitée » dans Vintroduction.

Solution (Ex.136 — Transformation inverse)

1. e Appliquons le théoréme de convergence dominée de Lebesgue en posant pour n € N* :

gn €7 F(E)¢ <%>

(i) Pour tout n € N*, g, est continue par morceaux.
(ii) gn AL f car ¢ est continue donc ¢ (%) P »(0) =1.
(iii) Comme |p| < 1, 0on a :
Vn e N, V€€ R, |gn(§)] <
Par le théoréme de Lebesgue, . .

L= @i —— [ Foue

oo — o0
e Rappelons que @ = ¢ et que, par l'intégrale de Gauss,

+oe —oym 1 [T 1
/ Qo(aj)dﬂj “ éf ﬁ e 1/,2du = ﬁ X ﬁ =1
oo —oo

Appliquons le théo;éme de convergence dominée de Lebesgue en posant pour n € N* :
(i) Pour tout n € N*, h,, est continue par morceaux.
(ii) hn Al f(0)¢ car f est continue donc f (%) — f(0).

n—+oo

~

€3] ’ avec f intégrable.
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(iii) Comme f € S, f est bornée car f(t) = t°f(t), donc on a :
Vn e N*Vz € R, |hn(x)| <||f]|., ©(x) avec ¢ intégrable.

Par le théoréme de Lebesgue,
+oo

J, = /_+°° hn(z)de —— : F(0)p(z)dz = f(0) x 1 = £(0)

n——+oo
+oo
L= [ " Feoe (%) ae

f(x)e_zmgz dze <§> dé
n

L o)
S G
%0 . (

) dzdf, et par la formule de Fubini

-/ :Of(%) B(u)du

Donc : I, = Jn.

“+ oo

. Par unicité de la limité, lim I, = lim J,., ie f(0)= / fle)de.
n—-+oo n—-+oo oo

@ Soit u € R. Posons h : z — f(u+ z) de sorte que h(0) = f(

précéde a h.

e h est clairement dans S car (z +u)* ~ zF et K" (x) = f™(u+ ).

z—+oo

N A e L e 0}

— 00

u). On va appliquer ce qui

et comme fest intégrable, h est intégrable.
Donc par ce qui précéde,

+oo __ oo .
f(u) = h(O) = /; h(f)dg — /; f(g)e%wgudé.
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Chapitre 40

Séries entiéres complexes et
grands principes

Dans ce chapitre, nous allons étudier certaines propriétés remarquables des fonctions déve-
loppables en série entiére de la variable complexe.

Rappels sur la notion de voisinage —

e On rappelle qu'une propriété P(z) est dite vraie au voisinage de zo s’il existe une partie
ouverte V contenant zo telle que, pour tout z € V, la propriété P(z) est vérifiée.

Vu la définition d’un ouvert, il revient au méme de dire qu’il existe » > 0 tel que la propriété

P(z) est vraie pour tout z € D (z051), D (z0;7) désignant le disque ouvert de centre zp et de
rayon 7.

Ainsi par exemple, les propriétés suivantes sont équivalentes :

« f ne s’annule pas au voisinage de zp » ;
«3Ir>0, Vze ]OD(zo;r),f(z) #0»;
«3r>0, (|z—20|<r)= (f(z)#0)»

e Pour manipuler les voisinages, et notamment les disques ouverts, il est bon d’avoir a I'esprit

que, pour tout zp € C et tout r > 0

o

o o
Vz €D (z0;7), D(z;7— |z —20]) CD(z057).

Exercice 137

Principe des zéros isolés en 0

On rappelle que lexpression « le nombre x est un zéro de la fonction f » signifie que f(z) = 0.
1

T sin (7) siz#0
x .

0 siz=0

a) Montrer que f est continue.

1. Soit f:R—>R, z+—

281



CHAPITRE 40. SERIES ENTIERES COMPLEXES ET GRANDS PRINCIPES

b) Montrer que, pour tout r > 0, il existe z tel que 0 < |z| < r et f(z) =0.
Autrement dit, tout voisinage | —r; r[ de 0 contient au moins un zéro de f autre que le
nombre 0. Le zéro 0 de f n’est pas isolé : on peut trouver des zéros de f aussi proche que
P'on veut de 0.
2. Soit f une fonction développable en série entiére de rayon de convergence R > 0 (éventuelle-
ment R = 400).
On pose

+oo
Vz tel que |z| <R, f(z) = Z cn2".
n=0

On suppose de plus que f n’est pas la fonction nulle.
a) Justifier I'existence de k = min {n € N| ¢,, # 0}.
b) Montrer qu’il existe une fonction g développable en série entiére de rayon R telle que

2] <R = f(2) = 2"g(2)

9(0) # 0
c) Justifier qu'il existe r € ] 0; R[ tel que
<7 = lg(=) — g(0)] < %L
d) Justifier finalement que

Vz tel que 0 < |z| <7, ona: f(z) #0.

Autrement dit, il existe un voisinage D (0;7) de 0 dans lequel le seul point ot f peut s’annuler
est 0.
Si 0 est un zéro de f, alors f est isolé...

3. Existe-t-il des fonctions développables en série entiére telles qu’a partir d’un certain rang no
on ait :

a) Vn = no, f(l):l.

)~ n
1 1 1
b) ¥n > no, f(%):f@n“):;?

Solution (Ex.137 — Principe des zéros isolés en 0)

s 1 . X . . .
1. a) e Par composition de z — — continue sur R* et sin continue sur R, z — sin(1/z) est

continue sur R*. Donc f est continue sur R* comme produit de fonctions continues.
e Vz € R*, |f(z)| < |z| donc par encadrement f(z) — 0 = f(0). Donc f est continue.
z—
1
b) esin(l/z) =0<= 3k € Z*,z = T
™
1 1 1 1
Or — < r pour k> — : prenons par exemple k = | — | + 1l et x = —.
km T rm km
Alors 0 < z < r et f(z) =0. Cqfd.

2. a) Si tous les coefficients de f étaient nuls, f serait la fonction nulle. Comme f n’est pas nulle,
I’ensemble {n € N| ¢, # O} n’est pas vide. Or toute partie non vide de N admet un plus
petit élément.

b) Soit z tel que |z|] < R.
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+oo 400 +oo ) 400 ,
f(z) = Z 2" = Z cn2" = ch+kz]+k =2 chJrkZJ
n=0 n=k =0 j=0
+o0 ]
En posant g(z) = Z ¢j+x2’, g est de méme rayon que R et g(0) = ¢x # 0.
j=0

c) g est continue en 0 (comme toute fonction DSE de rayon non nul), donc g(z) Py 9(0).
z—

En prenant € = % > 0 dans la définition de la limite,

Jr > 0 tel que |z| <r = |g(z) — g(0)| < ‘CA

2
d) Soit z € C tel que 0 < |z| < r. Comme g(0) = cx,

C, C, C, C,
19(2) — el < 1%L aone [ (2)] — fex | < %1 done ~ 1% < g(2)] — x| dome %] < (21

2 2
Comme ¢, # 0, |g(z)| > 0 donc g(z) # 0.
Comme f(z) = z"g(z) avec z # 0 et g(z) # 0, f(z) # 0.
3. a) eAnalyse —
Supposons f DSE au voisinage de 0 avec un rayon R non nul et vérifiant

Vn > no, f(i -1
2n n
Soit g : z — f(2) — 2z. Alors :
Vn = ng, g(i) =0.
2n

g est DSE (méme rayon que f) et admet une infinité de zéros non isolés au voisinage de 0.
D’aprés le principe précédent, g est la fonction nulle, donc f est la fonction z — 2z.
o Synthése —
Réciproquement, f : z — 2z est clairement solution au probléme.
e Conclusion —
Il existe une unique fonction répondant au probléme : z — 2z.
b) S’il existe une solution, elle est solution du probléme précédent, donc du type z — 2z. Or

f iz — 2z ne vérifie pas
1 1
V 2 ) = .
n=no f(?n—i—l) n

Donc ce probléme n’a aucune solution.

Exercice 138

Principe du maximum en 0

Soit f une fonction développable en série entiére de rayon de convergence R > 0 (éventuellement
R = +00).
On pose

+oo
Vz € C tel que |z| <R, f(z)= Z cn2".
n=0

On suppose que la fonction z — |f(z)| atteint un maximum local en 0, c’est-a-dire
Ir>0, VzeD(0,r), [f(z)|<[f(0)
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1. Justifier, a 'aide du principe des zéros isolés du premier exercice, que si ¢y = 0, alors f est la
fonction nulle.
2. Dans cette question, on suppose co # 0.
a) On suppose de plus qu’il existe au moins un coefficient ¢, avec n € N* non nul et on pose
k =min{n € N"| ¢, #0}.
Justifier 'existence d’un nombre complexe by et d’une fonction g développable en série
entiére de rayon au moins égal a r tel que
o
VzeD(0;7), f(z)=co(l+bez"(1+29(2))).
b) Justifier I'existence d’un réel M € ] 0; +o00[ tel que
r
VzeC, (|7 < 5) = (|g9(2)| < M).

¢) On pose by, = pem avec p € ]O +oo[ et a € [0; 27|
) o2 0,

Soit m = min ( et z =me

2M’ 2 k

Justifier que
|1+ brz* (1+29(2))| = ‘ |1 + bkzk| — |bkzk+1g(z)| ’

et en déduire que
|f(2)] > |col.

d) En déduire que f est constante.

3. a) Enoncer une conclusion synthétique des questions 1 & 2. Cette conclusion s’appelle le prin-
cipe du mazimum.
b) Donner une fonction f : R — R de classe C*°, non constante, telle que |f| atteigne un
maximum en 0.

Solution (Ex.138 — Principe du mazimum en 0)

1. Sico =0, alors f(0) = 0 et pour tout z tel que |z| < r, |f(2)| < |f(0)|, i.e. f(z) =0. Donc le
zéro 0 de f n’est pas isolé, et ce n’est possible que si la fonction f est nulle par le principe des
zéros isolés.

2. Dans cette question, on suppose ¢y # 0.

a) vz € D (0;7),

+o0 o0 +oo
z) = g cnz" = co + E cnz™ = co + cpz2® 4+ 2T E Chy14527
n=0

<1+ <1+ Z ity J))

c c i g . -
En posant by, = E et g9(z) = E KA 3 de rayon au moins r par le calcul précédent (en
Co . Ck
7=0

fait de rayon identique a f, donc R), on a
VzeD(0;7), f(2)=co(l+brz"(1+29(2))).
b) g est continue sur le disque fermé de rayon r/2. Ce disque étant aussi borné, g est bornée
et |g| atteint un maximum M sur ce disque. On a alors

VzeC, (|2< g) — (lg(=)| < M).
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c) ‘1 + by2" (14 29(2))| = |1+ brz" + brz"T'g(2))|, et par I'inégalité triangulaire ||a| — [b]| <

la + b,
(1) ’1 + b2 (14 zg(z))’ > ‘ ‘1 +bkzk‘ — ’bkzkﬂg(z)‘ ‘
Or :
N ‘1+bkzk| _ ‘1+peiamkei(27r—a) _ }1+pmk| =1+ pm*
o |brz"tlg(2)] = pm" T g(2)] < pm*TIM car |2 < 7 /2.

1 1 ki1 pmlC
<—MgK = <.
Eth\2MM\2doncpm M < )

k
D’ou }bkzk+1g(z)| < % <1+ pm*.
(1) fournit alors

|1 + br2" (1 +29(2))| =1+ pm” —
Par conséquent, |f(z)| > |col.
d) On a trouvé z € D(0;r) (car |z| = m < g) tel que |f(z)] > [f(0)], ce qui contredit
I’hypothése initiale.
Par Pabsurde, on doit rejeter ’hypothése de a), donc : Vn € N*, ¢, = 0 et f est constante,
égale a co.
3. a) Principe du mazimum : si |f| atteint un maximum local en 0, alors f est constante sur tout
son domaine de définition.

b) cos de classe C*™ et non constante sur R, et |cos| atteint un maximum local (et méme global
sur R) en 0.

Exercice 139

Taylor et les trois principes généraux

Le principe des zéros isolés et le principe du maximum précédemment étudiés supposent que le
zéro ou le mazrimum est atteint en z = 0. Nous allons voir que ces principes se transportent en
tout point intérieur au disque de convergence.

Soit f une fonction développable en série entiére de rayon de convergence R > 0 (éventuellement
R = +00) et on note D le disque ouvert de centre 0 et de rayon R (éventuellement D = C).

On pose

+oo
Vz € C tel que |z| <R, f(z)= Z anz".
n=0

1. On admet le théoréme de FUBINI de permutation de 'ordre des sommations pour les sé-
ries doubles absolument convergentes (théoréme réguliérement admis dans les énoncés de
concours), dont 1’énoncé est le suivant.

Théoréme de FUBINI

Soit (i ;)ien,jen une suite double de nombres complexes :
(i, j) e N, w; €C.
On suppose que :
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@ pour tout i € N, la série Zu” est absolument convergente,

Jj=0
—+o0
@ la série z <Z Ui’j|> est convergente.
i>0 \j=0
Alors :
® pour tout j € N, la série Z u;,; est absolument convergente,
i>0
—+o0
0 la série Z <Z ui,j|> est convergente,
>0 \i=0
—+o0 “+ oo —+o0 “+ oo
O ct (Z |um- > = Z (Z |um- >
i=0 \j=0 j=0 \i=0

On dit que la série double Z u;,; est absolument convergente, et sa somme est indépendante
¥
de l'ordre des sommations :
—+o0 400 —+o0 +oo
5 w3 (Ss) =3 (L)
(4,5) EN2 i=0 \j=0 =0 \i=0
a) Soit zo € D\ {0}. On pose rg = |zo|.
Soit r € [ro; R[. On pose

V(n, k) € N?|  wung det. |an| <Z> (r —ro)krp=*.

Montrer que la série double Z Unp,k converge absolument.

n,k

b) Soit k € N. Justifier la série Z |an| (Z) (r —r0)*ry™* converge absolument et que

n>0
“+oo
P (20) k n k n—k
’T (r —7o) <Z|an| & (r—ro)"rg .
n=0
P L. N f(k)(zo) k . , N
c) En déduire que la série entiére Z w2 a un rayon de convergence au moins égal &
k>0 ’
T —T0.
, . L. N f<k)(20) k
d) En déduire finalement que la série entiére Tz a un rayon de convergence au

k>0
moins égal & R — ro, et, toujours & ’aide du théoréme de Fubini, montrer que :
pour tout z € C tel que |z — 20| < R — ro,

2P,
floy =y L)

k!
Taylor, quand tu nous tiens...
e) Cette relation demeure-t-elle si zo =07

(z — 20)".

k=0

2. Principe du prolongement analytique —

Soit zo € D. L’objectif de cette question est de démontrer le principe du prolongement analy-
tique qui sera énoncé en d).
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Dans les sous-questions a) & ¢), on établit que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout n € N, £ (z9) =0,
(#4) f est la fonction nulle sur un voisinage de zo,
(#4%) f est la fonction nulle sur D tout entier.
a) Justifier que () entraine (7).
b) On suppose (ii). On note D’ I'ensemble des points de D au voisinage desquels la fonction f
est nulle : .
D' ={z€D|3r. >0, f est nulle sur D (z;7,)}
i — Justifier que D’ est un ouvert non vide.
ii — On suppose que D’ # D, donc il existe au moins un nombre 3 € D\ D'.

On parameétre le segment [ zo; (] en posant
YA €E[0; 1], zx=A8+4 (1 —X)zo.

Justifier que 'ensemble I = {\ € [0; 1] |zx &€ D'} admet une borne inférieure p.
iii — Montrer que p > RN

|8 — 20

iv — Soit o = z,,. Justifier que o n’appartient pas & D’. On pourra raisonner par l’absurde.
v — Soit (Ak)ken une suite de réels de [0; [ convergente, de limite p.
En considérant la suite (z,\k), montrer que,
vneN, fM™(a)=0.
vi — En déduire une contradiction.
vii — Justifier alors que (7ii) est vérifiée.
c) Conclure.
d) Justifier le principe du prolongement analytique :
« Soit f et g deux fonctions développables en série entiére de rayon R > 0. On note D =
D (0;R).
On suppose qu’il existe zgp € D tel qu'au voisinage de 2o, f et g coincident, i.e.
3Ir > 0 tel que |z — 20| < r entraine f(z) = g(z).
Alors f = g sur D tout entier. »
3. Principe des zéros isolés —
On suppose que f n’est pas la fonction nulle. Soit zg € D tel que f(z0) = 0.
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I rk)

2 . .
E fT('O)zk et du premier exercice, montrer que 2y est
k=0 ’

un zéro isolé de f, c’est-a-dire qu’il existe r > 0 tel que
Vz tel que 0 < |z — 20| <7, f(2)#0.

A Taide de la série entiére g(z) =

4. Principe du mazimum —
Soit zp € D. On suppose que z — |f(z)| atteint un maximum local en z.
Montrer, en utilisant le deuxiéme exercice, que f est constante sur D tout entier.

Solution (Ex.139 — Taylor et les trois principes généraux)

1. a) @ Soit n € N fixé. Z Un,k converge absolument car ne contient qu’un nombre fini de termes
k>0

non nuls puisque =0 pour k > n, et

n

k
400 n

n k n—k Newton n

Zun7k:Z|an| <k>(rr) 0 |an|r
k=0 k=0

® Comme 0 < 7 < R, la série Zanr" converge absolument, donc Z |an| r™ converge
n>0 n>0
absolument.
e Par le théoréme de Fubini, la série double Z Up,k converge absolument.
n,k
b) Soit k € N.

. . . n _
D’aprés la conclusion @ du théoréme de Fubini, la série Z |an| ( k) (r—70)*r2 " converge
n>0
absolument.

Par dérivation terme a terme de la série entiére définissant f, on a :

) (4, 12 k+1i)! i = k+1 i
fT(!O) = Z %a;ﬁ_izo = Z B | xrizo
i=0

i=0
i <X (n X/n n
neEr Z <k>an23 k= Z (k) anzgflC car (k) =0pourn<k
n=k n=0
+oo
s s f<k)(7~'0) k_ n k_n—k
D’ou : T(rfrg) —nZ:O b an(r—mo) 25 .

Comme |zo| = 7o, cette série est absolument convergente et par I'inégalité triangulaire

®) (2 = n _
7 (z0) k(' 0) (r—ro)* < Z |an| (k (r— ro)krg k.
' n=0
c) e Soit z tel que |z| < r —71¢. D’ apres ce qui précede :
5 (0 5 (20) . >
Vk €N, o ‘ ‘ < ung
n=0

“+oo
e D’aprés la conclusion @ du théoréme de Fubini, la série Z (Z un7k> converge.

k>0 \n=0
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k
e Donc la série entiére Z I ;( )z converge, ce qui prouve que le rayon de convergence
k>0
de cette série vaut au moins r — ro.
e Soit z tel |z < R —179. On a : |z| + ro < R. Prenons r € ||z| +ro; R[ de sorte que
r € [ro; Rlet |z] <r—ro.

d

~

™ (20) &

Par le raisonnement précédent, la série Z ol L AH0) ok converge, donc la série entiére Z
k>0 : k>0

a un rayon de convergence au moins égal a R — ro.

e Soit z € C tel que |z — 20| < R —ro. Il existe r € [ro; R[ tel que |z — z0] < 7 — ro.

¥ (20)
ko

n

. . n _ .

Par ce qui précéde, la série double Zan (k) (z — Zo)k P k converge absolument puisque
n,k

le module de son terme général est majorée par un, k.

Sommons alors cette série double de deux fagons.

+oo +oo
Z an(Z)(Z—Zo)knk ZZCM()Z—Zoknk Zanz =

(n,k)eN? n=0k=0
n =X n
> an (kz) (=205 =3 > an (k) (o0
(n,k)EN2 k=0n=0
+oo . +oo n X
= Z(Z—ZO) Za" <k> (7)L7
k=0 n==k
+oo —+oo
i=n—k k +1 i
= (z — 20) Zak+i( k ) 0
k=0 =0
NG E (k)
- D DL
k=0 i=0
—+oo
(2 — 20) k
= M (0)
k=0

Par la conclusion ® du théoréme de Fubini, on a

T r(k) 20 .
ey =Y e
k=0

e) Oui, d’aprés la formule de Taylor en 0 (qui est au programme : si R > 0, alors Vn €
(o
N, an= I ))
n!
Principe du prolongement analytique —

Soit zg € D. L’objectif de cette question est de démontrer le principe du prolongement analy-
tique qui sera énoncé en d).

Dans les sous-questions a) a ¢), on établit que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(4) pour tout n € N, f(™(z) =0,

(#t) f est la fonction nulle sur un voisinage de zo,

(#4%) f est la fonction nulle sur D tout entier.

a) Supposons ().
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D’aprés 1), pour tout z € D (z0; R — 10), f(2) =

Jio F™ (20)

7 (z—z0)F = 0.

k=0

Ce qui prouve (7).
b) On suppose (7). On note D’ I'ensemble des points de D au voisinage desquels la fonction f
est nulle :

i—

ii —

iii —

iv —

D' ={z€D|3Ir, >0, f est nulle sur D (z;72)}
e D’aprés (i), zo € D' donc D’ # 0.
e Montrons que D’ est un ouvert de C.
Soit z € D’ quelconque.

o
Alors il existe 7. > 0 tel que f est nulle sur D (z;7;).
Montrons que D (z;7,) C D’, ce qui prouvera que D’ est ouvert.

Soit w € D (z;r.) quelconque.
Alors |z —w| <7, donc p=r, — |z —w| > 0.

o
Et pour tout ¢ € D (w; p),
t—zl<|[t—wtw—z|<|t—w|+|w—2<p+|w— 2z

donc |t —z| <7, et f(t)=0
Ainsi il existe un voisinage de w sur lequel f est nulle, donc w € D’.

Du coup ]o) (z;7.) C D', ce qui achéve de montrer que D’ est ouvert.
e I est non vide car z; = 3 € D'.

e I C [0; 1] donc I est minoré.

e Par conséquent, | possede une borne inférieure.

Soit A tel que : 0 < A <
Iﬁ—ZOI

Ona: |zx — 20| = [AB 4 (1 = A)z0 — 20| = A [B — 20| < 7.
o
Donc : zx € D (20;72,)-

o
D (20;72,) est un voisinage de zx sur lequel f est nulle.

Donc zy € D’ et A € 1. Par conséquent, pu > \.
T2

|/3*ZO‘

. . T
Comme ceci est vrai pour tout A tel que 0 < A < ¢, on a j =

, et du
|8 — 2ol

coup u > 0.
Supposons que a € D', ce qui induit p < 1l cara =z, et 21 = B¢ D"

f est nulle sur D (a;74) : du coup, sur le segment [z0; f], il va y avoir des zx au-dela
de a au voisinage desquels f est nulle. Etudions cela.

|zx—a|<ra<:>|>\—u|<|ﬂr N

Prenons alors A tel que p < A < p+ \/j' la ol

o
Alors D (a; 7o) est un voisinage de zx sur lequel f est nulle. Du coup zx € D’ et A ¢ L.
J’ai démontré :

YA e | p; ,u—&-m rel,

Z()‘
ce qui contredit que p = inf(I).
Donc a € D'.



v — eSo0it ke N. A\p < ppdonc A\ €l et 2y, € D', donc f est nulle au voisinage de Zxy, -
Du coup : Vn € N, f(”)(z;k) = 0. Et ceci pour tout k € N.

e Soit n € N. £ est continue sur D car f est de classe C* comme somme de série
entiére. Par continuité :

f(n)('z)\k)

f™(a) car 2y, — a.

k —+ k—+oo

Or

(n)
I =i 0

Donc f(™(a) =0, et ceci pour tout n € N.
vi — D’aprés a) qui a établit (i) = (i¢), on en déduit que f est nulle au voisinage de «.
Donc o € D’ : ce qui contredit le point précédent.
vii — D’ # D conduit & une contradiction. Donc D’ = D, ce qui signifie exactement que f
est nulle au voisinage de tout point de D, et (4i7) est vérifiée.
c) Il reste a établir que (131) = (4), ce qui est évident car les dérivées successives de la fonction
nulle sont toutes nulles.
d) En posant h = f —g, h est DSE sur D et nulle sur un voisinage de zo, donc par (i) = (4i1),
h est nulle sur D, donc f = g sur D.
Principe des zéros isolés —
e g est une fonction DSE autour de 0, de rayon non nul.
e g n’est pas la fonction nulle car si elle I’était, on aurait :
vneN, fM™(0)=o0,
donc par ce qui précéde, f serait la fonction nulle, hypothése exclue ici.
e Par 1),

o (n)
Vz € D (z0;R — |20]), Z f ZO (z— 20)" = g(z — 20).

Comme f(z0) =0, on a g(0) =0.
On peut appliquer le premier exercice a g :

Jr > 0 tel que (0 < [z] <7) = (9(2) #0).
Par conséquent,

(0<|z—20| <r) = (f(2) #0),

ce qui signifie exactement que 2o est un zéro isolé de f : il existe un voisinage de z¢ dans lequel
f ne s’annule pas, sauf en zy évidemment.
Principe du maximum —

e Jr > 0,Vz € D (z0;7),|f(2)] <|f(20)]-
e Fn définissant g comme dans la question précédente, on a :
Vz € D(0;min(r,R —|20])),  |g9(2)] = [f(z + 20)| < [f(20)| = [9(0)]
car z + zo € D (zo0; 7).
e Par le second exercice, j’en déduis que g est constante sur D (0; R — |z0]).
e Donc f est constante au voisinage de zo, égale & f(z0).
e Alors h = f — f(z0) est nulle au voisinage de zp, donc, par 2), est nulle sur D.
e Donc finalement f est constante sur D.
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Exercice 140

Fonctions entiéres et dominations

Une fonction est dite entiére si elle est développable en série entiére de rayon infini sur C.

Soit
“+oo
n
z) = E Cn2
n=
la somme d’une série entiére définie sur C, donc de rayon +oo.

1. Une formule de Cauchy —
Montrer que, pour tout r > 0 et tout p € N,

27
/ flre™e P dt = 2wrPc,.
0

2. Un théoréeme de Liouville —
Dans cette question, on suppose que f est bornée sur C.
a) Montrer qu’il existe un réel M tel que

M
Vr>0,VpeN, |cp] < el
b) Montrer que tous les coefficients ¢, pour p € N* sont nuls.

¢) Que peut-on dire de f?
d) Application - Les fonctions complezes sin et cos sont-elles bornées sur C?

3. Dans cette question, on suppose qu’il existe ¢ € N* et (o, 8) € (R4)? tels que
VzeC, |f(2)|<alzl*+8.

Montrer que f est un polynéme.

4. Dans cette question, on suppose quelle
VzeC, |f(z)] <™.
Montrer qu’il existe une constante complexe K telle que
Vz e C, f(z)=Ke".
On pourra s’intéresser a g : z — f(z)e™".

Solution (Ex.140 — Fonctions entiéres et dominations)

1. Une formule de Cauchy —
Soit r > 0 et p € N.
27 +oo

27 27 +oo
f(re”)eﬂptdt :/ ch(re” neTPlqy = / Zc et (Pt gy
0 n=0

Or d’aprés le cours, la convergence est normale donc umforme sur tout disque de C donc en

particulier que D(0,r). On peut donc permuter / et Z

27 +oo 27 27
/ f(relt)eﬂptdt = Z/ enret TP = Z CnT / Pty
0 o

27
o / 1dt = 2m sin=p,
i(n—p)t
Or/ R T Zi("_p)t 2
0 [7} =0 sin#p.
n—p
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D’ou la formule de Cauchy :
27 . .
/0 flre™Me P dt = 2mrPc,.

2. Un théoréeme de Liouville —
a) Puisque f est bornée sur C, il existe M € Ry tel que
vzeC, [f(z)] <M.

Alors par I'inégalité triangulaire
Vr > 0,Vp e N,

et par la formule précédente,

27

f(re)e ™ dt| <

Vr>0,¥p €N, |cp| <

M
b) Soit p € N*. Alors : — ——— 0. Et par encadrement : |cp\ P 0.
T r—+00

r—+00
Comme |c¢,| ne dépend pas de r, cela signifie que |¢p| = 0, donc ¢, = 0.
c) f est constante, égale & co = f(0).
d) Application -
Comme sin est DSE de rayon infini, si sin était bornée sur C, alors elle serait constante.
Comme ce n’est pas le cas, sin n’est pas bornée sur C et on peut faire le méme raisonnement

pour cos.
On peut aussi noter que sin et cos ne sont pas bornées sur ’axe imaginaire pur :
r—e” e’ —1
V. ; in(iz)| = >
x € [07 +OO[7 ‘SIH(ZZ‘N 2 = 2 T—+00 +oo
. . — = " | > 2
Vo € [0; +oo[, |cos(iz)| % z 5 T +oo

3. Pour tout r >0etpe N, on a:
27 2m
27r? |ep| = ’/ f(re”)e_”’tdt‘ < / ar® + Bdt < 2r(ar? + B),
0 0
ar? + 3

rP

Or pour tout p >¢q: ar?+p = o (rP).
T oo

Donc, pour tout p > ¢, par encadrement, |cp| —+> 0, donc ¢, = 0.
T—r+00

d’ot |ep| <

Par conséquent

VzeC, f(z ch ,

donc f est bien polynomiale.
4. Soit g : z — f(2)e”*. Par le produit de Cauchy de deux fonctions DSE de rayon infini, g est
DSE de rayon infini.
Onaalors: Vz € C, |g(z)] < eRe®e =) L 1.
Par 3., j’en déduis que g est constante sur C. Soit K la valeur de g. On a :

Vz € C, f(z)=g(z)e* =Ke®.
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Chapitre 41

La quéte de 7 par I’Arc-tangente

Exercice 141

Etude au bord du domaine de convergence, développement en série de

On pose, sous réserve de,
+oo k
_ (=" 2kt
ﬂx}‘2;2k+1x
1. Justifier que f est définie et de classe C™ sur | —1; 1[.

2. a) Justifier que f est définie en —1 et en 1.
b) Soit pour tout n € N et tout x € [0; 1],

o 5 G
%)= k1
k=n+1

Justifier que R,, est bornée sur [0; 1] et que

IRnlloo 01 <
c) En déduire que f est continue sur [—1; 1].

3. Justifier que

on+3°

=2k +1 47
Cette formule a €té établie indépendamment vers 1670 par James Gregory et Gottfried Wilhelm

LeibniofT, mais on la trouwve déja dans des écrits du milieu du X Veme siecle provenant du sud
de U'Inde.

Solution (Ex.141 — Etude au bord du domaine de convergence, développement en série de )

1. Au fait, le théoréme des séries alternées s’appelle aussi théoréme de Leibniz, non ?
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CHAPITRE 41. LA QUETE DE 7 PAR L’ARC-TANGENTE

1. D’aprés le cours, f est la somme du développement en série entiére de la fonction Arctan de
rayon de convergence 1, donc f est de classe classe C* sur | —1; 1[.

1
2. a) (m) est une suite décroissante de limite nulle donc par le théoréme des séries alternées,
n

la série définissant f(1) converge.
De plus, f est impaire donc f(—1) existe et vaut —f(1).

2n+1
est une suite décroissante de limite nulle (car z € [0; 1]), donc par le théoréme
2n+1
n

x2n+3 1
< 5
2n+3 2n+3

Donc Ry, est bornée sur [0; 1] et [[Rn|[ (o, 1

des séries alternées, |Rn(z)| < ceci pour tout = € [0; 1].
< L .
2n+3
c) Par encadrement, lixf [IRnll o (0; 1] = 0, donc la série converge uniformément sur [0; 1].
n—-+oo ’ ’
Comme chaque mondme x — z™ est continu, f est continue sur [0; 1].
f étant impaire, elle est continue sur [—1; 1].

2k +

De plus, Vz € [0; 1[, f(z) = Arctan(z), et par continuité de Arctan, Arctan (z) —
z—
™

Arctan (1) = 1 Donc f(z) — % Par unicité de la limite,

z—
2k+1 " 4’

k=0

o0 k
o . B B (-1)
3. On a, par continuité de f, ;1_>ml flx)=fQ1) = ,;,O T

Exercice 142

Application au calcul numérique de 7

On note, pour tout n € N et tout z € [—1; 1],
e (DY e
Sn(z) = kE:O 1" .

1. Ecrire une fonction SATAN_1(x,n) calculant la somme partielle S, ().

2. a) Montrer que, pour tout n € N, S,,(1) est une valeur approchée de T avec une erreur inférieur
1
2n +3°
b) En déduire une fonction PI(e) écrite en Python retournant une valeur approchée de m avec
une erreur inférieure a e.
c) A Paide de cette fonction, donner les 8 premiéres décimales de 7 en précisant le nombre de
termes sommés pour obtenir ce résultat. Cela peut prendre du temps, avec mon ordinateur
personnel environ 8 minutes.

a

3. Optimisons le temps de calcul
Vous avez vraisemblablement eu besoin & deux reprises de 'opérateur puissance « ** ».
a) Compléter la fonction suivante afin de calculer S, (z) a 'aide uniquement des opérations «
+» et « * ».

296



def SATAN 2(x,N):
somme = 0
signe = 1
puissance = x
facteur = xx*x
diviseur =1
for n in range(N+1):
somme += signexpuissance/diviseur
signe = ..........
puissance *= ..........
11 diviseur += ..........
12 return somme

CSOWNO UK WNH

-

b) A T’aide de la fonction time() du module time, indiquer le temps pris par exécution de
PI(le-6) en utilisant SATAN_1 puis SATAN_2.
4. Une amélioration notable par une stratégie due a John Machin(1680-1752).

a) Justifier que, pour tout € [—1; 1], S, (x) est une valeur approchée de Arctan (z) avec une
|$|2n+3

erreur inférieure a .
2n+3

b) Justifier que

s 1 1
1= Arctan (2) + Arctan (§) .

c) En déduire une expression de m comme somme de deux séries alternées.
d) Justifier que lerreur commise en calculant les n premiers termes de la premiére (respecti-

1 1\" 4 1\"
vement les n de la seconde) est inférieure a 2 x 1 (Z) (resp. 3 X 2n1+ ] (§> ).

L’erreur commise est ainsi au moins divisée par 4 & chaque nouveau terme calculé.

e) Justifier qu’il faut calculer environ termes pour avoir n décimales exactes.

)
f) Ecrire un script calculant les 8 premiéres décimales de 7 en exploitant cette décomposition.
S’assurer de I'exactitude du résultat et chronométrer ce script.

5. a) Montrer que pour deux réels p et ¢ strictement positifs, on a

1 1 q
Arctan ( — | = Arctan | —— ) + Arctan (7> Q).
(p) (P+Q> p?+pg+1 ©)

b) Retrouver la formule donnée en 3.b), puis toujours a l'aide de (O) prouver que

g = 2Arctan <%> + Arctan (%)

c) Justifier qu’alors il suffit d’environ 09 termes pour calculer n décimales exactes.
)

6. a) Justifier successivement que

1 5 . 1 120
tan <2Arctan (5)) = {5 Puis que tan <4Arctan (5)) = 119"

b) En déduire la formule de John Machin (1706)
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T 1 1
1= 4Arctan (g) — Arctan (@) .

c) On note

m (71)k 1 2k+1 n (71)k 1 2k+1
Trn=1 - —4 — .
’ 6;) 2k +1\5 ;} 2k 4+ 1\ 239

Justifier que T ; fournit une valeur approchée de 7 avec 8 décimales exactes.
Combien de termes faut-il sommer pour obtenir cette valeur ?

d) Vérifier cela par un script en Python.

John Machin calcula en 1706 les 100 premiéres décimales de m a l’aide de cette technique...
évidemment a la main, ce qui est une joli prouesse !'!!

. ) ) . . 1
On peut penser que Machin fut guidé d’une part par le fait qu’avoir des puissances de —

16
est pratique pour obtenir une écriture en base 10, et d’autre part par m ~ 3,2 = 3 et
1 4
Arctan (z) ~ x pres de 0, donc 4Arctan <g) ~ 5 ~ g Reste a préciser le petit écart entre
T et 4drctan (L. 1 vaut Arctan (- 0,00418
— e rctan | = ). Il vaut Arctan | —= | ~ .

4 5 239 ’

7. En 1844, le calculateur prodige John Dahse calcula de téte 205 décimales de m avec la formule

™ 1 1 1
i Arctan (5) + Arctan <g> + Arctan (5) .

Montrer cette formule & laide de la relation (©).

Solution (Ex.142 — Application au calcul numérique de )

1.

Ui Wi+

N

Par exemple,

def SATAN 1(x,N):

s =0
for n in range(N+1):

s += (—1)**n/(2+n+1)*x**(2+n+1)
return s

. a) Pour tout n € N,

par ’exercice précédent.

= [Ra(D)] <

m 1
n(l) — — —
Sn(1) 4 2n+3

b) En déduire une fonction PI(e) écrite en Python retournant une valeur approchée de m avec

[V

une erreur inférieure & e.
donc pour n tel que

1
4S,(1) — 7| <
[45.(1) =7l < 573 m+3
avec une erreur inférieure a e.

< e, 4S,(1) est une approximation de 7

4
En prenant n = {(7 — 3) /2J + 1, on est assuré de la précision voulue.
e

def PI(e):
n = int((4/e—3)/2)+1
return 4xSATAN 1(1,n)
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c) PI(1e-8) fournit 3.141 592 658 589 407 alors que math.pi donne 3.141 592 653 589
793, soit une erreur de Pordre de 5.107°.

3. Optimisons le temps de calcul

~

def SATAN 2(x,N):

somme = 0

signe = 1

puissance = x

facteur = xxx

diviseur =1

for n in range(N+1):
somme += signexpuissance/diviseur
signe = —signe
puissance *= facteur
diviseur += 2

return somme

ocooo«rmmu:wm.-lw

[T S
N =

b) Avec mon ordinateur, I’exécution de PI(1e-6) en utilisant ATAN_1 prend 1, 72 seconde contre
0, 34 seconde avec ATAN_2.
4. Une amélioration notable par une stratégie due & John Machin(1680-1752).
a) En conséquence du théoréme des séries alternées utilisé dans Uexercice 1, pour tout = €
‘ |2n+3

[—1; 1], Snu(z) est une valeur approchée de Arctan (x) avec une erreur inférieure a m 3
n

2n+3

car |[Rn(x)| < %

b) tan (Arctan ( ) + Arctan < )> 1 _1/21/_;)1(/13/3) % =1
1
3

Comme Arctan (%) +Arctan € [0; 7/2], j’en déduis que Arctan <%) +Arctan (%) =

>]

Arctan (1) = 1
)

2k+1 +oo (_1)k 1 2k+1
= 4 i A
©) 7 4Z2k+1< ) * ;Jzkﬂ(a)

d) Toujours en majorant fidélement au théoréme des séries alternées, en notant que sommer
n premiers termes revient & prendre les sommes partielles d’ordre n — 1, les erreurs com-
mises en calculant les n premiers termes des sommes sont respectivement inférieures a

B
2n+1\4 37 2n+1\9 '

e) Pour gagner une décimale, il faut diviser Uerreur par 10, or s termes supplémentaires divisent
S

Perreur par 1

(1) ~ i < s~ In(4) ~ 0,60 d’ou I'estimation donnée.

1 10 In(10)
)
1 |n = int(8/0.6)+1
2 | print(n)
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deb = time ()

a = 4%(SATAN 2(1/2,n)+SATAN 2(1/3,n))
print(a)

print (a—pi)

print (time()—deb)

N0 Uk W

fournit

14

3.141592653381539
—2.0825430269155731e—10
8.320808410644531e—05

B W N =

donc en fait 9 décimales exactes en calculant exactement 30 termes (2 X (14 + 1)) en moins
d’un dix-milliéme de seconde.

5. a) On raisonne comme en 4.b)

ran (Amtan (%) - Actan (p Jlr Q)) 1 j/(zi/;)l(/l(/p(;fzz)) "ol +qQ) +17

b) e En prenant p = ¢ = 1, on retrouve la formule donnée en 3.b).

e En prenant p = 2, ¢ = 1, on trouve Arctan <%) = Arctan (%) + Arctan <%), qui

injectée dans 3.b) donne

T 1 1
1= 2Arctan (§> + Arctan <?) .

c) L’erreur est alors divisée au moins par 9 & chaque nouveau terme, or In(9)/In(10) ~ 0,95,

donc en raisonnant comme dans la question précédente, il suffit d’environ —— termes pour

0,95

calculer n décimales exactes.

1 2/5 5 . 1 10/12 120
. 2A - = = 4A = =/ °- =
6. a) tan ( rctan (5)> =1/ 12 puis tan < rctan (5>) 1—52/12° 119

1 ™ 120/119 — 1 1 . .
b) tan <4Arctan <5> - Z) = m = 339 d’ott la formule de John Machin

T 1 1
1= 4Arctan (5) — Arctan (%) .

. . . . 16 _
c) Avec m = 5, erreur commise sur la premiére somme est inférieure a 3% 58 ~ 107 et
X
avec n = 1, l'erreur commise sur la seconde somme est inférieure & 5% 2395 ~ 1072,
X

Les erreurs cumulées sont nettement inférieures & 108 et on obtient 8 décimales exactes
avec seulement 8 termes ((5+ 1) + (1 + 1)).
d) Vérifions cela par un script en Python :

1 |a = 16+SATAN 2(1/5,5) —4xSATAN 2(1/239,1)
2 | print(a,a—pi)

produit

1 |3.1415926526163345 —9.734586470244722e—10
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ol on constate une erreur de Pordre de 107°, donc 8 décimales exactes.

7. La relation (O) avec p = 3 et ¢ = 2 donne
1 1 2
Arctan (§> = Arctan (g) + Arctan <E> qui injectée dans 3.b) donne bien

T 1 1 1
1= Arctan (5) + Arctan (g) + Arctan (g) .

Exercice 143

FEuler a assaut de 7

1. Soit z € R. R
a) A T'aide du changement de variable ¢t = /1 — s dans l'identité Arctan (x)) = / 7 jl—ttQ’
0
établir que
1
d
Arctan (z) = 1 EmQ / 5 3 .
0 T
241 — s(l -1 +m2s)
1 Sn
b) On pose, pour tout n € N, a,, = / ——=ds.
) On pose, p T
/2 on1 22n(n!)2
On admet que, l'intégrale de Wallis/ sin“"™" (0)d# vaut, pour tout n de N, m
0 !

Déterminer la valeur de a,,.
c) En déduire la formule d’Euler (1755)

+00 j2n 2 2 "
oz 27" (n!) z
Arctan(m)—1+x2;)(2n+1)!<1+I2) '

d) En déduire

e) Programmer une fonction EATAN(x,N) calculant la somme partielle d’ordre N du dévelop-
pement de Arctan (x) par la formule d’Euler et vérifier que la somme partielle de d’ordre
26 de la série ci-dessus fournit les 8 premiéres décimales de 7.

2. a) A laide des formules établies dans ’exercice précédent, montrer successivement

1 1 2
Arctan (g) = Arctan (?) + Arctan (711) ,

2 1 3
Arctan (ﬁ) = Arctan <?> + Arctan (E) .

b) Montrer finalement la formule toujours due a Euler

% = 5Arctan (%) + 2Arctan (%) .
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CHAPITRE 41. LA QUETE DE 7 PAR L’ARC-TANGENTE

c) Justifier alors le développement

T = 7(1+Ei+2é il )
410 37100 © 3751002
L7584 <1+g.g+gé.1442+ )
10° 37105 © 37571010

d) A laide de ce développement, Euler a calculé en une heure & la main 20 décimales de 7.
En quoi les choix faits par Euler sont-ils pratiques pour déterminer les décimales de w7

e) Vérifier qu’en prenant les 5 premiers termes de la premiére série et les 3 premiers de la
seconde, on obtient déja les 8 premiéres décimales de 7.

Solution (Ex.143 — FEuler a l'assaut de )

1. Soit z € R.
d(zv1 —s)

a) Le changement est de classe Clavecs=1pourt=0,ets=0pourt=z,et s =
—x
21 -5’
1 1 1 1+ 2?
1+t2:1+x2(1—5) o x> :1—1—:102(1—5)7
<1 T+ S>

Donc on a bien

T ! ds
Arctan (z) = 1—|—x2/0 o (1 22 )
Vi—s[1-
14+ 22

b) Posons s = sin?(#), changement de variable de classe C' strictement croissant donc bijectif
sur |0; w/2[.
ds = 2sin(0) cos(0) et /1 — s = cos(0).
/2 s2n : 2n(,1\2
Alors a,, :/ o Sin (0) sin(@) cos(0) o 2™ (n!)
0

2 cos(0) (2n+1)!
z2 1 ™= x? " n
c) Comme T+ 22° <1, j :;(1+x2) s
1+ 22

1 +oo n
Donc Arctan (x 1+:c2/ 22\/7(1_’_3#) ds.

La question est de savoir si on peut permuter Z et / .

Soit pour tout n de N,
a 2\
"\14z2)

af. 1 s" z? "
LEL [ =) |ds=
o 12vVI—s\1+z

Liy1 4(n+ 1)2 z? x2 1

I,  (2n+3)(2n+2) (1+x2) n—+o0 (1+x2> <
Par le critére de D’Alembert, la série de terme général I,, converge.
La permutation est donc licite et

r X x> "
arean(e) = 2 3 [ 5= ()
n=0
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ce qui s’écrit aussi par linéarité de l'intégrale

r X 22 \"
Arctan(x):1+x22an(l+m2) .
n=0

D’ou la formule d’Euler

+oo 52n 2 2 n
oz 24" (n!) x
Arctan(x)—lerQZ@nJrl)!<1+x2) .

n=0

d) En z =1, la formule d’Euler donne

T 1= 2"(nl)?
4 5;(2n+1)'
Il n’y a plus qu’a multiplié par 4...
e)
1 | def EATAN(x,N):
2 somme = 1
3 terme = 1
4 raison = x*x2/(14+x*%2)
5 for n in range(1,N+1):
6 terme *= 4snxx2xraison /(2xn+1)/2/n
7 somme += terme
8 return sommexx/(1+x*%2)
produit

In[1] : abs(4*EATAN(1,26)-pi)
Out[1]: 4.929842312151322e-09

2. a) e On a prouvé dans l'exercice précédent (©) :

Arctan (1) = Arctan (L) + Arctan (%)
P p+yq p*+pg+1

Avec p=3et ¢g=4, on ap’+pg+ 1 =22, donc
1 1 2
Arctan (g) = Arctan <?) + Arctan (ﬁ) ,
e Calculons la tangente du second membre :
1/7+3/79  100/553 100 2

- - 2_2p
1— (1/7)(3/79) ~ 550/553 550 11 ¢

2 1 3
Arctan (ﬁ) = Arctan <?> + Arctan (E) )

b) D’aprés 'exercice précédent, et grace aux formules ci-dessus

T 1 1 1 2
1= 2Arctan (§> + Arctan (?) = 3Arctan (?) + 2Arctan (ﬁ)

T 5Arctan (1) + 2Arctan (i) .

4 7 79
2
c) e En prenant z = %, T —Eﬁ = %, et 1—T—x2 = 5—10 = %, donc par le développement de
Arctan par la formule d’Euler

5Arctan 1 —l 1+gl+gé 22 +
7) 10 3°100 ' 3571002 '
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e En prenant x = 3 id _ 237 _ 3192 e z* -9 _ % donc par le
P T 70 1+22 6250 105 U 1422 6250 105 P

développement de Arctan par la formule d’Euler

2Arctan(i>:75g4<1 2%—1—2%% )
79 105 37105 ' 3'5°1010
T 7 2 2 24 22
i 10< t3700 351002 T
7584 2 144 2 4 1442
+ (1+——+77 +)

d) Ce choix fait apparaitre des puissances de 10 plutot pratiques pour déterminer les décimales.

e) Avec

1 |def EULER(m,n):
2 return 4% (5*EATAN(1/7 ,m)+2+«EATAN(3/79 ,n))

j’obtiens

In [3]: abs(EULER(4,2)-pi)

Out[3]: 3.78679088086642e-09

les 5 premiers termes nécessitant le calcul des la somme partielle d’ordre 4 (et idem pour la

seconde somme).
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Chapitre 42

Droites et sous-espaces stables
par un endomorphisme

[CS-M1 - 2015 — PC — |

Exercice 144

Sous-espaces stables

Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E.
Justifier les propriétés suivantes.

1. Le sous-espace F = Vect(ui,...,up) est stable par f si, et seulement si,
vie [[1; pl], f(ui) €F.
Autrement dit, si et seulement si, la famille génératrice est stable par f.
2. Corollaire 1 —
Siwui,...,up sont p vecteurs propres de f, alors F = Vect(u1,...,up) est stable par f.
3. Corollaire 2 —
Les sous-espaces propres de f sont stables par f ainsi que Kerf et Imf.

Solution (Ex.144 — Sous-espaces stables)
L’implication est immeédiate.
La réciproque est une conséquence de la linéarité de f.
Soit z € F. Alors x s’écrit © = xqu1 + -+ - + Tpup.
Ainsi @ f(x) E flur)+---+xp f(up) €F

—— ——

cF cF

Exercice 145

Droites stables
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CHAPITRE 42. DROITES ET SOUS-ESPACES STABLES PAR UN
ENDOMORPHISME

Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Soit A une droite engendrée par un
vecteur u. Démontrer I’équivalence :
A = Vect(u) est stable par f si, et seulement si,
u est un vecteur propre de f.

Solution (Ex.145 — Droites stables) Si A = Vect(u) est stable, alors f(u) € A = Vect(u),
donc A € K, f(u) = Au.

Si u est un vecteur propre tel que f(u) = Au, alors A = Vect(u) est stable car f(u) € A.

= Si un sous-espace est stable, alors...

.. il est engendré par des vecteurs propres 7 NON

110 O
Soit f € L(R?) tel que Ms(f)=| 0|0 —1
0|1 O

M est diagonale par blocs et A = Vect(e1) et P = Vect(ez, e3) sont stables par f.

xm(X) = (X —1)(X?+1) donc 1 est I'unique valeur propre de f et E; = Vect(e1) : il n’y a aucun
vecteur propre dans P!

D’ou vient 'exemple ? En fait, la restriction de f & P est une rotation d’angle 7/2 caractérisée

0 -1
par le bloc R/ = . Or une rotation d’angle 6 # 0[n] n’a pas de vecteur propre dans
0
R.
4 /7
e 4
’ ’
’ ‘ ’ ’,
4 7/
4 4
e 4
//, ,/
’ 7/
’ 7/
7’ ’
L’ El ,/
4 ‘ 4
4 / ’
4 4
e /7
/, __/ ,/
R R B IS, 7
Pl
+3
P=E- v
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Chapitre 43

Exemples de parties ouvertes,
fermées ou denses en algébre
linéaire

[E3A-M1 — 2018 — PSI — Exo 3|

Exercice 146

Sous-espaces vectoriels en dimension finie

1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que tout sous-espace vectoriel est
une partie fermée de E.

2. Quelle est la nature (ouverte ou fermée) des parties suivantes de M, (K) : S, (K) (symétriques),
A, (K) (antisymétriques) et D, (K) (diagonales) ?

3. Vrai ou faux ? En dimension finie, tout noyau et toute image d’une application linéaire est une
partie fermée.

Solution (Ex.146 — Sous-espaces vectoriels en dimension finie)
2. et 3. sont des conséquences directes de 1..

1. Il s’agit de montrer que toute suite convergente (uk)k>o de vecteurs de F a sa limite dans F.
Soit n = dim(E). Soit F un sous-espace vectoriel et (f1,..., fp) une base de F. Je compléte
(fi,..., fp) en une base C = (f1,..., fn) de E.

Soit (uk)k>0 une suite de vecteurs de F convergente, de limite £ € E.
Je décompose chaque uy, dans la base C de E :
Uk = ﬂcﬁk)fl + xék)fz +o P f
i.e. .T;k)fj est la j—éme coordonnée de uj, dans C.
Comme uy, € F, ug, ne s’exprime qu’avec les p premiers vecteurs de la base (ceux qui engendrent
F), donc :
viellp+1;nl], 2’ =0
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EN ALGEBRE LINEAIRE

Donc : x§-k) — 0
k—+oo

Or par convergence par coordonnées :
_ L (k) ; (k) . ; (k)
6 o kEToo 1 fl + kgrfoo T2 f2 + + kEToo Tn fn~
_ 1 (k) . (k) . (k)
0= tim ok lp w0 fa ek i 5 S+ Ot O
Donc : ¢ € Vect(f1,..., fp) =F, Cqfd.

Exercice 147

Sous-ensembles remarquables de My, (R)

1. Montrer que GL, (R) est une partie ouverte de M, (R) tandis que M, (R)\ GL, (R) une partie
fermeée.
Conséquence : toute suite convergente de matrices non inversibles a une limite non inversible...

2. Montrer que GL,(R) = M, (R).
Conséquence : toute matrice est la limite d’une suite convergente de matrices inversibles. On
dit que GL,,(R) est dense dans M, (R) : les matrices inversibles sont suffisamment densément
réparties partout dans My (R) pour que toute matrice, méme non inversible, ne soit jamais
isolée, loin des matrices inversibles.

3. Montrer que O, (R) et SO, (R) sont des parties fermées de M, (R).

Solution (Ex.147 — Sous-ensembles remarquables de M, (R))

Je rappelle que det(:) Mn(R) — R est continu, car det(()M) est un polynéme (produits et
sommes) des coefficients de M. C’est un polynoéme de n? wvariables, donc continue. L’addition
(linéaire) et la multiplication matricielles (bilinéaire = distributif) matricielles, ainsi que la trans-
position (linéaire) sont aussi continues.

Je rappelle aussi qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (si une suite converge
pour une norme, elle converge alors vers la méme limite pour toute autre norme) et sont conti-
nues.

1. GL,(R) = {M € M, (R)|det (() M) # 0} et det (:) M (R) — R est une fonction continue, donc
GL, (R) est une partie ouverte.
M, (R)\ GL,(R) = {M € M,(R)|det () M) = 0} et det(:) M,(R) — R est une fonction
continue, donc M, (R) \ G£,,(R) est une partie fermée.

2. M, (R) est fermé, c’est I’espace tout entier.

3. M, (R) est d’ailleurs a la fois ouvert et fermé, tout comme ). Ce sont les seuls a partager cette
propriété un peu étrange...

Ainsi GL£,,(R) qui est le plus petit fermé contenant GL,,(R) est inclus dans M, (R).
La difficulté est linclusion réciproque : il faut montrer que toute matrice deMy(R) est dans

GL,(R), i.e. est la limite d’une suite de matrices inversibles.
Soit M une matrice quelconque de M, (R).

Je vais construire une suite de matrices inversibles trés simples qui tend vers M : je pose
é 1
VEeN, M; ¥ M+ 2l

e On a clairement M, —— M.
k—+oco
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o Les M} sont-elles inversibles ?

det (M) = det (%In — (—M)) = X,M(%), donc

M, n’est pas inversible si, et seulement si est valeur propre de —M.

(i) Si =M n’a pas de valeur propre réelle strictement lg)ositive, alors
Vk > 1,det () Mg) # 0
car 1/k > 0 n’est pas valeur propre de —M.
On posera ko = 1 pour la suite du raisonnement.
(ii) Si —M posséde au moins valeur propre réelle strictement positive, alors comme elle n’a
qu’un nombre fini de valeurs propres (au maximum n), soit A la plus petite d’entre elles :
A =min (]0; +oo[NSp(—M)).

Comme 1 ——0et A >0, Jko € N*,VEk > ko, 1 < X (définition de la limite avec € = A
k k—+oo k 2

par exemple).

Alors Vk > ko, % ¢ Sp(—M) et My, est inversible.

Vk > ko, My € GL,(R)

Bilan :
My — M
k—+o00
4. On(R) ={M € Mu(R),M™M =1, }.
Soit ||.|| une norme sur M, (R) (par exemple ||M|| = Tr (() MTM), la norme canonique). Soit

fiMa(R) = R,M — |[M™M — L.
f est continue et O, (R) = {M € M, (R), f(M) = 0} donc O, (R) est fermé.
SOL(R) = On(R) N {M € M, (R),det (()M) = 1} est une intersection de deux fermés (car
M +— det (() M) — 1 est continue), donc SO, (R) est fermé.

Exercice 148

Et l’ensemble des matrices diagonalisables ¢

Montrer que I’ensemble des matrices D diagonalisables de M, (K) avec n > 2 n’est ni fermé, ni
ouvert.
Et si on travaille dans M (K) ?

Solution (Ex.148 — Et l’ensemble des matrices diagonalisables ?)
0 1 0 1
@ A, = — L=
0 1/k) Fote 00
Ay, est diagonalisable pour tout k € N* car Sp(Ax) = {0,1/k} (deux valeurs propres distinctes
en dimension 2).
L n’est pas diagonalisable puisque Sp(L) = {0} et L # 0.I>.
Donc D n’est pas fermé.
0 1/k
@ By = —— M=
0 0 ) kotee 0 0
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EN ALGEBRE LINEAIRE

By, n’est pas diagonalisable pour tout k € N* car Sp(Bx) = {0} et By # 0.

M est diagonalisable car... diagonale!

Donc M, (K) \ D n’est pas fermé, donc D n’est pas ouvert.

® Pour n = 1, toute matrice de M (K) est diagonalisable donc D = M (K) est ouvert et fermé,
car c’est ’espace tout entier.
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Chapitre 44

Utilisation des polynomes
annulateurs

Définitions —
e Polynéme annulateur d’une matrice carrée

d
Soit M € M,,(K). On dit que le polyndme P = Z ar X" est annulateur de M si

k=0
d

P(M) = ZakMk =0,, matrice nulle.
k=0
e Polynéme annulateur d’un endomorphisme

Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On dit que le polynéme P =
d

Zaka est annulateur de f si

k=0
d
P(f) = Z akfk = 0,, endomorphisme nul.
k=0

e Le terme « racine » est réservé aux scalaires de K. Ainsi on ne dit pas que M ou f sont
des racines de P.
Exemple —

Exercice 149

Ezxploitation d’un polynome annulateur

d
Soit P = Z axX" un polynéme annulateur d’une matrice M € M., (K).
k=0

1. Montrer que si le terme constant ap de P est non nul, alors M est inversible et

311



CHAPITRE 44. UTILISATION DES POLYNOMES ANNULATEURS

d
—1 _
M71 = a( E akMk 1)
k=1

2. a) Montrer que si A est une valeur propre de M alors P(\) = 0.
Autrement dit, les valeurs propres sont parmi les racines de P.
b) = Réciproque fausse!!!
Vérifier que P = X? — X est annulateur de I». Ces racines sont-elles toutes des valeurs
propres de Iz 7
3. Par division euclidienne, pour tout m € N,
3(Qm, Rim) € K, [X]? avec deg(Rum) < deg(P), X™ = PQu + Rin.
Montrer que
vm € N, M™ = Ry (M).
Autrement dit chaque puissance m—eéme de M est un polynéme de degré au plus d — 1 de M.

T -7 2
4. Application - Vérifier que P = X®—3X—2 est un polynéme annulateur de M = 7 —6 1
6 -3 -1

Exploiter les propriétés précédentes pour calculer I'inverse, les valeurs propres et les puissances
de M.

Solution (Ex.149 — Ezploitation d’un polynéme annulateur)

1.¢ ) 1, ¢ 1
1. M x [aO(ZakMk—l)] — g(Zalec) = CTO(P(M) — aOIn)7
k=1 k=1

d
—1 k—1
P(M)=04d Mx |— M =1,, Cqfd.
or P(M) onc [ao(g—lak ):| afe

2. a) En fait, tout provient de
MU=XU = MU=)U
par récurrence immédiate.
Et tout aussi immédiatement
MU=XU = PM)U=P\)U (©).
Du coup, si de plus P(M) =0 et U # 0, alors P(\) = 0.
Détail de (Q) :

d d d
P(M)U = <Z akMk> U=> aMU=> axA"U=P)U.
k=0 k=0 k=0

b) I3 — I, = 0 donc P(I5) = 02 : P est un polynéme annulateur de Io.
Cependant, 0 est une racine de P mais n’est pas valeur propre de I» puisque Sp(Iz) = {1}.

3. VmeN,  M™=P(M)Qu(M)+ R (M) =0 x Qu (M) + Ry (M) = Ry (M).
4. e On vérifie que P(M) =03 :

23 =21 6 T =7 2 1 0 0
21 —-16 3 -3l 7 -6 1 —2|10 1 0f=0s
8 -9 -1 6 -3 -1 0 0 1
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o M? —3M —2I3 = 0 = M(M? — 3I3) = 2[3 = M x E(MQ —313)} = I3, donc M~ =

(- 1)
e Et comme P(X) = (X + 1)*(X — 2), Sp(M) C {-1,2}.
8§ -7 2
rgM+1Is)=rg|7 -5 1| =2(C1+2Cz+3Cs=0), donc —1 € Sp(M).
6 -3 0
5 =7 2
rgM—2I3)=rg|7 -8 1 | =2(Ci+Cz:+C3=0),donc 2 e Sp(M).
6 -3 -3

Ainsi Sp(M) = {—1,2}. Cependant M n’est pas diagonalisable car dim(E_;) =1 < 2 = w(—1).
e Comment trouver le reste de la division de X™ par P ? Tout est la.
Sur ’exemple, voyons ce que ¢a donne.
X" =P(X)Qm(X) + R (X) avec deg(Rm) < 3.
Soit R (X) = amX2 + by X 4 ¢m. Exploitons les racines —1 et 2 de P.

X™ =P(X)Qm(X) + amX® + b X +cm ().
(V) en X = —1 donne (—1)™ = am — by + cm.-
(V) en X = 2 donne 2™ = 4am + 2bm + Cm.
Il nous faudrait une troisiéme relation. Exploitons le fait que —1 est racine double, donc annule
P et P'. Je dérive (Q).

mX™ ! = P/(X)Qm(X) + P(X)Qr (X) + 20X + b (V).

(V) en X = —1 donne m(—1)""" = —2a, + bim.

am_bm+cm = (—l)m
(@, b, Cm) est solution de { 4a,, + 2b,y 4+ ¢y = 2™
_2am + bm = m(—l)"“l

Aprés un peu de sueur :
1 m m
=—(Bm-1)(-1)"+2™)

7

bn = = ((Bm +2) (=1)" T 427 et M™ = a4 M? + b M + cinla.

i

m =3 (8 —6m) (—1)™ +2™)

Qm

Exercice 150

Polynéome minimal et crochets de Lie

1. Polynome minimal
Soit n > 2. Soit A une matrice de M, (K).
a) Justifier que la famille (I,, A, ... ,Anz) est lice.
b) En déduire lexistence d’un polynéme P non nul tel que P(A) = 0.
Donc toute matrice posséde au moins un polynéme annulateur non nul.
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c) Soit D = {n € N/IP € K[X] \ {0} tel que P(A) = Oet deg(P) = n}. Justifier qu’il existe
a4 min(D), et qu'il existe un polynéme pa unitaire de degré d tel que pa(A) = 0.

d) Montrer que, si P est un polynome de K[X] annulateur de A, alors il existe Q dans K[X] tel
que P = Qua.

e) Montrer que pa, défini en 1.c), est unique.

f) En déduire que ’ensemble Z(A) des polynémes annulateurs de A est :

Z(A) ={Qua,Q € K[X]}.

Ce polynome est qualifié de « polynéome minimal de A ».

Un polynéme divisible par son dérivé
Soit P un polyndéme unitaire (donc non nul) de K[X] tel qu’il existe o dans K vérifiant :
XP' = aP.
a) Montrer que a = degP.
b) On suppose que P’ posséde une racine 8 non nulle d’ordre de multiplicité pu.
i — Quelle est I’ordre de multiplicité de la racine 8 de XP’?

ii — Justifier que B est racine de P. Quelle est 'ordre de multiplicité de la racine 5 de P ?
iii — En déduire que P = X%,

. Application a une équation matricielle

Soit A et B deux matrices de M, (K) vérifiant :

AB — BA =A.
a) Que peut-on dire de Tr (A)?
b) Montrer que, pour tout k de N,

A*B — BAF = kA"
c) Justifier que, pour tout P € K[X],
P(A)B — BP(A) = AP'(A).

d) En déduire que ua = X?. Que peut-on dire de A ?
e) Donner un exemple de deux matrices non nulles A et B de M2 (K) vérifiant AB — BA = A.

Solution (Ex.150 — Polyndéme minimal et crochets de Lie)

1.

Polynéme minimal

a) La famille (I, A, ..., A”z) est liée car elle compte n? 4+ 1 vecteurs d’un espace vectoriel de

dimension n2.

n2

b) Par conséquent, il existe n?+1 coefficients (ak)o<a, <n2 nON tous nuls tels que Z arAF =
k=0

77.2

Avec P = ZakX ,onaP(A) =
c)D={ne€ N HP € K[X]/P( et deg(P) = n} est une partie non vide de N, donc elle admet

un plus petit élément d &L min(D).
11 existe donc (au moins) un polynéme II de degré d tel que II(A) = 0. Soit aq le coefficient

. o1 .
dominant de II. Alors pa Y~ 11 convient.
Gaq

d) Soit P un polynéme de K[X] annulateur de A. Effectuons la division euclidienne de P par
ua : P =Qua + R avec deg(R) < d.
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Alors R(A) = P(A) — Q(A)pa(A) = 0. Donc R est un polynéme annulateur de A de degré
strictement inférieur a d. Par définition de d, R = 0. Donc il existe bien Q dans K[X] tel
que P = Qua.
e) Réciproquement, si P = Qua, alors P(A) = 0.
On en déduit bien que : Z(A) = {Qua, Q € K[X]}.
2. Un polynéome divisible par son dérivé
Soit P un polynoéme non nul de K[X] tel qu’il existe o dans K vérifiant :

XP' = oP.

a) Soit d le degré de P. Le coefficient dominant de XP’ est d et celui de aP est a donc
a =d=deg(P).
b) On suppose que P’ posséde une racine 3 non nulle d’ordre de multiplicité pu.
i — L’ordre de multiplicité de la racine 3 de XP’ est encore p (3 n’étant pas racine de X).
ii — P(B) = BP'(B) =0 : B est racine de P. L’ordre de multiplicité de la racine 3 de P est :
e 11+ 1 par la propriété liant multiplicité et dérivation,
e 4 par I'égalité P = XP' ...
d’ott PROBLEME!!!
Donc P’ ne posséde par de racine non nulle.
iii — L’unique racine de P’ est 0, et de multiplicité d — 1 = o — 1. Donc P’ = aX*~!. Donc
P =X%+c¢ Or P(0) =0P’(0) = 0. Donc c =0 et P = X*.
3. Application a une équation matricielle
Soit A et B deux matrices de M, (K) vérifiant :

AB - BA =A.

a) Tr (A) = Tr (AB) — Tr (BA) = 0.
b) La propriété est vraie au rang k =0 (et k = 1).
Supposons-la vraie & un rang k quelconque. Alors :
AFTIB — BAFT! = AA*B — ABA* + ABA* — BAA® = A(AFB — BAF) + (AB — BA)AF =
ARAF 4+ AA* = (K +1)AFT,
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout k de N.
c) Soit P = Zaka € K[X].
k>0
P(A)B-BP(A) = Y " axA*"B-B Y axA* =) ar(A*B-BA") = > karA* = A karA"!
k>0 k>0 k>0 k>0 E>1
AP'(A).
d) Appliquons c) & pa : 0 = Apy (A). Donc Xpy € Z(A). Donc : 3Q € K[X], Xus = Qua. En
raison des degrés, Q est un polynéme constant, disons Q = a.
Alors X!y = apua avec pa non nul et unitaire. Par 2., pa = X%,
Ainsi A est nilpotente (d’ordre de nilpotence d).

1 b
e) Partons de A = , nilpotente et de trace nulle et B =
0 0 c d
c d—a 0 1 d—a=1
AB—BA = A < = = “
0 —c 0 0 c=0
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B = convient.

Exercice 151

Polynome annulateur scindé a racines simples

Dans cet exercice, on démontre dans le cas de deux racines un résultat valable en toute généra-

litéEl :
Si Uendomorphisme f admet un polynéme annulateur non nul scindé

a racines simples, alors f est diagonalisable.
Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.

On suppose que f admet un polynéme annulateur P s’écrivant
P=(X—-X)(X—pu)avec A # p.
1. Histoire de se familiariser avec les polynémes d’endomorphismes, justifier que
(f = Aidg) o (f — pide) = (f — pide) o (f — Xidg) = 0.
2. Montrer que Ker(f — Aidg) NKer(f — pidg) = {0}.
3. a) Vérifier que, pour tout x de E,
1 . .
xr = ﬁ((f — Nidg)(z) = (f — pide)(x))
b) En déduire que
Ker(f — M\idg) @ Ker(f — pidg) = E.
c) Conclure.

4. Démontrer rapidement que toute projection et toute symétrie de E est diagonalisable.

Solution (Ex.151 — Polynéme annulateur scindé & racines simples)

1. (f—Xidg)o(f—pide) = f2—(A+p)f+wide = P(f) = 0, et de méme (f —pidg)o(f —Nidg) =
f? = (A + p)f + Auids = P(f) = 0.
Tout repose sur le fait que les puissances de f commutent entre elles...

2. o 0 € Ker(f — Aidg) NKer(f — pidg) puisque Ker(f — Aidg) NKer(f — pidg) est un sous-espace
vectoriel.
o Siu € Ker(f — Midg) NKer(f — pidg) alors f(u) = Au et f(u) = pu donc (A — p)u =0, et
comme A\ # u, u = 0.
e Ainsi Ker(f — Midg) N Ker(f — pide) = {0}.

3. a) Le calcul du second membre donne directement, pour tout = de E,

o ﬁ((f — Xidi)(x) — (f — pids)())

b) Soit z € E. Posons
1 . -1 )
y= m(f — Aidg)(z) et z = m(f — pidg) ().

D’aprés la premiére question, (f — pide)(y) = 0 donc y € Ker(f — u) et de méme (f —
Midg)(y) = 0 donc z € Ker(f — \).
Ainsi z € Ker(f — Aidg) + Ker(f — pidg).

1. ... et au programme en filieres MP et PSI.
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Donc E = Ker(f — Midg) + Ker(f — pidg).
Et comme ces deux sous-espaces sont en somme directe, ils sont supplémentaires :
Ker(f — Midg) @ Ker(f — pidg) = E.
c) o Si A & Sp(f) alors Ker(f — Xidg) = {0} donc Ker(f — pidg) = E, autrement dit f = pidg
et f est diagonalisable.
e De méme si u & Sp(f), f = Midg et f est diagonalisable.
e Enfin, si {\, u} C Sp(f), alors Ex ® E, = E donc f est diagonalisable.
4. e Sip est une projection, p> = p et X? — X = (X — 0)(X — 1) est un polynéme annulateur de
p. Par ce qui précéde, p est diagonalisable.
e Si s est une projection, s* = idg et X> —1 = (X 4 1)(X — 1) est un polynéme annulateur de
s. Par ce qui précéde, s est diagonalisable.
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Chapitre 45

Normes matricielles et quotient
de RAYLEIGH

[CCP-M1 — 2014 — PC — Partie II|[E3A-MA — 2013 — MP — Partie II] [CCP-M1 — 2002 — PC
-1

Définition — Norme vectorielle (cours)

Soit E un K—espace vectoriel. On dit que ||.|| est une norme (vectorielle) sur E si
) VueE, |u|/=>0 positivité
(i) Vu e E, |jlull=0=u=0 séparation
(iii) Yu € E,VA € E,  [|Aul| = |A]||u]] homogénéité
(iv) Y(u,v) € B3 Ju+ || < ||ul| +||v]| inégalité triangulaire

Notations pour toute cette partie
e n désigne un entier naturel non nul.
e E désigne M, 1(K), espace des colonnes.
e Pour toute colonne U, V, ... de E, on note u;, v;, ... la i—éme composante de U, V, ....
e B=(E4,...,E,) la base canonique de E, les colonnes (E;)1<i<n étant caractérisées par
€i; = 0ij (6 : symbole de Kronecker)
e Lorsqu’un indice ¢ apparait seul sous un symbole de sommation ou de maximum, il s’agit
de le faire varier de 1 an :

Ztrucl Ztruc, et max{trucl} = max {trucz}
=1
e Le produit scalalre canonique de deux colonnes U et V de E sera noté (U, V) ou plus

directement *UV. On s’affranchit d’écrire Tr (*UV) car on assimile M1 (K) a K.

Exercice 152

Normes usuelles sur E
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Rappeler les définitions des normes ||.|[,, ||.|| et ||-||, définies sur E.

Solution (Ex.152 — Normes usuelles sur E)
déf. déf. 2 déf.
U1, 5 el U1, (37 ul,? et U], % ma ]

Définition — Norme matricielle
Dans le K—espace vectoriel My (K), il existe deux lois internes

+:(A,B)— A+Betx:(AB)— AxB=AB.
L’inégalité triangulaire impose une condition sur ||A + B||. Lorsqu’on veut travailler avec une
norme sur les matrices carrées, il peut étre pratique d’imposer aussi une condition sur le produit
matriciel : la sous-multiplicativité.
Une norme vérifiant cette propriété est qualifiée de norme matricielle et on la notera avec des
triples barres |||.||]-

Une application |||.]|| : M»(K) — R est une norme matricielle si elle vérifie
(i) VA € M, (K), [||Alll=0 positivité
(i) VA€ E, |||Alll=0=A=0 séparation
(iii) VA € M (K),VA € K, |[|XA]]] = [A]|||A]]] homogénéité
(iv) V(A,B) € M, (K)?, |||A+BJ|| <|||A|l|+ ||B]|]| inégalité triangulaire
(v) Y(A,B) € M, (K)?, |||AB]|| < [||A]]l- ||IB]]] sous-multiplicativité

Exercice 153

Norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle

Soit ||.|| une norme sur E. Soit
S ={V €E, ||V|| =1} la sphére unité.
On pose, pour toute A € M, (K),

déf.
IIA[[] =" sup [|AV]].
ves

On dit que |||.]|| est la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle E.
Notez que :
o ||.|| est une norme vectorielle sur E = My 1(K) ;
o |||.||]| est une norme matricielle sur M., (K).
1. Soit A € M,(K).
a) Justifier que la borne supérieure définissant |||.||| existe.
b) Justifier qu’il existe au moins un vecteur V € S tel que [||A]|| = ||AV]]|.
2. Que vaut |||I.]]|?

3. a) Montrer que : VV € E, ||AV]] < [||A]]] - ||V]]-

AV
b) Montrer que : [||A]|| = sup u
vee,vzo [|V]|

4. Montrer que |||.||| est une norme matricielle sur M, (K).
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5.

Cas des normes subordonnées a ||.||, et ||.||.

def.
NAlll, = sup  [JAV]]; = max{ > ai|
VEE,||V||, =1 J p

H1:

a) Montrer que :

b) Montrer que :

deéf.
Al = e up IIAVHOOZHI?X{ZIWJI}

€B,|IV]] o= r

Solution (Ex.153 — Norme matricielle subordonnée & une norme vectorielle)

[y

2.

3.

4.

. Soit A € M, (K).

a) S ={V € E, ||V|| =1} est une partie fermée car ||.|| est continue et bornée (par 1!).
fa : V= ||AV|| est continue sur E par continuité du produit et de la norme.
Par un théoréme du cours, fa est continue sur une partie fermée et bornée de E donc est
bornée et atteint ses bornes. Donc supy s ||AV]| existe.

b) Comme fa atteint ses bornes : IV € S, ||AV|| = supycs ||AU|| = |||A]]].
IMafll = sup  |I. V]| = _Sup VI =1.
VEE,[|V]|=1 E[[V][=1

a) e 5i V est unitaire : HAVH supyes [|AU[| < [[[A[l] < [[[A[I]- [IVI]-

e Si V=0, alors 0 = ||AV]| et |[|A]|| ||[V]| = 0 donc I'inégalité est vérifiée.

e Si V n’est ni nul, ni unitaire, je pose V' = HVHV

A \4
V’ est unitaire donc ||AV'|| < |||]A]l] - ||V’]], donc H||\>/H” < |[IA]]] HVH d’oit :

AV < [[JAI]- 1] VI]-

AV
b) e La question précédente entraine : |||A]|| = sup “——.
V#0

A A
e De plus : sup M > sup M (borne supérieure prise sur un ensemble plus grand).
vzo [[VIL ™ vii=1 (VI
AV
Donc sup = |||A]]l.
IIVII
AV
Finalement :  [||A]||= sup u
vesvzo [|V]]
o |||.||] est positive.

o |||A]|]] =0=VV € E, ||AV|| = 0 car ||AV]| < [||A]|| [|V]|- Donc Ker(A) = E, d'ourg(A) =0
et A=0.
o [IIAA[]] = sup []AAV]| = sup (A [JAV]]) = || sup [|AV]] = [A]][|A]]|

ves ves ves

e |||A + BJ|| = sup ||[(A+ B)V|| = sup ||AV + BV||, or ||AV + BV|| < ||AV]|| + ||BV]|, donc
ves ves
sup [|AV + BV|| < sup [|AV]| + sup |[BV]| < [[|A]|| + [|[B][]-
ves ves ves
e [[|[AB||[ = sup [[ABV|| < [[[A[[[sup [[BV|] < [[[A[[[.[|[B][| sup [[V]| or sup[|V]| = 1 par
ves ves ves ves
définition de S.

Cas des normes subordonnées a ||.||, et ||.||,
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a) e Soit V € Sy, i.e. Z|vj\ =1.
;
HAVI, =D 1D Daigv| <D0 laallol <D <U1| > |am~|>

i J

<> <|vj|mkax{z |ai }) < max {Z ai,kl} > lvjl

J i i J

< mgx{zmiﬂ} car ||V]|; = L
2
e Pour montrer 1'égalité, on crée un vecteur V de Sp tel qu’il y ait égalité, i.e. tel que

AV, —me{Zlai,jl}-

Soit jo un indice tel que Z lai,jo| = max {Z |ai,j|}.
Soit V défini par v, =1 et Vj # jo, v; = 0.
On a bien [[V]|; =1 et

AV, = ‘Zam‘va‘ = laijo| = max {Z |ai,;
i 7 1 J 1

e Soit V € Soo, i.e. max|v;| = 1.
J

D aijvy] < max (Z lai| |Uj|> < max (Z |ai,j|>
J i i

e Pour montrer ’égalité, on crée un vecteur V de So tel qu’il y ait égalité, i.e. tel que

b

~

l|AV]], = max

[|AV||_ = max {Z |ai,;| p. Si A est la matrice nulle, tout vecteur de S convient. Suppo-
J

sons maintenant A # 0.

Soit ip un indice tel que Z |ai,,;| = max {Z |a¢,j|} (>0).
i CG
Qig,j

. ‘ si @ig,j 7 0 .
Soit V défini par v; = < |ai,;l de sorte que, pour tout j € [[1; n]], aiy,;v; =

si Qig,5 = 0
|ai07j|'
On a bien ||V]|, =1 (car 'un au moins des v; vaut 1) et

> il > ‘Zaio,ﬂj = laig,l = max {Z am‘|}-
i i i i

[AV]], = max

Exercice 154

Normes subordonnées et inversibilité

On suppose que |||.||| est une norme matricielle sur M,, (K), subordonnée & une norme vectorielle
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Soit A € M, (K) telle que |||A]|] < 1

1. Montrer que I+ A est inversible. On pourra montrer par l’absurde que (I14+ A)U = 0 entraine
U=0.

2. Justifier que |||(IT+A)7'|| <
A)"H(I+A).

1

W. On pourra commencer par calculer (I — A(T +

Solution (Ex.154 — Normes subordonnées et inversibilité)

1. Soit U € E tel que (I+ A)U = 0. Alors ||U|| = ||-AU|| = ||AU]|.

Supposons ||U]| # 0. Alors :
U1l = [JAU[[ < [[IA[I] - [IU]] < [[U]]

ce qui est absurde. Ainsi I+ A)U=0= U =0.
Donc Ker(I+ A) = {0}, i.e. rig(I+ A) = n, donc (I1+ A) € GL,(K).

2. Ona: (I-AT+A) HI+A) =T doa I+A)'=T-AT+A)"".
Par I'inégalité triangulaire : ||[(I+A) 7! || < [|[I[|] + [||A(T+ A)~H]]-
Et comme |[||.]|| est une norme matricielle subordonnée

ITIF= 1 et [[[AT+A)" ] < AT+ A) ]

Dot [[|(T4+A)7H|| < 1+ [[|A] ||| X+ A)~H|]|, donc

T+~ <

1—[[[Afl]"

Définition — Rayon spectral d’une matrice
Soit A € M,,(C). On note p(A) le rayon spectral de A, défini par

p(A) =max { |\|, A € Sp(A)}.

Remarque importante : méme si A € M, (R), son rayon spectral p(A) est égal au plus
grand module de ses valeurs propres complexes. Notons que comme Spg(A) n’est jamais vide
et compte aux plus n valeurs distinctes, p(A) est parfaitement défini.
Définition — Quotient de Rayleigh
Soit A € M, (R). On appelle quotient de Rayleigh lapplication Ra définie par

(AV, V) VAV

:E R =
Ra \{0} 2 R, V— A% WV

Exercice 155

Quotient de Rayleigh

Dans tout I’exercice, on suppose que A est une matrice symétrique réelle : A € S, (R).

1. Justifier qu’il existe une matrice orthogonale Q € O,(R) et une matrice diagonale D =
diag(A1, ..., ) avec A\ < - -+ < Ay, telles que
‘QAQ =D.

On note U; les colonnes de Q de sorte que Q = (UlEUQE N EUn).
On pose Fg = {0} et, pour tout k € [[1; n]], Fr = Vect(Uy,...,Uys).
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2. Montrer que : Vk € [[1; n]], Ra(Uk) = As.
3. Soit V € E. On note (a;)igicn les coordonnées de V dans (Uq, Us,...,Uy) et on pose W =
"QV.
a) Justifier que : Vi€ [[1; n]], wi = .
b) Montrer que : Ra (V) = Rp(W).
c) Montrer que :  Vk € [[1; n]], \x = max Ra(V).

VEF,,

d) Montrer que :  Vk € [[1; n]], \e = min Ra(V).

VEF{E
4. Justifier que: VV € E\ {0}, M <Ra(V) < .

5. On suppose de plus que les valeurs propres de A sont toutes positives.
Justifier que : max Ra(V) = p(A).

Solution (Ex.155 — Quotient de Rayleigh)

1. Puisque A est symétrique réelle, le théoréme spectral assure qu’il existe une matrice ortho-
gonale Q € O, (R) et une matrice diagonale D = diag(A1,..., ) avec A1 < -+ < A\, telles
que

*QAQ =D.
Au passage, les colonnes (U;)i<i<n de Q forment une base orthonormale de E formée de
vecteurs propres de A.

2. Soit k € [[1; n]]. "UxAUx = *UrArUx = Ak ‘Up Uy, donc Ra(Ux) = Ax.

3. Soit V € E. On note (a;)igign les coordonnées de V dans (Uq, Us,...,Uy) et on pose W =
"QV.

a)V = ZaiUi, or 'QU; = E; (i—éme vecteur de la base canonique), donc W = tQV =

Z%‘Ei, autrement dit w; = .
'VAV ~ 'VQD'QV  *WDW
b) RaV) = <5y = VQIQV | tWW
k

= Rp(W).

c) e Comme V€ Fy, V= ZaiUi, autrement dit, pour ¢ > k, w; = a; = 0.

i=1

k K
Z )\iaf Ak Z af
< =1

_'WDW o

° RD (W) = tWW & X & g >\k7
> ol D o
=1 =1

d’ott max Ra(V) < Ag.
VEFy,
o U, € Fi et Ra(Ug) = A donc max Ra(V) = Ak
k
Ainsi

Ar = max Ra (V).
VEFy,

n
d) Le raisonnement est analogue car V € Fi_, signifie que V = ZaiUi, autrement dit
i=k
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4.

w; = a; = 0 pour i < k.

n i A n :
"WDW ; “ k;a
e Rp(W) = WwW o z —
St Yl
=1 i=1

d’ot min Ra(V) > Ax.

> Ak,

VeFrl |
e Uy € Fir_; et Ra(Ug) = A\, donc min Ra(V) < k.
VeFkL_1
Ainsi

A = min Ra(V).
VeFi_

Soit V € E\ {0}.
e Comme Fo = {0}, F§ = E donc V € Fg et Ra(V) > min Ra(V), i.e. Ra(V) > As.

ver]
e Comme F,, =E, V€ F, et Ra(V) < Inax Ra(V), i.e. Ra(V) < An.
Ainsi A1 < Ra(V) < An. ’

On suppose de plus que les valeurs propres de A sont toutes positives. On savait déja que toutes
les valeurs propres de A sont réelles (théoréme spectral). Donc p(A) = A,. Donc 1\1/17%( Ra(V) <

p(A).
Et comme Ra(U,) = A, il y a en fait égalité.

Exercice 156

Norme subordonnée a la norme euclidienne ||.||,

On rappelle que la norme euclidienne ||.||, sur E est définie par

U], = V*UU.

Soit A € M, (R) quelconque.

1.

Justifier que *AA est diagonalisable dans M, (R) et que ses valeurs propres sont toutes posi-
tives.

Montrer que
Al sup [|AV]], = v/p(FAA).
VEE,||[V]|y=1
Montrer que p(*AA) = p(A*A) et en déduire
(Al = AT,

Solution (Ex.156 — Norme subordonnée a la norme euclidienne ||.||5)

1.

"(*AA) = *AA donc *AA est symétrique réelle donc diagonalisable dans M, (R) d’aprés le
théoréme spectral.

Soit A € Sp(A) et U un vecteur propre associé a .

0 < |JAU|]? = *'U*AAU = *UAXU = A ||U|}?, avec ||U]| > 0 car U # 0.

Donc A > 0, et du coup Sp(A) C [0; +ool.
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|AV]
2. [|Alll,=  sup  ||AV]|, = sup 1AV,
VEE,||V][,=1 vzo [V,
VEAAV
=sup\/—y - = swp VReaa(V) = Vp(TAA)
V#0 V#0

d’aprés l'exercice précédent, puisque *AA est symétrique réelle & valeurs propres positives.

3. e Supposons p(*AA) > 0. Soit U # 0 tel que *AAU = p(*AA)U.
Alors AU # 0 et A*A(AU) = p(*AA)(AU), donc p(*AA) est une valeur propre de A A, donc
p(A'A) > p(*AA).
Et on démontre alors de méme que p(*AA) > p(A*A), d’oti finalement p(A*A) = p(*AA).
o Supposons p(*AA) = 0. Si p(A*A) > 0, le raisonnement précédent donne p(*AA) >
p(A*A) > 0, ce qui est absurde. Donc p(A*A) = 0 = p(*AA).
e On a alors par 2. H‘tAmQ = /p(AtA) = /p(*AA) = |[|A]]],.

Exercice 157

Et la norme euclidienne canonique de My (R) ?

1. Cours — Justifier que
(.].): (A,B) — Tr (*AB)
est un produit scalaire sur M, (R).

On notera |||.|||z la norme euclidienne associée & ce produit scalaire.
2. Montrer que |||.|||z est une norme matricielle, i.e. qu’elle vérifie la sous-additivité.
3. Justifier que |||.|||g n’est subordonnée & aucune norme vectorielle de E. On pourra s’intéresser

a la matrice identité.

4. Justifier que
VA € Ma(R), [[[Alll; < [lAfllg < vnllIAlll
et donner, pour chaque inégalité, un exemple de matrice A réalisant 1’égalité.

Solution (Ex.157 — Et la norme euclidienne canonique de M, (R) ?)

1. A savoir faire —
En particulier, savoir montrer que

(AIB) =) aijbi; et [[Allf=> a;.
i, %)
2. Il s’agit d’appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz
2
() = () ()
k k ¢

2

2 2 2

Bl = X (Soans ) < (o) (30}
¥ k i,j k ¢

En factorisant a chaque fois qu’un facteur ne dépend pas de l'indice de sommation :

S () -2 s {(0) ()
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D’ou finalement :

2 2 2 2 2
HABIIE < | D_als ) | 2obhs | = ANGIIBIIE
ik Iy
[[IIn]||g = v/n, or pour une norme subordonnée, |||I,[|| = 1, donc |||.||| n’est subordonnée a

aucune norme vectorielle de E.

. e On s’appuie toujours sur l’exercice précédent. Soit A € M, (R).
Soit 0 < A1 < -+ < A les valeurs propres de *AA.
Ona: A\, < Z)‘i < nAn, donc p(*AA) < Tr (*AA) < np(*AA), donc

ANz < [1A]llg < Ve ll|Alll
e Pour A = E11, *E11E11 = E11, donc [||[E1,1]|], = 1 et |[|E11]||[y = 1 donc la premiére
inégalité est une égalité.
o Pour A =1,, "AA =1,, donc |||I.|||, = 1 et |||I.|||g = v/» donc la seconde inégalité est une
égalité.

Exercice 158

Norme matricielle et rayon spectral

Soit |||.||| une norme matricielle sur M,, (K). Soit A € M,,(K). On note Sp(A) l’ensemble des
valeurs propres de A.
Montrer que : X € Sp(A) = |A| < [||A]]].

On pourra prendre un vecteur propre U associé a la valeur propre A, V.= | : | et s’intéresser

a la matrice UVT.

Application — Soit A € M,,(K) telle que I + A ne soit pas inversible.
Montrer que [||A||| > 1.

Solution (Ex.158 — Norme matricielle et rayon spectral)
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1. Soit U # 0 tel que AU = AU. Soit V =

1
Alors :
ALV = [0V | = A0V < Al fi[ov™]]|
Or UVT = (ui)1<i,j<n (et il ne manque pas d’indice... & méditer) n’est pas la matrice nulle
donc on peut diviser par H|UVT|H, donc |A| < [||A]]]-
2. I+ A n’est pas inversible, donc —1 est une valeur propre de A. Donc [||A[]| > 1.

Exercice 159

Rayon spectral et limite de la suite des puissances

Dans cet exercice, on établit précisément ce que l'intuition peut laisser deviner lorsqu’on a digéré
la réduction des matrices carrées : si les valeurs propres de A sont toutes de module strictement

plus petit que 1, alors A¥ —— 0.
k—+oco

A lissue de l’exercice, on obtient méme une caractérisation, i.e. des propriétés équivalentes.

1. Lorsque A est diagonalisable.
a) Soit A € M, (K) diagonalisable.
Montrer que, si p(A) < 1, alors i lirf A =0,.
— o0

b) Soit A € M, (K). On suppose que p(A) > 1. Montrer que la suite (A*) ne converge pas vers
On.
La suite (A*) diverge-t-elle nécessairement ?
2. Soit A € M,(K) et ¢ > 0. Dans cette question, on démontre qu’il existe au moins une norme
matricielle subordonnée |||.||| telle que

Al < p(A) +e.

a) Justifier I'existence d’une matrice P € G£,,(C) et d’'un matrice T € M, (C) triangulaire
telle que P"'AP = T. On notera

P'AP=T=

0o ... ... 0 An
b) Justifier qu’il existe un réel § > 0 tel que

Vie([lin-1], ‘5]'—%1-,]-
j=it1
c) On note D la matrice diagonale diag(1,6,62,...,6"1).
Vérifier que

<e.
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A1 (Stl,z 52151,3 - 5n_1t1,n

0 A2 5t2’3 - (5”72152,»,7,
(PD)"'APD=| : . . : 2
0 )\n—l 6tn—1,n
0 .. e 0 An
d) Montrer que 'application
LI : V= |[(PD)"'V]|
est une norme vectorielle sur E.
e) On note [||.||| la norme matricielle subordonnée a ||.||.
On pourra utiliser (cf. exercice 2) que, pour la norme matricielle |||.||| . subordonnée a la
norme vectorielle ||.|| _, on a
VB € Me(K), [|Bll.. = m?X{Z |bm'|}
J
Montrer que
ANl < p(A) +¢
3. Soit A € M, (K). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) lim A" =0,
k—+oo
(2) YWWeE, lim AFV=0,,
k—+oco
(3) p(A) <1
(4) lIB]|l < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée ||[.|||
4. Soit [|].]|| une norme matricielle quelconque sur M, (C). Soit A € M,,(C).

a) Montrer que, pour tout k € N*, p(AF)/F = p(A).
b) On admet (vu dans un exercice précédent) que pour toute matrice carrée M, p(M) < |||[M]||.

Montrer que, pour tout k € N*, p(A) < ||’Ak|||1/1C

c) Soit € > 0. On pose A. = . Justifier que khT AF=o.
—+ 00

p(A) +¢
d) Montrer finalement que

[ =

k—+oo

Solution (Ex.159 — Rayon spectral et limite de la suite des puissances)
1. a) Il existe P € GL£,,(K) telle que P"*AP = D = diag(\i,1 <4 < n). Alors : Yk € N, AF =
PD*P~.
Or D = diag(A\¥,1 <i < n) 7 On car Vi, || < p(A) < 1.
—+o0

Par continuité du produit matriciel, A* ﬁ On.
—+o00

b) e p(A) > 1 donc : 3\ € Sp(A) telle que |A| > 1.
Soit U un vecteur propre associé & A : U # 0 et AU = A\U.
Vk € N, HA’“UH = [A*[JU|| = ||U]| > 0, donc A*U ne tend pas vers 0.
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Orsi AP — 0n, alors AU —— 0.
k—+oo k—+oo

Donc A* ne tend pas vers 0,,.
e Ceci n’entraine pas que (A¥) diverge. Par exemple : p(I,) = 1 et (I¥); converge, vers I,,.

2. Soit A € M, (K) et ¢ > 0. Dans cette question, on démontre qu’il existe au moins une norme
matricielle subordonnée |||.||| telle que

Al < p(A) +e.
a) Dans C, xa est toujours scindé donc A est trigonalisable (c’est dans le cours).
b) Soit M = 1<13_1532«1_1{ .;1 [tijl }-
e Si M =0, alors ¢ Jzill convient.
e Si M > 0, soit § = min(1, %).
Alors pour tout i € [[1; n—1]], ona:Vj >i+1,[6"""| <6 donc

> 57"":51-,]-) <6 > |yl <M <e.
j=i+1 j=i+1
c) (PD)"'APD =P~ 'D"'APD
D est la matrice diagonale diag(1,d,d2,...,5" 1),
donc D™* = diag(1,671,672,...,6 " h),
Or multiplier & gauche une matrice B par une matrice diagonale A revient & multiplier
chaque ligne de B par le coefficient diagonal correspondant de A, et le produit a droite
multiplie de fagon analogue les colonnes de B. Ainsi :

A1 (Stl,z (521‘,1,3 . 5”71?51,”
0 A2 (5t2’3 L. 5n72t27n

(PD) 'APD =T =

0 )\n—l 6tn—l,n

0 . . 0 An
d) En s’appuyant sur le fait que ||.||,, est une norme, on montre que l'application ||.|| : U —
||(PD)~'V||__ est une norme vectorielle sur E.
O lIAll= sw [IAVI=  swp  [|(PD)AV]|_

V,|[V]|=1 V.|

Posons U = (PD) 'V,

(PD)—1V||OO:1

lAlll = sup [[(PD)""APDU|| = sup ||TsUl[, =I[|Tsll..-
U,||U]| =1 U, ||U] o =1
Par la propriété de |||.|||,, rappelée :
Al = ||| Ts]]|,, = max ( ’)\j + Z 6j7it¢,j ) < max |Aj| + € par choix de ¢.
! j=i+1 J

Done [[[Alll < p(A) +&.

3. Rappelons que la convergence ne dépend pas de la norme choisie car M, (K) et E = My 1(K)
sont de dimension finie.

(1) = (2) : soit |||.||| une norme matricielle subordonnée & une norme vectorielle ||.||.
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Pour tout V de E, on a HA’“VH < H|Akm [[V]], d’ou I'implication.

(2) = (3) : si p(A) > 1, alors d’aprés 1.b), (A*) ne tend pas vers 0,. Par contraposition,
(2) =)

1—p(A
(3) = (4) : d’aprés le résultat de la question 2. avec € = 1=p(A) par exemple.
(4) = (1) : appliquons la sous-multiplicativité pour la norme subordonnée de (4), on a :
Vk €N, ’HB’“‘H < |IIBJl|¥, or [||B]||* ——— 0. Donc |HBkH| ——— 0 par encadrement, et
k—+oo k—+oco
Bk
k—+oo

4. a) Soit k € N*. Comme K = C, A est trigonalisable et il existe P € GL,,(C) telle que

A X ... X
0 A
PIAP = ?
X
0 0 A
Alors
AFox X
0 X
PIAFP = ’
X
0 0 Xk
k
P ¢ t, A= A .
ar conséquen Aegﬁik){' |} ()\gég?‘Mﬂ |})

Autrement dit : p(A*) = (p(A))k
b) p(A) = (p(A%))""* <][a"]]]""
c) Comme A.U =AU <= AU = A(p(A) +¢)U, on a :

A
AE - 77 A )
Sp(Ae) = { g e A€ SpA)}
__rA)
donc p(A.) = o(A)+ <
Par la question 3., on en déduit : . lir}rq AF=o.
—+oo
d) Par définition de la limite, il existe . € N* tel que
V> £, [[|AH]| <1 e [[[AM]] < (oa) + 2"

donc : Vk > £, H|AkH|1/IC <p(A) +e.

Finalement, on peut écrire :

Ve > 0,36 € N*,Vk > £, p(A) < [||A%]||V* < p(A) +e.

Autrement dit :

[ =

k—+oo
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Chapitre 46

Hyperplans et formes linéaires

Définition — Hyperplan en dimension quelconque
Soit E un K—espace vectoriel.
On appelle forme linéaire ¢ toute application linéaire de E dans K.
On dit que H est un hyperplan de E s’il existe une forme linéaire ¢ : E — K non nulle telle
que
H = Ker(yp).
Exemples —

@ Soit E =R" = {(un)nen}. Soit H= {u € E,uo = 0}.
Alors H est un hyperplan de E car
H = ker(p) ot ¢ : E = R, u — uo.
@ Soit E=C[X] et H= {P € E, 1 est racine de P}.
Alors H est un hyperplan de E car
H =ker(p) ou ¢ : E— C,P — P(1).
® Soit E =R3 et H = {(z,y,2) € E,z + 2y = 32}.
Alors H est un hyperplan de E car
H =ker(p) ot ¢ : E = R, (z,y,2) = x + 2y — 3z.

Définition — Espace dual
Soit E un K—espace vectoriel. L’ensemble des formes linéaires sur E est appelé espace dual
de E et noté E*.

Exercice 160

Caractérisation en dimension finie

Supposons E de dimension finie. Alors le sous-espace H de E est un hyperplan de E si, et seulement
si, dim(H) = dim(E) — 1.

Solution (Ex.160 — Caractérisation en dimension finie)
Soit n la dimension de E.
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® Soit ¢ une forme linéaire non nulle.

Alors ¢ : E — K, donc Im(p) C K, donc dim(Im(y)) < dimK* = 1.

¢ n’est pas la forme nulle, donc dim(Im(p)) > 1, donc dimIm(p) = 1.
La formule du rang donne alors : dimKer(p) =n —rgp =n — 1.
Donc tout hyperplan est bien de dimension n — 1.

@ Soit H un espace de dimension n — 1, (h1,...,h,—1) une base de H.

Je la compléte en une base B = (hq,...,hn—1, hy) de E, et je considére 'application ¢ :

u=x1h1 +

¢ est une forme linéaire, non nulle car ¢(h,) =1 # 0.
De plus : u € H <= z,, = 0 <= ¢(u) = 0.
Donc H = Ker(y) est un hyperplan.
Remarque sur les exemples précédents
Dans les exemples @ et @, ceci n’a pas de sens puisque E est dimension infinie.
Mais pour ®, on peut constater que dim(H) = 2 = dim(E) — 1, et on retrouve trés classiquement
que = + 2y — 3z = 0 est I’équation d’un plan vectoriel de R3.
Vous avez déja pu remarquer que fréquemment, dans les espaces euclidiens, on passe des équations
linéaires & des relations d’orthogonalité, et réciproquement.
Par exemple :

x+2y—32=0<= (z,y,2) L (1,2,-3).

Exercice 161

Théoréme de représentation des formes linéaires dans un espace euclidien

Soit E un espace euclidien et ¢ une forme linéaire sur E.
1. Montrer qu’il existe un vecteur u, € E tel que
VOEE, ()= (up ).
Sur ’ezemple précédent, ¢ : v = (z,y,2) = x + 2y — 3z = ((1,2, —3),v).
2. Soit n € N* et (xr)og<kgn 7+ 1 réels deux a deux distincts de [0; 1].
Montrer qu’il existent n + 1 réels (Ax)j<,e,, tel que

WP € Ru[X], /1 P(e)dz = 3 AP ().

k=0

Solution (Ex.161 — Théoréme de représentation des formes linéaires dans un espace euclidien)

—
1. Premier cas : Si ¢ est la forme nulle, il suffit de prendre u, = 0.

Second cas : Supposons que ¢ n’est pas la forme nulle. Alors H = Ker(y) est un hyperplan,
donc de dimension dim(E) — 1.

Analyse : pour tout v € H, p(v) = 0 = (uy,, v) montre que u, € H-. Soit A = H*, dim(A) = 1
(c’est un supplémentaire de H).

Comment choisir cet u, ?
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Prenons un vecteur u engendrant A tel que ¢(u) = 1 pour fizer les idées (si p(u) # 1, on

1
i I
pourra poser u' = ——u et on aura p(u') =1).
o) (=
Il faut en particulier que (u,) = ||Ju,||®
1 2
Il existe k € R, uy, = ku, ko(u) = k?||ul]®> donc on prend k = Tl Finalement tentons
u
1
Up = —
||l

Synthése :

1
Soit u € A = H™* tel que o(u) = 1. Soit u, = Wu

u
e Pour tout v € H = Ker(y), ¢p(v) =0 = (uyp, v).
e Pour tout v € A, 3k € R, v = ku.

1
) = ki) = bt (1) = (k) = o ul® =
e Et comme H® A = E, pour tout v = vy + va,
P(0) = plom) + P(v) = (g, v} + {1, va) = {1, 0) : gagne!
2. Tout d’abord, ¢ : R,[X] = R,P — / z)dz est une forme linéaire.

Ensuite, ZP 2x)Q(zk) est un produit scalaire sur R,[X] : clairement bilinéaire,

symétrique et posmf Et positif car (P,P) = 0 entraine que les n + 1 nombres xj sont racines
de P, donc P a strictement plus de racines que son degré, donc est nul.
Ainsi il existe un polynéme Q tel que

VP ERAX],  ¢(P)=(QP) =2 Qzx)P(z
En posant Ay = Q(zx) pour tout k € [[0; n]], on a =

VP € R, [X], /1 P(z)dz = i/\kP(xk).

Exercice 162

Espace dual € base duale

Soit E un K—espace vectoriel et E* son dual.
1. Justifier que E* est un espace vectoriel.

2. On suppose que E est de dimension finie.
a) Justifier que E* est de dimension finie et que dim (E*) = dim(E).
b) Soit n = dim(E) et B = (e1,...,en) une base de E.

Soit pour, tout ¢ de [[1; n]], ej :E—= R,z = Zwiei — ;.
i=1

Montrer que B* @ (e:)1<i<n est une base de E*.

On appelle base duale de B.
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c) Interpréter, pour tout ¢ de [[1; n]], e; en terme de projection.

3. Soit n € N*. On suppose que E = R™ muni de sa structure euclidienne canonique et on note
B = (61, R en) la base canonique de E.
Exprimer, pour tout ¢ de [[1; n]], ej a laide du produit scalaire.

Solution (Ex.162 — Espace dual & base duale)

1. 1l suffit d’observer que E* = L(E, K), qui est d’aprés le cours un espace vectoriel, sous-espace
vectoriel de K,
2. a) Toujours par le cours, puisque E et K sont de dimension finie, L(E,K) est de dimension
finie et dim(E*) = dim (£(E,K)) = dim(E) x dim(K) = dim(E).
b) e Pour tout ¢ de [[1; n]], ej est bien une forme linéaire (linéarité banale : ej(x + y) =
zi +yi = e (z) + € (y)).
e Supposons que (a;)igi<n sont n scalaires tels que

Zaje; =0 (f).

Soit ¢ dans [[1; n]]. () évaluée en e; donne a; = 0 car €] (e;) = d; ;.

Donc B* est une famille libre de E*.

e Comme Card (B*) = n = dim (E*), B* est une base de E*.

c) Soit i € [[1; n]].

Soit p; la projection de E sur Vect(e;) parallélement a Vect({e;|j € [[1; n]] \ {i}}). Alors

Vz € E, pi(x) = e (x)e;.
3. Pour tout ¢ de [[1; n]],

Vz € E, ei (z) = (x, e:).
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Chapitre 47

Bases adaptées a I’étude des
endomorphismes nilpotents

[MP-M1 — 2020 — PC - |[E3A-M2 — 2017 — PSI — | [CS-M2 — 2019 — PSI — |
Définition — Endomorphisme nilpotent et indice de nilpotence
Soit E un K—espace vectoriel.
Un endomorphisme f de E est dit nilpotent s’il existe un entier naturel k tel que f* = Oz(m)-
Si f est nilpotent, on appelle indice de nilpotence de f I'entier
i =min{k € N, f* = 0,0}
Comme {k € N, k= Oz(gy} est non vide car f est nilpotent, et comme toute partie non vide

minorée de N admet un plus petit élément, i est bien défini.

Exercice 163

Propriété des noyauz et images itérés

Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

1.
2.

3.

Montrer que : Vk € N,  Ker(f*) C Ker(f**') et Im(f**') C Im(f*)

On suppose : Jko € N, Ker(fFoF1) = Ker(f*0).

Montrer que : Vk > ko, Ker(f*) = Ker(f*©).

On suppose : Fko € N, Im(fFo+1) = Im(f*0).

Montrer que : Vk > ko, Im(f*) = Im(f*0).

Autrement dit, les suites des noyaux et des images sont croissante et décroissante respective-
ment.

Justifier que, si de plus E est de dimension finie, les suites (Ker(f*)) et (Im(f*)) sont station-
naires, i.e. constantes & partir d’'un certain rang ko.

Solution (Ex.163 — Propriété des noyauz et images itérés)
1.

Savoir traduire les appartenances au noyau et a l’image.
o u € Ker(f*) = f*(u) = 0= f*"!(u) = £(0) = 0 = u € Ker(f**).
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eucIm(f* 'y = FeE, u=f'(v)
= e E,u= f*(f(v)) = u € Im(f").
2. Par récurrence sur k > kg.
Ker(f*0) = Ker(f*0).
o Ker(f*0) = Ker(f*)CKer(f*1)
e Soit € Ker(f**1). f*1(z) = 0 = f*"(z) € Ker(fFo 1)
= fFM(z) € Ker(f*0) = x € Ker(f*) = z € Ker(f*°).
Donc Ker(f*!) = Ker(f*0).
Vk > ko, Ker(f*) = Ker(f*0).
3. La suite (dim(Ker(f¥)) est une suite croissante, majorée par dim(E), donc convergente. Et
comme c’est une suite d’entiers, elle est constante & partir d’un certain rang.
Ainsi il existe un rang ko tel que dim(Ker(f**1)) = dim(Ker(f*°)), et comme dim(Ker(f*0)) c
dim(Ker(f**1)), dim(Ker(f*0)) = dim(Ker(f*o*1))

Méme raisonnement pour les images.

Exercice 164

Base adaptée a l’étude d’un endomorphisme nilpotent

Justifier les propriétés suivantes.

1. Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E nilpotent de E d’indice de nilpotence
i.
Alors pour tout « € E tel que f7!(x) # 0, la famille (f*~*(z),..., f(x), ) est libre.
2. On suppose de plus que E est de dimension finie n € N* et que 'indice de nilpotence de f
vaut n.
Alors pour tout z € E tel que f* () # 0, la famille
C= (" a), [P (@),. ., @), )

est une base de E et

0 1 (0)

Me(f) = =
0) 1
0 0

Solution (Ex.164 — Base adaptée a l’étude d’un endomorphisme nilpotent)
Stmplement traduire qu’une famille est libre.

1. Soit ((lj)ogjgifl c K tel que
i—1
> aifP@) =0 (V).
=0

En composant () par £, on a pour j > 1, fAT" " (z) =0car j+i—1>1.
Donc il reste : aof*"!(z) = 0, et comme f*"*(x) #0, ap = 0.
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Du coup
i—1
> aifPz) =0 (V).
j=1

En composant par f~2 on obtient a; f*~'(z) = 0, donc a; = 0.

Et ainsi de suite...

. Notons qu’il existe (au moins un) x € B tel que f* 1 (x) # 0, car sinon cela signifierait que
l’indice de nilpotence de f est au plus n — 1.

Comme Card(C) = n = dim(E) et C est libre, C est une base de E.

o f(f"!(x)) = f*(x) = 0 donc la premiére colonne de Mc(f) est nulle.

e Pouri € [[2; n]], f(f"i(z)) = f~ " (x) =« le vecteur précédent dans la base C, » ce
qui explique la matrice obtenue.
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Chapitre 48

Matrices circulantes et racines
n-émes de 'unité

[E3A-M2 — 2019 — PSI — Partie 2| [CS-M1 — 2016 — PSI — Partie ITI] [CS-M1 — 2018 — PSI —
Partie II] [CS-M1 — 2019 — PC — Partie II]
Définition — Matrice circulante élémentaire d’ordre n

Soit n un entier naturel au moins égal & 2. On note C,, la matrice de M,,(C) définie par

0
1

1 0
0 1 0
0

0

1
0

Chaque ligne est obtenue en circulant la ligne précédente d’un cran vers la droite.

Exercice 165

Propriétés des matrices circulantes élémentaires

1. Montrer que C, est orthogonale. C,, est-elle inversible ? Si oui, que vaut C,;*?

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que C,, € SO, (R).

Jaurais pu exclure k =0 et k = n, mais j’y vois C5 = C?

Justifier que pour tout k € [0; n]], CE =
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CHAPITRE 48. MATRICES CIRCULANTES ET RACINES N-EMES DE L'UNITE

4. Justifier successivement que xc,, = X" — 1, C,, est diagonalisable, ses valeurs propres sont les
racines n—émes de 'unité :
Sp(Cy) = Uy, = {w", k €[[0; n —1]]} ott w = &*™/™
ses sous-espaces propres sont, pour tout k € [[0; n — 1]],

w(n—l)k

Justifier en particulier que C,, est diagonalisable dans R si, et seulement si, n = 2.

Solution (Ex.165 — Propriétés des matrices circulantes élémentaires)

1. Il suffit d’observer que les colonnes de C,, forment une base orthonormale de M, 1(R). Toute
matrice orthogonale est inversible d’inverse sa transposée.

2. En développant suivant la premiére colonne, det (() C,) = (—1)"** :
Cn € SO,(R) <= n impair.
3. Il peut étre intéressant d’étudier ’endomorphisme ¢,, canoniquement associé & C,. En notant
B = (e1,e2,...,en) la base canonique de R",
wn(B) = (én,€1,€2,...,6n-1).
Comme ¢, effectue une permutation circulaire sur les vecteurs de la base canonique B, on a,
pour tout k € [[1; n]],

@51(6) = (en+17kyen+27ka e 3€6n,€1,€2,. .. 7en7k)-

On—k,k ‘ In—k

Vkel[l; n—1]], Cp=Ms(en)=
I ‘ Ok,n—%k
4. Notez que C;, = 1,, donc X" — 1 est un polynéme annulateur de C,,, donc les valeurs propres

de C,, sont parmi les racines de X" — 1, i.e. parmi les racines n—eémes de ['unité.

e En développant suivant la premiére colonne :

Xcn (X) =X x X" — (=) (=1)" ! =X" — 1.
C,, posséde n valeurs propres distinctes, les n racines n—émes de 1, donc
C, est diagonalisable et Sp(Cp) = U, = {w*, k € [[0; n —1]]}.
e Sur ce cas particulier, il est plus direct de résoudre le systéme que de rechercher le noyau.
Pour A\ € Sp(Cy) :

T2 X1 T = )\1‘1
1 X1
T2
Cn =A — =A| | | =
Tn : Tn = N1y
Tn Tn
T1 Tn 1 €C

Comme 3k € [[0; n—1]] tg A =w", on a
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Vk e [[0; n—1]], E_r» = Vect w?k

w(n—l)k

Dés que n > 3, w ¢ R et xc,, n’est pas scindé, donc C,, n’est pas diagonalisable. Seule Cy est
diagonalisable dans R avec Sp(Cz) = {—1,1}.
Définition — Matrices circulantes d’ordre n

Pour tout a = (ao,...,an—1) € C", on définit la matrice circulante M, par
ao al An—2 An—1
An-1 Go a1 An—2
M, = Mqq,....a,,_1) = € Mn(C).
as al
ai as Anp—1 ao

On note de plus I" ensemble de toutes les matrices circulantes de M, (C)
= {Ma/a e C"}.

Exercice 166

Propriétés des matrices circulantes

Justifier les propriétés suivantes.

1. T est un sous-espace vectoriel de dimension n de M, (C)
n—1

En particulier, M, = Z ak CfL est un polynoéme en C,,.
k=0
2. T est stable pour le produit matriciel :
Y(a,b) € C2, MM, €T.
Le produit de deux matrices circulantes est encore une matrice circulante.

3. Le produit de deux matrices circulantes commute :
Y(a,b) € C2, M.M; = MyM,.

4. Soit a € C".
Les vecteurs propres de C,, sont des vecteurs propres de M,.
Par conséquent M, est diagonalisable.

Solution (Ex.166 — Propriétés des matrices circulantes)

1. Remarquons que M, = aol, +a1Cp, +--- + an710271 donc
I = Vect(I,,Cn,...,C071),
ce qui prouve que I' est un sous-espace vectoriel de M, (C).
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CHAPITRE 48. MATRICES CIRCULANTES ET RACINES N-EMES DE L'UNITE

De plus, (In, Cp, ..., C271) est libre :
ao al e Ap—1

aoln+a1Cn+~-+an_1CZ_1:0:> ‘ . =0=a=a1 = =

an-1=0
I' est un sous-espace vectoriel de dimension n.

Soit (Mg, M) € T2.
Alors M, et My sont combinaisons linéaires de (I, Cy, ..., Cffl)7 donc MM, est combinaison
linéaire de (I, Chn,...,C2""2), mais comme CI = I,,, on a C? "% = CE=1 pour tout k €

[[0; n —1]], donc M,M} est combinaison linéaire de (I,,Cn,...,C2 1), donc MM, € T.

3. Comme les puissances de C,, commutent entre elles (C4CY, = C%C, = C5) et le produit des
polynoémes est commutatif,

MaMp = Qa(Cr)Qb(Cn) = (Qa X Q)(Cn) = (Qb X Qa)(Cn) = Q(Cn)Qa(Cn)
Mo M, = MyM,,.

4. Soit U un vecteur propre de C,, et A la valeur propre associée.

n—1 n—1
M,U = (Z akaL> U= Z akCﬁU or (récurrence) CkU = A\*U, donc
k=0

n—1 n—1
M,U = Z ax\FU = (Z ak/\k> U ce qui prouve que U est un vecteur propre de M,.
k=0 k=0

Donc tout vecteur propre de C,, est vecteurs propres de M,.
Or C,, est diagonalisable : il existe une base formée de vecteurs propres de C,, donc de M,.
M, est diagonalisable, et méme

Sp(M,) = {Z ar\f € Sp(Cn)} = {Z arw’™ 5 € [[0; n— 1]]}

k=0 k=0
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Chapitre 49

Matrices compagnons, suites
récurrentes, E.D.L. & localisation
des racines d’'un polynéme

[E3A-M1 — 2016 — PC — Exo 3] [E3A-M2 — 2019 — PSI - Partie 3] [CS-M1 — 2018 — PSI —
Partie III]

Définition — Matrice compagnon d’un polynéme

Soit P = X"+ an X" '+ - +a1X +ap € K, [X]. On appelle matrice compagnon du
polynoéme P la matrice

0 1 0 0
Cp: . 0 EM"(K)
0 0 1
—ap —ai e —Aan—2 —Qn—1

Parfois, Cp est définie comme la transposée de cette matrice, ce qui ne modifie les propriétés
essentielles des matrices compagnons.

Exercice 167

Elements propres

Soit Cp la matrice compagnon du polynéme P.

1. Montrer que
Cp € GL,(K) <= ao # 0 <= P(0) # 0.

2. Montrer que xcp(X) = P(X). Que dire des valeurs propres de C?
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CHAPITRE 49. MATRICES COMPAGNONS, SUITES RECURRENTES, E.D.L. &
LOCALISATION DES RACINES D’UN POLYNOME

Au passage, étant donné un polynéme unitaire P, cela permet de construire une matrice dont
P est la polynéome caractéristique.

3. Soit A € Sp(Cp) i.e. A une racine de P. Montrer que
1

A
SEP(Cp, \) = Ker(Cp — Al,) = Vect A2

Anfl
En particulier, tous les sous-espaces propres sont de dimension 1.
4. A quelle condition nécessaire et suffisante Cp est-elle diagonalisable ?

5. En utilisant une matrice compagnon, montrer que si les n scalaires \; pour 1 < i < n sont
deux & deux distincts, alors le déterminant de VANDERMONDE suivant n’est pas nul :

1 S |
At A A,
#0.
PUEEEED Vo S Y

Solution (Ex.167 — Elements propres)

1. En développant suivant la premiére colonne, det (() Cp) = (—1)""2ao donne la conclusion.

X -1 0 0
0o ... ... X -1
ap a1 e Qn_2 X+ ap_1

Une astuce :

o multiplier la derniére colonne par X"~ !, Pavant-derniére par X" 2, jusque la deuxiéme par
X, donc on calcule X1+2++n=by o (X)),

e sommer toutes les colonnes sur la derniére, celle-ci devient nulle, sauf son dernier coefficient
qui vaut P(X),

e développer suivant cette colonne pour obtenir :
X2ty e (X) = X2 DP(X) Cofd.

Donc xp. (X) = P(X), et Sp(Cp) = {a € K, P(a) = 0}.

Autrement dit, les valeurs propres de Cp sont les racines de P.
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3. Soit A € Sp(Cp). Soit X = | ... | e K™
Tn
X € SEP(Cp, \) <= CpX = XX
0 1 0 0
X1 X1
<~ 0 =\
0 el 0 1 Zn Zn
—agp —ai . —An—2 —Qn—-1
To = )\1‘1
xr3 = )\1‘2
—
Tn = AZEn71
—QoT1 — A1T2 — *** — Qp—2Tn—1 — An—1Tn = ALp
=A
2 o i) :=Ax1
2
xrs3 ZZA X1 N2
= PQuzo ) T2 =X
Tn = A"l
! S
P()\)Il =0
1
A

SEP(Cp, \) = Ker(Cp — Al,) = Vect A?

An—l

4. En particulier, on a : VA € Sp(Cp), dim(SEP(Cp,))) = 1.
Donc par le cours, Cp est diagonalisable si, et seulement si, pour toute valeur propre A,
w(A) = dim(SEP(Cp, \) = 1, donc si, et seulement si, P est a racines simples.

5. Prenons P = (X — A1)(X — A2)... (X — An) et Cp la matrice compagnon de P. Alors

1 U |
i Ao o
PUEEEED VD V.

est la matrice de passage vers une base de vecteurs propres de Cp, donc est inversible et de
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CHAPITRE 49. MATRICES COMPAGNONS, SUITES RECURRENTES, E.D.L. &
LOCALISATION DES RACINES D’UN POLYNOME

déterminant non nul.

Exercice 168

Lien avec les suites récurrentes linéaires d’ordre n

Soit (an—1,...,a1,a0) € K". Soit (ur)ren une suite vérifiant la relation de récurrence linéaire
d’ordre n

Vk €N, Upin+an_1Upin-1+ an2Ukyn_2+ - +aoun, =0 (R).
Justifier les propriétés suivantes.

® Posons P = X" 4 a1 X" ' 4o+ a1 X + ap € K, [X].
Uk

Uk+1
Avec Uy, = ) ,ona:VkeN Ugy =CpUy.

Uk+n—1

® Donc : Yk €N, Uy = (Cp)"Us.
@ Si I’équation caractéristique
"+ an_1z" - daztao=0 (&)
admet exactement n solutions distinctes Aq, ..., Ay, alors
(o, ..., an) €K, VEEN, wup = \f 4+ +a )k,
Ceci généralise le théoréme sur les récurrences linéaires d’ordre 2, dans le cas ot il y a 2 solutions
distinctes a l’équation caractéristique.

Solution (Ex.168 — Lien avec les suites récurrentes linéaires d’ordre n)
1. Il n’y a qu’a écrire (R) sous la forme
VkE €N, Uktn = —Qn-1Uk4n—1 — An—2Uk4n—2 — *** — AOUp.
2. Par récurrence immeédiate.

3. Si(€) a n solutions distinctes, P est scindé a racines simples car (£) équivaut & P(z) = 0, donc
Cp est diagonalisable, et admet A1,...,\, pour valeurs propres.
Il existe Q € GL,,(K) telle que Cp = Qdiag(A1,. .., \n)Q ™Y, donc

CE = Qdiag(\y, ..., XE)Q~"

Surtout, je mne cherche pas & développer, méme si on peut expliciter @ puisqu’on connait les
sous-espaces propres par la propriété précédente.
Les coefficients de C& sont tous combinaisons linéaires (a coefficients constants, ceux de Q et
Q™' qui ne dépendent pas de k) des PLAND .S

Uk
Comme U, = = (Cp) Uop, ur est combinaison linéaire de A'f,...)xﬁ, a coefficients

constants.
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Exercice 169

Lien avec les équations différentielles linéaires scalaires homogénes d’ordre n

Soit (an—1,...,a1,a0) € K". On s’intéresse a I’équation différentielle d’ordre n

Y 4 a1y +an2y" 4+ a1y + a0y =0 (EDL).

Justifier les propriétés suivantes.

1. Posons P=X"+an_1 X" '+ -+ a1 X +ao € K, [X].
Yy

!

Yy
Avec Y = i ,ona:Y =CpY.

D

2. Sil’équation caractéristique
2"+ an 12" P+ Faix+ag=0 &)

admet exactement n solutions distinctes A1, ..., \,, alors
oty ..,an) €K™, y= 1M 4 -+ ape®.
Autrement, ’ensemble des solutions de (EDL) est
Vect(x > M ... & s en®).

Ceci généralise le théoréeme sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2, dans le cas ot
il y a 2 solutions distinctes a l’équation caractéristique.

Solution (Ex.169 — Lien avec les équations différentielles linéaires scalaires homogénes d’ordre 7

1. Il n’y a qu’a écrire (EDL) sous la forme

Yy = =01y —an oy 4+ — a1y — aoy.
2. Si (€) a n solutions distinctes, P est scindé a racines simples car (€) équivaut a P(z) = 0, donc
Cp est diagonalisable, et admet A1, ..., A, pour valeurs propres.

1l existe Q € GL,(K) telle que Cp = Qdiag(\1,..., \)Q 1 = QDQ ™.
z1(z) = Arz1(2)

Y

_n-—1
Y =CpY += Y =QDQ ! YV 7 = DZ =

2n(z) = Apzn(z)
Ce qui raméne & n EDL d’ordre 1 indépendantes :

Ble)\lm‘
3(517"'7/6n)6Kn7 Z([L‘):
Bneknac

Surtout, je ne cherche pas & développer, méme si on peut expliciter @ puisqu’on connait les
sous-espaces propres par la propriété précédente. Je ninverse pas nmon plus Q!!!
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LOCALISATION DES RACINES D’UN POLYNOME

OrY=| | =QZ, donc y est combinaison linéaire & coefficients ne dépendant pas de = (Q

ne dépend pas de z) des n fonctions
x> eME L r e e,

Exercice 170

Localisation des racines d’un polynéme

Peut-on trouver un lien entre les racines d'un polynéme et ses coefficients? Ou chercher les
racines d’un polynéme ? Si ses coefficients sont petits, ses racines sont-elles petites ?

Les matrices compagnons apportent une réponse a ces questions.

Justifier les propriétés suivantes.

1. Petite considération générale
Soit A = (ai,;) une matrice de My (C), soit pour tout 1 < i < n,

re=Ylai;

Jj=1

Alors : VA € Sp(A), |\ < max |74].

<i<n
Si les coefficients de A ne sont pas grands, ses valeurs propres non plus.

2. SoitP=X"4+an 1 X" 14+ - 4+aX+ao€ K,[X]. Alors toute racine A de P vérifie

= ||ligne n°i de Al|,.
1

A € max{|ao|,|a1] +1,...,|an-1]| + 1}
Autrement dit, les racines de P sont toutes situées dans les disques fermé de centre 0 et de
rayon

R = max{laol, |a1] +1,...,|an—1] + 1}.

3. Ainsi, je peux affirmer que les 1789 racines complexes de
X178 _ gx 1515 4 gy1492

sont toutes dans le disque de centre 0 et de rayon 4. Etonnant, non ?
Solution (Ex.170 — Localisation des racines d’un polynéme)
1. Soit X un vecteur propre de A associé a A. De AX = XX, on tire : Vi € [[1; n]], Zam—xj =
j=1

Az, puis

n
M sl <Y laag e | < i [1X ]| -
j=1
En particulier pour l'indice i tel que |z;,| = ||X[|,, on a
X oo = (AT zi0] < g [[X] |-
Comme [|X]|, >0,

A < 73y < max |1
1<i<n

2. On va appliquer la propriété précédente & *Cp dont les normes des lignes sont simples.
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Soit P=X"4an_ 1 X" 14+ - +a1X+ao € K, [X]. Soit Cp la matrice compagnon de P. Toute
racine \ est valeur propre de Cp donc de *Cp. Or pour *Cp, on a

r1=laol, et : Vi € [[2; n]], 71 =|ai|+ 1.
Donc par 1., |A\| < max{|ao|, |ai| +1,...,|an-1| + 1}
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Chapitre 50

Matrices stochastiques

[CCP - 2016 — PSI — | [MP-M1 — 2017 — PC-PSI — |
Définition — Matrices stochastiques
Une matrice M = (mm-) de M, (R) est dite stochastique si ses coefficients sont positifs et si,
sur chacune de ses lignes, la somme des coefficients vaut 1. Notons S, I’ensemble des matrices
stochastiques de M, (R). Autrement dit :
V(ig) € [[1; nl)®, mi; >0 (1D

Viel[1; n]], Zm”_l %)

M € S, si, etseulementsi,

Exercice 171

Propriétés générales des matrices stochastiques

1. Treés utile pour caractériser la propriété (3).

1

Soit U= | : | la colonne de M 1(R) ne contenant que des 1.

1

Montrer que
M vérifie (X) si, et seulement si, MU = U.

2. Justifier que S, n’est pas un espace vectoriel.

3. Montrer que S, est stable pour la multiplication :
Y(M,N) €S2, MN € S,.

4. Montrer que S, est une partie fermée et convexe de M, (R).

5. Justifier que si M est stochastique et la suite de ses puissances (Mk ) converge, alors X lim M"
—+o0

est stochastique.

Solution (Ex.171 — Propriétés générales des matrices stochastiques)
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Maitriser le produit matriciel...

. Vie[[1; n]], (MU); = Zmi,juj = me‘, donc M vérifie (X) si, et seulement si, MU =

Jj=1 Jj=1

U.

2. S, a la facheuse manie de ne pas contenir O,...
3. Soit (M,N) € S2.

V(i,j) € [[1; n]]*, (MN)i; = myxnx,; >0 donc MN vérifie (IT).

k=1
MNU = M(NU) = MU = U donc MN vérifie (X).
o L’ensemble M™T des matrices a coefficients positifs est fermé, car c’est Iintersection des n>
ensembles fermés (par continuité de M — m; ;)

M ={M e Mu(R),mi; >0}

De plus £ = {M € M, (R), ||MU — U|| = 0} est fermé car M — ||[MU — U|| est continue.
Donc S, = LN M7 est fermé.
On pouvait aussi raisonner par coordonnées, et erpliquer que si une suite de matrices stochas-
tiques converge, alors la limite de chaque coordoonée est la limite d’une suite positive, donc
est positive, et la limite des sommes par lignes est 1 puisque ces sommes valent toujours 1.
e Soit (M,N) € S,,. Soit A € [0; 1].
@) Y(i,7) € [[15 n)]*, (1 =AM+AN);; = (1—Nmi;+nij =0
i) (A= AMDM+AIAN)U=(1-AMU+AIANU=(1-A+NU=U
donc: VA€ [0; 1], (1—=AM+ AN ES,, i.e. [MN] C S,.
5., 3. et 4 entrainent que si M est stochastique et la suite de ses puissances (Mk) converge,

alors i lim MP" est stochastique, car toutes les puissances sont stochastiques...
— 400

Exercice 172

Du coté des éléments propres

Soit M une matrice stochastique d’ordre n.

1.

2.
3.

4.

1
Justifier que 1 € Sp(M) et U= | : | € SEP(M, 1) puisque MU = U.
1

Montrer que si A € Sp(M) alors |A| < 1.

Montrer que si pour tout k € [[1; n]], my,r 7 0, alors la seule valeur propre de M de
module 1 est 1.

On peut démontrer que si tous les coefficients de M sont strictement positifs, la dimension de
SEP(M, 1) vaut 1 (théoréme de Perron-Frobenius).

Montrer que si on suppose de plus M diagonalisable, alors la suite (Mk) converge vers une
matrice de rang 1 de la forme
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P1 D2 PN DPn

k P1 P2 Pn .
M oipr+p2+-+pn=1
k—+oo
P1 P2 Pn
5. Soit
4 4 4
M= L

BED 6 3 3

2 5 5

Vérifier que M est stochastique et non-diagonalisable.

Moralité : toute matrice stochastique méme & coefficients strictement positifs n’est pas néces-
sairement diagonalisable

Solution (Ex.172 — Du coté des éléments propres)

1. ...car MU =1 x U.

2. Soit A € Sp(M) et X = # 0 tel que MX = AX. Soit ¢ € [[1; n]] tel que |z;| =

Tn

max |zj| > 0. La i—éme ligne de MX = XX fournit
IIN
Zmi,jwj = )\l’z (P)
j=1
Et par I'inégalité triangulaire
n n
M s <Y mag o] < mag |2l <1
j=i j=i

donc |A| < 1 puisque |z;]| > 0.

3. Je continue avec les mémes notations, en supposant de plus |A\| = 1. (P) fournit

(A — mm)xl = Z m; ;25 donc A — My = Z ml"jxfj
iz i
L’inégalité triangulaire permet d’écrire
1—mis = A —mas <A —my;| < Zmi,j < Zmi,j =1—-mi;.
J#i J#i
Puisque les membres extrémes sont égaux, ces inégalités sont toutes des égalités et en parti-
culier 1 — M, = |)\ — mm|

Zj
T

Donc X est sur le cercle de centre m;; et de rayon 1 — m; ;, et comme |A\| = 1, A est aussi sur
le cercle unité, et il n’y a qu’une possibilité car ces deux cercles sont tangents en 1 :
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iR

. Donc A =1, Cqfd.

@ Si on suppose de plus M diagonalisable, alors M est semblable & D = diag(1, A2,...,An)
avec Vi € [[2; n]], || < 1 d’aprés @.

Du coup, D* m A = diag(1,0,...,0).

Ecrivons M = PDP~!. Alors M” - L =PAP L.
—+oo

Ce qui prouve déja que la suite (MF*).
De plus L est semblable & A, de rang 1, donc L est de rang 1. Donc toutes ses lignes sont
proportionnelles, mais L est stochastique car limite d’une suite de matrices stochastiques (S»
est fermé et stable par produit, ¢a peut servir!). Donc ses lignes sont toutes égales entre elles,
car leur somme vaut toujours 1. Donc

p1 p2 pn
k P1 p2 Pn N
MF —— L= ottp +p2+-+pn=1
k—+o00 : : .
P11 Dp2 . Dn

4. M admet pour polynéme caractéristique xm = X?(X — 1) avec dim(Eo) = dim(ker(M)) =
3—rg(M) =1 # w(0) = 2.
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Chapitre 51

Formes bilinéaires & formes
quadratiques

[CCP - 2020 — PC — Exo no2|
Bien que les formes bilinéaires ou quadratiques ne fassent pas l’objet d’une étude systématique
dans le programme de P.C. — a exception notable des formes bilinéaires symétriques définies
positives, alias produits scalaires, on les retrouve dans de nombreux sujets et les petits exercices
sutvants constituent une entrée en matiére incontournable.
Définitions —
Soit E un K—espace vectoriel (K =R ou C). Soit ¢ : Ex E — K.
On dit que :
1. ¢ est linéaire & gauche si
Yo eE, ¢g:E—Eu— p(u,v)
est linéaire.
Autrement dit, si, et seulement si,
V(u,u',v) € B3 VA €K,  o(u+ M/, v) = p(u,v) + Ap(u',v).
2.  est linéaire a droite si
Vu€eE, ¢q:E—=Ev— p(u,v)
est linéaire.
Autrement dit, si, et seulement si,
V(u,v,v") € EEVAEK,  o(u,v+ M) = ¢(u,v) + Ap(u,v').
3. ¢ est bilinéaire si p est a la fois linéaire & gauche et linéaire a droite.
‘ Opératoirement parlant, la bilinéarité induit la distributivité : ‘
Y(u,u',v,) € BY,
elu+u,v+0) = o(u,v) + plu,v") + ', v) + pu’,v").

4. ¢ est symétrique si

V(u,v) € B2, p(u,v) = o(v,u).
’ Opératoirement parlant, la bilinéarité est la commutativité. ‘
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5. ¢ est antisymétrique si
Y(u,v) € B2, o(u,v) = —p(v,u).
6.  est alternée si
Vu€eE, ¢(u,u)=0.
7. ¢ est positive (respectivement négative) si
Vu € E, ¢(u,u) >0 (resp. p(u,u) <0).
8. ¢ est définie positive (respectivement définie négative) si
Vu e E\ {0}, o(u,u) >0 (resp. p(u,u) <0).
9. On appelle forme quadratique toute application
q:E—K
pour laquelle il existe une forme bilinéaire ¢ telle que
Vu e E, q(u) = ¢(u,u).
Dans ce cas, on dit que ¢ est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire ¢. Voir le
premier exercice pour la non-unicité de .

Exercice 173

Quelques généralités

Soit E un K—espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire sur E.
1. Montrer que ¢ est alternée si, et seulement si, elle est antisymétrique.

2. Soit ¢ la forme quadratique associée a .
a) On suppose dans cette sous-question uniquement que ¢ est symétrique.
Montrer que, pour tout (u,v) de E?,

pu,0) = 7 (alu+v) — q(u—v)).
Cette identité s’appelle 'identité du parallélogramme.
b) On ne suppose plus ¢ symétrique. Montrer qu’il existe une unique forme bilinéaire symé-
trique 1) telle que
Vu € E, q(u) =1v(u,u).

On pourra s’intéresser & (u,v) — %(g@(u, v) + p(v,u)).

Solution (Ex.173 — Quelques généralités)
1. e Supposons ¢ alternée. Alors pour tout (u,v) € E?, par bilinéarité,
e(u+v,u+v) =p(u,u) + o(u,v) + ¢(v,u) + ¢(v,v)
donc 0 = ¢(u,v) + ¢(v,u) i.e. p(v,u) = —p(u,v).
Donc ¢ est antisymétrique.
e Supposons ¢ antisymétrique. Alors pour tout u € E, en permutant u et u (si!)
e(u,u) = —p(u, u)
donc 2p(u,u) = 0 i.e. p(u,u) =0.
Donc ¢ est alternée.
2. a) On remarque que, par bilinéarité,
q(u £ v) = o(u, u) £ 2¢(u,v) + ¢(v, v)
d’ou
q(u+v) = q(u —v) = 4p(u,v).
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1
b) Soit ¢ : E? = K, (u,v) — §(<,o(u7 v) + ¢(v,u)).
e ) est clairement symétrique.
e 1) est linéaire & gauche :

, 1
Y(Au+u',v) =5 (Mp(u, v) + p(u',v) + Ap(v, u) + (v, u))
1 1

= )‘5 ((p(u7 U) + (,0(’1), u)) + 5 (‘p(ulv ’U) + (,0(’0, ’LL/))

= M(u,v) + ¥ (', v)
e Par conséquent v est bilinéaire car linéaire a gauche et symétrique (plutot que de recom-
mencer ce qui précéde) :
Plu, v +v") "E (A + v, u) lin. gauche AP (v, u) + (v, u)

sym.

e Ai/i(u, v) + ¥ (u,v’)
o Vu € E,9(u,u) = 5 (p(u, u) + o(u,u)) = ¢(u, u) = q(u).

A ce stade, on a montré qu'il existe une forme bilinéaire symétrique dont ¢ est la forme

quadratique associée.
e L’identité du parallélogramme précédente montre 'unicité d’une telle forme bilinéaire
symétrique.

Exercice 174

Représentation matricielle

On suppose que E est un K—espace vectoriel de dimension finie n.
Soit B = (e1,...,en) une base de E. Pour tout vecteur z de E, on note X la colonne de My, 1(K)
représentant x dans la base B.

Soit ¢ une forme bilinéaire.

1.

Montrer qu’il existe une unique matrice A dans M, (K) telle que
V(z,y) € E*, o(z,y) = ‘XAY = XTAY.

Caractériser sur la matrice A le fait que ¢ est symétrique, respectivement antisymétrique.

3. On suppose dans cette question que E = K™ avec n € N* et que g est la forme quadratique

associée a .
a) Quelle est ’écriture matricielle de ¢(z) pour z € K™ ?
b) Montrer que ¢ est un polyndéme homogéne de degré 2 en z1, 2, ..., Tn, i.e. il existe n

(n—1)
2

coefficients scalaires (ov)icfi1; n)) €t n

V(:Ci)lgign e K”, q((xl, ceey xn)) = Z Oéil'% + Z Bi,jxixj.

1<i<n 1<i<jsn

coefficients scalaires (5;,j)1<i<j<n tels que

. Dans cette question, on suppose que K = R et que ¢ est symétrique.

a) Justifier que A est diagonalisable.

b) Justifier que ¢ est positive, respectivement définie positive, si, et seulement si, Sp(A) C
[0; 4o0[, respectivement Sp(A) C ]0; +oof.

c) Caractériser de fagon analogue le fait que ¢ est négative, respectivement définie négative.

Solution (Ex.174 — Représentation matricielle)
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1. Montrer qu'il existe une unique matrice A dans M, (K) telle que
V(z,y) € B2, o(z,y) = "XAY = XTAY.
e Analyse — Supposons que A conviennent. En prenant des vecteurs de la base, on a :
@(ei,ej) = tEiAE]' = Q4,5

Le seul candidat est la matrice A = (4,0(@1-, ej)), ce qui prouve déja 'unicité en cas d’existence.
e Synthése — Soit A = (cp(ei,ej))i i
Par le calcul précédent, V(i,5) € [[1; n]], ¢(ei,e;) = *E;AE;.

On a alors pour z = Z:piei ety = Zyjej7
i=1 j=1

oz, y) = sz Zyjap(ei, ej) = sz Zyj 'E;AE;
=1 Jj=1 =1 Jj=1

=) @i 'EAY = 'XAY
e Bilan — il éxiste bel et bien une unique matrice A vérifiant la propriété voulue.
2. e Comme Y(i,7),ai; = ¢(es,e;), A est symétrique si ¢ est symétrique et antisymétrique si
est antisymeétrique.
e Réciproquement, si A est symétrique alors
Y(z,y) € E%, ¢(y,x) = "YAX = *Y*AX = *(AY)X € M:(R), or une matrice d’ordre 1 est
égale sa transposeée ( ;-)),
p(z,y) = "X (*(AY)) = "XAY = p(z,y).
Donc ¢ est symétrique.
Le méme calcul montre que si A est antisymétrique alors ¢ est antisymétrique.
e Donc ¢ est symétrique si, et seulement si, A est symétrique, et antisymétrique si, et seulement
si, A est antisymétrique.
3. a) Vz € E, q(z) = *XAX.
b) Le calcul explicite de *XAX donne
q((acl7 .. .7ccn)) = Z ai,ix? + Z (as,; + aj,i)zizj, qui fournit I'expression voulue en
1<i<n 1<i,j<n
posant o; = a;,; et Bi; = ai; + aj,i.
4. a) Par la question 2, A est symétrique réelle donc diagonalisable.
b) e Si A admet une valeur propre A négative strictement avec U vecteur propre associé,
o(u,u) = "UAU = \'*UU = A ||U|]* < 0 donc ¢ n’est pas positive.
De méme si A admet une valeur propre négative, ¢ n’est pas définie négative.
e Soit P une matrice orthogonale et D = diag(A1, ..., \s) telles que *PAP =D. On a :
Vr € E, o(z,z) = "XAX = *X'PD'PX = *YDY en posant Y = *PX. Ainsi :

Vz€E,  o(z,x)=> \ylonY="PX
=1

Donc si Sp(A) C [0; +oo[, Yz € E, p(z,z) > 0.

Et si Sp(A) C]0; +oo[, non seulement Vz € E, p(z,z) > 0, mais en plus

o(z,2) =0=Y =0= X =0 =z = 0 puisque X = PY.

e Finalement, ¢ est positive, respectivement définie positive, si, et seulement si, Sp(A) C
[0; 4o0[, respectivement Sp(A) C ]0; +oof.
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c) ¢ est négative, respectivement définie négative, si, et seulement si, Sp(A) C ]—oo; 0],
respectivement Sp(A) C ] —oo; O[.

Exercice 175

Eléments de géométrie symplectique

Et d’abord, pourquoi s’intéresser aux formes symplectiques ¢

Au début du XIX-éme siecle, Lagrange a développé les méthodes dites de « variation des constantes
» dans le cadre de I’étude du mouvement des planétes - il avait & la fin du siécle précédent lar-
gement contribué o l’étude des équations et systémes différentiels par sa ’théorie générale de la
variation des constantes’ (1775). Si les lois de Kepler conjuguées aux principes de la mécanique
de Newton permettent une détermination explicite du mouvement des planétes connaissant soit
les 6 données de ses conditions initialesﬂ soit ses 6 éléments keplériensﬂ le probléme se corse
des que l'on souhaite tenir compte des perturbations (interactions) engendrées par la présence
des autres planétes. Lagrange propose de raisonner comme si la présence d’un troisiéme corps
(voire plus) ne remettait pas en cause le modéle général de résolution mais modifiait continuelle-
ment chacune des 6 constantes précédentes, ’expression « variation des constantes » prenant a
nouveau tout son sens.

Dans ses travauz de 1808 a 1811, il observe que l’application

n

w R x R*™, (2,9) — inynA—i — YiTni1
=1
joue un réle important dans la description ’étude du mouvement des planétes (avec n = 3 dans
ce cas particulier). Ces travaux marquent le début de l’étude des formes symplectiques et de la
géométrie symplectique.
Soit n € N*.

On note, pour tout z = (x;)1<i<2n € R?", X = € May.1(R) la colonne représentant x

T2n

dans la base canonique de R?".

1. a) Déterminer une matrice J,, € Ma,(R) telle que
Y(z,y) € (R*™)?, w(z,y) =XTJ,Y.
b) Montrer que w est une forme bilinéaire antisymétrique.
c) On appelle noyau de w 'ensemble
Ker(w) = {z € R*|Vy € R*",w(z,y) = 0}.
Montrer que Ker(w) = {0}.
On dit que w est non dégénérée.
Une forme bilinéaire antisymétrique et non dégénérée est dite symplectique.

1. Les position et vitesse initiales étant décrites chacune par 3 coordonnées nécessitent un ensemble
de 6 données.

2. Lagrange retient le demi-grand axe a, la paramétre de Dellipse b, I’époque ¢, I'inclinaison du plan
de Vorbite ¢ sur un plan de référence, la longitude des nceuds h et la longitude du périhélie k, autant
d’éléments familiers & 'astronome... que la consultation d’un ouvrage ad hoc pourra expliquer.

361



CHAPITRE 51. FORMES BILINEAIRES & FORMES QUADRATIQUES

2. On dit que deux vecteurs z et y de R®" sont orthogonaux pour w si w(z,y) =0.
Pour tout sous-espace vectoriel F de R?", on appelle orthogonal pour w de F, ou w-orthogonal

de F, ’ensemble noté F¥ défini par
F“ = {z €e R*"|Vy € F,w(z,y) = 0}.
a) Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de R?", alors F* est un sous-espace vectoriel
de R*".
b) Montrer que si F est une droite vectorielle, alors F C F*.
Voici qui constitue une sérieuse différence avec la notion d’orthogonalité euclidienne, i.e.

pour un produit scalaire.
3. On se propose d’établir que pour tout sous-espace vectoriel F de R*",

dim(F) + dim(F*) = dim(R*") = 2n.

Ce qui ninduit pas que F et F“ soient orthogonauz, vu l'exemple 2.b).
Soit F un sous-espace vectoriel de R?".
On note E* lespace des formes linéaires de R*" :
E* € L(R*™,R) = {f: R*" — R linéaire}
Cet espace vectoriel s’appelle le dual de R?".
a) Justifier que dim(E*) = 2n.
b) On note F° ’ensemble
FOY (e B Ve eF, f(z) = 0}.

Justifier que F© est un sous-espace vectoriel de E*.
c) Soit (u1,...,ur) une base de F orthonormale pour le produit scalaire canonique.

Montrer que

f € FO si, et seulement si, Vi € [[1; 7]], f(u;) = 0.
d) Montrer que
p:E" =R f = (f(ur),..., f(ur))

est linéaire et surjective. On pourra s’intéresser aux applications fi : u +— (u,u;) par

exemple...
e) En déduire que dim(F°) = 2n — r.
f) Montrer que I'application linéaire

Q:R™ 5B 2= Q) y — w(z,y)

est un isomorphisme.
g) Vérifier que F¥ = Q7*(F°).
h) En déduire que dim(F*) = 2n — dim(F).

4. On appelle isométrie pour w, ou w-isométrie, tout endomorphisme f de R?" conservant w, i.e.

tel que

V(o) € (R, w(f(@), f(y) = w(zy).
Soit f un endomorphisme de R?" et M la matrice représentant f dans la base canonique.
Montrer que f est une w-isométrie si, et seulement si, MTJ, M = J,.
On dit alors que M est une matrice symplectique.
On pourra étudier le § relatif aux « matrices symplectiques » pour étudier quelques propriétés
de ces matrices.

Solution (Ex.175 — Eléments de géométrie symplectique)
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1. a) La bilinéarité de w ne posant pas de probléme, les calculs menés dans l'exercice précédent

0, In )
montrent que J, = € M2, (R) convient.
-1, 0,
b) Toujours par l'exercice précédent, w est une forme bilinéaire antisymétrique car J, est

antisymétrique.
c) Supposons que Ker(w) # {0} et soit z un vecteur non nul de Ker(w). Soit ¢ € [1; 2n]] un
indice tel que z; # 0.
Sii e [[1; n]], alors w(z, enti) = 1, ce qui est absurde.
Siie[[n+1; 2n]], alors w(z,e;—n) = —1, ce qui est absurde.
Dans tous les cas, ceci est impossible, donc Ker(w) = {0}
2. On dit que deux vecteurs z et y de R®" sont orthogonaux pour w si w(z,y) = 0.
Pour tout sous-espace vectoriel F de R?™, on appelle orthogonal pour w de F, ou w-orthogonal
de F, ’ensemble noté F défini par
F = {2 € R*|Vy € F,w(z,y) = 0}.
a) e F¥ C R*".
e 0 € F¥ donc F¥ # 0.
o Si (x,2') € (F¥)? et A € R, alors par bilinéarité, Vy € F,
w(z+ ', y) = w(z,y) + dw(@',y) =0
donc z + Az’ € F¥.
e Donc F“ est un sous-espace vectoriel de R?"™.
b) Soit u # 0 et F = Vect(u). Soit z € F et A € R tel que z = Au.
Alors Vi € R, w(z, pu) = Apw(u,u) = 0, done Vy € F,w(x,y) = 0. Donc z € F“.
Ainsi F C F“.
3. a) dim(E*) = dim(£(R*",R) = dim(R*") dim(R) = 2n x 1 = 2n.
b) F° contient la forme linéaire nulle, et si f et g sont dans F° et A dans R, alors
Ve € F,(\f +g)(z) = AMf(x) + g(x) = 0.
Donc Af + g est dans F°.
F° est bien un sous-espace vectoriel de E*.
c) e L’implication provient de la définition de F° puisque (Vi),u; € F.
e La réciproque provient de la linéarité de f et du fait que (u;)1<i<r est une base de F (tout
vecteur de F est combinaison linéaire des u;...).
d) La linéarité de ¢ est banale.
Pour tout ¢ dans [[1; r]], fi : u— (u, u;) est une forme linéaire telle que ¢(fi) = bs, i-éme
vecteur de la base canonique de R” car f;(u;) = (us, u;) = 0;,; (de l'intérét de prendre une
base orthonormale...).
Donc : Vi € [[1; 7]],b; € Im(p) et Vect((bi)1<icr) = R", donc R C Im( 7), donc ¢ est
surjective.
e) Par la formule du rang,
dim(Ker(¢) = 2n — dim(Im(p)) = 2n — r.
Or par c), Ker(¢) = F°. Donc dim(F°) = 2n — r.
f) e dim(E) = dim(E").
e Supposons Q(z) = 0. Alors : Vy € R*™, w(x,y) = 0. Donc = 0 car w est non dégénérée
(voir questionl).
Donc Ker(p) = {0} et ¢ est injective.
e Par I’égalité des dimensions, ¢ est bijective : c’est un isomorphisme.
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g) F¥ = {z e R*"|Vy € F,w(z,y) = 0}

= {z e R°"|vy € F,Q(z)(y) = 0}

= {z e R*"|Q(z) € F°}

=0 (F)
h) Comme Q! est un isomorphisme (réciproque de I'isomorphisme Q), il conserve la dimension.

Donc dim(F*) = dim(F°) = 2n — r = 2n — dim(F).
4. ¢ SiMTJ,M = J, alors V(z,y) € (R2")2
w(f (@), f(y) = MX)TT,MY = X"MTJ,MY = X"J,,Y = w(z,y).

Donc f est une w-isométrie.
e Si f est une w-isométrie. Alors pour tout (z,7) dans [[1; 2n]]
w(ei,e;) = EiTJnE]‘ = (Jn)s,; et par isométrie
wlei, e;) = w(f(e), f(e;)) = BT (MTI.M)E; = (MTJnM)i,j’
donc MTJ,M = J,,.
o Ainsi, f est une w-isométrie si, et seulement si, MTJ,M = J,.

2
’
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Chapitre 52

Matrices symétriques positives et
strictement positives

[CCP - 2020 — PC — Exo no2|[E3A-M1 - 2018 — PSI — Exo nol]

Définition — Matrices symétriques positives & strictement positives, et racines
carrées

Soit n € N* et E = M, 1(R). On note B = (El, ceey En) la base canonique de E. On munit
E du produit scalaire canonique :

VX, Y)eE,  (X]Y)='XY.

On(R) est ’ensemble des matrices orthogonales de M, (R) et S,(R) I'ensemble des matrices
symétriques de M, (R).

On note S;f (R) I’ensemble des matrices symétriques S de S, (R) telles que :

VX€E,  'XSX>0.
On note S;7*(R) I’ensemble des matrices symétriques S de S, (R) telles que :
vX € E\ {0}, YXSX > 0.

Exercice 176

Quelques observations

Justifier les propriétés suivantes.

1. Si S est symétrique, VX € E, fXSX = (SX | X) = (X | $X).

2. Sur un excellent moyen de récupérer les coefficients d’une matrice par un produit matriciel.
Soit M € M,,(R) quelconque. ¥(i,j) € [1; n]]>, ‘E;ME; = m, ;.

3. Si P est une matrice de projecteur orthogonal distincte de I, alors P € S (R) mais P ¢
SiT(R).

4. Si S € S,(R) n’est pas inversible, alors S € S+ (R).

5. Fake news —
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CHAPITRE 52. MATRICES SYMETRIQUES POSITIVES ET STRICTEMENT
POSITIVES

Si S € SF(R), voire S € ST (R), alors les coefficients de S sont tous positifs, voire strictement
positifs ... NON!

1 - x 0
Par exemple, soit S = . Alors : VX = # ,
-1 5 y 0
t _ r—y _ .2 2 _ 2 2
XSX = (z y) =z’ —2xy+5y° = (x —y)® +4y> > 0...

—x + 5y

Solution (Ex.176 — Quelques observations)

1. (SX | X) = {(SX)X = *X*SX = *XSX = (X | SX)

2. ME; donne la j—éme colonne de M, et en multipliant a gauche par E;, on récupére son i—éme
coefficient.

3. o P vérifie P2 = P (projecteur) et ‘P = P (projecteur orthogonal donc endomorphisme
symétrique).

¢ YPP=P%=P t~,, ¢ t 2

VX eE, 'XPX = X(*PP)X = (PX)(PX) = ||PX]||* = 0.
Donc X € S (R).
e Mais si je prends X € ker(P) avec X # 0,
'XPX = X x 0 = 0 bien que X # 0.
Donc X ¢ ST (R).

4. Drailleurs plus généralement, si S n’est pas inversible, alors en prenant X € ker(S)\ {0}, on a :
'XSX = *X x 0 =0, donc S € S,/ T (R).

Exercice 177

Fabriquer des matrices symétriques positives et strictement positives pour pas cher

Soit A € M,(R) et S = *AA.
1. Montrer que S € S;} (R).
2. Montre que, si de plus A est inversible, alors S € S;7T(R).

Solution (Ex.177 — Fabriquer des matrices symétriques positives et strictement positives pour pa

1. 'S="(*AA) = "A*(*A) = "AA =S donc S € S, (R).
VX €E, ‘'XSX = 'X'AAX = "(AX)AX = ||AX]||> > 0 donc S € S;} (R).

2. Si de plus A est inversible, alors

XSX = 0 = ||AX||> = 0 = AX = 0 *“ZEt® x = 0, donc

VX € E, (X # 0) = 'XSX > 0 donc S € S,/ T(R).

Exercice 178

Caractérisation par les valeurs propres
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O on apprend que le signe (strict) des valeurs propres est primordial dans cette histoire.
Soit S € Sn(R). On sait déja que S est diagonalisable. Démontrer les équivalences suivantes :
1. S € ST (R) si, et seulement si, Sp(S) C [0; +oo].
2. S € ST (R) si, et seulement si, Sp(S) € ]0; +ool.
Observation — Sur exemple « fake news », xs = X2 —6X +4, le produit des valeurs propres

vaut 4 donc elles sont de méme signe, et la somme vaut 6 donc elles sont strictement positives,
donc S € Sy T(R). Notez que je n’ai pas déterminé les valeurs propres pour conclure (pour

info \ = % V20 =3++5>0).
Solution (Ex.178 — Caractérisation par les valeurs propres)

Par le théoréme spectral, il existe P € O, (R) (orthogonale, dit le théoréme spectral) telle que
‘PSP =D = diag(\1, ..., An).
Soit X € E. On a : 'XSX = 'XPD'PX = *(*PX)D(*PX)

Y1

Posons alors Y = [ : | = ‘PX (on va jusqu’au bout du changement de base...) Alors

Yn
EXSX = "YDY = Myf + -+ Ay
Voila qui nous donne déja le sens indirect :-)
1. Siles \; sont tous positifs, alors *XSX > 0.
2. Siles \; sont tous strictement positifs, alors si X # 0, on a aussi Y # 0 car X = PY, et du
coup 'un des y; au moins est non nul, donc *XSX > 0.
Et pour le sens direct ?
Soit ¢ € [[1; n]]. Prenons Y = E; et X = PY, de sorte que
'XSX = *YDY = 'E,DE; = D;; = \i
3. Si S €S (R), alors "XSX > 0 donc A; > 0.

4. SiS € ST (R), alors comme Y # 0 entraine X = *PY # 0, on a : *XSX > 0 donc A; > 0.
Pour le sens direct, il y a une variante accessible et assez immédiate, qui montre bien aussi le
lien avec le signe des valeurs propres.

Soit X un vecteur propre associé & une valeur propre A de S.
EXSX = *X(AX) = A'XX = X [|X]|]? avec [|X]| # 0.
Ce qui induit :
5. S€SH(R) = 'XSX > 0= ) >0.
6. SESIT(R) = 'XSX >0=\>0.

Exercice 179

Application a la recherche de racines carrées

Justifier les propriétés suivantes.
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CHAPITRE 52. MATRICES SYMETRIQUES POSITIVES ET STRICTEMENT
POSITIVES

1.

Existence —
Pour toute matrice S € S;(R), il existe une matrice R € M, (R) telle que R* = S.

Unicité dans ST+ (R) -
Pour toute matrice S € S;(R), il existe une unique matrice R € S;7 (R) telle que R? = S.

Solution (Ex.179 — Application a la recherche de racines carrées)

1.

Cette propriété est en fait vraie pour toute matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont
positives.
Puisque S € S;F (R), il existe P € GL,(R) telle que

P7'SP =D = diag(\1, ..., ) avec Vi, \; > 0.

A = diag(v/A1, ..., VAn)
de sorte que A? = D. En posant R = PAP~!, on a
R?=PA?P !=PDP ' =S
donc R est une racine carrée de S.

Prenons

Dans ce qui précéde, il n’y a pas unicité car toutes les
A = diag(£V1, ..., V)
conviennent. De plus, R = PAP™ est a valeurs propres positives (les v/\;) mais pas nécessai-
rement symétrique.
Au lieu de prendre P € GL£,,(R) quelconque, je prends P € O,(R) en appliquant le théoréme
spectral, et je choisis encore R = PA*P. Ainsi :
¢ 'R = *(PA'P) =P'A'P =R (A est diagonale!) donc R est symétrique
¢ Sp(R) = {V/A1,...,vV A} C]0; +oo| donc finalement R € S, (R).
e Montrons maintenant 'unicité.
(i) Commencgons par l'unicité pour les matrices diagonales.
Soit D = diag(\1, ..., n) et A = diag(v/A1,...,vAn). Montrons que A est I'unique matrice
de S;F (R) telle que A% =D.
Soit N € S;F(R) telle que N* = D.
(a) Soit p € Sp(N) et Y un vecteur propre de N associé & p.
Alors DY = N?Y donc : Vi € [[1; n]], A\iy; = p*y;. Comme D et N sont dans S;F (R), A; > 0
et = 0, donc Ay = py;.
Donc pY = AY, donc NY = AY.
(b) Soit maintenant une base (Y1, ..., Y,) de vecteurs propres de N, alors : Vj € [[1; n]] ,NY,; =
AY ;. Les endomorphismes représentés par N et D coincident sur une base, donc sont égaux.
Donc N = A.
(ii) Montrons alors l'unicité de la racine R de S.
Supposons que U € S (R) vérifie U2 = S. Soit N = *PUP.
Alors : N € S (R) et N* = "PSP = D, donc N = A.
Donc U = PN'P = PA'P = R. Cqfd.

368



Chapitre 53

Commutant et racines carrées
d’une matrice carrée

[CS-M1 — 2018 — PSI — Partie III] [CS-M2 — 2019 — PSI — | [CCP — 2021 — PC — Exercice 3]
[CS-M1 — 2024 — PC — Parties I et II]

Définition — Commutant et racine carrée d’une matrice

Soit A € M, (K).

On appelle commutant de A, noté ici C(A), 'ensemble

C(A) = {M € M,(K),AM = MA}.

On appelle racine carré de A toute matrice R € M, (K) telle que

R? = A,
Exercice 180

Propriétés générales

Soit A € M, (K).
1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M, (K).

2. Montrer que si R est une racine carrée de A, alors R € C(A).

Solution (Ex.180 — Propriétés générales)
1. 0€C(A) et (M,N) € C(A)> = A(DM + N) = (A\M + N)A.
2. RA=RR*=R*=R’R=AR

Exercice 181

Cas des matrices diagonalisables

On suppose que A € M, (K) est diagonalisable et on choisit P € GL,(K) et D € M,(K)
diagonale telles que P~*AP = D.
Soit M € M,,(K). Justifier les équivalences suivantes :
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CHAPITRE 53. COMMUTANT ET RACINES CARREES D’UNE MATRICE
CARREE

1. M€ C(A) <= P !MP (D),

2. M?=A <« (P'MP)’=D.
Autrement dit, la recherche du commutant de A ou des racines carrées se ramene a la recherche
du commutant de D ou des racines carrées de D.

Solution (Ex.181 — Cas des matrices diagonalisables)
1. MA = AM <= P 'MPP'AP = P 'APP 'MP <= P~ 'MPD = DP~'MP.
2. M’ =A<+= P 'M?’P =P !'AP < (P"!MP)* =D.

Exercice 182

Cas des matrices diagonales

Soit D = diag(A1, ..., \n) une matrice diagonale (ses valeurs propres A1, ..., A\, sont ses coeffi-
cients diagonaux!).

1. a) Montrer que si ses coefficients diagonaux sont deux a deux distinctes alors
(i) A commute avec D si, et seulement si, A est diagonale, i.e.

C(D) = {diag(p, .-, pn), (1, -, pn) € K"} = Vect{Eq;, i € [[1; n]l}.
(ii) R est une racine carrée de D si, et seulement si,
R = diag(pi, . .., pun) avec Vi € [[1; n]], ui = .

b) Dans le cas ou K = R, a quelle condition nécessaire et suffisante D admet-elle au moins une
racine carrée ?
Dans ce cas, décrire ces racines carrées et les dénombrer.

‘ La suite est entre I'exercice et la méditation...
.. présentation non académique...

2. MALIS si deux coefficients diagonaux sont égaux, alors ces résultats sont faux, exemples a

méditer
(i) C (K)... évidence,
Va € K, ) ... nilpotentisme,
(ii) Dans K R,
cosf  sinf ) 5
Vo e|—m; w],S= vérifie S* = Iy...symétries orthogonales.

sinf —cosf
Et ce ne sont pas les seules possibilités, par exemple :

& 1 a+1 2a .
Va € R\ {1}, S. e vérifie 82 = 1I,.
a—1\ 2 —4-1
(iii) Et les coefficients strictement négatifs ne sont plus rédhibitoires, y compris dans R,
2
0 -1 -1 0
+ = = —I5.
1 0 0 -1
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3. S’il y a deux coefficients diagonaux identiques (au moins), on peut raisonner par blocs.

Par exemple
2 0 0

0 2 0| admet par exemple pour racines carrées

0 0 3
V2 cos V2sin 6 0
(i) lesRo = | +2sinf —+v2cosb 0 avec 0 € | —m; =,
0 0 +v3
V2S. | 0
(ii) les Tq = avec a # 1.

0 | +v3

Solution (Ex.182 — Cas des matrices diagonales)

1. a) (i) Soit M = (my;,;). Alors MD = (A;m;,;) et DM = (A\;ym; ), donc

2.

MD = DM <— V’Lj, )\jmi,j = )\imi,j < V’i,j, ()\j — )\i)mi,j =0
or : Vi # j,A\; — \i # 0, donc
MD =DM <= Vi#j, m;; =0
Cqfd.
(ii) On sait que R? = D entraine que R € C(D) donc R est diagonale : R = diag(p1, . . ., fin).
Alors R? = diag(/ﬁ7 ..., %) améne aux conclusions.
b) En particulier si K = R, D admet des racines carrées si, et seulement si, ses n valeurs propres
sont positives ou nulles, et dans ce cas
R2=D <= R=diag(V1,...,£V\.).

Ce qul donne 2(7Lb7"€ de vp strictement positives) racines carrées.

(ii) Soit S € M2(R) telle que S* = I>. Alors S est une matrice de symétrie et toute matrice de
symétrie convient. Donc les symétries orthogonales conviennent.
Mais pas seulement : voiciElla matrice de la symétrie d’axe (1, a) et de direction (1,1) (pourvu
que a # 1)
1 a+1 2a
a—1 2

—a—1
(iii) L’idée n’est pas artificielle si je vois —I2 comme la matrice R, de la rotation d’angle .
On sait que RgRgr = Ryyg/, donc
2 2
cos(m/2 sin(7/2 0 -1
o Remy =, = [ D s
—sin(mw/2) cos(w/2) 1 0

Exercice 183

Cas des matrices symétriques positives : algorithme de Héron matriciel

1. Exercice : vérifier cette affirmation.
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CHAPITRE 53. COMMUTANT ET RACINES CARREES D’UNE MATRICE
CARREE

Soit ¢ € N*. Soit M une matrice symétrique positive : M € S; (R).
1. a) Déterminer une matrice B € S (R) telle que B® = M.

b) Montrer que B est la seule racine carrée de M appartenant a Sq+ (R). On note alors vM
I'unique racine carrée symétrique positive de M.

2. Soit @ € R*. On définit la suite (cn(a))nen par :

cola) =1

VneN, cnti(a) = % (C"(a) * CnLM)>

a) Montrer, par récurrence sur n € N, que, pour tout n € N, ¢,(a) est bien défini et que
cn(a) > 0.

b) Pour tout n € N, donner une expression de c,+1(a)? — a faisant intervenir (¢, (a)? —a)?. En
déduire que, pour tout n > 1, cn(a) = Va.

c) Montrer que (¢, (a))nen converge vers y/a.

3. On note A1, ..., \q les valeurs propres de M répétées autant de fois que leur multiplicité.
On rappelle que, d’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice P € O4(R) telle que

M = Pdiag(\i, ..., \)P".

On pose alors :
Mo = I,
1 .
VneN, Mpy = 3 (M, + MM, 1)

a) Montrer, par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, M,, est bien définie et que
M, = Pdiag(ca(A1),...,cn(Xg))PT.

b) En déduire que la suite (My,),cn converge vers v M.

Solution (Ex.183 — Cas des matrices symétriques positives : algorithme de Héron matriciel)

Soit ¢ € N*. Soit M une matrice symétrique positive : M € S; (R).
1. a) On note A1,...,Aq les valeurs propres de M répétées autant de fois que leur multiplicité.
Comme M € S (R), toutes les valeurs propres A; sont positives.
D’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice P € Oy (R) telle que
M = Pdiag(\1, ..., \)PT.
Posons B = Pdiag(v/A1, . .. \/7 PT.
Alors B2 = M et

BT (Pdmgﬁ,.. \FPT) = Pdiag(v/A1, ..., /Ag)PT =

Les valeurs propres de B sont v/A1,...,/Aq donc positives.
Ainsi B est une matrice de S;‘ racine carrée de M.
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b)

Réciproquement, soit B € Sy(R) telle que B> = M. On a MB = B* = BM donc B
commute avec M. Or deux endomorphismes auto-adjoints v et v qui commutent sont co-
diagonalisables. En effet, les sous-espaces propres de u sont stables par v, et les différents
endomorphismes induits de v sur ces sous-espaces sont toujours auto-adjoints dont diago-
nalisables dans des bases orthonormeées.

Tl existe donc P € Oy4(R) tel que D = PTMP et A = PTBP soient diagonales, et B> = M <
A? = D soit, puisque les valeurs propres de B sont positives, A = diag(A1,...,Aq), ce qui
assure l'unicité de B.

2. Soit a € RT. On définit la suite (c,(a))nen par :

a)
b)

(¢}
~

3. a)

co(a) =1

YneN, cpyila)=

| —
/N
o
3
—
S
=
+
o
3
—~|
IS
=
\—/

Récurrence sur n € N sans aucun souci.
Pour tout n € N,

enir(a)? —a = (% (cn(a) + C“m)))z —a

= m (en(a)* + 2acn(a)® 4 a® — dacn(a)?)
2 2
cn(a)® —a
= % > 0 donc cn+1(a)2 > a.
Donc c¢pt1(a) = v/a d’aprés a).
Quitte a décaler 'indice, pour tout n > 1, ¢,(a) = Va.
1

ecyii(a)—cu(a) = 3 (cnc(ba) — cn(a)) = 20n1(a) (a — cn(a)?) < 0 donc la suite (cn(a)) est

décroissante.
e Comme cette suite est minorée par 0 (ou min(1l,+/a)), elle converge, vers une limite
£ > min(1, v/a).

oSiazO,cn(a)zz—n - 0=+/a.
n——+oo

Sia >0, ¢> min(1,/a) > 0 vérifie 2e:£+% donc £ = % i.e. 12 = a donc £ = \/a.
e Dans tous les cas, la suite (¢, (a)) converge vers /a.

e My est définie et comme co(A;) vaut 1 pour tout i et PPT = I4, on a bien M,, =
Pdiag(cn(M1), ..., cn(Ag))PT.

e Supposons la propriété vraie & un rang n quelconque de N.

Alors M,, = Pdiag(ca(M),--.,cn(A))PT avec ca(X;) > 0 pour tout i donc det (M,) =

q
ch()\i) > 0, donc M, est inversible et M,,11 est définie.
i=1

Ensuite
PTM, 1P =

| =

5 (P™M,P + PTMPP"M,,'P)

_ %(diag(cn(/\l), cen(Ag))
+diag(M1, ..., Ag)(diag(cn (A1), ..., Cno\q)))_l)

1 .. A1 Aq )
= —diag | cn(X1) + sy Cn(Ag) +
giing (o000 + ) -
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CHAPITRE 53. COMMUTANT ET RACINES CARREES D’UNE MATRICE
CARREE

= diag(cnt1(A1), ..., cnt1(Ag))
donc M,,4+1 vérifie ’égalité souhaitée.
e Par récurrence, on a établi la propriété voulue pour tout n de N.
b) e Par convergence par coordonnées, diag(cn(A1),...,cn(Aq)) —> diag(v A1, ..oy /A
e Par continuité du produit matriciel,

M, —>Pdmg VAL, A)PT =

d’aprés la premiére question car Pdiag(v/ A1, ..., /A T est manifestement symétrique, a
valeurs propres positives et de carré valant M.
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Chapitre 54

Matrices symplectiques

[CS-M1 - 2020 — PC — |[MP-M2 - 2015 — PSI — |

Pour comprendre l'origine des questions posées par les exercices suivants, on pourra travailler
l’exercice « éléments de géométrie symplectique » du paragraphe « formes bilinéaires et formes
quadratiques ».

Dans toute cette partie, n désigne un entier de N* et le corps des scalaires est R.

Définition —

On note J,, ou plus simplement J la matrice de M2, (R) définie par

Une matrice M € M2, (R) est dite symplectique si, et seulement si,

‘MM = J.
L’ensemble des matrices symplectiques est noté Sp,,, (R) :

déf.

8py, (R) = {M € Man(R), "MIM = J}.

Exercice 184

Matrices symplectiques de Ma(R)

Dans cet exercice uniquement, n = 1.
1. Montrer que M € M2 (R) appartient a S2(R) si, et seulement si, son déterminant vaut 1.

2. Soit M une matrice orthogonale de taille 2 X 2. On note C1,Cz € M2,1(R) les deux colonnes
de M. Montrer ’équivalence :
M est symplectique si, et seulement si, Co = —JC;.

3. Soit X; € M21(R) de norme 1. Montrer que la matrice constituée des colonnes X; et —J1X;
est a la fois orthogonale et symplectique.

4. Soit M une matrice de taille 2 x 2 symétrique et symplectique.
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CHAPITRE 54. MATRICES SYMPLECTIQUES

a) Montrer que M est diagonalisable et que ses valeurs propres sont inverses l'une de lautre.
b) Montrer qu’il existe une matrice P a la fois orthogonale et symplectique telle que P~'MP
soit diagonale.

5. Déterminer les matrices de taille 2 X 2 & la fois antisymétriques et symplectiques et montrer
qu’elles ne sont pas diagonalisables dans R.

Solution (Ex.184 — Matrices symplectiques de M2(R))

b 0 —ad + be
donc M est symplectique si, et seulement si,
d ad — bc 0
det OM)
a
2. Soit C1 = . La question précédente et la structure de SO2(R) permettent d’écrire
—b
M € S2(R) <= M € SO2(R) <= C; = = Cy = —-JCy.
a

a
3. Soit X1 € M3 1(R) de norme 1, disons X; = avec a® +b% = 1.
b

M= (Xy| - JXy) = “ € SO2(R) donc M est a la fois orthogonale et symplectique.
b a
4. Soit M une matrice de taille 2 X 2 symétrique et symplectique.

a) M est symétrique réelle donc diagonalisable. Ecrivons xm = (X — A\)(X — p) = X% — (A +
WX+ A= X2 — Tr () M)X + det (() M). Par unicité des coefficients d’un polynome, Ay =
det (() M). Et comme M est symplectique, det (() M) = 1 donc les deux valeurs propres de
M sont inverses l'une de 'autre.

b) Par le cours, il existe une matrice P orthogonale dont les colonnes sont des vecteurs propres
de M. Comme P est orthogonale, det (()P) = +£1. Si det(()P) = —1, on permute les
colonnes de P, et alors P demeure orthogonale (ses colonnes forment une base orthonormale),
det () P) = 1 donc P est symplectique, et P~'MP est diagonale puisque les colonnes de P
forment une base de vecteurs propres de M.

0 —a
5. e Soit M € M3 (R) antisymétrique. Il existe a € R tel que M = . Supposons de plus
a 0

M symplectique. Alors det (() M) = 1 entraine a* = 1, donc a = +1, donc M = J ou M = —J.

Réciproquement, J et —J sont & la fois antisymétriques et symplectiques.

Les seules matrices antisymétriques et symplectiques de M2(R) sont J et —J.

® x1; = X? 4+ 1 donc Spy(£J) = 0 et +J n’est pas diagonalisable dans R.

Exercice 185

Premieéres propriétes des matrices symplectiques
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1. a) Calculer J2 et *J en fonction de Lo, et J.
b) Montrer que J est inversible et expliciter son inverse.

c) J est-elle symplectique ?

vl I 0
2. a) Vérifier que pour tout réel « la matrice K(a) et " "| est symplectique.
—al, I,
. ar. | U On :
b) Pour tout U € GL,(R), vérifier que Ly = | et symplectique
0, ‘U™

3. L’ensemble Sp,,, (R) est-il un sous-espace vectoriel de Mz, (R)?

. Montrer que si M € Sp,,, (R), alors det (() M) &+ 1.

. a) Montrer que le produit de deux éléments de Sp,,,(R) est un élément de Sp,,, (R).
b) Montrer qu’un élément de Sp,,, (R) est inversible et que son inverse appartient Sp,,, (R).
c) Montrer que si M € Sp,,, (R) alors *M € Sp,,, (R).

6. Soit M une matrice de Mo, (R) écrite par blocs sous la forme

A B
M= avec A, B,C et D dans M, (R).

C D
Déterminer des relations sur A, B, C, et D caractérisant ’appartenance de M a Sp,,, (R).

Solution (Ex.185 — Premiéres propriétes des matrices symplectiques)

1.a) J2= Iy et *J=—1J.
b) J(—J) = Iz, donc J est inversible et J™' =

—J = 'J. On pouvait aussi remarquer que les
colonnes de J forment une base orthonormale de M2y 1(R), ce qui fait de J une matrice

orthogonale.
c) “JJJ =J7'JJ = J donc J est symplectique.
2. a) Tous les blocs intervenants sont de taille n x n donc permettent le produit par blocs. On
vérifie sans peine que ‘K(a)JK(a) = J, donc K(a) est symplectique.
b) A nouveau, tous les blocs intervenants sont de taille n x n donc permettent le produit par
blocs.
0 _ tU t (U—l)
U~'u 0
or lorsqu’une matrice est inversible, sa transposée ’est aussi et 'inverse de la transposée est
la transposée de I'inverse, donc ‘LyJL;U = J et Ly est symplectique.
*0J0 = 0 # J donc 0 & Sp,,,(R) donc Sp,, (R) n’est pas un sous-espace vectoriel de May, (R).
Soit M € 8p,,, (R). Alors det (J) = det (*MJIM) = det (*M) det (J) det (M) = det (M)? det (J)
or det (J) # 0 (J est inversible), donc det (M)* = 1, donc det (M) = 1.
5. a) Soit (M, N) € Sp,,, (R)%.
“(MN)JMN = *N(*MJM)N = *NJN = J, donc MN € Sp,,, (R).
b) e Si M € Sp,,,(R), alors det (() M) = £1 # 0 donc M est inversible.

e Soit M € Sp,,, (R).
MIM =J = (‘M) *"MIMM ™! = (*M)~'JM~!

‘LyJLiU =
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CHAPITRE 54. MATRICES SYMPLECTIQUES

= J="MNHIM' = M € 8p,,(R)
c) Soit M € Sp,,, (R). M est inversible et *(M™')JM ™" = J. Inversons cette relation (toutes les
matrices étant inversibles!) :
MI™ M = J7!, et comme J7! = —J, MJ'*M = J, relation qui montre que ‘M € Sp,,, (R).
6. Tous les blocs sont de taille n x n donc par produit par blocs
*CA—"AC ‘'CB- *AD
‘DA - 'BC DB - 'BD
Comme t(tCB - tAD) = —(tDA - tBC), on en déduit
CA - "AC =0,
M e Sp,,(R) — ‘DA - 'BC =1,
‘DB - *BD =0,

‘MIM =

Exercice 186

Déterminant d’une matrice symplectique

Dans cet exercice, on se propose de démontrer que le déterminant d’une matrice symplectique
vaut 1.
Soit M dans Sp,,, (R) que 'on décompose sous forme de matrices blocs

A B
M= avec A, B,C et D dans M, (R).
C D

Dans tout cet exercice, les matrices A, B, C, D sont les matrices de cette décomposition.
1. On suppose dans cette question que D est inversible.
a) Montrer qu’il existe quatre matrices Q, U, V, W de M, (R) telles que
I, Q| [U 0, A B
0. L.| |V W| |c D|

b) En utilisant la derniére question de I’exercice pécédent, vérifier que BD ™! est symétrique,
puis que
det (M) = det (*AD — 'CB) = 1.

On suppose dorénavant D non inversible.

2. Soit P,Q € M, (R) telles que PQ soit symétrique.

On suppose qu'’il existe deux réels différents s1, sz et deux vecteurs Vi, Vo dans M, 1(R) tels

que :

(Q—s51P)Vi = (Q—s2P)Va =0.

Montrer que le produit scalaire (canonique) (QV1, QV2) est nul.
3. Montrer que Ker(B) N Ker(D) = {0}.
4. a) Soit m un entier naturel non nul. On suppose qu’il existe s1, ..., Sm des réels non nuls et

deux a deux distincts et Vi,...,V,, des vecteurs non nuls tels que
pour tout ¢ € [[1; m]], (D—s;B)V;=0.
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Montrer que pour tout i € [[1; m]], DV; est non nul et que la famille (DV;,i € [[1; m]])
forme une famille libre de M,, 1(R).

b) En déduire qu’il existe un réel « tel que D — aB soit inversible.

c) Montrer alors que det (() M) = 1. On pourra exploiter la matrice K(«) de Uexercice précédent.

Solution (Ex.186 — Déterminant d’une matrice symplectique)

1. On suppose dans cette question que D est inversible.
a) Montrer qu’il existe quatre matrices Q, U, V, W de M, (R) telles que

I. Q| [U On A B

0. L.| |V W| |c D|
Toujours par produit de blocs compatibles

L. Q| [U 0. U+QV QW

0, L] |V W \Y% \WY%
Comme D est inversible, il suffit de prendre
V=C,W=D,Q=BD'et U=A—-BD!C.

b) En utilisant la derniére question de I’exercice pécédent, vérifier que BD ™! est symétrique,

puis que

det (M) = det (*AD — ‘CB) =1
e D’aprés 'exercice précédent, comme M est symplectique, ‘DB = *BD.
En multipliant par D™ & droite et *(D™') a gauche, BD™' = *(D™!)'B, i.e. BD™! =
YBD™*
e Et en falsant apparaitre des déterminants triangulaires par blocs

I. BD™'| |A-—BD!C 0,

det (M) = det
07L I7L C D
I. BD™! A—-BD™!C 0,
= det det
0, I C D
= det (A B ~1'C) det (()D) = det( A — *CBD ') det (D)
= det ( tCBD 1D) det (*AD — *CB)
or 'AD — 'CB = — 'BC) = 'I,, = I,, toujours par l’exercice précédent, donc

det (M) = det (I,) = 1.

On suppose dorénavant D non inversible.
2. Soit P,Q € M,(R) telles que *PQ soit symétrique.
On suppose qu’il existe deux réels différents s1, s2 et deux vecteurs Vi, V2 non nuls dans
My, 1(R) tels que :
(Q — Slp)V1 = (Q — 82P)V2 =0.
Montrer que le produit scalaire (canonique) (QV1, QV2) est nul.
<QV1, QV2> = <S1PV1, QV2> = S1 “Vl tPQVz
(QV1,QV2) = (QV1,5PV3) = 52 "V1 *QP V2 = 55 "V "PQV> par symétrie de *PQ.
Donc (s2 — s1)V1 *PQVa = 0, et comme s # s1, *V1 "PQV2 = 0.
Donc <QV17 QV2> =0.
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0 A BJ| |0 BV 0
3. Soit V € Ker(B) N Ker(D). Alors M = = = .
A% C D| |V DV 0
. ) . 0 . 10 0
Comme M est symplectique donc inversible, =M = donc V = 0.
A% 0 0

Comme 0 € Ker(B) N Ker(D) (qui est un espace vectoriel), on a
Ker(B) N Ker(D) = {0}.
4. Soit m un entier tel que m < n. Soit s1,..., Sm des réels non nuls et deux a deux distincts et
Vi,...,V, des vecteurs non nuls tels que
pour tout ¢ € [[1; m]], (D—s;B)V; =0.
a) e Soit ¢ € [[1; m]]. Comme DV; = s;BV; avec s; # 0, si DV; = 0 alors BV; = 0 donc
V; € Ker(B) N Ker(D) donc V; = 0, ce qui est impossible. Donc DV; # 0.
e Notons que, puisque M est symplectique, *BD = *DB donc *BD est symétrique.
En appliquant le résultat de la question 2), on voit que, dés que ¢ # j, DV; L DV;. Donc
la famille (DV,i € [[1; m]]) est une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls, donc
une famille libre de M, 1(R).
b) Supposons que pour tout @ € R, D — aB soit non inversible. Alors
Vie[[1; n+1]],3V; # 0 tel que (D —4iB)V; =0.
D’aprés la question précédente, la famille (DVy,i € [[1; n+1]]) est une famille libre de
n + 1 vecteurs de M, 1(R), lui-méme de dimension n, ce qui est impossible.
Donc il existe a € R tel que D — aB soit non inversible.
c) Prenons «a tel que D — aB soit inversible.
A B
K(a)M = est symplectique car K(a) et M le sont, et —aB + D est
—aA+C —aB+D
inversible. Donc on peut appliquer la premiére question & K(a)M :
det (K(a)M) = 1, donc det (K(«)) det (M) = 1.
Or det (K(«)) = 1, donc det (M) = 1.
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Chapitre 55

Théoréme des moindres carrées et
application aux ajustements
polynomiaux

Lorsqu’un systéme linéaire a n équations et p inconnues
AX =B, oa X € My 1(R), et A € My ,(R), B € M, 1(R),
n‘admet pas de solution, on peut chercher le vecteur X qui minimise
[AX =B,

on parle alors parfois de « pseudo-solutions.

Evidemment, cela présuppose qu’on s’est donné une norme. La norme euclidienne [|.]l, asso-
ciée au produit scalaire canonique de My 1(R) est bien adaptée a ce probléme de minimisation
grace a la propriété de meilleure approximation en norme. Avant d’exposer le théoréme général,
on commence par donner un procédé systématique pour déterminer la matrice d’une projection
orthogonale.

Exercice 187

Formules pour les matrices de projections orthogonales

Soit n € N*. Soit E = M, 1(R) muni du produit scalaire canonique noté {.,.). Pour X € E, X"
désigne la transposée de X.
Soit d € [[1; n]] et F un sous-espace vectoriel de E de dimension d.

1. On suppose que (Ui,...,Uq) une base orthonormale de F.
d
Soit M =Y U U,".

=1
Montrer que M représente la projection orthogonale sur F' dans la base canonique de E.
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CHAPITRE 55. THEOREME DES MOINDRES CARREES ET APPLICATION AUX
AJUSTEMENTS POLYNOMIAUX

2. On suppose que (Ci,...,Cq) une base quelconque de F et on note A la matrice de M, 4(R)
donc les colonnes sont Cy, ..., Cq.
a) Montrer que, pour tout X de E,
i— X € F < 3Y € M4:1(R), AY =X,
i — X eFt <= ATX =0.
b) Montrer que ATA est une matrice inversible. On pourra déterminer Ker(ATA).
c) Soit M = A(ATA) AT,
Montrer que M représente la projection orthogonale sur F dans la base canonique de E.
3. Application - Impératif d’utiliser ce qui précéde! Déterminer la matrice de la projection or-
thogonale de M3, 1(R) sur le plan P d’équation x +y + 2 =0
a) en utilisant une base quelconque de F,
b) en utilisant une base orthonormale de F.

Solution (Ex.187 — Formules pour les matrices de projections orthogonales)
1. VX €E,

d d d
MX =Y U UTX=> Ui (Ui, X) = > (X, Us) Ui = pr(X)
=1 i=1 1=

=1
d’aprés la propriété du cours, puisque (Uq,...,Uq) est une base orthonormale de F.
Y1
2. a) i — Il suffit d’observer quesi Y = [ @ [, alors
Yd
d
AY = Z yzCZ
i=1
Comme (Cy,...,Cq) est une base de F, donc une famille génératrice, on a bien :
X € F <= 3Y € M4:1(R), AY =X.
<Cl ) X)

ii — Pour tout X € M, 1(R), ATX =

(Ca, X)
Comme (Ci,...,Cq) est une base de F, ATX =0« X e F+.
b) e ATA € /\/ld(R).
e Soit X € Mg41(R).
X € Ker(ATA) = XTATAX = 0 = ||AX|| = 0 = AX = 0.
d

Or AX = ZmiCi et (Ci,...,Cq) est une base de F, donc une famille libre. Donc AX =
i=1
0= X=0.
Ainsi Ker(ATA) = {0}
e Par la formule du rang, rg(ATA) = d donc ATA est inversible.
c) Soit M = A(ATA) "AT.
Soit X € Eet Y = MX.
® Comme Y = A[(ATA)"'AT]X avec (ATA)flAT € Mg1(R),Y € F d’apreés i.
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@AT(X-Y)=ATX-ATAATA)'ATX = ATX ~ A"X = 0 donc d’aprés ii X — Y € F*.
® Ainsi Y € Fet X — Y € F1, donc Y est le projeté orthogonal de X sur F.

@ Ceci étant vrai pour tout X de E, M représente la projection orthogonale sur F dans la
base canonique de E.

1 1
3. a) Prenons A = -1 0
0o -1
2 1 1 2 -1
Alors ATA = L (ATA) =2 et
1 2 3\ -1 2
2 -1 -1
1
M==-] _ _
3 1 2 1
-1 -1 2
b) Par le procédé de Gram-Schmidt, prenons
1 1
1 1
U =— -1 et Up = — 1
T2 PTG
0 —2
Alors
1 -1 0 1 1 —2
1
Ui "== -1 1 o0 etU2U2T26 11 =2
0 0 O -2 =2 4
Et
2 -1 -1
M=UU,"+ 00 =2 -1 2 -1
-1 -1 2

Exercice 188

Théoréme des moindres carrés

Soit A € My, ,(R) et B € M,,,1(R). On suppose que rg(A) = p.
Montrer que :

(i)  min ||[AX —B||, existe,
XeMyp 1(R)

(i) *AA € M,(R) est inversible, donc le systéme linéaire *AAX = *AB admet une unique
solution,

(iii) /\Izllin( >HAX — B||, est atteint si, et seulement si, X est l'unique solution du systéme
XeMy,1 (R

"AAX = "AB.

383



CHAPITRE 55. THEOREME DES MOINDRES CARREES ET APPLICATION AUX
AJUSTEMENTS POLYNOMIAUX

Solution (Ex.188 — Théoréme des moindres carrés)

Commentaire : il s’agit d’un probléme de minimisation d’une ||.||y, donc il y a de la projection
orthogonale dans Uair...

Dans cette correction, j’ignore le résultat de l’exercice précédent, et du coup je le redémontre...
(i) Soit Cy,...,Cp € My p(R) les p colonnes de A de M, ,(R).

T1

On a alors, pour tout X = | : |, on a,

Lp

AX = (21C1 4 -+ + 2,Cp) € M1 (R).
Posons F = {AX € My 1(R),X € M, 1(R)} = Vect(Cy,...,Cp) est un sous-espace vectoriel de
M, 1(R), de dimension p car rg(Cy,...,Cp) =1g(A) = p.

Alors, ¢l existe, min _ [[AX — B||, = min ||Y — B||,. Or par le cours, ce minimum existe, et
XeMp 1 (R) YeF

est obtenu uniquement pour Y = pr(B).
On a déja lexistence...

(ii) C’est un exercice classique. Notons que si A n’est pas forcément carrée, "AA € M, (R) est
carrée.

On a toujours : Ker*AA = KerA, car
e AX =0 = "AAX =0,
o '"AAX = 0 = '"X'AAX = 0 = (AX,AX) = 0 = ||[AX]|| =0 = AX =0.
Or A représente un endomorphisme de RP dans R", donc la formule du rang donne
dim(Ker(A)) = dim(R?) — rg(A) = 0,
donc dim(Ker(*AA)) = 0 et rg(*AA) = p, ce qui assure I'inversibilité. Donc l'unicité de la
solution du systéme "AAX = *AB.
(iii) Voyons comment obtenir ce projeté.
Y:pF(B){:){YeF ) {a?ce/\/tp,l(m Y = AX
Y-BeF Viel[l; pl], (Ci,AX—B)=0
car F = Vect(Cy,...,Cp). Or
vie[[1; p]], (Ci,AX—-B)=0<=Vie[[l;p]], ‘Ci(AX-B)=0
= Viell; p]], ‘C;:AX="'C;B

tcl tCl

t02 t02
= AX = B < "AAX = "AB

Cp Cp

IX e Mp1(R Y =AX
Donc Y = pr(B) <= 1 | < p’tl( ),
AAX ="AB

Donc le minimum cherché vaut ||Y — B||, = [|[AX — B|, ot X est I'unique solution de *AAX =
"AB.
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Exercice 189

Ajustements polynomiauz

On se donne z1,...,x, n réels deux a deux distincts et yi,...,y, n réels quelconques. Par
exemple, (z;,y;) est une série statistique de résultats expérimentaux. On cherche une fonction
polynomiale P,, de degré au plus m passant au plus prés des n points, en quelque sorte

Vi€ [[1; n]], Pm(zi) =y
Le § sur linterpolation de LAGRANGE montre que si m = n—1, il existe une et une seule solution.
Probléme : si la série est grande (n grand), il est peu probable que l’on accepte un polynéme de
degré n.
De plus, si on prend l’exemple de la trajectoire d’un mobile uniquement soumsis a la gravitation,
on sait que la trajectoire est parabolique, donc qu’on veut m = 2 et P(z) = a® + bx + ¢. Notre
nuage de points (x;,y;) doit nous servir a préciser les coefficients.
Comment optimiser le choixz de P lorsque m <n —1 %

x1 Y1

On connait X=| : |, Y= ] ! |, et on cherche

Tn Yn
Pm(x) = Cmmm +---+c1xr+co

qui minimise la somme des écarts au carré, alias les moindres carrés
n

déf.
2(007 sy Cm) = Z (Pm(ml) - y’)Q
k=1
Or en munissant R”™ de la norme |.||,,

co+cizi+ - Femz! —

S(coy- -y Cm) = : =[lAC-YIi;

m
co+cCiTn + -+ CmTy — Yn )

1 1 "
avec A = 1 Tmtr .. Tga € Mum+1(R) et Y connues,
1 Tn T
Co
et C= est notre inconnue.
Cm

Montrer que le théoréme des moindres carrés précédents s’applique.

Solution (Ex.189 — Ajustements polynomiauz)
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11 suffit de vérifier que rg(A) =m + 1 or

e A e My mi1(R) = rg(A) <m—+1,

e les m + 1 premiéres lignes constituent une matrice de VANDERMONDE, de déterminant non nul
car les z; sont deux & deux distincts, donc le rang des m + 1 premiéres lignes est m + 1, dans
rg(A) > m+ 1.

Cafd.
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Chapitre 56

Intégration numérique avec
Python

On passe en revue quelques méthodes de calculs approchés d’intégrales. Il s’agit de calculer
b
une valeur approchée de / f(t)dt a partir de valeurs de f en quelques points.

Dans le premier exercice, on s’intéresse & une fonction a la fois réguliére (C*°) mais avec une
forte variabilité qui servira de fonction test pour les exercices suivants.

Exercice 190

Un simple sinus

T 15t 2
1. Veérifi in(—)dt=—.
érifier que/O sin ( 3 ) 5

. .15t .
2. Tracer la courbe représentative de ¢ — sin (7) et s’assurer que son allure est la suivante

. 15t
y = sin (7)

Yy
1
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Solution (Ex.190 — Un simple sinus)
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def f(t):
return np.sin(7.5%t)

n = 300
t = np.linspace(O,np.pi,n)
y = £(t)

plt.plot(t,y)

Pour tout les exercices suivants, on suppose définie les modules numpy et matplotlib.pyplot
importés sous np et plt, et on suppose définie une fonction f : [a; b] — R continue.
Par exemple,

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def f(t):
return np.sin(7.5%t)

Exercice 191

Meéthode des rectangles

Soit N € N*.
Les formules énoncées ci-aprés sont 6 méditer et a savoir écrire.

1. Ecrire a Paide d’une boucle des fonctions rect_g(a,b,N), rect_d(a,b,N) et rect_m(a,b,N)
b

calculant des valeurs approchées de / f(t)dt a laide des formules

b _“ Z f (a +1 ) Formule des rectangles a gauche

Dn = N Z (a +1 ) Formule des rectangles a droite
a = b—a o

a+(2t+1) N Formule des rectanlges milieux

=0

T 15t
2. Indiquer l'erreur absolue commise lors du calcul de / sin (%)dt par chacune de ces mé-
0

thodes, pour N € {5, 10, 20, 50, 100}.
Commentaire ?

3. En exploitant les fonctions np.linspace et sum, réécrire ces fonctions sans boucles.

Solution (Ex.191 — Méthode des rectangles)
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1. def rect_g(a,b,N):
s =0
h = (b-a)/N
for i in range(N):
s += f(a+ix*h)
return s*h

def rect_d(a,b,N):
s =0
h = (b-a)/N
for i in range(1,N+1):
s += f(a+ix*h)
return sxh

def rect_m(a,b,N):
s =0
h = (b-a)/N
for i in range(O,N):
s += f(a+(2xi+1)*(h/2))
return s*h

2. Le script suivant

test = [5,10,20,50,100]

res = np.zeros((4,len(test)))

for i in range(len(test)):
N = test[il]
res[0,i] = N
res[1,i] = abs(rect_g(0,np.pi,N)-2/15)
res[2,i] abs(rect_d(0,np.pi,N)-2/15)
res[3,i] abs(rect_m(0,np.pi,N)-2/15)

# Pour afficher 5 chiffres en \’evitant 1’\’ecriture scientifique #
np.set_printoptions(precision=5,suppress=True)
print(res)
fournit le tableau
[[ 5. 10. 20. 50. 100. ]
[ 0.13333 0.08881 0.06275 0.02894 0.01509]

[ 0.76165 0.22535 0.09433 0.03389 0.01633]
[ 0.31095 0.03669 0.00803 0.00124 0.00031]]

Sur cet exemple, on observe que le choix des points milieux est bien meilleur que les deux
autres.

3. Les fonctions usuelles np.... comme np.sin supporte d’étre appliquées directement & un
tableau, élément par élément.

def rect_g(a,b,N):
t = np.linspace(a,b,N+1)
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return sum(f(t[:-1]))*(b-a)/N

def rect_d(a,b,N):
t = np.linspace(a,b,N+1)
return sum(f(t[1:]1))*(b-a)/N

def rect_m(a,b,N):
h = (b-a)/N
t = np.linspace(a+h/2,b-h/2,N)
return sum(f(t))*h

Exercice 192

Meéthode des trapézes

_ a+(i+1)h
Soit N € N* et h = bTa. La méthode des trapézes consiste a approcher / f(t)dt par
a+ih
laire du trapéze du base h et de hauteurs f(a +ih) et f(a + (i + 1)h).

1. Vérifier que cela conduit a

N—1
Tn=h (f(a);—f(b) + Z fla+ zh)) Méthode des trapézes
i=1

b
2. Ecrire une fonction trap(a,b,N) calculant des valeurs approchées de / f(t)dt a laide de
cette méthode. ‘
T 15¢
3. Indiquer I'erreur absolue commise lors du calcul de / sin (T)dt par cette méthode pour
0

N € {5,10,20,50,100}.
Commentaire ?

Solution (Ex.192 — Méthode des trapézes)

1. def trap(a,b,N):
h = (b-a)/N
t = np.linspace(ath,b-h,N-1)
return ((f(a)+f(b))/2+sum(£(t)))*h
2. test = [5,10,20,50,100]
res = np.zeros((2,len(test)))
for i in range(len(test)):
N = test[il]
res[0,i] = N
res[1,i] = abs(trap(0,np.pi,N)-2/15)

# Pour afficher 5 chiffres en \’evitant 1’\’ecriture scientifique #
np.set_printoptions(precision=5,suppress=True)

print(res)

On obtient
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[[ 5. 10. 20. 50. 100. ]
[ 0.44749 0.06827 0.01579 0.00248 0.00062]11]

L’erreur est de fois plus importante que dans la méthode des rectangles milieu, mais bien
meilleure que les rectangles & gauche ou & droite.

Exercice 193

Méthode de SIMPSON

Les méthodes des rectangles et des trapézes consistent a approcher sur chaque intervalle [a 4 th; a + (

la fonction f par une fonction constante (méthodes des rectanlges) ou une fonction affine (mé-
thode des trapézes).

La méthode de SIMPSON consiste & approcher f par un polynéme du second degré (on approche
alors la courbe de f par une parabole).

1. Soit f:[a; b] = R.
a) Montrer que la base de LAGRANGEE' associée aux points a,m et b est (Lqg, Lim, Ly) définie

par
La(z) = ﬁ (2 — (a + 3b)z + ab + b?)
L (z) = ﬁ( —42” + 4(a + b)x — 4ab)
Ly(z) = ﬁ (22% — (3a + b)z + a® + ab)

b) Vérifier que
b b _ b B
/ Lo (z)dz = / Ly(z)dz = bTa et / Ly (z)dz = M.

c) En déduire que la méthode de SIMPSON consiste en 1’approximation

b
b—a a+b
/ fl)dt ~ —— (f(a) +4f (=5 ) +f(b)).
2. En partageant l'intervalle en N € N* intervalles et en itérant cette démarche sur chacun des
b—a ;a+ (i + 1)b—Ta] , vérifier qu’on obtient la formule

intervalles [a +1

Sx=h <f(a) +2 i flazs) +4Zf(azi—1) + f(b)>

oﬁh:%7ai=a+i§pour1<i<2N—1

Méthode de Simpson

b
3. Ecrire une fonction Simpson(a,b,N) calculant des valeurs approchées de / f(t)dt a l'aide de

cette méthode.

. . T 15t
4. Indiquer lerreur absolue commise lors du calcul de / sin (—)dt par cette méthode pour
0

N € {5, 10,20, 50,100}.
Commentaire ?

1. Voir le § consacré a I'interpolation de LAGRANGE.
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Solution (Ex.193 — Méthode de SIMPSON)

_ (x—m)(xz—D) R _ . . _
1. a) Lo(z) = (@a—mya=0n) de fagon a ce que Lq,(a) = 1 tandis que Lq(m) = Lo (b) = 0.
, . b—a (a —b)?
On développe, en exploitant (a —m) = —— donc (@ — m)(a —b) = —

De méme pour les deux autres.
b) Simple vérification.
c) D’apreés I'interpolation de LAGRANGE, le polyndome de R2[X] coincidant avec f en a, m et b

est
P(z) = f(a)La(z) + f(m)Lm(z) + f(0)Ls(x).
Alors
b b b b
/ P(m)dxzf(a)/ La(ac)dx—i—f(m)/ Lm(x)dx+f(b)/ Ly(z)dz
D’ou

[ e [ 58 (s a5+ 10)

. . . . 1 . .
2. Les extrémités a et b apparaissent une fois avec le coefficient 5 les extrémités a2, = a + ih
(1 €4 < N-=1)) des N sous-intervalles apparaissent deux fois en tant qu’extrémités droite

puis gauche des sous-intervalles, munis du coeflicient 2 x =, et les milieux az;—1 (1 < i < N)

des sous-intervalles apparaissent une fois munis du coefficient 5

3. def Simpson(a,b,N):
s = f(a)+f(b)
h = (b-a)/N
for i in range(1,N):
s += 2x*f(a+i*h)
for i in range(1,N+1):
s += 4xf(a+(2%i-1)*h/2)
return s*h/6
4. test = [5,10,20,50,100]
res = np.zeros((2,len(test)))
for i in range(len(test)):
N = testl[i]
res[0,i] = N
res[1,i] = abs(Simpson(0,np.pi,N)-2/15)

# Pour afficher 7 chiffres en \’evitant 1’\’ecriture scientifique #
np.set_printoptions(precision=7,suppress=True)

print(res)

fournit

[[ 5. 10. 20. 50. 100. ]
[ 0.0581391 0.0017027 0.000093 0.0000023 0.0000001]1]

La précision est bien meilleure que celle des méthodes des rectangles et des trapézes.
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Exercice 194

Méthode de Gauss a trois points

Le § sur l'intégration numérique par la méthode de quadrature de Gauss nous a appris que

[1 P(t)dt ~ gp (—\/§> + SP(O) + gp (@)

cette formule étant exacte pour tout polynéme P de degré < 5.
Que donne cette méthode appliquée & d’autres fonctions que les polynomes ?

On pose p = \/g , de sorte que notre formule d’approximation devient
/ F#)dt = £ (57(~p) + 8£(0) + 55(0))
. b—
1. Soit f:[a; b] = R. On pose d = T Montrer que la méthode revient a

/ Fuydu = & (5(~ dp+m) +87(m) + 51 (dp-+m)).

b
2. Ecrire une fonction Gauss3(a,b) calculant une valeur approchée par cette méthode de / f(u)du.

3. Pour améliorer la précision, on décide de partager [a; b] en N € N* intervalles de longueur
bh—

a . . . .- :

et d’appliquer "approximation précédente sur chacun de ces sous-intervalles.
Programmer une fonction Gauss(a,b,N) calculant une valeur approchée de l'intégrale sur ce
principe sans utiliser de boucle.

. . T . 15t
4. Indiquer lerreur absolue commise lors du calcul de / sin (7)dt par cette méthode pour
0

N € {5, 10,20, 50,100}.
Commentaire ?

Solution (Ex.194 — Meéthode de Gauss a trois points)

1. On pose t = 2 u—a+b(<:>u:b_at+a+b)desorteque
b—a b—ba 2 )
b—a b—a a+b
/Gf(u)duf 5 /_lf( 5+ 5 )dt.

On obtient ablors

/ flu)du ~ b1_8a (5f(— b_Tap—&-m) +8f(m)+5f(b_Tap+m)>.

2. def Gauss_3(a,b):
rtho = np.sqrt(3/5)
= (b-a)/2
= (atb)/2
return h* (5% (f (-h*rho+m)+f (h*rho+m) ) +8%f (m)) /9

3. def Gauss(a,b,N):
rho = np.sqrt(3/5)
= (b-a)/(2xN)
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m = np.linspace(a+h,b-h,N)
return h#* (5% (sum(f (-h*rho+m))+sum(£f (h*rho+m)))+8*sum(f(m)))/9
4. test = [5,10,20,50,100]
res = np.zeros((2,len(test)))
for i in range(len(test)):
N = test[i]
res[0,i] = N
res[1,i] = abs(Gauss(O,np.pi,N)-2/15)

# Pour afficher 3 chiffres avec \’ecriture scientifique #
np.set_printoptions(precision=2,suppress=False)
print(res)
Ce qui fournit le tableau
[t s. 10. 20. 50. 100.1]
[ 2.03e-03 1.38e-05 1.85e-07 7.30e-10 1.13e-11]]

La méthode de Gauss est de loin la plus performante que celles envisagées précédemment.
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Chapitre 57

(GAUSS-LEGENDRE et
(GAUSS-TCHEBYCHEV avec Python

]| est conseillé de lire les § « Espaces de Hilbert et familles de polynomes orthogonaux »
et « Intégration numeérique de Gauss » au préalable, mais on peut aussi admettre la propriété
rappelée ci-apres.

Exercice 195

Quadrature numérique de GAUSS

Soit |a; b C Ret w: ]a; b[ — R une fonction poids, c’est-a-dire strictement positive et telle
que, pour tout n € N, t — t"w(t) est intégrable sur |a; b[. Soit n € N*.

Soit (Pk)o<k<n une famille de polynémes orthogonaux telle que : Vk € [[0; n]], deg(Px) = k.
Alors P, admet exactement n racines réelles distinctes r1,...,r, dans |a; b et il existe n
coefficients réels ci, ..., c, tel que

b
VP € Ron—1[X], / Pt)w(t)dt = c1P(r1) + -+ - + coP(rn).

Cette formule étant remarquablement simple, on I'extrapole aux fonctions f : ] a; b = R, ce qui
fournit la formule de quadrature de GAuUss

/ fw)dt ~cif(ri) + -+ caf(rn).

Lorsque Ja; b = ]—1; 1] et w = 1, on parle de méthode de GAUSS-LEGENDRE, et lorsque
1

a; b[=]-1; 1] et w = ———, on parle de méthode de GAUSS-TCHEBYCHEV.

Jai b =]=1: et w= —= onp

Exercice 196

Gauss-Legendre, Pascal, Horner, dichotomie...
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Petite bibliothéque pour calculer les polynémes de Legendre
Les polynémes de Legendre sont définis par

d?’L

L, (X) = [(X*—1)"™ = —
vneN, Ln(X)=[( )"l X0

(X2 —1)"™

. . . 1 . s
Il arrive fréquemment qu’on les normalise par un coefficient Sl ce qui n’a pas d’intérét
n!
ici car on ne s’intéresse qu’a leurs racines. On décide de représenter les polynémes par des

numpy .array et on amorce un script en Python par

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

degre = 20

degre est une constante indiquant le degré maximum des polynémes que 1’on souhaite utiliser.

Chaque polynéme P = ap + a1 X + --- + ¢1d€gre){‘iegrE sera représenté par le np.array [ agp,

ai, ..., adegre 1, étant entendu que si deg(P) <degre, tous les coefficients d’ordre k >degre

seront pris égaux a 0.

a) Compléter la fonction suivante afin qu’elle renvoie le np.array codant le polyndéme dont les
coefficients sont fournis par la liste 1

def creer(l):
p =np.zeros(............. )
for k in range(len(1l)):
plkl = ........ ..

return p
Par exemple

creer([1,-2,3])

>>>

array([ 1., -2., 3., 0., o0., 0., 0., 0., 0., 0., O.,
0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0.1

b) Compléter la fonction suivante afin qu’elle transforme un polynéme au format np.array en
chaine de caractéres suffisamment lisible, par exemple :

aff_poly(creer([1,0,-2,3]))
>>> 2+3.0X°3-2.0X"2+1.0X"0’

def aff_poly(p):
g = "
for k in reversed(range(0,degre+1)):
if plk] != 0:

return s

c) Ecrire une fonction deriv(p) renvoyant le dérivé du polynéme p.
d) Ecrire le développement suivant la base canonique de (X? — 1)".
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e) Soit 0 < p < n. Justifier les relations
1 sip=0
n
< ) =q9nfn-—1 .
p - sinon
p\p—1
et programmer une fonction récursive binom(n,p) calculant <n>

f) Ecrire enfin une fonction Legendre(n) calculant le n—éme polynéme de LEGENDRE en
dérivant n fois (X? — 1)".
On vérifiera qu’on obtient
aff_poly(legendre(4))
>>> 2+1680.0X"4-1440.0X"2+144.0X"0’
donc Ly = 1680X* — 1440X?> + 144.
Evaluation d’un polyndéme en un point : algorithme de Horner
d
On doit & HORNER l'algorithme suivant de calcul de P(x) = Zakmk qui est linéaire et ne

k=0
nécessite aucun calcul de puissance.
La présentation en pile est assez efficace.
aq
ad—1 QAd—1
ad—2 ad—2 ad—2
s=0 xrs+aqg — S xS+ aqg—1 — S
al ai a1
ao ao ao

s+ a1 — s s+ ap — s, et alors s = P(z)

ao

On rappelle que la méthode liste.pop() dépile la liste 1liste, c’est-a-dire

(i) renvoie le dernier élément de liste,

(ii) supprime cet élément de liste.

Compléter 'algorithme suivant afin qu’il renvoie la valeur de P(x), le polynéme P étant défini
par le np.array p.

def Horner(p,x):

s = ...
1 = list(p)
for k in range(........ ):
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return s

3. Recherche d’une racine par dichotomie
On suppose un polyndéme P défini sur | a; b[ vérifiant P(a)P(b) < 0.
a) Justifier que P admet au moins une racine dans |a; b[.
b) Ecrire une fonction dicho(p,a,b,e) renvoyant une racine de p dans ] a; b[ avec une précision
au moins égale a e.
4. Racines des polynéomes de Legendre
Soit n € N*. Soit P,, le polynéme (X* —1)™.
a) Justifier qu’il existe une famille de polynomes (Qx)o<r<n telle que
Vke[[0; n)], PV =(X*-1)""FQu,
et vérifiant
e ([0 n—1]], Qe = (X2 — Q4 +2(n — k)XQs.
b) Que peut-on dire de Q,, 7
c) Justifier, pour tout k € [[1; n]], que Q admet exactement k racines distinctes, et qu’entre
chaque racine successive de Py se trouve exactement une racine de Px_1. Schématiquement

T e I
Qo pas de racine
ol ai=0
Q| a2y oz I
|l as1 as2 ass I
Q] aar o2 ows s ||

d) Ecrire une fonction produit(p,q) renvoyant le produit des deux polynémes p et g.
e) Compléter la fonction racine(n,e) suivante de sorte qu’elle renvoie la liste des racines de
L,, avec une précision inférieure a e.

def racine(n,e):

Qk = creer([1])

Xdmu = creer([-1,0,1])

dX = creer([0,2])

Rk = [-1,1]

for k in range(n):
[
aux = [-1]
for i in range(k+1):

aux.append(dicho(.......... ... ... ... ))

Rk = aux+[1]

return np.array(Rk[1:-1])

A titre d’exemple, on doit obtenir ceci :

racine(3,1e-8)
>>> array([ -7.74596672e-01, 1.27271108e-09,
7.74596670e-01])

5. Calcul des coefficients c; par les polynémes de Lagrange
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Toujours en notant r1,...,r, les racines du polynéme de LEGENDRE L,,, on introduit la base

de LAGRANGE ({;)1<i<n de R,—1[X] associée A ces n racines, définie par
. . _ X — T
vie[[1;n)], 6X)= ]] p—

1<jSn,j#i
a) Justifier que
1
Vie[[1; n]], o :/ £;(t)dt.
-1
b) Compléter les deux boucles de la fonction suivante qui doit renvoyer le tableau des coeffi-
cients (¢i)igi<n
def coeff_L(x):
¢ = np.zeros(len(r))
for i in range(len(r)):
# Calcul de 1li
1i = creer([1])
for j in range(len(r)):
if § 1= i:
1i = ........
# Calcul de 1’int\’egrale de 1i sur [-1,1]
for j in range(int((len(xr)+1)/2)):
clil += ........
return ¢
A titre d’exemple, on doit obtenir ceci :

coeff_L(racine(3,1e-8))
>>> array([ 0.55555555, 0.88888889, 0.55555555])

6. Calcul des coefficients ¢; par la résolution d’un systéme de Vandermonde
C1 I0

Onnote C= | ! |,V = (T;71)1<i7jgn et B = ot, pour tout ¢ de [[0; n —1]],

1 .
I = / t'de.
1

a) Justifier que C est 'unique solution du systéme linéaire VC = B.
b) L’instruction a = np.vander (r, increasing=True) . transpose() crée la matrice de Van-
dermonde a = (r[§]*""), et np.1linalg.solve(a,b) renvoie la solution x du systéme linéaire

Cn In1

a.x=b.
Ecrire une fonction coeff_V(r) renvoyant le tableau des coefficients (c;) en résolvant le

systéme de VANDERMONDE précédent.
S’assurer qu’on obtient les mémes valeurs que par la fonction coeff_L.
7. Mise en ccuvre de la quadrature de Gauss-Legendre et exemples
. b— b .
Soit f : [a; b] — R. On pose £ = Ta et m = %. Montrer que la méthode revient a

I’approximation

/b flu)du ~ fzn:cif(én +m).
a i=1
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b
a) Ecrire une fonction Gauss_Legendre(f,a,b,n) calculant une valeur approchée de / fa

I’aide des racines du polynéme de L,, calculées avec une précision 1e-8.
b) Soit f:[0; 7] = R, ¢+ sin (gt)
Calculer I :/ F)de.
0
On désigne par I, la valeur renvoyée par Gauss_Legendre(f,0,np.pi,n).
Compléter le tableau d’erreurs relatives suivant :
w2 | s | 4] s | s | 7
=l

Justifier I'existence de J = / f(t)dt et la calculer.

Dans la mesure ou cette methode de quadrature n’exige pas de calculer g en 1, on peut se
demander ce que donne cette méthode pour une telle intégrale impropre.
On désigne par J,, la valeur renvoyée par Gauss_Legendre(g,-1,1,n).
Compléter le tableau suivant :
w2 | s | 4| 7| w0 ]|
J—Jn ‘

J
Commentaire ? Pour pallier cet inconvénient et élaborer une stratégie pour des intégrales

impropre, voir l’exercice suivant.

Solution (Ex.196 — Gauss-Legendre, Pascal, Horner, dichotomie...)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

degre = 20

def creer(l):
p = np.zeros(degre+1)
for k in range(len(1l)):
plk]l = 1[k]

return p

def aff_poly(p):
s = nn
for k in reversed(range(0,degre+1)):
if p[k]l != 0:
if p[k] > 0:
s += "4

s += str(p[k])+"X~"+str(k)

return s
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def deriv(p):
d = np.zeros(degre+1)
for k in range(1l,degre+1):
dlk-1] = k*p[k]
d[degre] = 0
return d

def binom(n,p):
if p == 0:
return 1
else:
return (n*binom(n-1,p-1))//p

def Legendre(n):
Ln = np.zeros(degre+l)
for p in range(n+1):
Ln[2*p] = binom(n,p)*(-1)**(n-p)
for p in range(n):
Ln=deriv(Ln)
return Ln

def Horner(p,x):
s =0
1 = list(p)
for k in range(degre+1):
s = x*s+1.pop()
return s

def dicho(p,a,b,e):

a=a
b=>»
while b-a>e:
m=(a+b) /2
if Horner (p,m)*Horner(p,a)>0:
a=m
else:
b=m

return (a+b)/2

def produit(p,q):
r = np.zeros(degre+1)
for k in range(degre+1):
r(k] =0
for i in range(k+1):
r[k] += p[il*q[k-1i]
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return r

def racine(n,e):

Qk = creer([1])

Xdmu = creer([-1,0,1])

dX = creer([0,2])

Rn = [-1,1]

for k in range(n):
Qk = produit(deriv(Qk) ,Xdmu)+(n-k)*produit(Qk,dX)
aux = [-1]
for i in range(k+1):

aux.append(dicho(Qk,Rn[i] ,Rn[i+1],e))

Rn = aux+[1]

return np.array(Rn[1:-1])

def coeff_L(r):
¢ = np.zeros(len(r))
for i in range(len(r)):
# Calcul de 1i
1i = creer([1])
for j in range(len(r)):
if j 1= i:
1li = produit(li,creer([-r[j]1,11))/(z[i]1-x[j])
# Calcul de 1’int\’egrale de 1i sur [-1,1]
for j in range(int((len(r)+1)/2)):
cl[il += 2#1i[2*j]1/(2%j+1)
return c

def coeff_V(r):
a = np.vander(r,increasing=True) .transpose()
b = np.zeros(len(r))
for i in range(int((len(r)+1)/2)):
b[2%i] = 2/(2*i+1)
return np.linalg.solve(a,b)

def Gauss_Legendre(f,a,b,n):
r = racine(n,1e-8)
c = coeff_V(r)
1= (b-a)/2
m = (a+b)/2
return l*sum(c*f (1*r+m))

def f(t):
return np.sin(2.5%t)

for n in [2,3,4,5,6,7]:
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print (abs(Gauss_Legendre(f,0,np.pi,n)-2/5)*5/2)

def f(t):
return 1/np.sqrt(1-t)

for n in [2,3,4,7,10,15]:
print(abs (Gauss_Legendre(f ,-1,1,n)/(2*np.sqrt(2))-1))

o Jela a5 | 0 |
‘%‘ H 2.56 ‘ ‘ 0.0307 ‘ 0.00142 ‘ 4.37TE% | 9.62E7°7
H ‘ 3 ‘ 4 ‘ 7 ‘ 10 ‘ 15
'J J" H 0.175 | 0.125 | 0.0968 ‘ 0.0581 ‘ 0.0415 ‘ 0.0281

Pour l'intégrale impropre J la convergence est moins rapide.

Exercice 197

Gauss-Tchebychev, exemple d’une intégrale impropre

On cherche & améliorer le calcul approché de l'intégrale impropre de I'exercice précédent

J— dt
) VIt
AT 1
On observe que J = / dt h(t)w(t)dt ou
V1—t2 1

1
Vi—¢g

On sait que les polynémes de Tchebychev (T5)nen sont orthogonaux pour cette fonction poids.

m) pour k € [[0; n—1]].

h:]-1; 1[=>RV/1+4+tetw:]—1; 1] = R,

. 2k +1
De plus, les racines de T,, sont les réels cos ( +

Donc il existe n coefficients (ci)0<i<n 1 tels que

— 2+ 1
/71 ﬁ_tht Zcu‘(cos( 2_; 7r)>

la formule étant exacte pour toute fonction polynomiale f de degré au plus 2n — 1.

1
déf. @) /
g = sin” (¢)dz.
i /—1 V 1-— t2 —7/2

b) Justifier que sin®*(t) = 2%% <; (2 ) Z ( ) cos(2(k — p)t ))

c) En déduire que
1k m  sik pair
L = { 28 \ k/2 batt,

0 si k£ impair.
d) Soit 0 < p < n. Justifier les relations

1. a) Justifier que pour f(t) = t*
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1 sip=20
n
<>— nin—1 .
p — sinon
p\p—1

. . . . n
et programmer une fonction récursive binom(n,p) calculant < >

e) Ecrire une fonction I(k) renvoyant la valeur de l'intégrale TIj.

2. Ecrire une fonction racine(n) renvoyant le tableau de type np.array contenant les n racines
du polynéme T,,.

3. a) La relation étant exacte pour toutes les fonctions t +— t¥ avec k € [[0; n — 1]], écrire le
systéme dont les (¢;)ogi<n—1 sont solutions.

b) L’instruction a = np.vander(r,increasing=True).transpose() crée la matrice de Van-

dermonde a = (r[j]*"'), et np.1linalg.solve(a,b) renvoie la solution x du systéme linéaire
a.x=b.

Compléter la fonction suivante
def Gauss_Tchebychev(f,n):
r = racine(n)

a = np.vander(r,increasing=True) .transpose()
# D\’efinir b

¢ = np.linalg.solve(a,b)

return sum(c*£f(r))

1
4. On revient au calcul approché de J = / h(t)w(t)dt.
—1

a) Définir la fonction h.

b) On désigne par H, la valeur renvoyée par Gauss_Tchebychev (h,n).

‘ 3 ‘ 4 7 ‘ 10 ‘ 15

|

Solution (Ex.197 — Gauss-Tchebychev, exemple d’une intégrale impropre)

—H,

Commentaire ?

et — e i\ 1 2k (2K ; ;
SiHQk(t) _ ( 5 ) _ ﬁ(il)% Z (p > (71)2k7pezptefz(2k7p)t

p=0

k-1
2k gy Qi(2p—2k)t k[ 2k
sin®®(t) = 2% < < ) YPe =P  (—1) <k>
p=0
k—1
Sin2k(t) ‘1: 22k ( ( ) p 7,(2p 2k)t + (71)16 <2kk>
p=0
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k—1
2k i(2k—
_1)4 i(2k—2q)t
+q0<2kq>( )e

sin2* (¢) q=2k—p (;21]3 (p:O (?) [el(Qp—Qk)t n ez(2k—2p)t] " (—l)k 2:))
. 2k _ 1 1(2k k = 2k
sin®* (1) = 3 (2 ( L] D ,;o (p) cos(2(k p)t))

I est nulle pour k£ impair car on intégre une fonction impaire sur un intervalle symétrique par

rapport a 0.
/2
Avec la relation précédente, comme / cos(2(k — p)t)dt = 0 pour 0 < p < k, on obtient

—7/2
1 k .
I = ok (k/2> pour k pair.

Proposition de programme :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def binom(n,p):
if p == O:
return 1
else:
return (n*binom(n-1,p-1))//p

def I(k):
if k%2 == 0:
return binom(k,k/2)/2*xk*np.pi
else:
return O

def racine(n):
return np.array([np.cos((2*k+1)*np.pi/(2*n)) for k in range(n)])

def Gauss_Tchebychev(f,n):
r = racine(n)
a = np.vander(r,increasing=True) .transpose()
b = np.array([I(k) for k in range(n)])
¢ = np.linalg.solve(a,b)
return sum(c*f(x))

def h(t):
return np.sqrt(1+t)

for n in [2,3,4,7,10,15]:
print (abs(Gauss_Tchebychev(h,n)/(2*np.sqrt(2))-1))
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n 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 7 ‘ 10 ‘ 15
J—Hx
J

0.0262 | 0.0115 | 0.00645 0.000457

0.00210 ‘ 0.00103

La méthode GAUSs-TCHEBYCHEV est mieux adaptée au calcul de ce type d’intégrales impropres
que la méthode de GAUSS-LEGENDRE. Avec le méme nombre de points, I'erreur relative est de
I'ordre de 50 fois plus faible.
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Chapitre 58

Programmation orientée objet :
la classe Polynome

Pour manipuler des polyndémes, nous pouvons utiliser des listes : aprés tout, un polynoéme est
avant tout une liste (finie) de coefficients. Par exemple, on peut convenir que la liste

P = [1, 2, 3] représente le polynome P = 1 4 2X 4 3X2.

C’est faisable mais les opérations sur les listes ne sont pas les mémes que les opérations sur
les polynomes.

Par exemple, si P = [1, 2, 3] et Q = [1, -2, 0, 1] alors P+Q est la liste [1, 2, 3, 1, -2,
0, 1] puisque pour les listes, « + » désigne la concaténation, alors que si P = 1 + 2X + 3X2 et
Q=1-2X+X3 P+ Q est le polynéme 1+ 3X? + X3, qui n’est évidemment pas représenté par
la liste P4 Q précédente mais par [1 ,0 ,3 ,1].

De méme, P=[1,1]; P(2) provoque une erreur de type 'LIST’ OBJECT IS NOT CALLABLE
signifiant qu’une liste n’est pas évaluable en un point. Or pour un polynéme P, I’évaluation de
P en 2, notée P(2), a un sens.

Si PYTHON posséde un certain nombre d’objets prédéfinis, avec leurs opérations propres,
opérations appelées méthodes, dont la syntaxe est en général nom_de_1_objet.methode() (pensez
A LISTE.APPEND() par exemple), PYTHON offre aussi la possibilité de créer de nouveaux objets,
pour lesquels ont peut définir toutes les opérations et fonctions qui nous sembleront utiles.

Ainsi, nous allons définir une nouvelle classe d’objets, les polynémes, ainsi que les opérations
et fonctions usuelles sur ces objets, pour pouvoir nous en servir aussi librement que n’importe
quel autre objet déja connu de PyTHON (liste LIST, chaine de caractéres STRING, entier INT, réel
FLOAT, booléens BOOLEAN, etc.)

Exercice 198

Définition de la classe Polynome

1. Le code suivant
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class Polynome():
def __init__(self,coefficients):
self.coeffs = coefficients

définit une nouvelle classe d’objet.
a) Exécuter ce script, puis dans la console exécuter P = Polynome([1, 2, 3]), puis P, puis
P.coeffs.

On a défini une nouvelle classe d’objets, les polynoémes, qui s’initialisent avec la donnée de
ses coefficients, qu’on récupére en invoquant la méthode nom_du_polynome.coeffs, le nom
du polynéme s’appelant traditionellement SELF (lui-méme, logique non ?).

b) On compléte notre script de la fagon suivante :

class Polynome():
def __init__(self,coefficients):
self.coeffs = coefficients

def deg(self):
n = len(self.coeffs)
for i, ¢ in enumerate(reversed(self.coeffs)):
if ¢ !'= 0: #ou abs(c)<=1le-10 (erreurs de calcul)
return n-1-i
return -1

Exécuter ce script, définir P = Polynome([1, -2, 3, 0]), puis P.coeffs puis P.deg().
c) Quelle convention est adoptée pour le degré du polyndome nul dans ce script ?
Nous venons de définir une méthode propre aux polynémes : la fonction « degré ».

2. a) Exécuter P, puis PRINT(P). L’affichage est-il satisfaisant ?
On ne peut pas en vouloir & PYTHON de ne pas savoir que, pour nous, la présentation
naturelle du polynome de coefficients [1, -2, 3, 0] est 1 — 2X + 3X2, que lon pourrait
afficher par la chaine de caractéres ’>1+(-2) *X+3*X~3’.
b) La méthode qui, dans une classe d’objets, définit sa repésentation est __str__(self). Com-
pléter le script suivant afin d’obtenir un affichage lisible des polynémes. On testera cet
affichage en exécutant print (P) pour différents polynémes.

def __str__(self):
if self.deg() == -
return ’0°
else:
chaine
for k, ¢ in enumerate(self.coeffs):
if ¢ !=0:
if ¢ > 0:
chaine += str(c)
else:
chaine +=’(’+str(c)+’)’
if k ==
chaine += .........
elif k >= 2:
chaine += .........

2
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chaine += ’+?
return chaine[:len(chaine)-1]

Exercice 199

Opérations algébriques usuelles

Venons-en aux opérations sur les polynémes. Comme rappelé en introduction, la somme de listes
(L1ST) est la concaténation. Il est possible de définir la somme pour les polyndmes, de fagon a ce
que P-+Q génére le polynéme somme de P et Q.
1. a) Compléter la méthode __add__(self,other)
def __add__(self,other):
if self.deg() < other.deg():
self, other = other, self
tmp = other.coeffs + [0]*(self.deg()-other.deg())
res = []
for k in range(len(self.coeffs)):
res.append(........ooviiiiiiiia., )
return Polynome(res)
b) Définir deux polyndmes P et Q puis vérifier que PRINT(P+Q) affiche le polyndome attendu.

2. Définir une méthode __neg__(self) générant le polyndéme opposé de SELF. On pourra chercher
une écriture condensée comme

def __neg__(self):
return Polynome([...... for ¢ in self.coeffs])

3. Définir, a I’aide des méthodes précédentes, la méthode __sub__(self,other) générant le po-
lynéme SELF-OTHER sans utiliser de boucle.

4. On peut envisager le produit polynomial de deux fagons :
e le produit par un scalaire, qui confére a R[X] (avec ’addition) une structure d’espace vectoriel
(R[X], =+, ) ;
e le produit de deux polynomes, qui confére a (R[X], +, ., ><)E| une structure d’algébreﬂ
a) Compléter la fonction (propre a la classe POLYNOME) afin qu’elle géneére le polynome produit

de SELF par le scalaire REEL :

def scalp(self,reel):

return Polynome([ ............ .. .. .. ..... 1)
m n m-+n
b) Soit P = Z arXFet Q= Z b X" deux polynomes. Soit R = Px Q. On pose R = Z e XF.
k=0 k=0 k=0
k
Justifier que, pour tout k € [[0; m +n]], cx = Zaibk,i.
i=0

1. Ou x désigne le produit de deux polynomes.

2. Cette notion est hors de notre programme, mais vous noterez que c’est aussi les cas de M, (R).
Dans My, (R), il existe I’addition, la multiplication par un scalaire, mais aussi la multiplication de deux
matrices.
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Justifier que, pour tout k € [[0; m + n]],
Ci — Z aibk,i.
max(0,k—deg(Q)<i<min(deg(P),k)
c) Ecrire une méthode __mul__(self,other) générant le produit de SELF et OTHER.
d) Observer si P=PoryNnoME([1,2,3]) ; Q=PorLyNoME([1,0,-1]) ; PRINT(P*Q) produit I’af-
fichage attendu.

Exercice 200

Evaluation : Ualgorithme de HORNER

0

Un objet peut étre « évaluable » (« CALLABLE » nous dit PYTHON) : c’est la cas des fonctions
et des méthodes prédéfinies ou de celles que 'utilisateur définit. Syntaxiquement, cela s’exprime
par les parenthéses (...) :

SIN(T), LISTE.INDEX('BONJOUR’), MIN(A,B),...

alors que les crochets [...] sont réservés aux collections (LIST, TUPLE, STRING, NUMPY.ARRAY...)
d’objets énumérables par des indices (« ITERABLE » nous dit PYTHON).

Les coefficients des polynomes sont des listes (catégorie ITERABLE), mais les polynomes sont
évaluables (CALLABLE) en un point. Il serait bon que, lorsqu’on écrit P(1), PYTHON calcule
la valeur du polynéme P en 1. Pour cela, il faut définir la méthode __call__(self, x) qui
retournera la valeur du polynoéme SELF en X.

n
1. a) Vérifier la formule dite Algorithme de Hérner pour un polyndéme P = Z apXF®
k=0
P(z) = ao + z(a1 + z(az + z(az + ... (an—1 + z(an))))).
b) En quoi cette formule est-elle bien meilleure que
Plx)=ac+ar Xz+az Xz X+ - FapnXx X - Xx?
2. Programmer la méthode __call__(self, x) et la tester en définissant un polyndéme P et en
exécutant P(2) par exemple.

Solution : proposition de définition des la classe POLYNOME
Proposition de définition de la classe POLYNOME :

class Polynome(): #D\’efinition d’une nouvelle classe d’objet
def __init__(self,coefficients): #Initialisation d’un objet polynome
self.coeffs = coefficients #par le liste de ses coefficients
def deg(self): #M\’ethode d\’eterminant le degr\’e
n = len(self.coeffs)
for i, ¢ in enumerate(reversed(self.coeffs)): #Parcourir les
if ¢ != 0: #coefficients du plus haut au plus
return n-1-i #jusqu’\‘a en rencontrer un non nul
return -1 #deg(0)=-1
def __str__(self): #M\’ethode pour 1’affichage propre
if self.deg() == -1: #Cas du polyn\~ome nul
return ’0’
else:
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Hit#H
def

def

def

def

def

def

chaine = ? #des polynomes, e.g. 1+(-2)*X+3*X"2

for k, c in enumerate(self.coeffs):
if ¢ !'=0: #0n affiche que les mon\~omes non nuls
if ¢ > 0: #Parenth\’esage pour les coefficients
chaine += str(c)#n\’egatifs ’+-2’, c’est pas joli
else:
chaine +=’(’+str(c)+’)’
if k == 1: #Mon\~ome de degr\’e 1
chaine += ’*X’
elif k >= 2: #Mon\"omes de degr\’e sup\’erieur
chaine += ’*X~’+str(k)
chaine += ’+’ #Un ’+’ pour pr\’eparer le terme suivant

return chaine[:len(chaine)-1] #Suppression du dernier ’+’
C’est parti pour les op\’erations usuelles
__add__(self,other): #Addition
if self.deg() < other.deg():
self, other = other, self
tmp = other.coeffs + [0]*(self.deg()-other.deg())
res = []
for k in range(len(self.coeffs)):
res.append(self.coeffs[k]+tmp[k])
return Polynome(res)

__neg__(self): #0pposition
return Polynome([-c for ¢ in self.coeffs])

__sub__(self,other): #Soustraction
return self+(-other)

scalp(self,reel): #Produit par le scalaire ’reel’
return Polynome([reel*c for c in self.coeffs])

__mul__(self,other): #Produit de deux polyn\~omes
dself = self.deg()

dother = other.deg()

res = []

for k in range(dself+dother+1):

res += [ sum(self.coeffs[i]*other.coeffs[k-iJ#\‘A \’ecrire sur 1 ligne

for i in range(max(0,k-dother) ,min(dself,k)+1))]
return Polynome(res)

__call__(self, x): #\’Evaluation en un point ’x’ par
somme = 0 #1’algorithme de Horner
for c in reversed(self.coeffs):
somme = c +x*somme
return somme
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Chapitre 59

POO & interpolation polynomiale

Munis de la classe d’objets POLYNOME (voir section précédente), nous allons pouvoir déter-
miner le polynéme de degré coincidant aux n + 1 points z; avec la fonction f.

Exercice 201

Bases de Lagrange et interpolation

1. Pour répondre au probléme, Lagrange propose de créer n + 1 polynomes définis par

. déf. X —zg
vie[l0;n]], LX) = ][] S
o<k<n, ki k

a) Quel est le degré de chaque L; ?

b) Que vaut, pour tout (i,7) € [[0; n]]?, Li(z;) ? On distinguera les cas j =i et j # .

c) En déduire, sans chercher a développer les L;, que la famille (Li)o<i<n est une base de
R, [X]. o

d) Vérifier que le polynome

est le polynéme cherché.
2. a) Compléter la fonctionE] suivante afin qu’elle renvoie la liste des polyndémes constituant la

base de Lagrange liée a la liste X de x;.

def Base_Lag(x):
res = []
for kin .......... :
lag = Polynome([1])
for i in range(len(x)):

1. Cet algorithme n’est pas optimal car nécessitant beaucoup de produit mais on s’en contente, pour

le moment...
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CHAPITRE 59. POO & INTERPOLATION POLYNOMIALE

return res

b) Ecrire un script pour vérifier que, pour x=[0, 1, 2, 3], les quatre polynomes de la base de
Lagrange satisfont les relations décrites en 1.b).
1

. 1+ 10x2

b) Ecrire une fonction INTERPOL(F,X) renvoyant le polyndéme interpolant la fonction f aux
points listés dans X.

c) Vérifier que le polyndéme interpolateur obtenu pour x=[-1, -0.5, 0, 0.5, 1] est le bon.

. a) Définir la fonction f: z —

Solution (Ex.201 — Bases de Lagrange et interpolation)

1. Base de Lagrange

a) Vi € [[0; n]],deg(L;) = n car produit de n polynome de degré 1.

. e 1 sii=g
b) ¥(i.3) € (05 all’, Lz =10 5177
c) On suppose que zn:aiLi(X) =0 (9).

i=0

Pour tout j € [[0; n]], (V) évaluée en z; donne a; x 1 = 0 (tous les autres termes étant
nuls). Donc a; = 0.

Ce qui prouve que la famille (L;)ogi<n est une famille libre de n + 1 polynémes de R, [X],
lui-méme de dimension n + 1. Donc est une base de R,[X].

d) Pour tout j € [[0; n]], Zf (zi)Li(z;) = 04 f(z;) x 1 = f(z;), donc I,, est un

polynoéme de degré au plus n co1nc1dant avec f en les n + 1 points z;. I,, est le polynéme
cherché.

. Programmation
a) def Base_Lag(x):
res = []
for k in range(len(x)):
lag = Polynome([1])
for i in range(len(x)):
if i != k:
lag *= Polynome([-x[i],1]).scalp(1/(x[k]-x[il))
res += [ lag ]
return res
b) ### Test de Bas_Lag
x = [0,1,2,3]
B = Base_Lag(x)
for k, xi in enumerate(x):
print (’B’+str(xi))
for y in x:
print °>> ’+str(y)+’ : ’+str(Bk]l(y)))
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Ce script produit I'affichage

BO
>>
>>
>>
>>
B1
>>
>>
>>
>>
B2
>>
>>
>>
>>
B3
>>
>>
>>
>>

.0
.1102230246251565e-16
.440892098500626e-16
.220446049250313e-16

w N = O
N D P

W N = O
O O =, O
o O O O

W N = O
O = O O
o O O O

: 0.0
: -5.551115123125783e-17
: -1.1102230246251565e-16
1.0

w N = O

3. a) def f(x):
return 1+x+x**2
b) def Interpol(f,x):
B = Base_Lag(x)
res = Polynome([0])
for k, xi in enumerate(x):
res += B[k].scalp(f(xi))
return res
c)x = [-1, -.5, 0, .5, 1]
I = Interpol(f,x)
for t in x:
print (t,I(t)-£(t))
produit

-1 3.608224830031759e-16
-0.5 1.1102230246251565e-16
0 0.0

0.5 1.1102230246251565e-16
1 3.608224830031759e-16

Effectivement, aux erreurs d’arrondi prés, I et f coincident aux points de X.

Exercice 202

Phénomene de RUNGE
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1. Importer les modules NUMPY et MATPLOTLIB.PYPLOT sous les alias NP et PLT afin d’utiliser
les fonctions NP.LINSPACE et PLT.PLOT.

2. Ecrire un script demandant un entier n a 'utilisateur et tracant la courbe de la fonction f sur
[—1; 1] ainsi que la courbe du polynéme interpolateur de f en n + 1 points équirépartis sur
[—1; 1].

3. Qu’observe-t-on aux voisinages de —1 et de 1 lorsque n augmente ?

Ce phénoméne est connu sous le nom de phénoméne de Rungelﬂ On démontre que pour le
choix équiréparti des n + 1 points, il n’y a pas convergence uniforme lorsque n tend vers +oo.

Solution (Ex.202 — Phénoméne de RUNGE)

1. import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
2. t = np.linspace(-1,1,200)
n=eval (input (’n=’))
i = Interpol(f,np.linspace(-1,1,k))
plt.plot(t,i(t))
plt.plot(t,f(t))
3. Lorsque n augmente, les polynémes interpolateurs semblent pouvoir s’écarter fortement de f
au voisinage des points —1 et 1 (voir les courbes a la fin de cette partie).

Exercice 203

Polyndémes de Tchebychev et convergence uniforme

0

1. a) Les polynomes de Tchebychev sont définis par les relations
To=1, Ti=X et VneNT,o=2XTht1 —Th.

Programmer une fonction récursiveEI TCHEBYCHEV(N) renvoyant le polyndéme T,,.

b) Tracer les courbes de Ts, T10, T15 et T29. Comment se répartissent les racines de T, lorsque
n augmente 7

c) On rappelle que, pour tout z € [—1; 1], Tn(z) = cos (nArccos(z)). Déterminer les racines
de T,,.
Ces racines sont appelées points de Tchebychev.

2. a) Ecrire une fonction RACINES(N) renvoyant la liste des n racines du polynome Th,.
b) Ecrire un script demandant un entier n & utilisateur et tracant la courbe de la fonction
f sur [—1; 1] ainsi que la courbe du polynéme interpolateur de f aux n + 1 racines du
polynéme Th41.
c) Qu’observe-t-on lorsque n augmente ?
On peut montrer qu’avec ce choix de points d’interpolation, la convergence est uniforme
lorsque n tend vers +oo.

2. Carl RuNGE, mathématicien et physicien allemand, 1856—1927
3. La encore, cette méthode risque d’étre gourmande en temps dés que n est un peu grand, mais on
s’en contentera ici.
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Les calculs précédents du polyndme annulateur nécessitent un grand nombre de calculs, ne
serait-ce que le calcul des n + 1 polyndémes de la base de Lagrange.

Solution (Ex.203 — Polynémes de Tchebychev et convergence uniforme)

1. a) def Tchebychev(n):
if n ==
return Polynome([1])
elif n ==
return Polynome([0,1])
else:
return Polynome ([0, 2])*Tchebychev(n-1)-Tchebychev(n-2)
b) On observe une plus grande densité des racines de T, au voisinage de —1 et de 1.
c) e Cherchons les racines de T, dans [—1; 1]. Soit € [—1; 1] et § = Arccos(z) € [0; 7).

Tn(x):0<:>(;os(n€):0<:)3k€Z,0:21+k—7T
n _n
Deplus:l—}—kie[o; w}@—lgkgn—l,oree[o; 7], donc
2n  n 2 2 L
To(z) = 0 <= cos(nd) = 0 <= 3k € [[0; n—1]],e:%+§
Th(z) =0<= 3k €[[0; n—1]],z = cos (%—!—I%T)
. T km . . N
La suite { — + — est strictement croissante a valeurs dans [0; 7] et la fonc-
2n N Jocrgna

tion cos est strictement décroissante sur [0; 7] donc les n nombres cos <21 + l) pour
n n

k€ [[0; n—1]] sont deux & deux distincts (suite strictement décroissante).
e Comme deg(T,) = n, T, posséde au plus n racines distinctes.
e Finalement, T, a exactement n racines distinctes, toutes dans [—1; 1], ce sont les

Tk = COS (l + k—w) pour k € [[0; n—1]].
2n n

2. a) def Racines(n):
return [np.cos((2*i+1)*np.pi/(2#n)) for i in range(n)]

b) t = np.linspace(-1,1,200)
n=eval (input (’n=’))
i = Interpol(f,Racines(n))
plt.plot(t,i(t))
plt.plot(t,f(t))

c) Lorsque n augmente, le polyndome interpolateur semble s’approcher uniformément de f en
tout point de [—1; 1].

Exercice 204

Meéthode des différences divisées

Pour k£ € [[0; n]], on note I le polyndme d’interpolation de f aux k + 1 premiers points
Loy Llye--y Lk
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L’objectif est de construire le polynéme I,,. Nous allons le construire par récurrence.

1
2

3.

. D’aprés le premier exerice, quel est, au plus, le degré de I, ?
. Justifier que Ip(X) = f(zo).

a) Soit k € [[1; n]]. Montrer qu’il existe un coefficient réel, noté f[zo,z1,...,zk], tel que
Ik(X) — Ik_1(X) = f[xo, L1y - ,l‘k](X — LL'())(X — x1) e (X — mk_l).
b) Montrer alors que

L,(X) = f(zo) + Zf[xo,xl, con k] X =o)X —21) ... (X — xp—1).

k=1

Cette écriture s’appelle la forme de Newton du polyndéme interpolateur.

. Mise en ceuvre
a) Pour k € [[1; n]], on note Ij_; le polyndme d’interpolation de f aux k points z1, za, ..., Tk.
Justifier que son coefficient dominant est f[z1,..., k).

b) Justifier que le polyndéme P défini par
1 X
Pr(X) = Tr — 20 ((X — o)z (X) = (X = wk)lk—l(X))
est de degré k et coincident avec f aux points xo, x1, ..., Tk.
c) En déduire que Py = Ij.
d) Justifier alors les relations

VEk € [[1 ; n]] ’ f[ZE(),ZEl, o ,117k] _ f[a:l, .o 7l‘k] - f[a;g,xh PN ,xk_l]
Tk — X0
avec Vk € [[0; n]], flak] = f(aw).
De par ces relations, la quantité f[zo,z1,...,zk] est appelée différence divisée d’ordre k de
f aux points xo,x1,...,Tk.

. a) Ecrire une fonction DIFFERENCES(F,X), d’arguments la fonction f et la liste X des points
To,T1,-..,%n, renvoyant un tableau T de type NP.ARRAY de taille n + 1 par n + 1, tel que

Vi €[[0; n]],Vi € [[0; n—j]],

f (i) sij=0
T[I,J]: f[:ci,..,,xiﬂ] =4 T[i+1,j-1] —T[i,j-1] .. . .
ML e )

b) Ecrire enfin une fonction NEWTON(F,X) renvoyant le polynéme interpolateur de f aux points
de la liste X en utilisant la forme de Newton de la question précédente.

6. Comparer avec la premiére méthode.

Solution (Ex.204 — Meéthode des différences divisées)

1. deg(li) = k.

2. Ip est un polynéme constant coincidant avec f en zg donc Ip(X) = f(zo).

3. a) Iy — Iyk — 1 est un polynéme de degré k s’annulant en o, x1, ..., 2z, donc proportionnel a
(X —z0)(X—21)...(X—2zk_1). Dot lexistence du coefficient f[zo,z1,...,zk] (c’est aussi

le coefficient dominant de Ij, — I_1).
b) Posons pour tout i € [[0; n]],
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i

Ji(X) = f(mo) + Zf[mo,acl, conytk](X—zo)(X—21) ... (X —2k_1) (en particulier Io(X) =
k=1
f(@o).

Montrons par récurrence que J; = I; pour tout i de [[0; n]].

La propriété est vraie au rang i = 0.

Soit ¢ € [[0; n — 1]]. Supposons la propriété vraie au rang i.
i+1

Ji+1(X) = f(ajo) =+ Z f[a:o,m, ey Ik}(X — xo)(X — 121) ... (X — 3,’)@71)
k=1

= JZ(X) + f[xo,xl, ceey $1+1](X — xo)(X — xl) - (X — xz)
=Ji(X) + Liy1(X) = Li(X) = Lt (X)

Par récurrence, la propriété est vraie pour tout ¢ de [[0; n]].

En particulier pour i = n... CQFD

Cette écriture s’appelle la forme de Newton du polynome interpolateur.

4. Mise en ceuvre

a)

b)

c)
d)

5. a)

En appliquant ce qui précéde avec les points x1, 2, ..., Tk, Ii_; —I;_, est de degré k — 1 et
de coefficient dominant f[z1,...,zk]. Comme Ij_, est de degré k—2, ce coefficient dominant
est celui de Ij_;.

e Comme Ij_; et Ir_1 sont de degré ki et de coefficients dominants distincts, Py est de
degré k.

e Py(z0) —ulk_l(mo) =Ir_1(x0) = f(=o)

Tk — To
Tk — T0O .
o Pr(ar) = Ty (an) = Ti o (ax) = f(xn)
Tk — To
e Pouri e [[1; k—1]],
1 . Ti — To — T; + Tk
Pr(z:) = (s = o) i1 (z0) — (xs — ) k-1 (i) = ——————— f(2:) = f(=:)
Tk — To Tk — To
Donc Py coincide avec f aux points xo, 1, ..., Tk.
Par unicité du polynéme de degré au plus k coincidant avec f en k + 1 points, Py = Ij.
D’un co6té, P = I donc son coefficient dominant est f[xo, Ti,... ,mk]. D’un autre coté, son

coefficient dominant est celui de
Tr — 70 ((X — o)l 1(X) = (X - xk)lk—l(X))

Cestoadire flz, .. zk] — flzo, 1, .-, Tr—1]

x
Par unicité des coeﬁicientskd’unopolynéme, on a la relation voulue.
Enfin, f[z] est le coefficient dominant du polynéme de degré 0 coincidant avec f en xy,
donc du polyndme constant égal & f(z), donc flzk] = f(xk).
De par ces relations, la quantité f[zo,z1,...,zr] est appelée différence divisée d’ordre k de
f aux points xo,x1,...,Tk.
def Differences(f,x):
n = len(x)
T = np.zeros((n,n))
for i in range(n):
T[i,0] = £(x[i])
for j in range(l,n):
for i in range(n-j):

1]
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T[i,j] = (T[i+1,j-11-T[i,j-11)/(x[i+j]1-x[i])
return T

b) def Newton(f,x):

diff = Differences(f,x)

I = Polynome([diff[0,0]])

prod = Polynome([1])

for k in range(1l,len(x)):
prod *= Polynome([-x[k-1],1])
I += prod.scalp(diff[0,k])

return I

6. 10 essais avec 50 points au hasard :

n = 10

deb = time()

x = list(np.random.rand(50))

for i in range(n):
Newton (f,x)

print (time () -deb)

deb = time()

for i in range(n):
Interpol(f,x)

print (time()-deb)

provoque

0.062194108963012695
1.3463971614837646

La méthode de différences divisées semble donc en moyenne environ 20 fois plus rapide que la
méthode « brute »
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Interpolation pour n=5

1.0 1 — Fonction
. . -—- Equirépartis
0.8 / \ — - Tchebychev
0.6 1
0.4 1
0.2 4 /
/ W 1
\ s/ N '/
00l ¥ N
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Interpolation pour n=10
1.0 1 — Fonction
-=-- Equirépartis
—-- Tchebychev
0.8 1
»
A}
1\
0.6 1 11\
[ |
[ |
1\
11
0.4 1 Lo
1 1
1 1
1 1
[
0.21 I
1
\/ AW

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Chapitre 60

Simulation aléatoire et méthode
de Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo (capitale du casino!) reposent essentiellement sur les lois des
grands nombres : si (X,) est une suite de variable aléatoire réelle indépendantes de méme loi
possédant une espérance m et une variance, alors

Xit--+Xn 2im (Loi faible des grands nombresEl)

n
X1+ +X, . o
i.e. Ve > 0,]P’( ’L - m‘ > e) — 0, convergence dite en probabilité, et
n n—-+oo
Xy 4+ X pos )
Mt A 2% m (Loi forte de grands nombresﬂ)
n
Xy + -+ X, ]
i.e. P Lot m | = 1, convergence dite presque-sure.
n n—-+oo

L’idée est de simuler N variables X,, et d’observer vers quoi tend leur moyenne. Pour simuler
des situations aléatoires, on dispose du générateur aléatoire du module numpy de Python.

L’instruction numpy . random.rand () (lire numpy — sous-module random — instruction rand())
renvoie un réel de | 0; 1 suivant la loi uniforme sur [0; 1], c’est-a-dire que :

@ rand()€ [0; 1]
@V0<a<b<l,
P(rand )€ [a; b]) =P(randO€ |a; b[) =b—a

Autrement dit, la probabilité que rand() prenne sa valeur dans un intervalle donné de [0; 1]
est proportionnelle & la longueur de cet intervalle.
® En particulier, pour tout p € [0; 1],

P(rand()< p) = P(rand()< p) =p

@ Chaque appel de la fonction rand() renvoie une valeur indépendante des appels précédents.
® rand(N) renvoie un np.array de taille N contenant N valeurs (indépendantes) obtenues par
rand (). Ainsi
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« v = numpy.random.rand(1789) » équivaut
« v = numpy.zeros(1789)
for k in range(1789)
v[k] = numpy.random.rand() »
Pour tous les exercices de cette partie, on suppose la fonction numpy.random.rand()
importée sous le nom « rand() » en plagant systématiquement en en-téte des scripts Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from numpy.random import rand

Une variable U de loi uniforme sur [0 ;1] est une variable aléatoire vérifiant
U(Q)=[0; 1] et V[a; b C[0; 1], PUE][a; b])=b—a.
On notera qu’on ne peut que raisonner par des inégalités, car en prenant b = a,
Va € [0; 1], P(U=a)=0.

On peut d’ailleurs observer que Card ([U = a]) = Card ({a}) = 1 tandis que Card () =
Card ([0; 1]) = 4o0...

11 est indifférent de dire que U suit une loi uniforme sur [0;1], sur |0;1], sur [0;1], ou
sur |0;1], et une telle variable peut étre simulée par

U = rand().

Dans les corrigés, U désignera une telle variable.

Exercice 205

Le hasard pour calculer

[y

Soit (Us)i<i<n €t (Vi)i<i<n 2n variables uniformes sur [0; 1] mutuellement indépendantes.
Soit, pour i € [[1; n]], Y; la variable indicatrice de I'événement [(UZ + V) < 1].

a) En considérant la figure suivante, justifier que Y; — B(E).

4
Y
1 ST
. [ )

X \(\[ij VJ)

(Us, Vi) R

° \

z
0
1
b) Compléter la fonction Y() afin qu’elle renvoie 0 ou 1 en suivant la loi des Y;.

def Y():
if rand()**2+rand () **2 <= 1:
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return ...
else:
return ...

n 1
O S SnI Y,’ th:fSn.
¢) On pose ; e -
Que valent lim E(Z,) et lim V(Z,)?
n—-+oo n—-+oo

. . . T
En statistique, on dit que Z,, est un estimateur convergent de —.

2

dm —m
d) On donne SET I

Justifier que P (’ZIOOO — %‘ 2 0, 1) < 2%

~ 0, 169.

2. Analyser le script suivant et expliquer le graphique créé ainsi que les valeurs affichées.

def MC_pi(n):
s =0
t = np.zeros(n)
for k in range(n):
if rand()#**2+rand()**2 <= 1:
s += 1
z[k] = s/(k+1)
plt.plot(np.linspace(l,n,n),4%*z)
return t[-1]

for i in range(5):
print (MC_pi (500))

3. Une spécificité des booléens bien pratique
Un booléen prend la valeur True ou la valeur False, mais lorsqu’on 'utilise dans un calcul,
Python traduit automatiquement True par 1 et False par 0. Par exemple :

(1<2)

>>> True

(1<2) -4%(2<3)+(3>4)
>>> -3

Que fournit le script suivant ? L’exécuter plusieurs fois.
def MC_pi(n):

return 4*sum((rand(n)**2+rand(n)**2)<1)/n

print (MC_pi (1000000))

Exercice 206

Evaluation de Uaire de lastroide
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On souhaite évaluer ’aire de ’astroide, courbe d’équation paramétrique
y(t) = (sin®(t), cos®(t)).
En raison des symétries de l'astroide, on évalue le quart d’aire situé dans le carré [0; 1]2.

1. Montrer qu’'un point (z,y) est dans ce quart d’astroide si, et seulement si,

m2/3+y2/3 <1

2. En s’inspirant de ’exercice précédent, évaluer 'aire de ’astroide.

3. Vérifier la justesse de ces évaluations en calculant la valeur exacte de l'intégrale
1
I:/ (1—2*/*)*da.

0
On pourra méditer la définition paramétrique de ’astroide pour trouver un changement de
variable salvateur...

Solution (Ex.206 — Evaluation de l’aire de l’astroide)
1. e Posons x(t) = sin®(t) et y(t) = cos®(t).
z(t)2? + y(t)¥? = sin?(t) + cos?(t) = 1
1/3 _

e Soit z > 0,y > 0. Siz?/%4+4/® = 1L alors (z'/%)?+(y*/3)? = 1,donc 3t € [0; 7/2], {xl/s
y =

La frontiére de I’astroide (dans le carré [0; 1]*) a pour équation
223 423 =1,
Comme (0,0) est a Uintérieur de 'astroide, son intérieur a pour équation
2/3 2/3
7 +y7 <L

2. Le script suivant

def astroide(n):
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s =0
for k in range(n):
x = rand()

y =rand()
if x**x(2/3)+y*x(2/3) <= 1:
s +=1

return (s/n)*4

print (astroide (10000000) /np.pi)
renvoie (sur mon essai, mais il ne renverra pas deux fois la méme valeur)

0.37494498169710994

. 3
D’ou il ressort que Aastroide = 0, 3757 =~ §7r 777

! z=sin® /2
3. 1—/ (1—22/2)*?dz "2 (“/ (1 — sin®(£))*/?3 cos(t) sin® (t)dt
0
/ cos” (t) sin®(t)dt, et linéarisons intelligemment,

/ cos(2t) +1sm4( t)dt

C»J

%/ cos(2t) sin®(2t) + 17Cfos(4t)dt
. /2
3 w3 [sin®(2t) sin(4t) 3m 3m
I=—x= S - =_——d astroide — —5 -
16 2+8{ 6 g |, = 3 done Awmumoie =

Exercice 207

Le paradoxe des anniversaires

Le paradoxe des anniversaires fait partie des paradoxes contre-intuitifs.
On réunit N convives et on fait ’hypothése que leurs jours de naissances Ji,...,Jn sont N
variables indépendantes de loi uniforme sur I'intervalle [[1; 365]].
Il parait que dés qu’on réunit au moins 23 convives, alors il y a plus d’'une chance sur deux pour
qu’au moins deux d’entre eux soient nés le méme jour.
On note pn la probabilité que, lorsqu’on réunit N convives, au moins deux d’entre eux soient nés
le méme jour.
1. Justifier que
J = np.ceil(rand()*365)
simule une variable de loi uniforme sur [[1; 365]].
2. Ecrire une fonction anniv() qui crée une liste de simulations Ji, ..., Jx de variables indépen-
dantes du loi U([[1; 365]] telle que
() vi,je[[1; N=1]], (i #Jj)=Ji#J;;
(i) e [[1; N=1]],In = Ji.
La fonction anniv() renvoie alors N (mais ne renvoie pas la liste créée pour calculer N).

3. a) Définir en une phrase la variable aléatoire X simulée par la fonction anniv().
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b) Soit Y la variable indicatrice de 1'événement [X < 23]. Quelle est sa loi et quelle est son
espérance 7
4. En déduire un algorithme évaluant p23 par simulation et donner une valeur obtenue au bout
de 1000000 de simulations, voire 10000 000 suivant la vitesse de votre ordinateur.

5. En prenant comme univers des possibles Q = [[1; 365]]*%, calculer de facon exacte po3, puis
écrire un script Python calculant cet probabilité.
Faire de méme pour calculer pss, pa1 et paz.

Solution (Ex.207 — Le paradoze des anniversaires)

1. Rappelons que np.ceil(x) est le plafond du réel z, noté [z] et défini par
[z] €Z, [z]-1<z<[zx].
Posons J = [365.U]. Comme U(Q) =]0; 1[, 365/U(Q) =]0; 365[ et J() =[[1; 365]].
Soit k € [[1; 365]]. Alors :
P([J =k]) =P([365.U] = k) =P(k — 1 < 365.U < k)
k-1 k k k—1 1
_P( 365 ~US 365) 365 365 365
ce qui prouve que J est une variable de loi uniforme sur [[1; 365]].

2. Par exemple :

def anniv():

1=10
t = True
while t:

d = np.ceil(rand()*365)
t = not(d in 1)
1.append(d)

return len(1l)

Noter « d in 1 » qui renvoie True si d € £ et False sinon.

3. a) X simulée par la fonction anniv() compte le nombre nécessaire de convives pour obtenir les
premiers jumeauxEl7 ou encore le temps d’attente de la premiére répétition lorsqu’on choisit
au hasard et indépendamment des dates dans [[1; 365]].
b) Y est la variable indicatrice de I’événement « il faut au plus 23 convives pour avoir au moins
deux jumeaux ».
Comme toute variable indicatrice, Y suit une loi de Bernoulli, de parameétre P([X < 23]) =

D23.
Donc : Y < B(pas) et E(Y) = pas.
4. Ceci:
p=0
n = 1000000

for i in range(n):
p += anniv()<=23
print(n,p/(n+1))

produit : 10000000 0.507194649280535

3. J’entends par « jumeaux » le méme jour d’anniversaire, pas nécessairement la méme année.
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5. Card (Q) = 365%°.
Soit A I’événement : « parmi les 23 dates, deux au moins coincident ».
Alors A est : « les 23 dates sont distinctes deux & deux » et Card (K) = 365 x 364 x --- X
365!
(365 — 22) = 340"
B | 22 .
Donc P(A) = 342!:3(256)523) = 11 36??65 l, cette derniére formulation évitant de manipuler de
grands nombres tout en étant facilement programmable.

N = eval(input(’N=’))
p=1
for i in range(N):

p =p*(365-i)/365

print CN="+str(N)+’> : p=’,1-p)

donne

N=23 : p= 0.5072972343239855

N=35 : p= 0.8143832388747152

N=41 : p= 0.9031516114817354

N=47 : p= 0.9547744028332993

En prenant comme univers des possibles Q = [[1; 365]]*%, calculer de facon exacte pa3, puis
P3s5.

Exercice 208

Simulation et schéma de Bernoulli

Soit p€]0; 1[.
1. Proposer une fonction Ber (p) simulant une variable de loi de Bernoulli de paramétre p, c’est-
a-~dire renvoyant 1 ou 0, avec une probabilité p et 1 — p respectivement.
2. Proposer une fonction B(n,p) simulant une variable de loi de binomiale de paramétres n et p
(i) d’abord en utilisant une boucle avec n répétitions;
(ii) ensuite sans boucle.
3. a) Proposer une fonction G(p) simulant une variable de loi géométrique de parameétre p a 1’aide
d’une boucle conditionnelle while .... :
In(U
b) Soit U de loi uniforme sur ]0; 1[ et X = _In(U) + 1.
In(1 — p)
Montrer que X suit la loi géométrique de paramétre p.
c) En déduire une fonction G(p) simulant une variable de loi géométrique de paramétre p sans
utiliser de boucle.

Solution (Ex.208 — Simulation et schéma de Bernoulli)

1. def Ber(p):
return int(rand()<p)
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2. (i)
def B(n,p): ou
s=0 def B(n,p):
for k in range(n): s =0

if rand() < p:
s +=1
return s

for k in range(n):
s += rand() < p
return s

(i) A meéditer

def B(n,p):
return sum(rand(n)<p)

3. a) Comptons le nombre d’échecs jusqu’au premier succes...

def geometrique(p):

X=0
while rand() >= p:
X +=1
return X+1
’ In(U) .
b) U(©2) =]0; 1] donc In(U) < 0. Comme In(1 — p) < 0, n(i—p) >0et Y(Q) C N
Soit k *.
P (IO TN ST O
=M= ln(lfp)l 5 )\l -p) |
:]P’(k:—lgﬁ<k avec In(1 —p) <0

=P(kln(l —p) <In(U) < (k—1)In(1 — p))
=P((1-p)* <UL (1 -p)* ") avec U=U(]0; 1)),
L=p) = (1=-pf=01-p"(1-1-p)
= (1 _p)k71p7
donc Y suit bien la loi géométrique de paramétre p.
c) D’ou la simulation directe sans boucle :

—~

def geometrique2(p):
return np.ceil(np.log(rand())/np.log(1-p))

Exercice 209

Lot des séries

On lance indéfiniment une piéce pouvant amener, & chaque lancer et indépendamment des autres
lancers, « Pile » avec une probabilité p € |0; 1] et « Face » avec la probabilité ¢ = 1 — p.
On note S; et Sy respectivement la longueur de la premiére série de cotés identiques et celle de
la seconde.
Ainsi, si on obtient comme premiers lancers

P1 Py Ps FysFs Ps...

— N~

lére série 2éme série
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alors S1 =3 et S = 2.

1. Compléter la fonction suivante afin qu’elle simule S; et Ss.

def serie(p):
E1l = rand(<p
S1 =1
while (rand()<p) == El:
S1 += ...

S2 += ...
return S1, S2

2. a) Afin d’évaluer E(S1) et E(Sz2), écrire un script
(i) demandant la valeur de p,
(ii) effectuant une série de 100 000 simulations de Sy et Sz,
(iii) affichant la moyenne des simulations obtenues.
b) Remplir le tableau suivant avec les moyennes obtenues :

3/4

c) Qu’observe-t-on concernant S ?

3. a) Déterminer la loi du couple (S1,S2).
b) En déduire la loi de S; puis son espérance.
c) Méme question pour Ss.
d) Confronter ces résultats aux simulations.
e) A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on E(S;) = E(S2) ?

Solution (Ex.209 — Loi des séries)
1. Proposition (il n’y a pas trop de choix) :

def serie(p):
E1l = rand(<p

S1 =1

while (rand()<p) == El:
51 +=1

52 =1

while (rand()<p) !'= El:
52 +=1

return S1, S2
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2. a) p= eval(input(’p= ? ?))
n = 100000
s = np.zeros(2)
for k in range(n):
s += np.array(serie(p))
print(s/n)
b) On obtient par exemple :

R

1/4 || 3.32782 | 1.99759
1/3 || 2.50762 | 1.99996
1/2 || 1.99523 | 1.99769
2/3 || 2.49022 | 1.99595
3/4 || 3.3324 | 2.00208

c) ma, qui estime E(S2), semble ne pas dépendre de p.
3. a) (S1,52)(Q) = N* x N*. Soit (i, ) € (N*)*.
[81 :i,SQ :j} = (P1 N---NP;NFi41 ﬂ---ﬁFi+jﬂP¢+j+1)
U(F1 ﬂ-“ﬂFiﬂpiJrl ﬂ---ﬁPHj mF¢+j+1)

Ces deux événements sont incompatibles, et comme les lancers ont des résultats indépen-
dants,
P([S1=14S2=4]) =p'a’p+q'Pg=0p P

b) A l’aide du systéme complet d’événements ([S2 = j]);en+, la formule des probabilités totales

i+1qj + qi+1

donne
+oco

Vie N*, P([S1=1]) = Z (phquJ +q1+1p3) gom. i 13(1 +qz+1lﬁp
j=1

Vi e N*, ([s1 =i))=pq+q"

p.
d 1 .
De ZZP —P ( > ( ) pp)2 = (]%’ on tire
a

(S1) existe (si/) et E(S;) = 6

c) A l'aide du systéme complet d’événements ([S; = i])ien+, la formule des probabilités totales

donne
o0

VieN', P(S:=j)) =) ("'d +4qp) =" q]—lzip +p371(iq
i=1

VieN', P(S:=j)=¢ "p*+p "¢

—+oo —+o0
. d N d/1 Ny 11 .
DeZ];D _dq<;q>_dq(l—q)_(l—q)Q_pQ’ODtlre
E(S2) existe (si/) et E(S1) =1+4+1=2.
d) E(S2) ne dépend pas de p, ce que laissait penser mso.
E(S1) est symétrique en p et ¢ donc E(S1) est identique pour (p,q) = (1/4,3/4) et (p,q) =
4

1
3/4,1/4) et t-+-=-.
(3/4,1/4) et vaut 5+ = 3
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N =
=N
N | ot

Pour (p,q) = (1/3,2/3) et (p,q) = (2/3,1/3), on obtient E(S;) =
Pour (p,q) = (1/2,1/2), E(S1)=1+1=2.
e_pP+(0-p?® _ 2 -2p+1 1
p (1-pp (I—pp (I-pp

1\> 1 _1 1
Or(1-pp=p-— p’=- (p — 5) + 1 < 1 avec égalité si, et seulement si, p = 3

1
Donc ——— > 4 avec égalité si, et seulement si, p = 3
p

D’ou : E(S1) > E(S2), avec égalité si, et seulement si, p = %

On pourra aussi remarquer que dans ce cas,

Vie N*, P(S;1=1)= % = P(S2 =), donc Si1 et Sz suivent franchement la méme loi, qui
est la loi géométrique de paramétre 1/2.

Exercice 210

Marche aléatoire

Un exercice qui permet d’appréhender la nuance entre « il est presque-sir que le mobile revient
a origine en un temps fini » et « le temps du retour & 'origine n’a pas d’espérance », ou « le
temps moyen de retour G l’origine est infini ».

1l est conseillé de lire les § « Probléeme du scrutin et marche aléatoire dans 7 » et « Marche
aléatoire dans 7. et séries entiéres », car nous en admettrons les résultats.

Soit p € ]0; 1[ et ¢ =1 — p. On considére une suite de variables (X;);en+ indépendantes toutes
de lois définies par

Vie N, X;(Q)={-1,1} et PXi=1)=p P(X;=—1)=q.

On pose

So=0 e VYneN, S,=X;+- +X,.

On peut se représenter la situation par un mobile se déplacant sur Z, considéré comme axe
gradué, situé en 0 a 'instant ¢ = 0, et se déplacant a chaque instant ¢ € N* de X; = £1 unité. S,
est alors ’abscisse du mobile a 'issue du n—iéme déplacement, So = 0 caractérisant ’abscisse
nulle au début de ’expérience.

On s’intéresse au premier retour a ’origine du mobile.

Z + (abscisse du mobile)
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On peut montrer que :
(i) événement R « le mobile revient au moins une fois a l’abscisse nulle » ou encore « le mobile
revient a l’origine en un temps fini » a pour probabilité

P(R)=1—-1Ip—dl,
(ii) en particulier, R est presque-certain si, et seulement si, p = ¢ = 1/2, et on peut dés lors
affirmer, puisque les déplacements sont indépendants donc le processus est sans mémoire, qu’il
est presque-certain que le mobile reviendra une infinité de fois & l'origine,
(iii) cependant, toujours lorsque p = ¢ = 1/2, la variable égale au rang n du premier retour a
Porigine n’admet pas d’espérance finie, et la série définissant son espérance diverge vers +oco.

1. a) Justifier que les variables X; peuvent étre simulée par
2x(rand ()<p)-1
b) Compléter la fonction suivante afin qu’elle trace une trajectoire de longueur n avec le para-
metre p.

def marche(p,n):
s = np.zeros(n)
for i in range(l,n):
s[i]l = ..o
plt.plot(range(n),s)

c) Ecrire un script qui demande n et p a utilisateur et trace cinq trajectoires de longueur n
avec ce paramétre p — on convient qu’une trajectoire de longueur n contient n + 1 points,
le premier d’entre eux étant 1’origine (0, 0).

d) Exécuter ce script pour n = 200 et p = 0,5, puis p = 0,45 et p = 0,55, et observer.

e) Tracer cing trajectoires de longueur 400 avec p = 0, 5. Observer qu’il y a vraisemblablement
des trajectoires qui restent longtemps sans repasser par 1’origine, voire n’y repassent pas.
Ce phénoméne est connu sous le nom « persistance de la malchance » : bien qu’on soit
(presque-)sar de revenir en lorigine, difficile de savoir quand...

2. Dans cette question, p = 1/2.
On souhaite évaluer ’espérance de la variable T égale au nombre de déplacements nécessaires
au premier retour a ’origine.
a) Ecrire une fonction T() simulant la variable T.
b) Ecrire un script créant un np.array contenant 1000 simulations de la variable T, affichant
la plus grande valeur de ce tableau ainsi que sa moyenne.
c) Exécuter plusieurs fois ce script et observer.
Pourquoi certaines exécutions sont-elles longues, voire trés longues 7
Quel est votre record de persistance de la malchance ?
La moyenne converge-t-elle ?
Meéditer...

Solution (Ex.210 — Marche aléatoire)
1. a) P(2x (rand() <p) —1=1) =P((rand() < p) =1) = P(rand() < p) = p.
P(2 (rand() < p) —1=—1) = P((rand() < p) =0) =P(rand() > p) =1—p.
b) def marche(p,n):
s = np.zeros(n+1)
for i in range(1,n+1):

sfi]l = ... .. L.
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plt.plot(range(n+1),s)
c) n = eval(input(’n=’))
p = eval(input(’°p=’))
for i in range(5):
marche (p,n)
plt.plot([0,n], [0,0])
d) Observer...

e) Bis
. a) def TO):

S = 2*(rand()<.5)-1

T=1

while S:
S +=2*x(rand()<.5)-1
T +=1

return T

b) N = 1000

S = np.zeros(N)
for i in range(N):
S[il = TO
print (np.max(S),sum(S/N))
c) Pourquoi certaines exécutions sont-elles longues, voire trés longues ?
En zone de persistance de malchance, 'atterrissage peut étre long & venir...
Quel est votre record de persistance de la malchance ? Ca dépend, jamais deux fois le méme...
La moyenne converge-t-elle 7 Manifestement non...
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Chapitre 61

Propagation d’'une épidémie &
résolutions numériques
d’équations

A. Modéle SIR

Le modeéle SIR est historiquement le premier exemple de modéle & compartiments, c’est-a-dire
dans lequel on divise la population en plusieurs catégories. C’est encore aujourd’hui le modéle
a la base des simulations actuels. Il a été introduit en 1927 par Anderson Gray MCKENDRICK
(1876-1943).

Pour une population donnée, on étudie la taille de trois sous-populations au cours du temps
t : S(t) représente les personnes saines (susceptible en anglais) au temps ¢, I(t) les personnes
infectées (infected), et R(t) les personnes retirées (removed).

II convient de bien différencier les personnes saines des personnes retirées : les personnes saines
n’ont pas encore été touchées par le virus, alors que les personnes retirées sont guéries, et donc
immunisées. Autrement dit, les personnes retirées ne sont plus prises en compte. Par conséquent,
le modéle SIR de base ne s’occupe pas directement de prédire la mortalité de ’épidémie, pour
cela nous verrons les modifications que nous pourrons apporter.

Le modéle SIR peut donc étre représenté par le schéma suivant :

@

ou

e [ représente le taux de transmission, c’est & dire le taux de personnes saines qui deviennent
infectées

e v le taux de guérison, c’est & dire le taux de personnes infectées qui deviennent retirées.

Mathématiquement, le modéle SIR est donné par le systéme suivant :
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as(t) _
B sswn (L1)
s M gsiin 1) (12)
Lfd{z(ft) = ~I(¢) (1.3)

avec

R(0)=0, S(0)>0, I(0)>0 et S(0)+1(0)=N.

Au départ de I’épidémie, a priori le nombre I(0) de personnes infectées est trés faible au
regard de la population totale N.

1000 -
800
600 1 — Sains
—— Infectés
400 1 —— Remis
200 1
0 .
0 2 4 6 8 10 12 14
800
600 A
—— Sains
—— Infectés
400 —— Remis
200 A
0 -
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—— Sains

800 - Infectés
—— Remis

600

400

200 1

0 2 4 6 8 10 12 14

Exercice 211

Quelques propriétés du modele SIR

Justifier les propriétés suivantes.
1. La population totale N = S(¢) + I(¢) + R(t) est constante.
2. S(t), I(t) et R(¢) restent strictement positifs (sauf R uniquement en ¢ = 0).

3. Quand ¢ parcourt [0; +oo[, S(¢) décroit strictement vers une limite Soc > 0, I(t) tend vers 0
et R(t) croit strictement vers une limite Ros < N.

“In <%> - g(N—So@).

N-Rwx) 8
_IH(T())>‘§R°°’

et si on se permet 'approximation S(0) ~ N (le nombre initial d’infectés est trés trés faible au
regard de la population totale),

—In (1 - R—Oo) ~ éRo07
Y

4. S, vérifie la relation

5. R vérifie la relation

N

Solution (Ex.211 — Quelques propriétés du modeéle SIR)

N(t)

=0.
dt
2. En considérant (1) comme une équation d’ordre 1 vérifiée par S, on a

- I(uw)du
S(t) = S(0)e 6/0 ) > 0.

d
1. En notant N(¢) la population a 'instant ¢, (1) + (2) + (3) donne

De méme, (2) fournit
¢
5/ I(uw)du — ~t
I(t) = 1(0)e Jo >0.
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(3) induit alors que R est strictement croissante, et avec R(0) = 0, R reste strictement positive

sur | 0; +ool.
3. S, I et R sont bornées, a valeurs dans [0; N] puisque S+ 1+ R = N.

Or (1) induit que S est strictement décroissante, et étant minorée, elle admet une limite finie

Soo-
R est croissante, et étant majorée, elle admet une limite finie Roo
Et comme I = N — S — R, I admet aussi une limite finie I

t
De plus, (3) s’écrit R(t) = / ~YI(u)du, donc si I > 0, alors tligl R(t) = +o0, ce qui est
0 — 400

absurde.
Donc Io =0, Roc €]0; N[, Seo €]0; N[ et Roc + Seo = N.
dIn(S(t)) , o
4. (1) peut s’écrire —a - —pBI(t) que l'on peut intégrer sur [0; +oo[ en In(See) —1n(S(0))
+oo
5 /
—+oo
Et (2) réécrite dil(tt) = dii) — ~1I(t) s’intégre en —1(0) = —So + S(0) — '7/ I(¢)dt.
0
+oo
En éliminant / 1(t)dt, ln% - g(—I(O)—s—So@—S(O)), et comme R(0) = 0, 1(0)+8(0) =
0
S B
Donc —In —— = = (N — S
s0) 7 (N7 5)

5. Il suffit de se souvenir que Rooc = N — So puisque I = 0.

Exercice 212

Taux de reproduction Ro et théoréeme du seuil

On définit le taux de reproduction Ro par

Ro

wr B3(0) _ BN
¥ v

En général, le nombre initial d’infectés n’est pas connu précisément — il faudrait tester toute la
population pour le connaitre —, mais s’il concerne quelques cas, voire quelques milliers de cas,
pour une population s’évaluant en dizaines de millions ou plus, approximation est tout a fait

recevable.
Théoréme du seuil

1. Montrer que si Ro < 1, alors I est décroissante et il n’y a pas d’épidémie.

2. Montrer que si Ro > 1, alors I est strictement croissante jusqu’a un pic épidémique puis

décroissante.

Solution (Ex.212 — Tauz de reproduction Ro et théoréme du seuil)

(2) donne dfi(tt) =1(t)(BS(t) —v) avec I > 0 et S strictement décroissante.

1. Si Ro < 1, alors BS(t) —v < BS(0) —y et BS(0) —v =v(Ro — 1) < 0. Donc I décroit, tendant

vers Ioo = 0 : la maladie s’éteint sans pic épidémique.
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2. SiRo > 1, alors $S(0) —y = v(Ro — 1) > 0. Donc I est initialement croissante. Comme I tend
vers Ioo = 0, I décroit nécessairement & partir d’un certain to o elle atteint son maximum.
Alors T'(to) = 0 = BS(to) — 7. Au-déla, pour t > to, puisque S est strictement décroissante,
BS(t) — v < 0 donc I décroit strictement & partir de ¢o : la maladie atteint un unique pic
épidémique.

Quelques interprétations

e SN est le nombre de personnes qu’une personne infectée contamine par unité de temps et
1/~ est la durée moyenne de la période infectieuse (c’est la durée moyenne en unité de temps
pour atteindre la guérison. En effet, pensez & I’espérance de la loi géométrique : si la probabilité
de guérison par unité de temps est v, alors le temps moyen pour obtenir la guérison est 1/
unités de temps).

Donc Ry est le nombre moyen de « cas secondaires » diis & une personne infectée.

e Le théoréme du seuil montre 'intérét de ramener Ro en-dessous de 1, et 'interprétation de
Ro indique des stratégies pour réduire ’épidémie :

(i) confinement, distanciation sociale et fermeture de lieux fréquentés pour réduire le taux de
transmission 3 ;

(ii) traitement médicaux pour augmenter le taux de guérison v et réduire la période infec-
tieuse;

(iii) dépistage et quarantaine pour réduire simultanément 3 et 1/7.

e Suivant les conditions initiales, on observe que la propagation s’arréte lorsque le nombre
d’immunisés R atteint un certain seuil. C’est I'immunité grégaire ou collective.

Pour atteindre cet état, il faut que la proportion d’immunisés soit ¢ = W‘X’

On a vu que R est implicitement défini par
Reo Roo
—In{l—— ) =Ro—.
() =R
L’étude de la fonction ¢ — In(1 — i) + Ro% montre que 'équation
In(1 — i) + Roi = 0
admet un unique solution dans ]0; 1[.

e Parmi les moyens de lutte, la vaccination permet de baisser Ro, 'objectif étant alors de
passer sous le seuil de 1.

Si une proportion p de la population est vaccinée, cela revient remplacer dans le modéle SIR
initial S(0) par (1 — p)S(0) et R(0) par pS(0). Ro devient alors (1 — p)Ro et la condition pour
qu’il n’y ait pas d’épidémie devient

1
(I-pRo<l=p=21— .
Ro

On atteint alors une immunité collective par vaccination.

Dans son flash-presse du 15 avril 2020, 'Institut Pasteur donne les valeurs suivant de I'im-
munité collective
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Maladie H Ro p
Grippe saisonniére 2 50%
Rougeole 12 — 20 | 90% — 95%
COVID-19
3,3 70%
(estimé)

Ameéliorations du modéle SIR

Le modéle SIR reste trés théorique. On peut par exemple vouloir tenir compte de la dé-
mographie et introduire un taux de natalité v et un taux de mortalité p indépendants de la
maladie.

v (35 i n i R

La population totale N(¢) évolue alors au cours du temps et le systéme différentiel devient

%(tt) = —BS(O)I(t) + vN(t) — uS(t)
dfT(tt) = BS()I(E) — AL(t) — pl(t)
%}Et) = I(t) — pR(t)

N(t) = S(t) + I(t) + R(t)

On peut aussi envisager que 'immunité suite a la guérison ne soit que temporaire et proposer
le modéle SIR suivant avec perte d’immunité :

s
m
Y {s) (1) R
7 n 1

conduisant au systéme
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%(tt) = —BS(I(E) + UN(t) — uS(t) + 7R(1)
%(t’f) = BS()I(t) — YI(t) — pl(t)

%ﬁt) — AI(t) — pR(t) — 7R(2)
RN

Une autre possibilité est d’ajouter un ou plusieurs compartiments.

B. Modéles SEIR, SEIRD, ...

Pour tenir compte du temps d’incubation, on ajoute un compartiment pour les personnes
infectées non infectieuses, baptisé « E » (pour exposées et un taux d’incubation a pour tenir
compte de la phase d’incubation. Par exemple :

&y ®

conduisant au systéme

ds() _
= = —BSmI) (2.1)
9BO) _ g1t — aB)  (2.2)
(SEIR){ 4t
%?:@@—WU (2.3)
%tt) =7I1(¢) (2.4)
1000 A
800 A
600 - — Eains )
— nfectés
400 4 Remis
200 A
0.

00 25 50 75 100 125 150 175 20.0
On peut évidemment envisager d’y ajouter des considérations démographiques (natalité v et

mortalité p), ou sanitaires (perte d’immunité 7), mais aussi l'enrichir d’autres compartiment,
par exemple « D » pour décédés spécifiquement en raison de la maladie, avec un taux de décés d.
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Par exemple :

C. DModéle SEIR structuré par age

Dans ce modéle, on considére que le comportement de la maladie dépend de 1’dge de la
personne (ce qui est le cas pour le Covid-19), on obtient alors des équations aux dérivées partielles
(EDP).

En reprenant le systéme du modéle SEIR, et avec les mémes sous-populations S(a, t), E(a,t)
, I(a,t) et R(a,t) que précédemment mais en fonction du temps t et de I’age a, on a :

9S(a,t) , 9S(a,1)

ot ) — ~B(@)S(a, Dl(a,) — p(@)S(a, 1) (3.1)
OB1) | OFL) _ ), 01(a,t) ~ a(@)Bla,t) ~ p(@)Bla,t)  (32)

avec ((a), a(a), v(a) et u(a) respectivement les taux de transmission, d’incubation, de gué-
rison et de mortalité qui dépendent tous de I’dge.

Nous considérons de plus que 1(0,t) = E(0,t) = R(0,¢) = 0 et S(0,t) = v; c’est & dire que,
pour tout temps t, les personnes naissent (a = 0) saines et ou v est un parameétre connu pour
une population donnée (taux de natalité).
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D. Recherche numérique de R /N

Exercice 213

Méthodes de dichotomie, du point fixe et de Newton

. . . . . . ROQ
Soit Ro € ]1; 4o0[. On souhaite déterminer numériquement le taux final d’immunisés 7 = N~

défini implicitement par

T7€]0; 1] et In(l—7)+Ror=0.

1. Soit
f:10; [ = Rt — In(1 — t) + Rot.
a) Montrer que f(t) = 0 admet une unique solution.

1
b) On pose a =1 — oo Justifier que 7 € Ja; 1[.
0

2. Meéthode de dichotomie

o
Q
S
I
Q

Yy
an
n — +o0o n — +o0o
_ ai+by
by = a1t
2~
. 1
: 1
: T : bo=1=0b
s + \
1
1

s}
8
Il
2
©
Ot €= -=----
o
=3
Il
Q
(V]

RESOLUTION PAR DICHOTOMIE

a) Justifier que l’on peut employer la méthode de dichotomie pour déterminer 7.

b) Définir la fonction d’en-téte £ (r,t) ou r recevra la valeur de Ro.

¢) Programmer une fonction dicho(x0,e) calculant 7 avec une erreur maximale e.

d) Pour Ry = 2, combien de boucles le calcul de 7 avec une précision 10~7 nécessite-t-il ?

e) Donner des approximations de 7 & 1077 prés pour Ro = 1.5 (ébola), Ro = 2.5 (grippe),
Ro = 3.3 (COVID-197?) puis Ro = 15 (rougeole).

3. Meéthode du point fize
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4.

APPROXIMATIONS SUCCESSIVES PAR LA METHODE DU POINT FIXE

On définit
g:]0; 1[ = Rt 1 — e~ o,

a) Vérifier que
ft) =0<=g(t) =t.

b) Justifier que l'intervalle | 0; 1[ est stable par g, puis que [«a; 1] est stable par g. On pourra
commencer par montrer que g(a) > a.

c) On pose up = « et, pour tout n € N, upy1 = g(un).

Montrer que
K" Ro
VneN, |u,—7|< o avec k = RoT

€]0; 1.

d) Programmer une fonction fixe(r0,e) calculant 7 avec une erreur maximale e. On com-
mencera par évaluer le nombre de boucles nécessaires pour calculer 7 avec une précision
e.

e) Donner des approximations de 7 & 1077 prés pour Ro = 1.5 (ébola), Ro = 2.5 (grippe),
Ro = 3.3 (COVID-197) puis Ro = 15 (rougeole), précisant le nombre de boucles nécessaires
a ses calculs.

Méthode des tangentes de Newton

On pose
h:zr—1—e Ro% g

On construit une suite (zx) suivant la méthode des tangentes de NEWTON en posant

a+1 _ h(zg)
et VEeEN, zpy1 =z h’(mk)'

Tro =
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y = h(x)

METHODE DES TANGENTES DE NEWTON

a) Programmer une fonction Newton(r0,e) calculant 7 avec une erreur maximale e, en prenant
pour condition d’arrét que |zp41 — x| < e.

b) Donner des approximations de 7 & 107" prés pour Ro = 1.5 (ébola), Ro = 2.5 (grippe),
Ro = 3.3 (COVID-197) puis Ro = 15 (rougeole), précisant le nombre de boucles nécessaires
a ses calculs.

Solution (Ex.213 — Méthodes de dichotomie, du point fize et de Newton)

1. f/(t):WJUU):O@t:l—RLO.Soita:l—%o,
i 0 o T 1
f(@) + 0 -
fla) —
f(t) ) / 0— N

2. Meéthode de dichotomie
fla) >0et , ligl f(t) = —oo, théoréme des valeurs intermédiaires...
—+o00

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(r,t):
return np.log(l-t)+r*t

def dicho(r,e):
a=1-1/r
b=0.999999999
while (b-a)>e:
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m = (a+b)/2
if f(r,a)*f(r,m)>0:
a=m
else:
b=m
return (a+b)/2

for r in [1.5, 2.5, 3.3, 12 ]:
print(dicho(r,1le-7))

fournit

0.5828116333716117
0.8926447384193892
0.9575740270973441
0.9999938398534473

1
La longueur initiale de I'intervalle est £p =1 — a = R et a chaque étape elle est divisée par
0

2. A l'issue de la n—iéme étape, elle vaut ¢, = R
0
On veut £, < e:
n . ln(eRo)
eRo ~ In(2)
Pour Ro =2, n = 23.
3. Méthode du point fize
On définit

by <ee=2"2> ln(eRO)J +1

donc le nombre de boucles est n = | —
In(2)

g:10; 1] = Rt = 1 — e~ R0t
gt) =t <= e Rt =1 -t = —Rot =In(l —t) <= f(t) = 0.
g'(t) = e~ 0! donc g est croissante.
g(t) -~ 0 et g(t) - e ™0 < 1 donc ]0; 1] est stable par g.

Soit pour t € [0; 1], 6(t) = g(t) —t (on prend évidemment g(0) = 0). Alors § est C', ne
s'annule qu’en 0 et en 7, et & (t) = Roe™ 0" — 1 est positive au voisinage de 01 avec §(0) = 0.
Donc § est positive au voisinage de 0T, donc par les valeurs intermédiaires, h est strictement
positive sur ] 0; 7.
Comme a € ]0; 7[, §(a) > 0, i.e. g(a) > . Donc [« ; 1] est stable par g.
Par stabilité de [a; 1], ona:Vn € Nyu, € [a; 1].
g est C' sur [a; 1] avec

Vte[a; 1], g¢'(t) = Roe R0t
g’ est positive et décroissante donc Vt € [a; 1], |g'(¢)| < ¢’ ().

g'(a) = Roe' R0 = e;?il or e®07l > (Rg— 1) +1 (car Vo € R,e” > x + 1 avec égalité si, et
seulement si, z = 0).

N Ro
Donc Vt € [0; 1],]9'(t)| < k ot k = ¢'(a) = Ro1

En appliquant I'inégalité des accroissement finis sur [« ; 1] :
VneN, |upyr — 7| < klun — 7|
Et par récurrence sur n :
VneN, |u,—7| <Kk |uo — 7.
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1 1
Comme up=a=1——et7€[a; 1],0<7—u <1—1u <= Donc
Ro Ro
K" Ro
VnEN, |un7T|<R70 aveck:eR?G]O,l[

En particulier, " ——— 0 induit w, —— 7.

n—-+oo n—-+oo
k™ In(eRo)
L o< > VYY)
Ro 7" Thar)
def g(r,t):

return 1-np.exp(-r*t)

def fixe(r,e):
k = r/np.exp(r-1)
n = int(np.log(e*r)/np.log(k))+1
u=1-1/r
for i in range(n):
u = g(r,u)
return u

for r in [1.5, 2.5, 3.3, 12 ]:
print(fixe(r,le-7))

produit

167
0.582811643866
27
0.892644753609
14
0.957574014941
2
0.999993854556

Meéthode des tangentes de Newton

def h(r,t):
return 1-np.exp(-r*t)-t

def hp(r,t):
return r*np.exp(-r*t)-1

def Newton(r,e):

n=20

x =1

xx = 1-1/(2*r)

while np.abs(xx-x) > e:
x, xx = xx, xx-h(r,xx)/hp(r,xx)
n+=1

print(n)

return xx
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.582811643866

4

0

4
0.892644753609
4
0.957574014941
3
0

.999993855335

On observe que le nombre maximum de boucles sur ces quatre exemples est 4, pas mal non ?

E. Meéthode d’Euler pour les systémes différentiels

Exercice 214

Les modéles SIR et SEIR par la méthode d’Fuler

On souhaite résoudre numériquement le modeéle SIR décrit par les équations (1.1), (1.2) et (1.3).
Pour cela on utilise la méthode d’Euler, ou méthode des différences finies.
On définit les constantes nécessaires :

# Constantes de la simulation
N=1000

beta=2/N

gamma=.8

Pour utiliser la méthode d’Euler, on discrétise la durée d’observation d (en jours) en coupant
chaque jour en n parties :

# Dur\’ee et \’echantillonnage

d=20 # dur\’ee (jours)

n=5 # \’echantillonnage par jours

p=n*d # nombre de donn\’ees, indice 0 \‘a t

dt=1/n

Ainsi, le temps est discrétisé en to = 0, t1 = dt, t2 = 2dt,... t; = idt, t, = d, et sera représenté
par un vecteur T=np.linspace(0,d,t+1).

Chaque fonction S, I et R sera représentée par un vecteur dont les coefficients sont les valeurs de
S(to), S(t1), ceey I(to), I(t1), etc.

T: (to=0] (th=1dt] [(ta=2dt] (ts=3dt)

connue
s: (w=50)] (m=sm) (m=5G) (m=5w) -~ [%=5@
..."-.....-"' ' "--....-"'v'.."--....-“‘v ..."' ...... .t
Euler Euler Euler Euler
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D’ot1 I'initialisation

# initialisation

T=np.linspace(0,d,p+1)

I=np.zeros(p+1)

1[0]=1

S=np.zeros(p+1)

S[o]=N-I[0]

R=np.zeros(p+1)

La méthode d’Euler consiste en ’approximation

S(ti1) = (1) + D () (141 — 1)

1. a) Compléter les lignes suivantes afin de calculer les vecteurs S, I et R

# Euler
for k in range(p):
S[k+1] = S[k]-betaxS[k]*I[k]*dt
I[k+1] = .......
R[k+1] = .......
b) Faire tracer sur un méme graphique les courbes de S, I et R.
2. Plutét que de gérer séparément trois vecteurs S, I et R, on souhaite traiter le systéme vecto-
riellement en posant

R(?)
et en traduisant le systéme sous la forme d’une unique relation
dX(¢)
— = f(X(t)).
5 = [XW)
On conserve les définitions des constantes, de la durée et de I’échantillonnage précédente et on
remplace I’initialisation par
# initialisation
T=np.linspace(0,d,p+1)
I0=1
X=np.array([N-I0,I0,0])
XX=[X]
ol la liste XX contiendra & la fin de ’algorithme les vecteurs représentant X(to), X(¢1), X(t2),. . -
a) Compléter la définition de la fonction f :
def £(X):
return np.array([......... F s e i)

b) Ecrire la boucle qui construit la liste XX.
c) Afin de séparer facilement (sans écrire de boucle) les coordonnées dans la liste de vecteurs

XX, on la transforme en un tableau a double entrée (une matrice) par
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RES=np.array (XX)
de sorte que RES[:,0] fournit la premiére colonne de RES de taille p + 1.
d) Faire tracer sur un méme graphique les courbes de S, I et R.

3. Adapter le script précédent pour résoudre numériquement le modéle SEIR décrit par les équa-
tions (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4).

Solution (Ex.214 — Les modéles SIR et SEIR par la méthode d’Euler)

# Constantes de la simulation
N=1000

beta=2/N

gamma=.8

# Dur\’ee et \’echantillonnage

d=20 # dur\’ee (jours)

n=5 # \’echantillonnage par jours

p=n*d # nombre de donn\’ees, indice 0 \‘a t
dt=1/n

# initialisation
T=np.linspace(0,d,p+1)
I=np.zeros(t+1)

1[01=1

S=np.zeros(t+1)
S[0]=N-I[0]
R=np.zeros(t+1)

R[0]=0

# Euler

for k in range(t):
S[k+1] = S[k]l-beta*S[k]*I[k]*dt
I[k+1] = I[k]+beta*S[k]*I[k]*dt-gamma*I [k]*dt
R[k+1] R[k]+gamma*I [k]*dt

# Trac\’e

plt.plot(T,S)
plt.plot(T,I)
plt.plot(T,R)
plt.legend([’Sains’, ’Infect\’es’,’Remis’])
et version fonction vectorielle
# initialisation
T=np.linspace(0,d,p+1)
I0=100
X=np.array([N-I0,I0,0])
XX=[X]
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# Euler
def f£(X):

return np.array([-beta*xX[0]*X[1],
betaxX[0]*X[1] -gamma*X[1],
gamma*X[1]])

for k in range(p):
X = X+f(X)*dt
XX.append (X)

RES=np.array (XX)

# Trac\’e

plt.plot(T,RES[:,0])
plt.plot(T,RES[:,1])
plt.plot(T,RES[:,2])
plt.legend([’Sains’,’Infect\’es’, ’Remis’])

Et SEIR :

#SEIR
N=1000
beta=4/N
gamma=.4
alpha=.5

d=20 # dur\’ee (jours)
n=5 # \’echantillonnage par jours

p=n*d
dt=1/n

# initialisation
T=np.linspace(0,d,p+1)
I=np.zeros(p+1)

I[0]=1

S=np.zeros(p+1)

S[01=N-I[0]

E=np.zeros(p+1)

E[0]=0

R=np.zeros(p+1)

R[0]=0

# Euler

for k in range(p):

S[k+1]
E[k+1]
I[k+1]
R[k+1]

S[k]-betaxS[k]*I[k]*dt
E[k]+betaxS[k]*I[k]*dt-alpha*E[k]*dt
I[k]+alpha*E[k]*dt-gammax*I [k]*dt
R[k]+gammaxI [k]*dt
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# Trac\’e

plt.plot(T,S)

plt.plot(T,E)

plt.plot(T,I)

plt.plot(T,R)

plt.legend([’Sains’, ’Expos\’es’,’Infect\’es’, ’Remis’])
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