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Réduction des endomorphismes, diagonalisation des
matrices carrées

e )\ € K est une valeur propre de ’endomorphisme f € L(E) ssi
Ju € E,u # 0 tel que f(u) = Au.
e u € E est un vecteur propre de ’endomorphisme f € L(E) ssi
u#0 et IX € K tel que f(u) = Au.
e Le spectre de f noté Sp(f) est 'ensemble des ses valeurs propres.
e Le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A de f est
Ex =SEP(f,A\) = {u € E/f(u) = Au} = Ker(f — Aidg).
e )\ € K est une valeur propre de la matrice M € M,,(K) ssi
U € M,,1(K), U # 0 tel que MU = AU.
e U € M, 1(K) est un vecteur propre de la matrice (parfois appelée colonne
propre) M € M, (K) ssi
U #0 et I\ € K tel que MU = AU.
e Le spectre de M noté Sp(M) est 'ensemble des ses valeurs propres.
e Le sous-espace propre de M associé a la valeur propre A de M est
Eyx =SEP(M, \) = {U € M,, 1(K)/MU = AU} = Ker(M — AL,).
Le polynéme caractéristique de ’endomorphisme f € L(E) est le polynome
X7 (X) = detXidg — f.
e On a, pour E de dimension n, x(X) = X" — Tr (f) X"~ !+ .- + (=1)"det f.
Le polyndéme caractéristique de la matrice M € M,,(K) est le polynome xn(X)
detXI,, — M.
e On a, pour M € M,,(K), xp(X) = X" — Tr (M) X"~ + ... 4 (—1)"detM.

Cas particulier des matrices triangulaires

e Les valeurs propres d’une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) T = (¢; ;) €
M,,(K) sont ses coefficients diagonaux :

e Son polyndme caractéristique est alors x(X) = H (X —t5).
i=1

Caractérisation des valeurs propres d’un endomorphisme

Il y a équivalence entre :

e A€ Sp(f)

o Ker(f — Nidg) # {0}

o rg(f — Midg) < dim(E)

e x#(A) =0 (X est une racine du polynoéme caractéristique de f).

Caractérisation des valeurs propres d’une matrice d’ordre n
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Il y a équivalence entre :

o \ € Sp(M)

e M — \I,, n’est pas inversible

erg(M—A,) <n

e xm(A) =0 (X est une racine du polynéme caractéristique de M).
Multiplicité d’une valeur propre

On appelle multiplicité de la valeur propre A notée () Uordre de multiplicité de A en
tant que racine du polynéme caractéristique.

Polynoémes et éléments propres

@ Soit ¢ € L(E) et (A\,u) € K X E tels que p(u) = Au. Alors :

(i) Vk €N, ¢*(u) = \ru,

(ii) VP € K[X], P(p)(u) =P(Nu. [Remarque: P(p) € L(E), P()\) € K]

@ Soit M € M, (K) et (A, U) € K x M,, 1(K) tels que MU = AU. Alors :

(i) Vk € N, MFU = \FU,

(ii) VP € K[X], P(M)U=P(N)U. [Remarque : P(M) € M, (K), P(A\) € K]
Polynémes annulateurs et valeurs propres

@ Soit P € K[X] un polynome annulateur de ¢ € L(E). Alors les valeurs propres de ¢
sont parmi les racines de P.

@ Soit P € K[X] un polynéme annulateur de M € M,,(K). Alors les valeurs propres
de M sont parmi les racines de P.

Théoréme de Cayley-Hamilton

® Soit ¢ € L(E). Alors x,(¢) = 0z (g)-

@ Soit A € M,,(K). Alors xa(A) = 0,.

A propos des sous-espace propre version endomorphisme

e Des SEP associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.

e Si A € Sp(f), alors dim SEP(f,\) = dimE — rg(f — Nidg).

e Si A € Sp(f), alors 1 < dim SEP(f, A) < u(A).

A propos des sous-espace propre version matrice

e Des SEP associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.

e Si A € Sp(M), alors dim SEP(M, \) = dimE — rg(M — AIL,).

e Si A € Sp(M), alors 1 < dim SEP(M, A) < ().

Condition suffisante de diagonalisabilité

e Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

Soit f un endomorphisme de E. Si Card(Sp(F)) = dim(E), alors f est diagonalisable
et ses n sous-espaces propres sont de dimension 1.

e Soit M € M, (K). Si Card(Sp(M)) = n, alors M est diagonalisable et ses n sous-
espaces propres sont de dimension 1.

e Si xy (resp. xm) est scindé a racines simples, alors f (resp. M) est diagonalisable.
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Théoréme général de diagonalisabilité version endomorphisme
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit f un endomorphisme de E. Il y a équivalence entre :
e f est diagonalisable;
e il existe une base de E formée de vecteurs propres de f;
e les sous-espaces propres de f sont supplémentaires dans E;
e Y  dim(Ey) =dim(E);
AESP(f)
e xs est scindé sur K et : VA € Sp(f),dimEy = p(\);
e il existe un polynome scindé a racines simple annulateur de f.
Théoréme général de diagonalisabilité version matrice
Soit M une matrice de M,,(K). Il y a équivalence entre :
e M est diagonalisable ;
o il existe une base de M,, 1(K) formée de colonnes propres de M ;
o les sous-espaces propres de M sont supplémentaires dans M,, 1(K);
o Z dim(Ey) = n;
AESP(M)
e xu est scindé sur K et : VA € Sp(M),dimEy = p(N);
e il existe un polynoéme scindé a racines simple annulateur de M.
La matrice M € M,,(K) est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice
triangulaire.
e M est trigonalisable si, et seulement si, son polyndéme caractéristique est scindé.
e Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable.
Un endomorphisme ¢ de E est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle
la matrice représentant ¢ est triangulaire.
e  est trigonalisable si, et seulement si, son polyndéme caractéristique est scindé.
e Dans un C—espace vectoriel (de dimension finie) tout endomorphisme est trigonali-
sable.
Cas des matrices symétriques réelles

Toute matrice symétrique réelle S est diagonalisable dans M, (R). En particulier,
toutes ses valeurs propres sont réelles et ys est scindé sur R.

III1.

. Questions de cours :
II.

Compétences et cours évalués en colle la semaine du 18 novembre :

les points 1.1 a4 1.10 de ce polycopié;

Sur un exemple concrét en dimension 3 ou 4, savoir déterminer le polynéme caracté-
ristique, les valeurs propres et les sous-espaces propres associés. Au préalable, savoir
déterminer une matrice représentant ’endomorphisme si celle-ci n’est pas donnée.

Savoir traduire qu’une valeur est valeur propre ou qu’un vecteur est vecteur propre
dans des exercices plus généraux.

Les théorémes et conditions de diagonalisabilité ne sont pas & connaitre, ni les propriétés
liés a la multiplpicité.
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