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Une matrice générique de M, (IR)

11 ... ... 1
1 1 0 ... 0
Soitn>2etA,=| : 0 € M,(R).
0
1 0 ... 0 1

1. a) Justifier sans calcul que A, est diagonalisable dans M, (IR).
b) Déterminer les éléments propres de A,.
c) Déterminer les éléments propres de Aj.
2. On suppose désormais n > 3.
a) Montrer par récurrence sur n que det(A,) =-n+ 2.
b) Montrer que 1 est valeur propre de A, en précisant le sous-espace
propre associé.
c) En déduire que A, possede deux autres valeurs propres, les déterminer
ainsi que les sous-espaces propres associés.

Solution (Ex.1 - Une matrice générique de M, (R))
1. a) A, est symétrique réelle donc diagonalisable.
1
b) xa,(Ad) = A2 =21 = A(A-2), Sp(A;) = {0,2}, Eg = Vect et B, =
-1

1
Vect

1

¢) xa(A)=A3=3 124141 = (A-1)-(A2=2-1=1) = (A=V2-1)-(A=1)-(A+V2-1)
Sp(A) ={1,1+V2,1-v2)
0 V2 —V2
E; = Vect 1 » B vz = Vect 1 etE, 5 = Vect 1
-1 1 1

2. a) Un développement par rapport a la derniére colonne donne :

Lycée Henri PoiNcARE

1 1 O 0
0
Dy=(=D)™ 1 o g +Dyy
1 0 ... 0 1
1 0 ... 0 O 1]

= (=1 (=1)"det(I,-2) + D,y

D, =-1+D,_1, une bonne vieille suite arithmétique, avec D, = 0, donc
D,=-n+2.
0 1 1
1 0 0 0
b)A,-1,=|: 0 doncrg(A,-1,)=2<n:
0
10 0 0

1 est valeur propre avec dim(E ) =n-2, et
El = Ker(An — II”Z) = Vect(E2 — E3,E2 — E4,...,E2 _En)'

c) Puisque A, est diagonalisable, appelons A et u les deux autres valeurs
propres de A, (éventuellement confondues).

Alors: Tr(A,)=(n-2)x1+A+pudonc A+pu=2,
det(A,)=1"2Audonc Ay=2-n.
Donc A et u sont les racines de X? — 2X + (2 —n).

A=4-4(2-n)=4n-4, et par exemple :

A=1-vVn-letu=1+vVn-1

On en tire déja : Sp(A,) ={1,1-Vn—-1,1+Vn-1}.
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A, -(1xVn-1)I, = : 0
0
1 0 0 Fvn-1

En remarquant que +Vn—-1C; +Cy+:--+C, =0,0na:

+vVn—-1
1 . 7 A
E, o = Vect , ce qui corrobore I'étude de Aj, et méme A,
1

(pour laquelle cependant 1 n’est pas valeur propre).

Matrices a paramétres
Soit (a, ,y) € R.
Etudier la diagonalisabilité

0 «
B= EMz(H()

g 0

lorsque K = R puis lorsque K = C.
Méme question pour

0 0 «a
C=|0 g 0|eM;(K).
y 0 0

Solution (Ex.2 — Matrices a parameétres)

xp=X>-ap

Lycée Henri PoiNncARE

eSiapf<0, xg=X>+ |a[3| n’est pas scindé donc B n’est pas diagonalisable.
e Siaf =0, xg = X? et Sp(B) = {0} donc B n’est diagonalisable que si elle est
nulle, puisque semblable a 0,, donc B est diagonalisable si, et seulement si,
a=p=0.

eSiapf>0, xp=(X- W)(X+ M) donc xp est scindé a racines simples et
B est diagonalisable.

Cas complexe :

e Siaf =0, notons p et —p les deux racines carrées de af5. Alors xg = (X -
p)(X+p) est scindé a racines simples et B est diagonalisable.

e Siaf =0, xg = X? et Sp(B) = {0} donc B n’est diagonalisable que si elle est
nulle, puisque semblable a 0,, donc B est diagonalisable si, et seulement si,

a=3=0.
xe=(X=p)(X*-ay).

Par rapport a la matrice précédente, la présence de la valeur propre 8 ne
modifie pas l’analyse.

Cas réel :

C est diagonalisable si, et seulement si, (o, ) = (0,0) ou ay > 0.
Cas complexe :

C est diagonalisable si, et seulement si, (o, ) = (0,0) ou ay = 0.
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