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Spectre de I'automorphisme réciproque

Soit u un automorphisme d’un espace vectoriel E.
1. Justifier que 0 & Sp(u).
1

2. Justifier que Sp(u~!) = {/\

e Sp(u)}.

Solution (Ex.1 - Spectre de l'automorphisme réciproque)
1. 0€Sp(u) & ker(u) # {0} & u non injectif : exclu.
2. Soit A € Sp(u) et x = 0 tel que u(x) = Ax.

1
Alors en composant par u~!, x = Au~!(x) i.e. u™!(x) = Fxce qui prouve que

1
1 est valeur propre de u~"!.

En permutant les roles de u et u~!, on justifie I’égalité demandée.

Valeur propre nulle et injectivité
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E = {0}.

1. Montrer que : 0 € Sp(f) < f injective.
2. Soit n € N*. Montrer que : 0 € Sp(f") = 0 € Sp(f).
3. On suppose f nilpotent. Montrer que Sp(f) = {0}.

Solution (Ex.2 — Valeur propre nulle et injectivité)

1. 0¢Sp(f) < ker(f —0id) ={0} < f injective.

2. Supposons 0 € Sp(f"), donc dx = O tel que f"(x) = Og.
Si0¢Sp(f), alors f estinjective donc : Vv # Og, f(v) # Og.
Par récurrence immédiate, f"(x) # Og, ce qui est absurde.

3. Soit p € N" tel que fP = Og(g).
Supposons que f(x) = Ax avec x # Og. Alors fP(x) = APx d’une part, et
fP(x) = Og d’autre part. Donc AP = 0 puisque x # Og. Donc A = 0. Ainsi,
Sp(f) c{o}.
Mais 0 € Sp(f?) puisque Vx € E, fP(x) = Og = 0.x. Donc par 2. 0 € Sp(f).
Finalement Sp(f) = {0}.

Exercice 3| Lopérateur « décalage »
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Soit E :{u eRN, lim u, = O} et AtE—>E,urvtelleque VnelN,v, = u,,.

n—+0o0

Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A.

Solution (Ex.3 - L'opérateur « décalage »)

Analyse —

Soit A€ Retu €E.

Au)=Au=>VneN,u,, = Au, >daeR,VneN,u, =al”
Commeue€E, Ae]-1; 1[.

Synthese —

Sp(A) =]-1; 1 et pour A € ]-1; 1[, E; = Vect((A"),)-

Du cété des projections et des symétries

Soit F et G deux sous-espaces non triviaux supplémentaires dans un espace E
de dimension finie. Soit p et s respectivement la projection sur F respective-
ment la symétrie d’axe F tous deux de direction G.

En exploitant les relations p? = p et s> = idg, déterminer les éléments propres
de p et s et justifier qu’ils sont diagonalisables.

Endomorphisme de M5(IR)

1 0
Soit A = et u : My(R) > M3(R),M — AM - MA.
0 2

Déterminer les éléments propres de u.

Solution (Ex.5 - Endomorphisme de M;(IR))

a b
Pour M =
c d
a b a 2b 0 -b
AM-MA = - = :
2¢ 2d c 2d c 0
a b 0 -b . , 1
f = donc immeédiatement :
c d c 0

([
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1 00 0
0 € Sp(f) avec Ey = Vect , ,
0 0[O0 1
00
1 € Sp(f) avec Eq = Vect ,
10
01
-1 eSp(f)avec E_; = Vect ,
0 0

Bilan: Sp(f)={-1,0,1} avec dimE_; +dimEy+dimE; = 4 = dim M;(R), donc
f est diagonalisable.
Variante : dans la base canonique B de M;(R),

0 0 00

0 -1 00/
Mp(f) = diagonale!

0 0 1 0

0 0 0 0

Matrice de rang 1

Soit n € IN* et A une matrice de M, (K) de rang 1.
1. Montrer qu’il existe C € M, ; (K)\ {0} et L € M, ,(K)\{0} telles que A = CL.
2. Montrer qu'il existe un scalaire A tel que A% = \A.

3. Montrer que A est une valeur propre de A.
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Solution (Ex.6 — Matrice de rang 1)
1. rg(A) =1 donc les n colonnes de A sont proportionnelles a une méme co-
1

(0]

lonne C = non nulle de M, ; (K). Ecrivons A = (a;Cla,C]...|a,C). Alors

Cl’l
en posant L = (a; a; ... a,) € My ,(K), A =CL.
2. A? = (CL)(CL) = C(LO)L or LC = ( ¥;a;¢;) € My(K). En posant A = ¥ a;c;,
A?=C(A)L = ACL = AA.
3. AC=CLC=C(A)=ACavec C=0donc A €Sp(A).

Un endomorphisme de M, (IR)
Soit n € IN*. Soit A € M,(R) et ¢ : M, (R) > M, (R),M - AM.
Montrer que Sp(A) = Sp(¢).

Solution (Ex.7 — Un endomorphisme de M,,(R))

e Soit A € Sp(A) et C € M, 1(R) \ {0} tel que AC = AC. En prenant la matrice
M € M, (R) dont toutes les colonnes valent C, ¢(M) = AM = AM donc A €
Sp(¢).

e Soit A € Sp(¢). Soit M € M, (R)\ {0} telle que p(M) = AM, i.e. AM = AM. Soit
C une colonne non nulle de M. Alors AC = AC, donc A € Sp(A).

Commutant d'une matrice diagonale

1. Soit D = diag(Ay,...,A,) une matrice diagonale a coefficients diagonaux
deux a deux distincts.
Montrer que A € M,,(K) commute avec D si, et seulement si, A est diago-
nale.

2. Soit A et p deux scalaires distincts et p et g deux entiers naturels non nuls.

AL |0
€ M,y (K).

0 | ply

Déterminer les matrices commutant avec D =

Solution (Ex.8 — Commutant d'une matrice diagonale)

2/10] o0
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1. Dans ce qui suit, (7, ) décrit [1; n]°.
Soit A = (az-,]-) € MH(IK)
Notons que D = (d; ;) = (4;0; ;) ou 0 est le symbole de Kronecker.

Par la définition du produit matriciel :
n

n
AD = DA V(i,j),zai,kakék,j - ZAiéi,kak,j = Y(i,j)a\; =
k=1 k=1
/\iai,j — V(Z,]),(/\l - )\j)ai,]' =0 & V(l,]),(l * ] = ai,j = 0) —
A diagonale

2. Raisonnons par blocs. Soit M = € M,4(K) avec A € M,(K) et
C
B e M,(K).
AA ‘ B AA ‘ AB -A)B =
MD = DM . = — (=A) P =
AC \ uD uC \ uD (A=p)C =04,

— M= (diagonale par blocs).

{B =0,,
C=0,,

Exemple de réduction d’endomorphismes

Soit E = R?, f un endomorphisme de E et A la matrice de f dans la base cano-
nique de E. Dans chacun des cas suivants, déterminer si f est diagonalisable,
en précisant une base de chacun de ses sous-espaces propres.

3 -4 6 30 2

1.LA=|(-1 3 -=3|; 2A=[-1 1 -1|;

3.A=|-1 2 -=2|; 4 A=11 -2 1}

-1 1 -1 1 -4 2

Solution (Ex.9 — Exemple de réduction d’endomorphismes)
1o xo = X2 =2X2 =X +2 = (X=2)X=1)(X+1), Sp(f) = {-1,1,2}, E_; =
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Vect((-2,1,2)), E; = Vect((-1,1,1)), E, = Vect((-2,1,1)), f diagonalisable.
2004 = X2 —4X2 +5X -2 = (X - 1)*(X=-2), Sp(f) = {1,2}, E; =
Vect((1,0,-1),(0,1,0)), E; = Vect((-2,1,1)), f diagonalisable.
3. xa=X2—4X2+5X-2=(X-1)>(X~-2),Sp(f) ={1,2}, E; = Vect((-1,1,1)),
E, = Vect((-2,1,1)), f non-diagonalisable.
Remarque : méme polyndme caractéristique pour 2. & 3.
4. xa=X=-X2+X-1=(X-1)(X>+1), Sp(f) = {1}, By = Vect((-1,0,1)), f
non-diagonalisable.

Sous espace propre de dimension n-1

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une matrice A de
M,,(K) de rang 1 soit diagonalisable.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une matrice A de
M, (K) admettant une valeur propre A telle que dimE, = n—1 soit diago-
nalisable.

3/10 ou
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Solution (Ex.10 - Sous espace propre de dimension n-1) a b a ... b
1. 0€Sp(A)avec w(0) >dimKer(A) = n—1,donc y = X" 1(X=1) = X"-AX""1, batb .. a
donc A =Tr(A). SoitA=|a b a ... b |€My(R)
Premier cas : Tr(A) = 0, xo = X" et dimEj < w(0), A n’est pas diagonali-
sable.
Second cas : Tr(A) = 0, xa = X" /(X = Tr(A)) et dimE;, = w(0), 1 < boab . a
dimEqa) < w(1), donc dimEqya) = 1, et A est diagonalisable. 1. A est-elle diagonalisable?

2. xa=(X=A)"1(X - p) avec éventuellement y = . 2. Déterminer une matrice diagonale semblable a A.

Xa =X = (n=1AX" ) (X = p) = X" - ((ﬂ DA+ /M)X”_1 +... Solution (Ex.11 - Matrice d deux paramétres)

Premier cas : Tr(A) = n), donc u = A, Sp(A) = {1} avec dimE) < w(A), A 1. A est symétrique réelle donc diagonalisable.

n'est pas diagonalisable. 2. rg(A) =2 donc 0 € Sp(A) et dimEy = 2n -2 = w(0) (car diagonalisable). On
Second cas : Tr(A) # nA, donc u < A, Sp(A) = {A, u} avec dimE, = n—1 et note A et y les deux autres valeurs propres de A (et il n’est pas exclu que
dimE, =1, A est diagonalisable. A=p).

Comme A est diagonalisable, semblable a diag(A, y,0,...,0), A+ u=Tr(A) =

Notons que 1. n’est qu'un cas particulier de ce cas. 2na, donc p = 2na— A,

Variante efficace — Quitte a plonger dans C si K =R, A est semblable a Quelques idées pour trouver A et y :
1« y e la somme des coefficients de chaque est constante, égale a n(a + b) donc
X .
0 A
Al |=n(a+b)|: | donc A =n(a+b)est une valeur propre. Alors y = n(a—b).
T=| ¢ . - ¢ lavec p=Tr(A)-(n-1)A e K.
1 1
X e En sommant les 2n lignes sur la premiere ligne, on obtient une factorisa-
0 0 u tion :

Premier cas: p= A (i.e. Tr(A) = nA), Sp(A) = {1} et dimE) < n donc A n’est
pas diagonalisable. X X X

xa(X) =det(XI,, —A) =(X—-n(a+b)) donc A = n(a+b) est
Second cas : p# A (i.e. Tr(A) = nA), Sp(A) = {1, Tr(A)—(n—1)A} et dimE, + Lo :
dim Eqy(a)—(n—1)0 = n donc A est diagonalisable. <« y
une racine de x, donc une valeur propre. p = n(a—b) est 'autre.
Matrice a deux paramétres o Tr (Az) = 2n?(a® + b?), et comme A? est semblable a diag()Lz,,uz, 0,...,0),
Soit n > 2, a,b € R* tels que |a| # |b|. A2+ u? = n?(a® +b?).

Lycée Henri POINCARE 4 ol
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Onentire: Au= %((/\4‘}/1)2 - A2 —;42) =n%(a® - b?).

Donc A et y sont les racines du trindme X2 — 2naX + n?(a® — b?).
A =4n?b? = (2nb)> >0, A =n(a+b) et u=n(a-b).

Bref, A est semblable a diag(n(a +b),n(a-"b), 0,...,0).

Exercice 12 | Sommes constantes en ligne ou en colonne

n
1. Soit A = (4; j)1<i,j<n une matrice. On suppose que : Vi € [ 1; n], Zai’j =s.
j=1
Montrer que s € Sp(A).

n

2. Enest-il de mémesi:Vje[1; n], Z.ai'f =57
i=1

3. EBtudier si

1 1 1 1

2 2 2 2
A=

33 3 3

4 4 4 4

est diagonalisable. Si oui, proposer une matrice diagonale semblable a A.

Solution (Ex.12 - Sommes constantes en ligne ou en colonne)

1

1. AvecU=|:],ona AU =sU donc s € Sp(A) et U € E,.

1
Variante : xa(X) = det(XI,, —A) : on effectue C; <« C; +Cy +---+C,, et on
factorise la premiére colonne par X —s, alors x4 (X) = (X —s)det(?), et s est
racine de x4.
2. Cette fois, 'A vérifie la propriété de 1., donc s € Sp(*A). Or Sp(A) = Sp('A)
donc s € Sp(A). Donc dim(Ej) + dim(E{() = 4 et A € My(RR) : A est diagona-
lisable.

3. rg(A) = 1 donc 0 € Sp(A) avec dimE, = 3. Par 2., 10 € Sp(A). Comme
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dimElO > 1 et dimE0+dimE10 < 4, dimEm =1.

Calculs explicites en dimension 3

Pour les trois matrices suivantes, déterminer le polyndme caractéristique, les
valeurs propres et les sous-espaces propres, en précisant si elles sont diago-
nalisables dans R, voire dans C :

4 -4 1 -1 3 -1 -2 1 0
M=(4 -3 0 [[N=| -3 5 -1 |etlL={ 1 -4 2
3 0 =2 -3 3 1 6 -12 5

Solution (Ex.13 — Calculs explicites en dimension 3)

1
e xm = (X=1)(X+1)%, Sp(M) = {~1,1}, E_;(M) = Vect|| 2 ||, Ex(M) =
3
1
Vect|| 1 || non diagonalisable, ni dans [R, ni dans C.
1
1
o xn = (X=2) - (X=1), Sp(M) = {L,2}, E\(N) = Vect|| 1 ||, Ex(M) =
1
1 1
Vect|| 1 |,| 0 || diagonalisable dans R et dans C.
0)1\-3
o xu = (X+1)(X?+1) = (X+1)(X~i)(X+1), Spr(L) = {~1}, Spe(L) = {~1,1,~i},
1 1-1 1+1i
E_i(L) = Vect||1]], E;(L) = Vect|| 3-i || E_;(L)=Vect|| 3+i ||, non dia-
1 6 6
o
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gonalisable sur IR, mais diagonalisable sur C.

Exercice 14 | Matrice d un parameétre

a a

1 1
SoitaelK,n>3etA= (1) € M, (K)

1 1

a a

a
1

siie{l;n},
siiel[2; n-2].

i.e. ai’j = {

Etudier, suivant la valeur de a, si A est diagonalisable, et préciser dans tous
les cas ses éléments propres.

Solution (Ex.14 — Matrice a un parameétre)
rg(A)=n—-1donc 0 € Sp(A) et dimEy=n—-1.
De plus, Ey = Vect(E; —E,,...,E;
Mn,l(lK)-

Du coup w(0) > n—1et yp = X" H(X=A) = X" - AX""1. Mais comme x, =
X" —Tr(A)X" ! +..., nécessairement A = Tr(A) = 2a +n—2.

. 2
e Premiercas:a=1-—.
n

Alors A =0, xpo =X" et dimEj < w(0) : A n’est pas diagonalisable

—E,) ou (E;)i<j<, est la base canonique de

eSecond cas:a=1- g, alors Sp(A) ={0,2a + n—-2} avec dimE,,,, , = 1. A

est diagonalisable avec x5 = X" 1(X - (2a +n-2)).

a a a
1 1 1
Enfin: A =(a+n-2) donc Ey -0 = Vect
1 1 1
a a a

Lycée Henri PoiNcarE

Un espace vectoriel de matrices diagonalisables

Soit E = M3(R) et

a b
F={M,p.=|b a bl (abc)eR’

c

c b a

1. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de E et préciser sa dimension.

Justifier que toute matrice M, ;, . de F est diagonalisable.

Z Ax u()) et ]_[ AHD) 2

/\esp(Ma,b,() /\esp(Ma,b,()

Que valent

Donner deux matrices J et K de E telles que (I3,],K) soit une base de F.

4. Déterminer les éléments propres de J et K.

5. Soit (a,b,c) € R®. Déduire de la question précédente les valeurs propres de

Ma,b,c-

Solution (Ex.15 - Un espace vectoriel de matrices diagonalisables)

01 0 0 0 1
. F=Vect(I5,JJK)ouJ=|1 0 1|letK=]0 0 0] donc F est un sous-
01 0 1 0 O

espace vectoriel de E de dimension 3.
Toute matrice de F est symétrique réelle donc diagonalisable.
Z Ap(A) =Tr (Ma,c,b) =3a
AeSp(My,e,p)
AF) = det (Mg pc) = a’ +2b%c—ac® - 2ab* = (a - c)(a® + ac — 2b?)
AeSp(M, ;)

Voir premiére question.
1 1
Sp(J) = {-V2,0,v2}, E_\5() = Vect||-v2||, Eo() = || 0 || Eyz0) =
1 -1
ol
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5. U= 0 | est vecteur propre commun de I3, ] et K donc M, ; .U = al3U +

-1
bJU+cKU=aU-cU=(a—-c)U.
Donc a — ¢ est une valeur propre.
En notant A et y les deux autres valeurs propres, par 2., on a

|

A et u sont les racines de X? — (2a + ¢)X +a® — 2b°.
A=(2a+c)>—4(a®+ac—2b%)=8b*>+c?>0
Les deux autres valeurs propres sont

2a+c+V8b2 + 2
2

Transposition et symétrie

Soit n > 2, E = M,(R) et f € L(E) défini par f(M)=MT - M.

1. Calculer 2 et en déduire que f est diagonalisable.

A+pu=3a—-(a—c)=2a+c
Ay =a’+ac-2b?

2. Déterminer les éléments propres de f.

3. Déterminer le polynome caractéristique de f.

Solution (Ex.16 — Transposition et symétrie)
1. f2(M)=(MT=M)" = (MT = M) = 2M - 2MT = —2f(M) donc f2 = 2.

2. X?+2X = X(X +2) est un polyndme annulateur scindé & racines simples de

Lycée Henri PoiNcarE

710

f donc f est diagonalisable.

. Sp(f) c {_2; 0})
fM)=0e= M =M &= Me S,(R), donc 0 € Sp(f) et Eg = S,(R),
fM)=-2M & M = -M & M € A,(R), donc -2 € Sp(f) et E_, = A,(R).

Comme f est diagonalisable,

w(0) = dim S, (R) = ”(”; 2
w(=2) = dim A,,(R) = —”(”2_ b,

Xf= Xn(n+1)/2(X+ 2)n(n—1)/2.

Polynéme annulateur

Soit A € M5(RR) telle que A% —4A + 315 = 05 et Tr(A) = 9.
Déterminer xa.

Solution (Ex.17 — Polynéme annulateur)
X?—4X+3 = (X-1)(X~-3) est un polyndme annulateur scindé a racines simples
A donc A est diagonalisable, avec Sp(A) c {1, 3}.

On a alors Tr(A) Z Axw(A) =9, la seule possibilité étant w(3) = 2 et

w(1) =3 puisque w(l)+w(3)=5.
Donc x = (X-1)3(X-3)%.

Endomorphisme de R, [X]

Soit n > 1 et E =R,[X].
On considere I'application f qui, a tout polyndome P de E, associe le polynome
f(P) défini par

f(P)=(X?=1)P’ = (nX +1)P.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

On considere la famille de polynomes (P )o<k<, définie par
Pr(X) = (X = 1)F(X +1)"*.
Calculer, pour tout k de [0; n]], f(Pg).
En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de I’en-
domorphisme f.
L'endomorphisme f est-il diagonalisable?

oL
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Solution (Ex.18 - Endomorphisme de R, [X])

1. La linéarité ne pose aucun souci
On a deg(f(P)) <n+1 et en notant a, le coefficient de X" dans P, le coeffi-
cient de X"*! de f(P) est na, — na, = 0, donc deg(f(P)) < net f(P)€E.

2. Vke[O0;n],
f(Pr) = (X2=D)[k(X= DN (X+1)"F+ (n—k)(X=1)F(X+1)" 1= (nX+ 1)(X -
DEX+1)*
FP) = (X= DFX+ 1) H k(X4 1) + (n= k) (X = 1) = nX = 1]
f(Py)=(2k=n—-1)Py

3. Le calcul précédent fournit n+ 1 valeurs propres deux a deux distinctes,
donc f est diagonalisable avec Sp(f) = {2k —n -1,k € [0; n]l} et n+ 1

sous-espaces propres de dimension 1, précisément, pour tout k € [[0; n]],
Eokn-1 = Vect(Py).

Un endomorphisme de M, (IR)

Soit n un entier au moins égal a 2. Soit E = M,,(R).
Soit ¢:E—EMr—M-Tr(M)I,.

. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Soit P =X?+(n-2)X+1-n. Calculer P(¢).

3. Justifier que ¢ est diagonalisable et donner une matrice diagonale repré-
sentant ¢ dans une base idoine.

4. En déduire Tr(¢) et det(¢).

—

Solution (Ex.19 — Un endomorphisme de M, (IR))
1. Aucun souci grace a la linéarité de la trace.

2. Pour tout M de M, (R),
P*M) = M) = Tr (M) (1) = M= Tr(M)L, = Tr(M)(1 = n)I, = M + (n —
2)Tr(M)1,,.
P(p)M) =M+ (n-2)TrM)I,+ (n-2)M - (n-2)Tr(M)L,, + (1 — n)M, i.e.
P(@)(M) = 0,,.
Donc P((p) = OE(Mﬂ(IR))'

3. P=(X-(1-n))(X—1) est un polyndme annulateur de ¢ scindé a racines
simples donc ¢ est diagonalisable avec Sp(¢) C {1 —n, 1}.

Lycée Henri PoiNcarE

M) =M & Tr(M) = 0 &< M € ker(Tr) donc 1 € Sp(M) et dim(E;) =

dim(ker(Tr)) = n? =1 par la fomule du rang appliquée a Tr : M,,(R) — R.

Comme ¢ est diagonalisable et dim(M,,(IR)) = n?, cela suffit pour affirmer

que 1 —n e Sp(¢p) et dim(E;_,) = 1.

Dans une base B adaptée a la supplémentarité E; ®E;_, = M, (RR),
Mp(p)=diag(1,...,1,1-n).

~—
n?-1 fois

4. Tr(p)=n’~1+1-n=n’-netdet(p)=1-n.

Exercice 20 | Puissances n-émes et trigonalisation

Soit
7 2 3
M=| -8 -1 -4
-12 -4 -5

1. Déterminer x); et étudier si M est diagonalisable.

2. a) M est-elle trigonalisable ?
b) Déterminer une matrice inversible P de M;3(IR) dont tous les de la pre-
miere ligne valent 1 et telle que

On appelle T cette matrice.

3. a) Justifier 'existence de trois matrices A, B et C dans M3(IR) telles que :
VYnelN, M"=A+(-1)"B+nC.
b) Déterminer A, B et C en fonction I3, M et M2,

Solution (Ex.20 - Puissances n-émes et trigonalisation)
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Loy =X =X2=X+1=(X=1)*-(X+1)
6 2 3
mais dimE; =3 -rg(M-13)=3-rg| -8 -2 —-4|=1
-12 -4 -6

2. a) M est trigonalisable car xj; est scindé.

1 1 1 -4 -1 =2
b)P=| -1 0 -2 [.P'=] 3 1 1
-2 -2 -1 2 0 1
-n)" 0 0
3. a) Récurrence ou Newton : 9gn € N, D" = 0 1 —n |=A"+(-1)"B"+

C’n avec A’,B’,C" adéquates.

Alors M" = PD"P~! = A +(~=1)"B+Cn ot A = PA’P~! etc.
b) On peut calculer A,B,C a 'aide de P~!.

On peut aussi remarquer :

n=0=—=A+B=1I;3,

n=1=A-B+C=M,

n=2=A+B+2C=M?2

Dou: C = %(M2 —13), etc...

Exercice 21 | Trigonalisation et suites imbriquées

Soit
3 -1 1
A=12 0 1
1 -1 2

Lycée Henri PoiNcarE

1 0 0
etB=10 2 1/|.
0 0 2

1. Montrer que A et B sont semblables, et expliciter une matrice inversible P
de M3(RR) ne contenant que des « 0 » et des « 1 » telle que B =P~ AP.

2. Déterminer toutes les suites x, v et z de RN vérifiant la relation de récur-
rence
Xp41 = 3Xn —Vn + 2y
YnelN, v, =2x,+2z,

Zntl = Xp —Vn+ 22y

et les conditions initiales

X():l,
Vo =0,
20:1.

Solution (Ex.21 - Trigonalisation et suites imbriguées)

1. xa=X>=5X?+8X-4=(X~-1)(X~-2)%est scindé sur R, donc A est trigona-
lisable.
En notant f € £(IR?) 'endomorphisme canoniquement associé a A, il s’agit
de trouver une base B = (u,v,w) telle que f(u)=uie. u €k, f(v)=2vie.
veE, et f(w)=v+2w.
On calcule ceci matriciellement.

0 1 X 1 X
E; = Vect|1|, E; = Vect| 1| et la résolution de A =11 +2 v donne

1 0 z 0 z
X X X 0
v|=|x] Par exemple, avec (x,7,z) € {0, 1}3, v|=10 convient.
z 1 z 1
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010 1
DoncP=|1 1 0]convient, puisque det(P)=-1=0 0 =Xy
1 0 1 1
. . . N -1 1 0 -1
2. Déterminer toutes les suites x, p et z de R™ vérifiant '
Xpyl = 3X, =V + 2y 1 0 O 1 =P Xy
YnelN, <v,11=2x,+2z, 1 -1 1 2
Zpel =X — Uy + 22, 1 0 0 -1
Xn 0 2" n2n! 2"(n+1)| =B"P7'X,
Posons pour tout nde IN, X, = [ p,, |. 0 0 2" o+l
z, 010 (n+1)2"
n_1| =PB"P7IX
Le systéeme imposé équivaut a: Vne N, X, ;1 =AX,. Lo (m+1)27 =1 0
) o 1 01 2ml g
Par récurrence immédiate : Vn € IN, X,, = A"X,,.
X, = (n+1)2"
VneN,X, =PB"P1X,. .
Dou:VneN, v, = (n+1)2"-1
1 0 0 0 0 O z, = *2n+1 -1
La formule du bindme en écrivant B=D+N=|0 2 0o|+]0 0 1|ou
0 0 2 0 00
1 0 0
DN =NDdonne B"=|(g 27 pn2"1|.
0 0 2"
-1 1 0
Linversionde P conduitaP'=|1 0o 0
1 -1 1
On calcule X,, = PB"P~'X, DE DROITE A GAUCHE.
o



