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‘ Exercice 1 — D’apres E3A - PC - 2022 ‘
1. (a) Intégrer I'inégalité : Vt € [0; 70/2],cos"! t < cos”t. (e) Soit T =aA +bB. Par les calculs précédents
(b) Appliquer le théoreme de convergence dominée aux f, : [0; 7/2] > R, > cos" 1. T2 =M —EA N KB _IB_A —2612/2 =-1 a==V2
(c) Théoréme spécial des séries alternées avec u, = (—1)" |u,]. 2 2 be/2=2 b=4+2
/2 1l tement 4 matrices T de F vérifiant T2 = M : T = +V2A + 2B.
2. (a) Enintégrant par parties J cos™ L tcostdt, o] = (n+1)([uy] = |tiyis]) ice. [tyio] = y a exactement = matrices £ de T vertian VAL
. 0 7. (a) P=2X?-3X+1 est un polyndme annulateur de M de degré 2.
%|un|. (b) La division euclidienne de X* par P donne :
n
(b) On vérifie Py et P; et on montre grace a (a) que: Vn e IN,(P,, Puy1) = Poso. 1Q e R[X], Xk=QP+ (2 - %)X_{. (_1 + %)
(c) Lasérie Zun n'est absolument convergente par comparaison a la série harmonique 1 1
En substituant Ma X, Mk =2 - — |M+(-1+ —1,.
n=0 1 k-1 k=1 7"
divergente Z? (c) Le membre de droite avec k = —1 vaut —2M+31,,. Or Mx(—2M+31,)) = —2M?+3M =1,
" 7 donc cette expression est valable pour k = —1.
5(t\  1+cost T 1/2 w2 .
3. (a) cos (E) =— (b)) I= mdt = [tan(t/2]y"" = 1. 8. On note 0,; la colonne nulle de M, ;(R). On rappelle que, pour tout matrice N de
0 " M, (R), ker(N) = {U e M, (R)/MU=0,,1}.
1—(-cost)" .
4. Comme —cos(t) € |=1; 0], V,(t) = Tocost  wors Tocost o Vn,|V,|<2avect > (a) Soit U € ker(A) nker(B). AU = 0,,; donc MU = U, BU = 0,,; donc MU = JU, donc

2 cpm intégrable.

/2 77/2 dr
Le théoréeme de convergence dominée conduit a J- V,(t)dt —— — =1,
0 n—+eo  Jg 1+cost
7/2 n +00
or par linéarité J V., (t)dt = Zuk donc Zun =1.
0 k=0 n=0

‘ Exercice 2 — D’apres E3A - 2020 - PC ‘

5. AB=BA =0,

6. (a) Parrécurrence sur k. La propriété découle de la définition de F pour les rangs 0, 1 et
2. De plus, si Mk € F, alors MX est une combinaison linéaire de I,, Met M2, donc de
I, et M vu la relation vérifiée par M2, Ainsi MK g’écrit al,,+bM, et Mk = gM+bM2 €
F.

(b) (I,,,M,M?) est liée mais (I,, M) est libre. En effet, M = I, entrainerait 24% =31 -1
ie. A =1o0u ) =1/2, ce qui est exclu par I"énoncé. F est de dimension 2 et (I,, M) en
est une base.

(c) (al, +bM)(al, + M) = aal, + (af + ba)M + bM? € F donc F est stable pour la mul-
tiplication des matrices.

(d) I, =2(B-A) et M = 2B - A donc F C Vect(A,B), et par égalité des dimensions,
F = Vect(A,B). Donc B = (A, B) constitue une base de F.

-1

AB=BA=0,A2

1
—A,B2=_B.
2 2
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U=3UdoncU=0,.
o ker(A) +ker(B) € M, 1 (IR) car ces noyaux sont des sous-espaces de M, ; (IR).

e Soit Ue M, ;(R). U=2BU - 2AU or —2AU € ker(B) et 2BU € ker(A) car AB =BA =
0,. Donc U € ker(A) + ker(B), d’ou I'inclusion réciproque.

(b)

L'égalité souhaitée équivaut a 1’égalité précédente puisque A et B représentent res-
pectivement ¢ —id et ¢ — %(p dans la base canonique.

Dans une base adaptée a la supplémentarité précédente, comme @(u) = u si u €
ker(p—id) et p(u)= %u siueker(p— %id), la matrice représentant ¢ est diagonale,

avec des « 1 » puis des « % » sur la diagonale.

Deux matrices représentant un méme endomorphisme étant semblables, il reste a
s’assurer que dim(ker(¢ —id)) =rg(B). Or dim(ker(p —id)) = n—dim(ker(p - %id)) =
rg(p — %id) =rg(B). Et de facon analogue, dim(ker(¢p — %id)) =rg(A). Ainsi il existe

I
une matrice inversible T de M,,(R) telle que T"'MT = [ r8(B)

| Exercice 3 - D’aprés E3A - PSI - 2022 |
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10. 1 est une racine de I'(X) —IT(1) donc I'T(X) —TI(1) est divisible par X — 1.

ol



PC CORRIGE SUCCINCT DU DEVOIR SURVEILLE N°3 16 novembre 2024
11. Soit [T€E,; tel que I = P Notons Q € E,, tel que IT(X) -TI(1) = (X - 1)Q(X). Alors 20. En appliquant le théoréme de convergence dominée aux fonctions g, : u +> %,
-
el _j -1 (H(x) _H(l)) =Q(x) uniformément dominées par u > exp(—u) (toujours intégrable!), on montre que
T exp(—u) o exp(—u) . o exp(—u)
12. e Par la question precedente, Q=f(P)€E,. J M(E—l)/” U—— j pu du. Ainsi lim nl, = J pTdM =J.
e f est linéaire par linéarité de 'intégrale ! ] ! !
kg 1« . 2~
13. Vx =1, f(X)(x)= = x/ par la premiére question. Donc f(X¥) =
(k+1)(’f—1) k+1 ].ZO’ ‘Exercice 4-Sujet B - D’apres E3A-2014-MP‘
k .
1 ij' 22. Voir cours.
+14 0 sixe[0; 1]
j:O cVS
23. (@ fu—fixe>y 1 o |
1 1/2 1/3 7 ST
14. (a) A=|o 1/2 1/3|. (b) Les f, sont toutes continues mais pas leur limite : la convergence n’est pas uniforme
sur [0; 1].
0 0 1/3
/ 24. En appliquant le théoréeme de convergence dominée a la suite (f,) uniformément domi-
b) ra(f) = rg(A) = 3 = dim(E,) d t un aut hisme de E 8
(b) rg(f) =rg(A) = 3 = dim(E;) donc f est un automorphisme de E,. née par f; cpm et intégrable, on montre que la suite (u,)cn est convergente vers 0.
1 -1 1
0 25. Une intégration par parties en primitivant x + x" et dérivant x donne la rela-
) par p P
(© Ma(fH=A"=l0 2 -2 e e
ion voulue.
0 0 3 1 el
. ., . . 26. Lapplication du théoréme de convergence dominée donne j dx 0.
15. On revient au cas général, n désigne un entier naturel non nul quelconque. 0o (Wx+1)3 n—-+co
e f transforme la base canonique en une famille échelonnée en degré donc en une base, 1 1
: Alors (n+1)u, ~ —,doncu, ~ —.
donc f est un automorphisme. n—+co \[2 n—+co \[2p
X
- 1 1 3
e Supposons que f(P) =Q. Alors Vx = 1,(x—1)Q(x) = J P(t)dt, et en dérivant Q(x)+(x—27. Une nouvelle intégration par parties fournit a; = 6, a, = 4\/_ et az = 1 tels que :
1
1)Q’(x) =P(x). Donc f1: Q> Q+(X-1)Q". L n+2
16. A™' = Mp(f~!) donc je calcule f~1(XF) = (k + 1)XF — kXK1 (n+2)(n+Du, =ay(n+2)+ay + “3L (VI+x) dx.
i sii<j —j+1 sii=j—1 12
1i< _ . CL A Sore 1é
A = (a;;) avec a;; = {O o et A7l = (b, j)avec by ;=] sii=j 28. A nouveau, J; TP dx — 0 par le théoréme de convergence dominée. Alors
0 sinon 1
(n+2)(n+Nu,=ay(n+2)+a,+o0(1) donc u, = l @2 0(—2),
‘ Exercice 4-‘Sujet A’ — D’apreés E3A - PSI - 2021 ‘ nel (n+1)(n+2) n
1 1 1 aq naz—(n+20q 1
17. Vn>1,Yt > 1,|exp(—t")| < exp(~t) et t > exp(—t) € L}([ 1; +oo[,R), donc I,, existe. L] :E_n(n+1) donc u, = PRI (—2)
18. Théoréme de convergence dominée en exploitant la majoration précédente : I, P 0. na, —(n+2)a, _oa-a donc u | ;- o (i)
n = -
19. Le changement de variable u = " C! bijectif strictement croissant sur [1; +co[ donne n(n+1)(n+2) noteo n? n? ?
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