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. Xa=XP+7X=8=(X-1)(X+8) est scindé & racines simples, donc A est diago-

nalisable, semblable a D =

10
0 -8 |

1

2]
convient.
B’=A <P 'B3P=P AP A’ =D.
DA =A3A = A*= AA3 = AD.

E; = Ker(A —1,) = Vect , E_g = Ker(A + 81,) = Vect

a b
En écrivant A = [ , AD = DA &
c d

a -8b a b

= Sb=c=0c
c -84 8¢ -8d
ad=1

o a=1
d3=-8 d=-

nombre réel possede exactement une racine cubique.

A est diagonale.

a 0
En écrivant A = [ ], AN =D e { puisque tout
0 d

1 0
Dans M5(IR), I'ensemble des racines cubiques de D est Cp = [ ] , et celui
0 -2

1 0
des racines cubiques de Cy = P[ ]Pl
0 -2

- XM(9) = X? = 2cos(0)X + 1. Son discrimant A = 4(cos?(0) — 1) est strictement

négatif si cos?(0) # 1 donc dans ce cas XM(o) N'est pas scindé et M(6) n’est pas
diagonalisable.

Il reste a étudier les cas ou cos(0) = £1 c’est-a-dire 6 = 0 ou 6 = 7t. Or M(0) =1,
et M(rt) = -1, sont diagonales donc diagonalisables.

Conclusion : M(6) est diagonalisable si, et seulement si, & =0 ou 6 = 7.
On montre par récurrence sur n que (M(a))n =M(na).

0 0\
A = =, M=
veea =3 (3)

M(0) dans M, (IR).

= M(0) donc M(g) est une racine cubique de la matrice

Les solutions de I’équation z> = 1 dans C sont 1, j = 23 et j = ¢~2/™/3 (racines

cubiques de l'unité).
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. e 0
Les 9 matrices

-2
] ou (&,1) € {1,]',]'} sont 9 racines cubiques de I, dans
0 7
M,(C).
Si B3 =1, alors X3 —1 = (X = 1)(X - j)(X — j) est annulateur de B. Donc si B est
une racine cubique de I, dans M;(C), alors son spectre est inclus dans {1,]',7}.

DA = A’A =A*=AA® = AD, comme en 3.

Soit A =(8;;), M=AD = (m; ;) et N =DA = (n; ).

Alors mj; = 51‘,1")\]‘ et n;; = 0;;A;. Pour i #j, \; # A\; donc m; ; = n; ; entraine
0;;j =0: A est diagonale.

Soit P inversible telle que P"'AP = D.

e Comme en 2., B est une racine cubique A si, et seulement si, A = P~1BP est
une racine cubique de D. En particulier A doit étre diagonale, donc D possede

une unique racine cubique : A = diag(\%/)\l,..., \*/An).
e Donc A posséde une unique racine cubique B dans M,,(R) : B = PAP~!.

Une racine cubique de D dans M, (C) est diagonale pour les mémes raisons
quen 11. Comme 0 est 'unique complexe a ne posséder qu’'une racine, consi-
dérons deux cas.

e Premier cas : 0 n'est pas valeur propre de A

Comme chaque Ay possede exactement trois racines cubiques complexes, D
posseéde 3" racines cubiques. Donc A possede exactement 3" racines cubiques
dans M,,(C).

e Second cas : 0 est valeur propre de A

Chacun des n—1 Ay non nul posséde exactement trois racines cubiques com-
plexes, et 0 n’a qu’une racine cubique. D posséde 3"! racines cubiques. Donc
A posséde exactement 37! racines cubiques dans M,,(C).

(HP(Q/X))3 =Hp (1) tout simplement.

e Comme A est diagonalisable, en notant yy la multiplicité de la valeur propre
A pour tout k de [[1; d], A est semblable a la matrice diagonale par blocs

H,, (A) 0 0
D-plap=| ° Hyo (42)
N .
0 0 H}ld(/\d)

ou
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e D posséde comme racine cubique

Ho(A 0 .. 0
Aol 0 Hu(W) :

. _ .

0 0 H,,(vAg)

e Alors PAP™! est une racine cubique de A.

Si A est inversible, alors rg(A) = n donc ker(A) = {0}, donc 0 nest pas valeurs
propres de A, donc ses valeurs propres Aq,..., A; sont toutes non nulles.

e Pour tout k de [1; d]], X3 = Ay = (X = VA)(X = j A0 (X = j¥A%) donc X3 - A,
est scindé a racines simples.

Donc Q est scindé comme produit de polynomes scindés.

o Il reste a justifier que ses racines sont simples.

Comme les Ay sont deux a deux distinctes, les +/1; sont deux a deux distinctes
car x —> v/x est bijective. Les racines réelles sont donc deux a deux distinctes.

Les racines a partie imaginaire strictement positive sont les j+¥/A; donc sont
deux a deux distinctes.

Les racines a partie imaginaire strictement négative sont les jv/1; donc sont
deux a deux distinctes.

Ainsi les racines de Q sont toutes simples.
d d

e Q(B)= ]_[(B3 - Ar) = I_I(A — Agl,), or A est diagonalisable avec les Ay,..., A4
k=1 k=1
d
pour valeurs propres donc P = ]_[(X — Ay) est annulateur de A. Comme Q(B) =
k=1

P(A), Q est annulateur de B.

e Q est un polynome annulateur scindé a racines simples de B, donc B est
diagnalisable.

xa=X*(X-1)etdim(Eg) =3 -rg(A)=1<2=p(0) donc A n’est pas diagonali-
sable.

Xa est scindé donc A est trigonalisable.

En notant f 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique
C =(eq,ep,e3) est A, on va justifier qu'il existe une base dans laquelle la matrice
représentant f est la matrice voulue.
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e Prenons uy un vecteur propre associé a 0, par exemple vy =(1,0,—1). f(up) =
Oug = Ops.

e On souhaite trouver vq tel que f(vg) = uy. Cela est possible si, et seulement
si, ug € Im(f).

Or ug=—(-1,0,3)+2(0,0,1) = —f(e2) + 2f (e1) = f(2e; —ey) € Im(f), donc vy =
(2,—-1,0) vérifie f(vg) = ug.

e Prenons enfin u; vecteur propre associé a 1, par exemple u; =(0,0,1).

1 2 0
e La famille B = (ug, vy, u1) est une base car P= M (B)=[ 0 -1 0]a pour
-1 0 1
déterminant —1 # 0.
0 1 0
e On a alors, par la formule de changement de base, PtaP=|o0 o ol
0 0 1

Comme déja vu, TU = T* = UT.
a b ¢ 0 a ¢ d e f
fl.TU=]0 4 fletUT=]o0

Posons U=|d e 0 0| doncd=f=g¢=

h i 0 g i g h i

8
a b 0
h=c=0eta=e.DoncU=|0 4 0

0 0 i
ad 72
OnaalorsU3=|0 4 ?|=Tdonca®=0eti®=1.Donca=0.
0 0 i3

0 b O

0 0 O
AlorsUs=|0 0 0] =]0
0

0 0 |=T:ceciestabsurde.
0 0 i 0 i’
Ainsi T ne possede par de racine cubique. Or si B était une racine cubique de

3
A, on aurait (P’lBP) = P7!B®P = P~!AP = T donc T posséderait une racine
cubique, ce qui est exclu. Donc A ne possede pas de racine cubique.

ou



