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DEVOIR SURVEILLE N°4 : MINES-PoNTS 2014 14 décembre 2024

1-Traces et projecteurs

Cette partie est essentiellement constituée de questions de cours classiques.

1. tr

. L’application de ® :

(AB) = Z(Z ambi’j) = Z Z ai’jbid‘ = Z Z bi,jai’j = tr (BA)

i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

. Soient B et B’ deux bases de X. Soient () la matrice de passage de B a B'.. On a alors :

Ty = Q 'TsQ
En appliquant la question précédente avec A = Q'Tg et B = (), on obtient :
tr (TB’) =tr (QQ_lTB) =tr (TB)

. Pour tout z, P(x — P(x)) = 0 puisque P?> = P ce qui prouve que z — P(z) € N(P) . Comme

P(x) est élément de R(P), on vient de vérifier que X = R(P) + N(P).
De plus par le théoréme du rang :

dim X = dim(R(P)) + dim(N(P))

La dimension de la somme des deux sous-espaces étant la somme des dimensions des sous-
espaces, cette somme est directe. Donc :

X = R(P)® N(P)

. Soit = appartenant & R(P). Il existe y tel que z = P(y) aussi

P(x) = P(P(y)) = P*(y) = P(y) = =

Soit r le rang de P. Dans une base B adaptée a la décomposition précédente :
I. 0
= (i o)

trP=r=tr(Pg) =r=1gP

On a vu précédemment que si x € R(P),P(xz) = x donc P'(xz) = 0 aussi R(P) C N(F').
Réciproquement, si z est élément de N(P’), P(z) = x donc x € R(P). Aussi

R(P) = N(P)

donc

On vérifie que P’ est aussi un projecteur : comme P et I commutent,
P?=(I-P)?*=1-2P+P*=1-P

En échangeant les roles de P et de P’ (puisque P = I — P’), on obtient

R(P") = N(P)

FxG —» X
(z,y) — z+y
Aussi par le théoréme du rang

dim(F + G) = dim(F x G) — dim(Ker (?)) < dim(F x G) = dim F' + dim G

est une application linéaire dont 'image est F'+ G.

Remarque : on peut aussi exhiber une base génératrice de F'+ G par concaténation d’une base
de F' et d’une base de G.
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7.

Pour ne pas généraliser sans démonstration le résultat précédent a la somme de p sous-espaces
(ce qui est dans le cours!!), on procéde par récurrence sur le nombre de projecteurs m inter-
venant dans la somme.

Pour m=1,S =P, donc trS=rgS aussi trS € Net trS > rgS.

m—1
Supposons la propriété vraie a 'ordre m —1 > 1. On pose S’ = Z P; donc S = S+ P, . Par
i=1
hypothése de récurrence tr S’ € Net tr S’ > rgS'. La trace étant linéaire, trS = tr S’+tr P, € N
comme somme de deux entiers. De plus, pour tout z de X : S(x) = S'(z) + Py(x) donc
R(S) C R(S") + R(P,,). En utilisant la question précédente et tr (Py,) = rg (Py,) :

rg (9) = dim R(S) <rg(S") +rg(P,) < tr(S) + tr (Pyn) = tr (S)

On a donc prouvé par récurrence que pour tout entier naturel m :

S:ZH:trSENettrSngS

=1

2-Projecteurs de rang 1

On suppose dans cette partie que le rang du projecteur P est égal a 1.

8.

10.

Soit f; un élément non nul de R(P) : ¢’est donc une base de R(P) puisque rg P = 1. Comme
PoT(f1)=P(To f1), cet élément appartient a R(P) . Aussi :

JueR, PoT(fi)=pnh
Or pour tout z de X, P(x) est colinéaire a f; (P(z) = af;) donc
PoToP(x)=PoT(af) = paf; = puP(x)

ce qui prouve que :

(PoToP=puP.|

. Comme f; est dans R(P), d’aprés ce qui précéde, P(f1) = ufi. Comme f; — P(f;) est élément

de N(P) = Vect(fa, -, fn), cela justifie la forme de la premiére colonne de Tc , les autres
colonnes étant quelconques.
0 Ol,n—l

Par définition de P, P, =
Op—11 Iy

>. Si on écrit de la méme facon, Te = (’g, é), un

calcul en blocs donne alors :

rre= (o ) = menem=(, 0 "57)

Aussi
P'oToP =aP < P, TP, =alP, < B =al, ;-

On a ainsi vérifié par contraposition que :

B n ’est pas la matrice d’'une homothétie si et seulement si P’ o T o P’ n’est pas
proportionnel & P’

Remarque : il suffisait d’une implication donc de montrer que si B = all,,_; alors P'oT o P’ =
aP’.
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3- Endomorphismes différents d’une homothétie

On suppose dans cette partie que 1 ’'endomorphisme T' n’est pas une homothétie.

11.

12.

13.

Prouvons le résultat demandé par contraposition.On suppose que pour tout x, (z,T(z)) est
une famille liée ce qui équivaut a dire que pour tout x non nul, il existe «, réel tel que
T(x) = agx.

Soit u un vecteur non nul fixé et @ = . Si x est colinéaire & u, il existe A tel que x = Au et
on a :

T(x) = AT(u) = Aau = ax

Si z n’est pas colinéaire a u, u + x est non nul et on a alors :
Tx+u)=T(x)+T(u) = a,r+ au = aprqy(u+ )

La famille (u,z) étant libre : @ = a4y, = @, ce qui prouve que pour tout x (1’égalité étant
triviale pour le vecteur nul), 7'(z) = ax soit T est une homothétie. On a montré :

Vo, (z,T(z)) litss = Ja, T =al

Par contraposition

Si T n’est pas une homothétie, il existe un vecteur x € X tel que = et T'(z) ne soient pas liés.

Soit e; un élément tel que e et T'(e1) ne soient pas colinéaires (un tel vecteur existe par la ques-

tion précédente). On peut compléter cette famille libre en |une base B = (e1,T'(e1), €3, -+ ,€,) de X

et dans cette base T' a la matrice recherchée.

Procédons par récurrence.
e Initialisation : n = 2. On a trouvé dans la question précédente une base B telle que :

0 b
(1)

or tr'T = a donc a = 0. La base B convient.
e Supposons la propriété réalisée a I'ordre n — 1 > 1.0n a montré dans la question pré-
cédente lexistence d’une base B = {ey, e, ..., €, } dans laquelle la matrice Ty est de la forme

suivante :
X X « e X

ou A € M,,_;. Comme tr (T) = tr (A), tr (A) = 0.
Si A est de la forme oll,,_1, « = 0 et la base B convient.

Sinon soit 77 I'endomorphisme de X; = Vect(es, - ,€,) de matrice A dans la base
By ={ea, -+ ,e,}. Cet endomorphisme n’est pas une homothétie et est de trace nulle.
Par hypothése de récurrence, il existe une base B = {e},--- , e/} dans laquelle A; la matrice

de T a une diagonale (principale) de 0. Soit B’ = {e — 1,¢€),,--- , e/ } base de X. Dans la base
B’, la matrice de T' n’a que des 0 sur la diagonale. On peut le montrer matriciellement ou en
vectoriellement.
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Méthode matricielle : Soit Q; la matrice de passage de B; a B, la matrice de passage de B

1 0 --- 0
3 B est al Q 0 t
a est alors Q = . e
: Ql
0
10 0 (1) X *\ /1 0 0
0
TB/ - Q_lTBQ == 1 O
Ql A Ql
0 0 0
Soit
O X X 1 O O O X X
T X 0 X
B = . B . = .
: Q! : Q : Ay
X 0 X

matrice dont la diagonale est composée d’un 0 suivi des éléments diagonaux de A; nuls
par construction.

Méthode vectorielle : Par la matrice précédente, T'(e;) € X; ce qui justifie que dans Ty ait
un 0 en ligne 1 colonne 1.
Siz e X, T(x) = aze; +Ti(x) ; aussi, la composante de T'(e}) sur ¢, est la méme que celle
de Ti(€}); elle est donc nulle. Tous les termes diagonaux de Ty sont donc nuls.

Ainsi

’Il existe une base dans laquelle la matrice de T" n’a que des 0 sur sa diagonale.

14. Soit 7" = T —t11. Cet endomorphisme n’est ni une homothétie ni ’endomorphisme nul puisque
T n’est pas colinéaire a I. Par la question 1, il existe B telle que

, (0 b
(i o)

ouna=rtrT’ :trT—tltrI = (tl —|—t2) —2t1 :tg —tl d’ou

(0 b (b
TB_(l tQ—tl)HlHZ_(l tg)

15. Par la propriété admise, il existe un projecteur L de X de rang 1, tel que d'une part LT L = t, L
et d’autre part L'T'L' ne soit pas proportionnel a L' = I — L . Par la question 9, dans une
base C adaptée a la décomposition F = R(L) @& N(L)

Te =

X

et par la question 10 comme L'Tl" n’est pas proportionnel & I, B n’est pas une matrice
colinéaire a 1.
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16. La récurrence est suggérée et a été initialisée pour n = 2 en question 14.Supposons la propriété

réalisée a 'ordre n — 1 > 2 et démontrons la a 'ordre n. Par la question précédente, il existe
C ={ey, - ,e,} telle que :

ou B n’est pas une matrice d’homothétie et tr (B) = tr (T) — t; = Z t;.
i=2

Soit T} I'endomorphisme de Vect(ey, - - ,e,) de matrice B dans la base C; = {eq, -+ ,e,}. T}
n’est donc pas une homothétie et par hypothese de récurrence, il existe C” telle que T; ov = B’
est une matrice de termes diagonaux 715, - ,,.

1 0
0 Q

) . Un calcul en blocs identique a celui de la question

Soit B” = {e;},C". La matrice de passage de C a B” est Q = ( ) ot Q; est la matrice
1

1 0

Ny2l/] -1 _
de passage de C; aC" et Q7 = (0 @1_1

13 donne alors :

t1 X -+ X t; X .- X
T o X 0 X
B// = . =
: B B’
X X
Cette derniére matrice a bien comme éléments diagonaux ty,--- ,t,. Ainsi on a vérifié par

récurrence que :

il existe une base B” dans laquelle la diagonale de Tg» ait pour éléments diagonaux
les t; ou i € [1,n].

4 -Décomposition en somme de projecteurs

On suppose désormais que T' est un endomorphisme de X vérifiant tr'T € N et tr'T > rgT. On

pose p=rgT et =trT.

17. Par le théoréme du rang, dim N(T)) = n — p. Soit X; un supplémentaire de N(T) et B =

{e1, -+ ,e,} une base adaptée a la décomposition X = F @ N(T).

Dans cette base B, Ty est de la forme T, O .
T, O

18. Soit T} 'endomorphisme de X; de matrice Ty dans la base By = {e1,--- ,e,}.

Comme tr (T) = tr (Tg) = tr (Ty) = tr (Ty), tr (T;) est élément de N et tr (T;) > p.

Soient t; = 1 pouri € [1,p—1] et t, =tr (T) — (p — 1) > 1. Ces p nombres sont des entiers
naturels non nuls dont la trace est égale a tr (T;). Par la question 16, 7" n’étant pas une
homothétie, il existe B} une base de X; ot T} la matrice de 7" dans la base B} admet comme
¢léments diagonaux ty,--- ,t,. Soit B = BY {ep1, - ,en}-

/
1

N /
ou T% a comme
T! @) 1
2

Dans cette nouvelle base, la matrice de T" a la forme (

éléments diagonaux des entiers non nuls.
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19. Soient Cy, - -+, C), les premieres colonnes de Tp. Soit P; 'endomorphisme dont la matrice dans

la base B’ est : .
IPJB,:<0 0 0 G 0 - 0>

i
Cette matrice ayant un 1 en place (i,7), on a P? = P;, ce qui prouve que les P; sont des
projecteurs. Ainsi

p
T= tP,=Pi+ P+ +P+-+PF,
i=1 v ———

t1 fois t, fois

20. Comme Ty = al,, tr (T) > p donne o > 1. Si o = 1, on peut utiliser la méthode précédente

(on peut méme l'utiliser si & € N) en décomposant en somme de p projecteurs de rang 1 .

10 --- 0
0
Sia > 1, soit Py de matrice Py = | . dans la bas B’. Alors T'— P, a pour matrice :
0
T 0
(T—Py)p = <']I"1 o) ou T/ est une matrice ayant pour éléments diagonaux (o —1,a, -+ , ) :
2

ce n’est donc pas une matrice d’homothétie. De plus, T'— P, est de rang au plus p (sa matrice
dans la base B’ a n — p colonnes nulles). Ainsi 7' — Py vérifie

tr(T —FPy)=pa—1>p—1=tr(I'— F) > p>1g(T — )

donc on peut appliquer la question précédente. 7" =T — Py est une somme de projecteurs et
comme T'=Py+ (T — P) :

’T est une somme de projecteurs‘

On a ainsi prouvé que 7" est une somme de projecteurs si et seulement si sa trace est un entier
naturel supérieur ou égal a son rang.
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