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Exercice 1| Détermination de rayon de convergence

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E u,(z) dans les cas sui-

n>0
vants : X
n-+1 Inn
Lougle)= e 2wl =e e 3 (e = e
n'" Inn
4. uy(z)=nlz" 5. uy(z)= _'23” 6. uy(z)= _nzzn+1
n. e

Solution (Ex.1 - Détermination de rayon de convergence)
Je note a,, le coefficient de z" dans u,(z).

an+12n+1 2 1
1. p < —|z] donc R = 3.
ayz meﬂn3n n—+co 3
a +1ZrH—l
2. [ | =e " !zl ——— 0 donc R = +oco.
a,z" n—+oo
Ape 2" In(n+1 In(n+1 In(n)+In(1+1/n
CJ AR Y ( ) |z] |z| car ( ) _ In{m)+1n(1 +1/ ), donc
a,z" | no+eo  In(n) n—+oo In(n) In(n)
R=1.
an+1zn+1
4. |———|=(n+1)|zl] ——— +oo donc R = 0 (divergence grossiere des que z = 0).
anz n—+o00
Upi1(z n+1)"*1n! 1\
5. nt1(2) = _ ! ) |z|3:(1+—) |z]> — elz|® donc R = e /3.
U, (z) (n+1)n" n n—-+co

In(n+1)e" ,
In(n)en+!

Exercice 2 | Rayons de convergence abstraits
+o00

On suppose que le rayon de convergence de Zanz” est Re]0; +ool.

21
(2)l = - donc R = +e.

6. Ity () o

n=0
+00 +00 a
Quel est le rayon de convergence de E a,z°"? Et de E —"'z”?
n!
n=0 n=0

Solution (Ex.2 — Rayons de convergence abstraits)

.
o Si[z| < VR, alors |22| <R et Z‘an(z2

)" converge.

Si |z| > VR, alors |22| >Ret Z

)" diverge.
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18

+00

Le rayon de Zanzzn

est \/ﬁ
n=0

e Soit z € C quelconque. Soit r € ]0; R].

a,z" A " 1 (z\*
=a,r"—(=] = (a,r") car — -] —— 0 par croissance comparée.
n! ni\r nl\r) notoo
+00 a
Or Zanr” converge puisque 0 <r <R, donc Z—':z” converge absolument.
n!
n=0 n=0
+a)a
Le rayon de Z—"’z” est infini.
n!
n=0
Indéfiniment dérivable
e’ —
. s six=0 0o
Montrer que la fonction f définie par: f(x)= est C* sur R.
1 six=0

Solution (Ex.3 - Indéﬁniment dérivable)

x =
E:Lrﬂ

pour x = 0. Donc f est la somme d une série entiére de rayon infini. Donc f est de
classe C*® sur RR.

Autour de (1 + x)@

1. Déterminer le développement en série entiére sur |-1; 1[ de x

1
¥x € R, Zrl)\ Cette expression est encore valable

1-x2
donnera une expression explicite a I'aide de factorielles de ses coefficients a,,.

2. En déduire que f : x —

est développable en série entiére en 0 en préci-
- X

sant le rayon de convergence et les coefficients de ce développement en fonction
des a,,.

Solution (Ex.4 - Autour de (1 + x)%)
1. En prenant a = —1/2 et —x*> — x dans le DSE de (1 + x)®

400

1 (2m)!
Vxe]-1; 1], = (Ra el : produit des pairs de 2 a 2n :
Vi T Ly (Raveelp P
" . . . . (2n)!
2"n!, produit des impairsde 1 a 2n—1: ] ...)

( N]
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2n)! . .
Donc : V€ N, ay, = 2( n) ety = 0. b) Que vaut, pour A/E.[O, 1[, S(x)? . ,
241(n!) ¢) Montrer que la série converge uniformément sur [0; 1].
1+x +00 +00 +00 +00 d) En déduire la valeur de S.

2. Vxe]-1; 1], f(x) = kz =(1 +x)Zanx” = Zanx” + Zanx”“ = Zb”x”

avec V1-x n=0 n=0 n=0 n=0 Solution (Ex.6 — Convergence et valeur au bord du domaine)

by = ag et ¥n > 1,b, = a, +a,_| = {ﬂn S? n Palr _, cette derniére écriture 1. Théoréeme de Leibniz : (—2 1 )n est décroissante de limite nulle.

tant valabl ~o fn-1 LT UMpALr 2. a) Sur [0; 1[, S.E. de Arctan. En 1, voir 1).

ctant valable pour 11 =1... b) S.E.de R.C.1:V¥x€[0; 1[,S(x) = Arctan(x).

) ) x2l’1+3 1

De «n»d«22n» ¢) Leibniz : Yx € [0; 1],[R,(x)| < 2043 < n+3 Donc HRn”oo,[O; 1= n+ 3

le

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série Zm

n>0
2. Pour x € ]-R; R[, on note S(x) la somme d cette série.
a) Calculer S(0).

b) Pour x € ]0; R[, calculer S(x) en observant que x" ( x)zn.

2
¢) Pour x € | -R; 0], calculer S(x) en observant que x" = (—1)”(\/—){) "

Solution (Ex.5— De «n»d« 2n »)
n+l |x|

Ap+1X _
a,x" (2n+3)(2n+2) n—o+eo

Vx =0, 0 donc la série converge pour tout x et

R = +00.
Pour x =0, f(x) =

| N \/}2,, \/—2n+1 Sh\/z
Pourx>0.f(>»)—Z( _Z(Q +1) T x

,2rz 2n+1

1 sin —X
Z« 2n+1 - V-x

>0

Exercice 6 | Convergence et valeur au bord du domaine

="

Pour x<0: f(x) =

.
1. Montrer l'existence de S = Z

— 2n+1 '
(_1)rzx2n+l
2. Y Y 5 1], =2
On pose:VnelN,Vxe[0; 1], f,(x) a1
+0o
a) Justifier 'existence, pour x € [0; 1], de S(x) = an(x).
n=0
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d) La convergence de an est uniforme sur [0; 1] donc la somme est continue
sur [0; 1].
3. Par continuité de S et Arctanen 1,S=5(1) = linlq S(x) = lil’ll'l Arctan(x) = %
X—1" X—1"

On peut aussi invoquer le théoréme de la double limite sur [0; 1[ puisque la
convergence est uniforme.

Différence de S.E.
1

Soit f :z+—> ————.
! z2-3z+2

1. Déterminer 'ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est développable en série entiere, en précisant les coefficients et
le rayon de convergence du développement obtenu.

Solution (Ex.7 — Différence de S.E.)
1. 22—3z+2:(z—l)(z—Z):(1—2)(2—z)donch:C\{l,Z}.
2. VZEDf,

1 1 1 1 1

1
= - = - —x .
-3z+42 1-z 2-z 1-z 2 1-2z/2
c’est-a-dire |z| < 1, par convergence de la série géométrique,

+oo +00 +00 too

1y 1 1 2ml

_ n_ = - oon _ n_ n

f(Z)_Z,Z ) an _Z(l on+l )Z - on+l z
n=0 n=0 n=0 n=0

f étant la somme de deux séries entiéres de rayons distincts 1 et 2, le rayon

de convergence de cette somme est min(1,2) = 1. Sinon, on peut réveiller M.

D’Alembert pour s’en convaincre.

Expression fonctionnelle d’une S.E.

Pour z tel que |z/2| < 1 et|z] <1,

VzeD(0,1),

( N]
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n

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Zﬁx”, Solution (Ex.9 — En commencant par une dérivation)
n>0 (n+1): Commencons par dériver f qui est C* sur R par les théorémes classiques.
On note f : ]-R; R[ — R sa somme. —2x(1+x2) = 2x(1 —x?)
2. Calculer f 1+ x2)2 _Ax —2x
. n a b . , R VXeR, f'(x) = ( ) 2 = )2 02 1
a) en écrivant = — — ——— ou a et b sont deux constantes réelles a 1—y2 (T4+x%)?+(1-x?) 1+x
(n+1)!  nl (n+1)!
déterminer; 1+ x?
b) en écrivant f(x) = xg(x) et en explicitant g. Or par la série géométrique de rayon 1, et comme |—x4} <1 & x| <1, on peut
écrire, toujours avec un rayon 1 :
Solution (Ex.8 — Expression fonctionnelle d’une S.E.) 1 i(_x4)n ~ i(—l)”ﬁ”
app1 2" (n+1) - 1+x4 - :
1. Vz =0, = |z| 0 donc la série converge pour tout z et n=0 n=0
a,z" (n+2)n" " no+oo o
R = +oo. L1 1 ) Donc pour tout x € |-1; 1[, f'(x) = ZZ(—l)”“x““.
n n+1-
2. VnelN, = =———
1 (n+1)! 1(17 +1) n! (n+1)! En primitivant, ce qui conserve le rayon,
Z—'z” et Zmz” ont un rayon de convergence infini (série exponentielle). Yxel]-1; 1,
n: n . +00 +0oo
n>0 n>0 2(—1)n+ 4 2 _ s 4
x) = O + Ny n+ - n+1 .
bourz20,” fE=fO+) = Ty C
S(Z)_ez—l Z _ez_l( Z—l) n=0 n=0
- zn_o(n+1)‘_ - o
Pour z = 0, S(2) = 0. En commengant par une primitivation

Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f

- . définie par
Exercice 9 | En commengant par une dérivation

Déterminer le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction f 1
définie pa x) =
e par f(x) (2x+3)
f(x) = Arctan (1 2 ) et préciser le rayon de convergence R.

Indication : on pourra commencer par primitiver f ...

et préciser le rayon de convergence R.

Indication : on pourra commencer par dériver f ... Solution (Ex.10 — En commengant par une primitivation)

Notons que Dy = R\ {-3/2}, donc le rayon ne pourra excéder 3/2.

Commencons par primitiver f (une primitive suffit) : Yx € Dy,
-1 1 -1 1

Flx)= —x——=—x——.
2 2x+3 6 1+2x/3

En utilisant la série géométrique, avec |2x/3| <1 & |x| < 3/2,

Vxe]-3/2;3/2, - Z(——) :Z%x”.
=0

Alors, par dérivation terme a terme qui conserve le rayon,

Lycée Henri POINCARE 3/@ o0
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+00 +00 too

-1 n+1 on 1 271 +1

f(x) = ()T Z 3n+2n )\ avec un rayon de convergence VxeR, f’(x)= Z(n +1)a,qx".

n=1 n=0

3 Alors :
R=> R +o0o
Méthodes alternatives : VxeR, Z(n +1)ap x" =-2x Zanx” +1
1 = n=0 =0
—on peut partir du développement de ——— =(1+ X)?=) a,x", +o0
(1+x) ; VxelR, Z(n+1 ap X" —ZZa x"
)" (n+1 =
aveca=-2,4a, = M =(-1)"(n+1), puis pour |x| < 3/2 '1;3
n!
: li 1(2 ) io“l)”(ml)z" ] VxeR, D””lex”:—zzan—l"”“
=- (n+ =) ——————— - -

2= 2 n=0 n=1

(2x+3) ((2/3 x+1)? 9 n=0 3 = 3 Par unicité des coefficients d’une série entiere de rayon de convergence non nul
1 1
— on peut envisager le produit de Cauchy X et, avec la valeur de f en 0,
2x+3  2x+43 — —
ag=f(0)=0,
ap = 1,

En formant une équation différentielle

Soit f la fonction définie sur R par

flx)= e J: e’ dt.

1. Justifier que f est développable en série entiére sur R.
2. Déterminer son développement en série entiére au voisinage de 0.

Indication : on pourra commencer par former une équation différentielle dont f est
solution...

Solution (Ex.11 - En formant une équation différentielle)

1. x> e est développable en série entiére de rayon infini en appliquant la série
exponentielle a —x2.

x> et est développable en série entiere de rayon infini en appliquant la série

exponentielle a x>, donc sa primitive nulle en 0 aussi.

Donc f est développable en série entiere de rayon infini comme produit de série

qui le sont.
2. f est par conséquent C* sur R. Commencons par dériver f.

X
VxeR, f/(x) = —2xe™ J eldt+e e = —2xf(x)+1

0
Utilisons cette équation différentielle pour développer f.

J'écris :
+00
VxeR, f(x)=) anx",
n=0

Lycée Henri PoINCARE

4/

VYn > 1,(1/1 + 1)a,,+1 = —2(1”_1.
Ceci détermine la suite (a,) de facon unique :

=0,a;=1,V¥nelN, = .
a0 ai n An+2 nt Zan
On a immédiatement :
VYne N,[lzn =0
-2 (-2)?
VneNN, =—ayy ] = 3 =
TEN e =y T T s D (2n—1) 23
(=2)" (=2)"2"(n!)
a = a1 =
T on+ )(2n-1)...31° ' (2n+1)!
+00
—1)"22mp!
Finalement:Vx€eR, f(x)= ((Zr)zT)TZ 2n+1

Exercice 12 | Calcul d’une somme de série

L'objectif de cet exercice est de calculer

de deux facons.
1. Justifier 'existence de S.

2. Premiére méthode
a) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere

( N]
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1 2n+1
;(2n+1)x '

b) Conclure.

3. Seconde méthode
a) Rappeler le rayon de convergence et la somme de la série entiere

1
;an'

b) Déterminer S en séparant les termes de rangs pairs et les termes de rangs im-
pairs de cette somme.

Solution (Ex.12 — Calcul d'une somme de série)

1 1\"
1. Par exemple, Gnra" = ((Z) ), t.g. d’une série géométrique convergente.
d +00 1 +00 1
2. RC=1,Yxe]-1;1[, — = s —
el dx[§2n+1Y ] %k -

Par primitivation de série entiére :

400
| 1 5
Vxel-1:1], —'2”“:—1(
el [ ;mﬂA 2 M 1=

1 1+x

—In{— ixe]-1;0[U]0; 1
donc f(x) =4 2x n(l—x) sixe] (V] [
1 six=0

1
Prisen x = 5 S =1n(3).

+0o0

1 1 1 .

3. Pour tout xe]-1; 1], sz” = Z an + Z an conduit a
n=0

n pair n impair
1 o 1
~In(1-x)= —Eln(l —-x%)+ mez”“ dotien x=1/2
n=0

1= 1 I, 1. /3
Ede:—1n(§)+§1n(1),donc
n=

S=21In(2) +1n(3) - In(4) = In(3).

Exercice 13 | Egalité entre une intégrale impropre et une somme de série
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1 _ +00
Montrer que J Mdl‘ =- Zi

O t

Solution (Ex.13 — Egalité entre une intégrale impropre et une somme de série)
In(1-1) .
Notons f(t) = stt=0,

-1 sit=0.
Comme In(1 —1t) o —t, f est continue en 0... et f est intégrable sur [0; 1].

+00

Vte[0; 1[,@:—2

1 t" et en primitivant terme a terme :
n

+o00

x —
Vxe[0; 1[,j0 Mdt: Z%A

n=1

“ln(1-t ! Tp(1 =
Quand x — 1, l'intégrale f ydt tend vers J f(r)dt = j In(1-1) t)dt.
0 0

0 t
+00 1 +00 1
N . . N L o.on - : :
Reste a établir que lorsque x — 1, g(x) = Z " x" - Z o= g(1),i.e.g est continue
n=1 n=1
enl.
x" 1 L. . P
Or |lx+— — ==, donc la série de fonctions définissant g converge nor-
N leo,[0;1] 1

n
. , X .
malement donc uniformément, et comme chaque x — — est continue, donc g est
n
continue sur [0; 1]. Donc g est continue en 1. Gagné.

Application a la résolution d’équations différentielles

Pour les équations différentielles suivantes, on demande de déterminer les solu-
tions développables en séries entiéres au voisinage de 0 en précisant le rayon de
convergence des séries obtenues :

1. (Bg)  x%p”-2xy/+2y=x3;
2. (Ey)
3. (E;) vy —-2xp=2x?-2x-1.

(x> =1)y” +4xy’+2y=0;

Solution (Ex.14 — Application d la résolution d’équations différentielles)

1. L'ensemble des solutions DSE au voisinage de 0 est

{f:]—oo; +oo[—>IR,xr—>ax+bx2+%x3,(a,b)EIRz}.

( N]
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+00
2. En posant p(x) = Zanx” pour x € |-R; R[, p est solution de (E;) ssi
n=0
VYneN,[n(n-1)+4n+2Ja,—(n+1)(n+2)a,.,=0,ie.a,,, =4a,, donc
+00 +00
; — 2n 2n+1 _ Botarx
551f(x)_a0;,\ +a1§x =1
Le rayon de convergence de cette série est R = 1.
Lensemble des solutions DSE au voisinage de 0 est
ax+b
{f -1 1> Rx - ﬁ,(a,b) € IRZ}.
+00
3. pix Zanx” vérifie (E,) sur |-R; R] ssi
n=0
+00 +00
¥x e ]-R; R[,Z(n + 1)a,x" + Z(—2an,1)x” = 2x? — 2x + 1 et par unicité des
n=0 n=0
coefficients ssi
ap = -1
ar =dg— 1
303 = 2ﬂ1 +2
¥nz3, = -
' n+l 1 An-1
ssi
apg=dp+ 1
ap = -1
Vp>=1,a3541 =0
1
Vp > 1,a2p = Hﬂz
+00 1 5
SSiy:XHQZZ—'XZP—X+l =a,e" —x+1.
n=0""
Le rayon de convergence de cette série étant +oo, I'ensemble des solutions DSE
est ,
{f:JR—>IR,x»—>aex —x+1,aeIR}.
Lycée Henri POINCARE 6/@ o0



